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Передмова

Впродовж багатьох рокiв студенти фiзико-математичних факультетiв пе-
дагогiчних унiверситетiв та iнститутiв на практичних заняттях з курсу "Ал-
гебра i теорiя чисел"широко використовують вiдомi посiбники [5,6]. Однак
в останнiй час вони вже стали бiблiографiчною рiдкiстю. Росiйськомовнi
видання подiбних збiрникiв [7–11] також малодоступнi для нашого студен-
та. Тому виникла гостра необхiднiсть у виданнi україномовного збiрника з
цього курсу. На першому етапi був виданий збiрник задач з теорiї чисел
[12].

При написаннi цього збiрника автори заклали iдею розподiлу задач ко-
жного з основних параграфiв за рубриками: задачi на iлюстрацiю основних
понять, задачi на технiку обчислень i перетворень, задачi на доведення,
творчi задачi та олiмпiаднi задачi. Такий розподiл дозволить студенту при
самостiйнiй роботi поступово переходити вiд простих до складнiших задач,
керуючись самостiйною оцiнкою свого рiвня пiдготовки. До бiльшостi задач
з перших двох рубрик у збiрнику є вiдповiдi. До задач з iнших трьох рубрик
iнодi даються вказiвки або розв’язки. Для їх розв’язування студент повинен
добре володiти основними поняттями i теоремами теорiї, проявити творче
мислення, винахiдливiсть та логiчну стрункiсть в математичних доведеннях
i перетвореннях. В окремих випадках такi задачi на дослiдження можуть
стати темами курсових робiт.

Кожен параграф розпочинається з посилання на лiтературу i мiстить
короткi теоретичнi вiдомостi, а задачi мають свою нумерацiю.

У всiх чотирьох роздiлах є додатковий параграф "Вибранi задачi". До
таких параграфiв включено задачi рiзної складностi, частина з яких про-
понувалися на математичних олiмпiадах i конкурсах для студентiв вищих
навчальних закладiв. Вони призначенi для тих студентiв, якi хочуть бiльш
глибоко освоїти матерiал даного роздiлу. До цих задач не дано вказiвок i
вiдповiдей.

У збiрнику в рiзних рубриках є ряд задач, якi вчитель математики може
використати в роботi з учнями на шкiльному математичному гуртку.

Збiрник мiстить чотири додатки: "Логiчнi закони "Закони алгебри мно-
жин "Комплекснi числа" та "Алфавiти"(латинський i грецький). В них читач
знайде основнi формули, що стосуються цих питань.

У збiрнику вмiщено список основних позначень, якi використовуються в
книзi, та предметний показчик.



Роздiл 1

Елементи математичної
логiки та теорiї множин

§ 1.1 Висловлення i логiчнi операцiї над ними

Лiтература: [1] стор. 17 – 47; [3] стор. 5 – 17.

Теоретичнi вiдомостi

Висловлення - це розповiдне стверджувальне речення, до якого можна
поставити запитання iстинне воно чи хибне.

Логiчнi операцiї над висловленнями мають такi назви i позначення: за-
перечення – ” ∼ ” (унарна операцiя), кон’юнкцiя – ”∧”, диз’юнкцiя – ”∨”,
iмплiкацiя – ”→ ” та еквiваленцiя – ”↔ ” (бiнарнi операцiї).

Якщо p i q – деякi висловлення, то iстинностнi значення висловлень
(1 – iстина, 0 – хиба) ∼ p, p ∧ q, p ∨ q, p → q, p ↔ q в залежностi вiд
iстинностних значень висловлень p i q визначаються з таблиць, якi часто

називають таблицями iстинностi логiчних операцiй:
p ∼ p
1 0
0 1

p q p ∧ q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

p q p ∨ q
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

p q p→ q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

p q p↔ q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

.
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Множина всiх висловлень, яка розглядається разом з названими опера-
цiями i їх властивостями, називається алгеброю (логiкою) висловлень.

Поняття формули алгебри висловлень визначимо iндуктивно:

• будь-яке змiнне висловлення p, q, r, s, t, . . . (замiсть цих змiнних ми
можемо пiдставляти будь-якi висловлення) є формулою;

• якщо F, F1, F2 є формулами, то ∼ (F ), (F1) ∧ (F2), (F1) ∨ (F2),
(F1)→ (F2), (F1)↔ (F2) також є формулами;

• iнших формул немає.

Використовуючи таблицi iстинностi логiчних операцiй, можна побудува-
ти таблицю iстинностi будь-якої формули алгебри висловлень.

Формула алгебри висловлень, в останньому стовпцi таблицi iстинностi
якої мiстяться тiльки одиницi, називається тавтологiєю або логiчним за-
коном. Якщо в останньому стовпцi таблицi iстинностi формули мiститься
хоча б одна одиниця, то така формула називається здiйснимою або викону-
ваною; якщо ж там мiстяться лише нулi, то формула називається тотожно
хибною або протирiччям.

Двi формули F1 i F2 алгебри висловлень називаються рiвносильними,
якщо вони набувають однаковi iстинностнi значення при будь-яких значен-
нях iстинностi змiнних висловлень, якi входять до них.

Формули F1 i F2 алгебри висловлень рiвносильнi тодi i тiльки тодi, коли
формула F1 ↔ F2 є тавтологiєю.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi з наступних виразiв є висловленнями:
а) Снiг бiлий. е) (2 + 3) ·

√
2.

б) Бiлий снiг. є) Мабуть завтра буде дощ.
в) Я проживаю у Вiнницi. ж) x = y.
г) 2 < 3. з) Слава Українi!
д) x < 3. i) Яка вiдстань до Мiсяця?

2. Наступнi складнi речення роздiлити на простi i записати за допомогою
логiчної символiки:
а) Даний чотирикутник є квадрат або ромб.
б) Студент Романюк був сьогоднi на лекцiї i ходив у кiно або на
футбол чи танцi.
в) Число 12 є складеним тому i тiльки тому, що 7 є простим числом.
г) Якщо на вулицi мороз, то дiти одягають пальто i рукавицi або
взувають валянки.
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д) Сьогоднi на екзаменi я одержав оцiнку "вiдмiнно" або "добре".
е) Натуральне число n дiлиться на 6 тодi i тiльки тодi, коли воно
дiлиться на 2 i на 3.

3. Нехай висловлення "Число a дiлиться на 3 "Число b дiлиться на 3" i
"Сума a + b дiлиться на 3" позначено через p, q i r вiдповiдно. Сфор-
мулювати висловлення, записанi символiчною мовою:
а) p ∧ q → r; д) ∼ p→∼ q ∨ ∼ r;
б) r → p ∧ q; е) ∼ p→ (q →∼ r);
в) p ∧ r → q; є) (r → q)→ p;
г) ∼ q ∧ r →∼ p; ж) r ↔ p ∨ q.

4. Якi з наступних виразiв є формулами алгебри висловлень:
а) (∼ p1∧ ∼ p2)→ (p1 ∨ p2);
б) ((p1 ∧ p2) ∨ (p1 ← p2))→∼ p3;
в) p1 → (p2 ∨ p3) ∼→ p3;
г) (p1 → p2)→ ((p1 →∼ p2)→∼ p1);
д) (p1 ∧ (→ p2))↔ (p2 →∼ p1);
е) (p1 → p3)→ ((p2 → p3)→ ((p1 ∨ p2)→ p3));
є) (p1 → p2)↔ (∼ p2 →∼ p1);
ж) ((p1 → p2) ∧ (p1 → p3))→ (p1 → (p2 ∧ p3));
з) ((p1∧ ∼ p2)→ (∼∼ p1 ∨ ∨p2))↔ (∨p1 ∨ p2);
i) ((p1 → p2) ∧ (∼ p1 →∼ p2))↔ (p1 ↔ p2)?

5. Опустiть зайвi дужки у наступних формулах:
а) ((p ∧ q)→ ((r ∨ s)→ (q ∧ r)));
б) ((∼ p)→ (((q ∧ r) ∧ (∼ s)) ∨ (q ∨ r)));
в) ((∼ p)↔ (((q ∧ r) ∧ (∼ s))↔ (q ∨ r)));
г) ((∼ p)((q → r)→ (s→ (p ∨ (∼ r))))).

6. Нехай p1 i p2 – данi висловлення. За допомогою операцiй ∼ i ∧ побу-
дувати з p1 i p2 таке складне висловлення p, що:
а) p iстинне тодi i тiльки тодi, коли висловлення p1 i p2 iстиннi;
б) p iстинне тодi i тiльки тодi, коли p1 iстинне, а p2 – хибне;
в) p iстинне тодi i тiльки тодi, коли висловлення p1 i p2 хибнi;
г) p хибне тодi i тiльки тодi, коли висловлення p1 i p2 iстиннi.

7. Нехай p1 i p2 – данi висловлення. За допомогою операцiй ∼ i →
побудувати з p1 i p2 таке складне висловлення p, що:
а) p iстинне тодi i тiльки тодi, коли висловлення p1 i p2 iстиннi;
б) p iстинне тодi i тiльки тодi, коли p1 iстинне, а p2 – хибне;
в) p iстинне тодi i тiльки тодi, коли висловлення p1 i p2 хибнi;
г) p хибне тодi i тiльки тодi, коли висловлення p1 i p2 iстиннi.
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Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Скласти таблицю iстинностi для формул:
а) ∼ (p→∼ p)↔ p; д) p→ (q → r);
б) (p→ q)→ (q → p); е) (p→ q) ∧ (q → r)→ (p→ q ∧ r);
в) (p→ q) ∧ p→ q ∨ p; є) (q → p ∧ r)∧ ∼ (p ∨ r → q);
г) p ∧ (p ∨ q)↔∼ p; ж) (p→ q)∧ ∼ q → p.

9. Що можна сказати про iстинностне значення формули:
а) ∼ p ∧ q ↔ p ∨ q, якщо формула p→ q iстинна;
б) p→∼ t, якщо формули p→ q, ∼ s→∼ q та t→∼ s iстиннi;
в) p→∼ s, якщо p→ q iстинна, а ∼ s→∼ q хибна формула;
г) p→ v, якщо формули p ∨ q → s ∨ r i s ∨ r → v iстиннi?

10. Встановити, чи є данi формули тавтологiями:
а) (p→ q)→ (p ∨ r → q ∨ r); г) ((p ∧ q)→ r)↔)p→ (q → r));
б) (p→ q)→ ((p ∧ q)→ (q ∧ r)); д) ((p ∨ q)↔ q)↔ (p→ q);
в) (p→ q)→ ((q → r)→ (p→ r)); е) ((p ∧ q)↔ q)↔ (q → p).

11. Якi з наступних формул є тавтологiями або протирiччями:
а) (p→ q) ∨ (p→ r))→ (p→ (q ∨ r));
б) (p→ q)→ ((r → q)→ ((p ∧ r)→ q));
в) (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r));
г) ∼ ((∼ p ∧ q) ∧ (p ∨ q));
д) ((p→ q) ∧ (p→ r))→ ((p→ (q ∧ r));
е) ((p→ q) ∧ (p→ r))↔ (p→ r)?

12. Якi з наступних формул є рiвносильними:
а) ∼ (p ∧ q); в) ∼ p ∧ q; д) ∼ p∨ ∼ q;
б) ∼ p∧ ∼ q; г) p∧ ∼ q; е) ∼ (p ∨ q)?

13. Спростити формули:
а) (p∧ ∼ q) ∨ q; в) ∼ ((p→ q) ∧ (q →∼ p));
б) (p→ p)→ p; г) ∼ p ∧ (p ∨ q)→ q.

14. Скiльки можна задати рiзних унарних логiчних операцiй над вислов-
леннями?

15. Скiльки можна задати рiзних бiнарних логiчних операцiй над вислов-
леннями?

16. Штрихом Шеффера двох висловлень p i q називається висловлення
p | q (читають: p не сумiсно з q), яке хибне тодi i тiльки тодi, коли данi
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висловлення iстиннi. Виразити штрих Шеффера через основнi логiчнi
операцiї над висловленнями.

17. Штрихом Лукасевича двох висловлень p i q називається висловлення
p ↓ q (читають: нi p, нi q), яке iстинне тодi i тiльки тодi, коли данi
висловлення хибнi. Виразити штрих Лукасевича через основнi логiчнi
операцiї над висловленнями.

Задачi на доведення

18. Довести, що наступнi формули є логiчними законами:
а) p∨ ∼ p – виключеного третього;
б) ∼ (p ∧ q)↔∼ p∨ ∼ q – де Моргана;

∼ (p ∨ q)↔∼ p∧ ∼ q – де Моргана;
в) (p→ q)↔ (∼ q →∼ p) – контрапозицiї;
г) p ∧ (p→ q)→ q – вiдокремлення;

(p → q)∧ ∼ q →∼ p – вiдокремлення.

19. Довести, що основнi логiчнi операцiї (∼,∧,∨,→,↔) можна виразити
через:
а) заперечення i кон’юнкцiю;
б) заперечення i диз’юнкцiю;
в) заперечення i iмплiкацiю.

20. Довести, що операцiю заперечення не можна виразити через операцiї
∧, ∨, → i ↔.

21. Довести рiвносильнiсть таких формул логiки висловлень:
а) (p→ q∧ ∼ q)→∼ p ≡ r∨ ∼ r;
б) (p ∧ q)→ r ≡ p→ (q → r);
в) (p ∨ q) ∧ (p∨ ∼ q) ≡ p;
г) p→ (q → p ∧ q) ≡ r∨ ∼ r.

22. Довести, що всi основнi логiчнi операцiї над висловленнями можна
виразити через штрих Шеффера.

23. Довести, що всi основнi логiчнi операцiї над висловленнями можна
виразити через штрих Лукасевича.

Творчi задачi

24. З простих висловлень p, q i r побудувати складне висловлення, яке
iстинне тодi i тiльки тодi, коли iстинне лише одне (не має значення
яке!) iз даних висловлень.
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25. Довести, що всi бiнарнi операцiї над висловленнями можна виразити
через:
а) заперечення i кон’юнкцiю;
б) заперечення i диз’юнкцiю;
в) заперечення i iмплiкацiю.

26. Чи можна виразити основнi логiчнi операцiї через:
а) ↔ i ∼; в) ↔ i ∨;
б) ↔ i ∧; г) ↔ i →?

27. Скiльки є бiнарних логiчних операцiй, через якi виражаються всi iншi
логiчнi операцiї?

28. З простих висловлень p i q за допомогою логiчних операцiй можна
побудувати безлiч формул. Оцiнiть найбiльше число нерiвносильних
формул, якi можуть одночасно приймати iстинне значення.

Задачi з олiмпiад

29. При побудовi формули логiки висловлень застосовуються тiльки опе-
рацiї кон’юнкцiя i диз’юнкцiя. Чи може серед таких формул бути тав-
тологiя або протирiччя?

30. На екзаменi викладач пропонує п’ять тверджень, вiдносно яких потрi-
бно вiдповiсти, iстинi вони чи хибнi. Студент знає, що завжди викла-
дач дає iстинних тверджень бiльше, нiж хибних, i нiколи не задає три
запитання пiдряд, якi вимагають однакової вiдповiдi. Iз змiсту першо-
го i останнього тверджень йому ясно, що вiдповiдi на них повиннi бути
протилежними. Єдине питання, вiдповiдь на яке вiн знає — друге. Це
вже гарантує йому вiрнi вiдповiдi на всi запитання. Якими повиннi
бути вiдповiдi?
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§ 1.2 Взаємно оберненi теореми. Доведення вiд
супротивного

Лiтература: [1] стор.43 – 57; [3] стор.18 – 21.

Теоретичнi вiдомостi

Якщо p є умовою теореми, а q – її висновком, то, як правило, теорему
можна записати у виглядi iмплiкацiї p→ q, яка є iстинною.

Якщо обернена iмплiкацiя q → p є iстинною, то її називають оберненою
теоремою до даної. Якщо iстинною є iмплiкацiя ∼ p→∼ q, то її називають
протилежною теоремою до даної. Якщо ж iстинною є iмплiкацiя
∼ q →∼ p, то її називають протилежною теоремою до оберненої або
оберненою до протилежної.

Iмплiкацiї p → q, q → p, ∼ p →∼ q, ∼ q →∼ p називають системою
спряжених висловлень.

Якщо iмплiкацiя p→ q є теоремою, то умова q називається необхiдною
для умови p, а умова p називається достатньою для q. Якщо iстинною
є еквiваленцiя p ↔ q (тобто мають мiсце пряма p → q i обернена q → p
теореми), то говорять, що умова q необхiдна i достатня для умови p.

При доведеннi теореми p → q методом вiд супротивного ми припуска-
ємо, що мають мiсце одночасно висловлення p i ∼ q. Якщо пiсля деякого
ланцюга мiркувань ми прийдемо до висновку, що одночасно має мiсце деяке
твердження t i його заперечення ∼ t, то тодi ми отримали протирiччя з логi-
чним законом ∼ (t∧ ∼ t). Це означає, що наше припущення про iстиннiсть
висловлення ∼ q є хибним. Таким чином, має мiсце теорема p→ q.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нехай висловлення p1 → p2 iстинне. Якi iз спряжених до нього ви-
словлень є iстинними?

2. Сформулювати систему спряжених висловлень до тверджень:
а) Якщо пiрамiда неправильна, то її ребра попарно рiзнi.
б) Якщо система двох лiнiйних рiвнянь має розв’язок, то рiвняння

мiстять по три невiдомих.

3. До твердження "Якщо сума протилежних кутiв чотирикутника рiвна
1800, то навколо нього можна описати коло" сформулювати спряженi
висловлення i з’ясувати, якi з них iстиннi.
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4. Привести всi можливi пари теорем, доведення яких забезпечує дове-
дення критерiю: "Для того, щоб навколо чотирикутника можна було
описати коло, необхiдно i достатньо, щоб сума його протилежних ку-
тiв була рiвна 1800". Логiчно обгрунтувати вiдповiдi.

5. Дано висловлення: "Якщо чотирикутник є прямокутником, то навко-
ло нього можна описати коло". Побудувати три спряжених до нього
висловлення. Якi з них iстиннi?

6. Побудувати три обернених iмплiкацiї до теореми: "Якщо рiзниця цi-
лих чисел дiлиться на 3 i зменшуване дiлиться на 3, то i вiд’ємник
дiлиться на 3". Якi з них iстиннi?

7. Нехай задано такi висловлення:
а) p – "чотирикутник є ромб q – "дiагоналi чотирикутника

взаємно перпендикулярнi r – "чотирикутник має вiсь симетрiї";
б) p – "добуток двох натуральних чисел дiлиться на 12 q –

"один iз множникiв дiлиться на 12 r – "один iз множникiв
дiлиться на 3".

Що можна сказати про необхiднiсть чи достатнiсть одного з вислов-
лень для iнших?

8. Записати за допомогою логiчної символiки такi речення:
а) для того, щоб добуток двох чисел був рiвний нулю, необхiдно

i достатньо, щоб один iз спiвмножникiв був рiвний нулю;
б) для того, щоб сума двох цiлих чисел дiлилася на 5, необхiдно,

щоб обидва доданки дiлилися на 5;
в) якщо чотирикутник є квадратом, то всi його кути прямi, i навпаки;
г) якщо двi прямi площини паралельнi, то вони паралельнi третiй

прямiй цiєї площини, i навпаки.
Якi з цих висловлень iстиннi?

9. Записати за допомогою логiчної символiки такi речення:
а) для того, щоб трикутник був рiвностороннiм, достатньо, щоб

його кути були рiвнi;
б) для того, щоб цiле число дiлилося на 5, необхiдно, щоб

воно дiлилося на 15.

10. Навести приклади доведень, що грунтуються на тавтологiях:
а) (∼ p2 →∼ p1)→ (p1 → p2);
б) (p1 →∼ p2)→ (p2 →∼ p1);
в) (∼ p1 → p2)→ (∼ p2 → p1);
г) (p1 → p2)→ (∼ p2 →∼ p1).
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Як називаються такi доведення?

11. Навести приклад теореми, при доведеннi якої використовується закон
зведення до протирiччя, тобто (p→ q)↔ (p∧ ∼ q → r∧ ∼ r).

Задачi на технiку обчислень та перетворень

12. Використовуючи лише закони алгебри висловлень, встановити, якi з
наведених нижче висловлень слiдують iз висловлення "Якщо цiле чи-
сло n дiлиться на 6, то n дiлиться на 3":
а) для того, щоб цiле число n дiлилося на 3, достатньо, щоб

воно дiлилося на 6;
б) для того, щоб цiле число n дiлилося на 6, достатньо, щоб

воно дiлилося на 3;
в) для того, щоб цiле число n дiлилося на 3, необхiдно, щоб

воно не дiлилося на 6;
г) для того, щоб цiле число n не дiлилося на 3, достатньо, щоб

воно не дiлилося на 6;
д) цiле число n дiлиться на 6 тодi i тiльки тодi, коли

воно дiлиться на 3;
е) цiле число n не дiлиться на 3 тодi i тiльки тодi, коли

воно не дiлиться на 6 .
Записати всi приведенi висловлення символiчно.

13. Встановити на основi законiв алгебри висловлень, якi з наступних
висловлень будуть iстинними, якщо iстинне висловлення "Рiвнi три-
кутники є подiбними":
а) рiвнiсть трикутникiв є необхiдною умовою їх подiбностi;
б) подiбнiсть трикутникiв є необхiдною умовою їх рiвностi;
в) рiвнiсть трикутникiв є достатньою умовою їх подiбностi;
г) подiбнiсть трикутникiв є достатньою умовою їх рiвностi;
д) подiбнiсть трикутникiв є необхiдною i достатньою умовою їх

рiвностi;
е) трикутники не рiвнi тодi i тiльки тодi, коли вони не подiбнi.

Записати всi приведенi висловлення символiчно.

14. Принцип повної диз’юнкцiї виражається такою теоремою: "Нехай дано
такi двi iмплiкацiї, що:
а) умова хоча б однiєї з них справджується;
б) висновки їх несумiснi.

Тодi, якщо данi iмплiкацiї iстиннi, то й оберненi до них iмплiкацiї
також iстиннi".



15

Записати цю теорему мовою алгебри висловлень, для одержаної фор-
мули скласти таблицю iстинностi i навести приклади, якi iлюструють
сформульовану теорему.

Задачi на доведення

15. Використовуючи основнi властивостi нерiвностей, довести теорему:
"Якщо числа a i b задовольняють умовам a > 0, b > 0, a > b, то вико-
нується нерiвнiсть a2 + c > b2 + c”. Записати доведення за допомогою
логiчної символiки. Виписати тавтологiї алгебри висловлень, якi при
цьому використовуються.

16. Нехай висловлення p → q є iстинним. Довести, що кожна необхiдна
умова для q є необхiдною i для p, а кожна достатня умова для p є
достатньою i для q.

17. Методом вiд супротивного довести, що не iснує рацiонального числа,
квадрат якого дорiвнює 2. Записати це доведення мовою математичної
логiки.

18. Довести, що рiвняння x2 − 3 = 0 в множинi Q рацiональних чисел не
має розв’язкiв. Записати це доведення мовою математичної логiки.

19. Довести методом вiд супротивного, що в множинi простих чисел немає
найбiльшого числа, та проаналiзувати доведення з точки зору матема-
тичної логiки.

20. Довести, що кожне натуральне число єдиним способом можна записа-
ти у виглядi добутку простих чисел, якщо не брати до уваги порядку
розмiщення множникiв, та проаналiзувати доведення з точки зору ма-
тематичної логiки.

21. Проаналiзувати з точки зору математичної логiки доведеня вiдомих з
шкiльної математики ознак паралельностi прямих:
а) якщо двi прямi, якi лежать в однiй площинi, паралельнi третiй пря-
мiй цiєї площини, то вони паралельнi мiж собою;
б) якщо при перетинi двох прямих третьою внутрiшнi навхрест лежачi
кути рiвнi, то прямi паралельнi;
в) якщо при перетинi двох прямих третьою сума внутрiшнiх односто-
роннiх кутiв дорiвнює 1800, то прямi паралельнi.
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22. Проаналiзувати з точки зору математичної логiки доведеня вiдомої
з шкiльної математики теореми: якщо площина паралельна до двох
прямих, якi перетинаються i лежать в iншiй площинi, то цi площини
паралельнi.

23. Довести єдинiсть оберненого числа до числа a 6= 0 в множинi R дiй-
сних чисел.

24. Довести, що в множинi R дiйсних чисел рiвняння:
а) ax = b (a 6= 0); б) a+ x = b
має єдиний розв’язок.

Творчi задачi

25. Чи можна принцип повної диз’юнкцiї (задача № 14) узагальнити на
бiльше число iмплiкацiй?

Задачi з олiмпiад

26. Дехто A держить в руцi (невiдомо в правiй чи лiвiй) монету. Вiдомо,
що A завжди обманює або завжди говорить правду (але невiдомо,
що саме). Як за допомогою єдиного запитання дiзнатися, в якiй руцi
знаходиться монета?
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§ 1.3 Предикати та операцiї над ними. Системи
та сукупностi рiвнянь i нерiвностей

Лiтература: [1] стор.111 – 123, 231 – 240; [3] стор. 22 – 37.

Теоретичнi вiдомостi

Вираз p(x1, x2, . . . , xn) вiд змiнних x1, x2, . . . , xn, заданих на множинах
M1,M2, . . . ,Mn, називається n-мiсним предикатом вiд цих змiнних, якщо
вiн перетворюється у висловлення при пiдстановцi замiсть змiнних конкре-
тних елементiв iз вiдповiдних множин.

Якщо при пiдстановцi в предикат p(x1, x2, . . . , xn) замiсть змiнних
x1, x2, . . . , xn будь-яких елементiв iз вiдповiдних множин M1,M2, . . . ,Mn

отримуємо:

• iстинне висловлення, то такий предикат називається тотожно iстин-
ним або тавтологiєю;

• хибне висловлення, то такий предикат називається тотожно хибним.

Якщо iснує хоча б один набiр елементiв iз вiдповiдних множин, при яких
предикат p(x1, x2, . . . , xn) перетворюється у iстинне висловлення, то такий
предикат називається здiйснимим або виконуваним.

Множиною (областю) iстинностi предиката p(x1, x2, . . . , xn), задано-
го на множинах M1,M2, . . . ,Mn, називається множина всiх наборiв еле-
ментiв (a1, a2, . . . , an) (a1 ∈ M1, a2 ∈ M2, . . . , an ∈ Mn), при яких предикат
p(x1, x2, . . . , xn) перетворюється в iстинне висловлення.

Нехай p(x1, x2, . . . , xn) i q(x1, x2, . . . , xn) – n-мiсткi предикати, заданi на
одних i тих же множинах M1,M2, . . . ,Mn. Тодi вирази
∼ p(x1, x2, . . . , xn) (заперечення предиката p(x1, x2, . . . , xn)),
p(x1, x2, . . . , xn) ∧ q(x1, x2, . . . , xn) (кон’юнкцiя двох предикатiв),
p(x1, x2, . . . , xn) ∨ q(x1, x2, . . . , xn) (диз’юнкцiя двох предикатiв),
p(x1, x2, . . . , xn)→ q(x1, x2, . . . , xn) (iмплiкацiя двох предикатiв),
p(x1, x2, . . . , xn)↔ q(x1, x2, . . . , xn) (еквiваленцiя двох предикатiв)
також є n-мiсними предикатами вiд цих змiнних, заданими на множинах
M1,M2, . . . ,Mn.

Крiм операцiй ∼,∧,∨,→,↔ над предикатами виконуються ще двi унар-
нi операцiї, якi називаються операцiями квантифiкацiї або навiшування
квантора загальностi (∀x) i квантора iснування (∃x).
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Вираз (∀x)p(x) читається "для будь-якого x має мiсце p(x)" i є ви-
словленням, яке iстинне тодi i тiльки тодi, коли предикат p(x) є тотожно
iстинним.

Вираз (∃x)p(x) читається "iснує таке x, що має мiсце p(x)" i є вислов-
ленням, яке iстинне тодi i тiльки тодi, коли предикат p(x) є виконуваним.

Змiннi предиката p(x1, x2, . . . , xn), до яких застосовано один iз кванто-
рiв, називаються зв’язаними, а iншi змiннi називаються вiльними. Мiснiсть
предиката спiвпадає з кiлькiстю вiльних змiнних.

Множина всiх предикатiв з визначеними в нiй операцiями заперечення,
кон’юнкцiя, диз’юнкцiя, iмплiкацiя, еквiваленцiя та навiшування кванторiв
називається алгеброю (логiкою) предикатiв.

Формулами логiки предикатiв є:

• будь-якi висловлення;

• будь-якi предикати;

• якщо F1, F2, F (x) – формули, то (F1) ∧ (F2), (F1) ∨ (F2), (F1)→ (F2),
(F1)↔ (F2), ∼ F (x), (∀x)F (x), (∃x)F (x) також формули;

• iнших формул немає.

Якщо при пiдстановцi у формулу логiки предикатiв замiсть предикатних
змiнних довiльних предикатiв вiдповiдної мiсностi завжди отримуємо тото-
жно iстинний предикат, то така формула називається тавтологiєю логiки
предикатiв.

Формули логiки предикатiв F1 i F2 вiд змiнних x1, x2, . . . , xn, заданих
на множинах M1,M2, . . . ,Mn, називаються рiвносильними, якщо формула
(F1) ↔ (F2) є тавтологiєю логiки предикатiв. Якщо iмплiкацiя (F1) → (F2)
є тавтологiєю, то F2 називають логiчним наслiдком F1.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi з наступних виразiв можна розглядати як предикати при певному
виборi областi змiнних, шо входять до них:
а) x3 − x+ 2 = 0; е) x = y;
б) x - iстинне; є) x при дiленнi на y дає остачу z;
в) 5− 3 = 2; ж) x i y лежать по рiзнi сторони вiд z;
г) x включається в y; з) x2 + y2 − z2;
д) площа x дорiвнює y; i) x2 + y2 6 0?

2. Записати мовою символiв такi висловлення:
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а) "Кожне рацiональне число є дiйсним";
б) "Iснують непарнi простi числа";
в) "Кожне парне число, яке бiльше 3, є складеним";
г) "Деякi паралелограми є прямокутниками";
д) "Не кожний киянин є футбольним болiльником";
е) "Для всiх цiлих чисел a i b рiвняння a+ x = b має єдиний

розв’язок".

3. Нехай задано предикати:
p(x) – "x – цiле число"; q(x) – "x – додатне число";
r(x) – "x – парне число"; s(x) – "x – просте число";
t(x) – "x – натуральне число"; l(x, y) – "x дiлиться на y".

Сформулювати звичайною мовою висловлення:
а) (∀x)(p(x) ∧ q(x)→ t(x)); г) (∃x)(r(x) ∧ (∀y)(∼ r(y)→∼ l(x, y)));
б) (∀x)(p(x)→ r(x) ∨ s(x)); д) (∃x)p(x) ∧ (∀y)(p(y)→ l(y, x));
в) (∀x)(r(x)→ (∃y)l(x, y)); е) (∀x)(s(x)→ (∃y)(r(y) ∧ l(y, x))).

4. Якi з наступних виразiв є формулами алгебри предикатiв? В кожнiй
формулi видiлити вiльнi i зв’язанi змiннi:
а) (∀x)(p(x)→ q(x))↔ ((∀x)p(x)→ (∀x)q(x));
б) (∀x)(p(x)→ ∨q)→ (∃x)(p(x) ∧ q);
в) ∼ (∃z)(p(x) ∧ q(y));
г) ((∀x)p(x)∨ ∼ (∃x)p(x))→∼ q(y).

5. Для трьохмiсного предиката x+ y = z, визначеного на множинi цiлих
чисел, побудувати за допомогою кванторiв загальностi i iснування всi
вiдповiднi йому висловлення. Встановити, якi з них iстиннi.

6. Нехай p(x) - одномiсний предикат, заданий на множинi M . Записати
з допомогою кванторiв загальностi i iснування такi висловлення:
а) iснує не менше одного елемента множини M, який задовольняє

p(x), тобто перетворює його в iстинне висловлення;
б) iснує не бiльше одного елемента множини M,

який задовольняє p(x);
в) iснує принаймнi два елементи множини M,

якi задовольняють p(x);
г) iснує не бiльше двох елементiв множини M,

якi задовольняють p(x).

7. Побудувати заперечення таких висловлень i прочитати їх словами,
якщо x, y, z ∈ R:
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а) (∀x)(∀y)(x > y ∨ y > x);
б) (∃x)(∀y)(x+ y = y ∧ xy = x).

Встановити їх iстиннiсть.

8. Навести приклад двохмiсного предиката, заданого на множинi всiх
натуральних чисел, який був би:
а) тотожно iстинним;
б) тотожно хибним;
в) здiйснимим (але не тотожно iстинним);
г) логiчним наслiдком iншого двохмiсного предиката.

9. Висловлення (∃x)p(x)→ (∀x)p(x) є iстинним на множинi X при будь-
якому виборi предиката p(x). Що можна сказати про цю множину?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Знайти область iстинностi предиката:
а) ”x2 − x = 0, ” заданого на множинi натуральних чисел N;
б) ”x i y – простi числа, рiзниця яких дорiвнює 2 (числа-близнята)

де x, y ∈ [1; 40];
в) ”x не дiлиться на y заданого на множинi {2, 3, 5};
г) ”(x2 − 4)2 + (y2 − 9)2 = 0 де x, y ∈ R.

11. Якi умови задовольняють множини iстинностi предикатiв p(x) i q(x),
визначених на множинi M, якщо:
а) p(x) ∧ q(x) – тотожно iстинний предикат;
б) p(x) ∨ q(x) – тотожно iстинний предикат;
в) p(x) ∧ q(x) – тотожно хибний предикат;
г) p(x) ∨ q(x) – тотожно хибний предикат;
д) p(x)→ q(x) – тотожно хибний предикат;
е) p(x)↔ q(x) – тотожно хибний предикат?

12. Яким умовам будуть задовольняти множини iстинностi предикатiв
p(x) i q(x), визначених на множинi M, якщо iстиннi висловлення:
а) (∀x)(p(x)→ q(x)) ∧ (∃x)(∼ p(x) ∧ q(x));
б) ∼ (∃x)(p(x) ∧ q(x)) ∧ (∀x)(p(x)→ q(x))?

13. Знайти множини iстинностi предикатiв, заданих на R:
а) x > 0 ∧ y < 0; в) x > 0→ y < 0;
б) x > 0 ∨ y < 0; г) x > 0↔ y < 0.

14. Нехай p(x, y, · · ·), q(x, y, · · ·) – два n-мiсних предикати, визначених на
одних i тих же множинах. Знайти:
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а) множину iстинностi iмплiкацiї даних предикатiв;
б) множину iстинностi еквiваленцiї даних предикатiв.

15. Перевiрити рiвносильнiсть формул логiки предикатiв:
а) ∼ ((∀x)p(x)) та (∃x) ∼ (p(x));
б) (∃x)(p(x) ∧ q(x)) та (∃x)p(x) ∧ (∃x)q(x);
в) (∀x)(p(x) ∧ q(x)) та (∀x)p(x) ∧ (∀x)q(x);
г) (∀x)(p(x)→ q(x)) та (∀x)p(x)→ (∀x)q(x)).

16. Розв’язати систему рiвнянь:
{
x3 − 5x2 + 6x = 0,
x2 + 2x−1 = 0.

17. Розв’язати змiшану систему:
{

x2 > y(2x− y),√
x− 2 +

√
y − 4 = 0.

18. Розв’язати рiвняння: (2x + 1)(3x − 1) = 0.

19. Розв’язати нерiвнiсть: а) x2+x−2
x2−x−12 < 0; б) x2−3x−2

x2−1 > 0.
Записати хiд розв’язування за допомогою логiчної символiки. Виписа-
ти тавтологiї алгебри предикатiв, якi при цьому використовуються.

Задачi на доведення

20. Нехай p(x) i q(x) – два одномiсних предикати, визначених на множинi
M, такi, що висловлення (∃x)(p(x) →∼ p(x)∨ ∼ (∼ q(x) → p(x)))
iстинне. Довести, що унiверсальне висловлення (∀x)p(x) - хибне.

21. Довести, що кон’юнкцiя тотожно iстинного n-мiсного предиката з
будь-яким iншим предикатом вiд тих самих змiнних рiвносильна
останньому.

22. Довести, що кон’юнкцiя тотожно хибного n-мiсного предиката з будь-
яким iншим предикатом вiд тих самих змiнних є тотожно хибним
предикатом.

23. Довести, що диз’юнкцiя тотожно iстинного n-мiсного предиката з
будь-яким iншим предикатом вiд тих самих змiнних є тотожно iстин-
ним предикатом.

24. Довести, що диз’юнкцiя тотожно хибного n-мiсного предиката з будь-
яким iншим предикатом вiд тих самих змiнних рiвносильна останньо-
му предикату.
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25. Довести, що:
а) iмплiкацiя двох предикатiв вiд тих самих змiнних тотожно

iстинна, якщо її умова тотожно хибна або висновок тотожно
iстинний;

б) iмплiкацiя двох предикатiв вiд тих самих змiнних з тотожно
хибним висновком рiвносильна запереченню її умови.

26. Довести, що еквiваленцiя двох предикатiв вiд тих самих змiнних:
а) рiвносильна одному з її членiв тодi i тiльки тодi,

коли iнший її член тотожно iстинний;
б) рiвносильна запереченню одного з її членiв тодi i тiльки тодi,

коли iнший її член тотожно хибний.

27. Довести, що мають мiсце закони де Моргана:
а) ∼ (∀x)p(x)↔ (∃x) ∼ p(x); б) ∼ (∃x)p(x)↔ (∀x) ∼ p(x).

28. Довести, що наступнi формули є тавтологiями алгебри предикатiв:
а) (∀x)(p(x)↔ q(x))→ ((∀x)(p(x)↔ (∀x)q(x));
б) (∀x)(p(x)↔ q(x))→ ((∃x)(p(x)↔ (∃x)q(x)));
в) (∃x)(q → p(x))↔ (q → (∃x)p(x));
г) (∃x)(p(x)→ q)↔ ((∀x)p(x)→ q);
д) (∃x)(p(x)→ q(x))↔ ((∀x)p(x)→ (∃x)q(x)).

29. Довести, що формула (∃x)(∀y)p(x, y) → (∀y)(∃x)p(x, y) є тавтологi-
єю, а обернена їй iмплiкацiя не є тавтологiєю.

30. Якi з наступних формул є тавтологiями:
а) (∃x)(p(x) ∧ q(x))→ ((∃x)p(x) ∧ (∃x)q(x));
б) (∃x)(p(x) ∧ q(x))↔ ((∃x)p(x) ∧ (∃x)q(x));
в) ((∀x)p(x) ∨ (∀x)q(x))→ (∀x)(p(x) ∨ q(x));
г) ((∀x)p(x) ∨ (∀x)q(x))↔ (∀x)(p(x) ∨ q(x));
д) (∀x)(p→ q(x))→ (p→ (∀x)q(x));
е) (∀x)(p(x)→ q(x))↔ ((∀x)p(x)→ (∀x)q(x));
є) (∃x)(p(x)→ q(x))→ ((∃x)p(x)→ (∃x)q(x));
ж) (∀x)(p(x)→ q(x))↔ ((∃x)p(x)→ (∀x)q(x))?

Творчi задачi

31. На множинi дiйсних чисел заданi одномiснi предикати
p(x), q(x), r(x), s(x), причому предикат p(x) є алгебраїчним рiв-
нянням. Вiдомо, що предикати (p(x) → q(x)) → r(x) та
(q(x) ↔ r(x)) → s(x) тотожно хибнi. Довести, що рiвняння p(x)
має парний степiнь.
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§ 1.4 Множина. Алгебра множин

Лiтература: [1] стор. 58 – 75; [3] стор. 39 – 48.

Теоретичнi вiдомостi

Поняття множини (одне з основних понять сучасної математи-
ки) не означується. Множини часто позначають великими буквами
A,B,C,X, Y, . . . латинського алфавiту, а їх елементи – малими буквами
a, b, c, x, y, t, . . . цього алфавiту. Символ a ∈ M означає, що елемент a на-
лежить множинi M i a /∈ M – елемент a не належить множинi M .
Множину можна задати перелiком її елементiв (якщо вона скiнченна), або
характеристичною властивiстю її елементiв (одномiсним предикатом).
Множини називають рiвними, якщо вони мiстять однi i тi ж самi елементи.

Серед всiх множин видiляють порожню множину ∅ (задається преди-
катом x 6= x) i унiверсальну множину U (задається предикатом x = x).

Якщо кожний елемент множини A належить множинi B, то говорять,
що A є пiдмножиною B (A включається в B, ) i записують A ⊂ B. Якщо
A ⊂ B i B ⊂ A, то множини A i B рiвнi.

Над множинами виконують операцiї ∪ (об’єднання), ∩ (перетину)
i ′ (доповнення до унiверсальної множини).

Якщо A i B – довiльнi множини, то

A ∪ B df
= {x|x ∈ A ∨ x ∈ B} (читається: "множина всiх тих елементiв x,

якi належать множинi A або множинi B");

A ∩ B df
= {x|x ∈ A ∧ x ∈ B} (читається: "множина всiх тих елементiв x,

якi належать обом множинам A i B");

A′
df
= {x|x ∈ U ∧ x /∈ A} (читається: "множина всiх тих елементiв x, якi

не належать множинi A").
Множина P(U) всiх пiдмножин унiверсальної множини U(чи P(A) до-

вiльної множини A), яка розглядається разом з операцiями, заданими на
нiй, називається алгеброю множин. Властивостi операцiй над множинами
називають законами алгебри множин. Їх можна доводити за допомогою
вiдповiдних законiв алгебри предикатiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Множину A = {−1, 1}, задану перелiком елементiв, задати за допомо-
гою характеристичної властивостi (предикату).
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2. На множинi N всiх натуральних чисел задано предикат:
а) p(x): x2 − 5x+ 6 = 0;
б) q(x): (x− 1)(x3 − 1) = 0.

Вказати перелiком елементiв, яку множину вiн визначає.

3. Задана нескiнченна арифметична прогресiя з першим членом a0 i рi-
зницею d. Задати множину членiв цiєї прогресiї предикатом, визначе-
ним на множинi дiйсних чисел.

4. Навести приклад таких множин A,B i C, щоб A ∈ B,B ∈ C i A /∈ C.

5. Навести приклад такої одноелементної множини B, що її елемент є
одночасно пiдмножиною множини B.

6. Для кожного натурального n > 1 задати множину, яка мiстить n еле-
ментiв, причому таких, що з двох рiзних її елементiв один мiстить
другий.

7. Якi з тверджень справджуються для всiх множин A,B i C:
а) Якщо A /∈ B i B /∈ C, то A /∈ C;
б) Якщо A = B i B 6= C, то A 6= C;
в) Якщо A ∈ B i B 6⊂ C, то A /∈ C;
г) Якщо A ⊂ B i B ∈ C, то A /∈ C?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Нехай Mn = {1, 2, 3, · · · , n} для всiх n ∈ N. Знайти число всiх пiдмно-
жин множини M1,M2,M4 i Mn.

9. Обчислити число всiх k-елементних пiдмножин множини, яка мiстить
n елементiв.

10. Нехай M – множина всiх трикутникiв на площинi, X1 – множина
рiвнобедрених трикутникiв, X2 – множина прямокутних трикутникiв.
Знайти:
а) X1 ∪X2; б) X1 ∩X2; в) X1 ∩X ′2; г) X ′1 ∩X2.

Нарисувати дiаграми Ейлера-Венна для цих множин.

11. Нехай Z – множина цiлих чисел, nZ – множина цiлих чисел, кратних
n (n ∈ N). Знайти:
а) 2Z ∪ 3Z; б) 2Z ∩ 3Z; в) 2Z ∩ (3Z)′; г) (2Z)′ ∪ (3Z)′.
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12. Нехай M – множина паралелограмiв на площинi, X1 – множина ква-
дратiв, X2 – множина прямокутникiв, X3 – множина ромбiв на пло-
щинi. Знайти: а) Xi ∪Xj ; б) Xi ∩Xj ; в) Xi ∩X ′j .

13. Вiдомо, що iз 100 студентiв в секцiях спортклубу брали участь: в
гiмнастичнiй секцiї – 28, в волейбольнiй – 42, в баскетбольнiй – 30, в
волейбольнiй i баскетбольнiй – 5, в гiмнастичнiй i волейбольнiй – 10,
в гiмнастичнiй i баскетбольнiй – 8, в усiх трьох секцiях – 3. Знайти:
а) скiльки студентiв беруть участь тiльки в однiй волейбольнiй секцiї;
б) скiльки студентiв не беруть участi в жоднiй секцiї.

14. У звiтi про вивчення студентами iноземних мов було написано, що:
а) англiйську, французьку i нiмецьку мови вивчають 5 студентiв; б)
англiйську i нiмецьку – 10; в) англiйську i французьку – 8; г) нiмецьку
i французьку – 20; д) англiйську – 30; е) нiмецьку – 23; є) французьку
– 50. Знайти помилку в звiтi.

15. (Задача Льюїса Керрола). У жорстокому бою 70 iз 100 пiратiв втра-
тили одне око, 75 – одне вухо, 80 – одну руку i 85 – одну ногу. Яке
мiнiмальне число тих, хто втратив одночасно око, руку, вухо i ногу?

16. Кожна iз 30 наречених красива, вихована чи розумна. Вихованих наре-
чених – 21, красивих – 18, розумних – 15, красивих i вихованих – 11,
розумних i вихованих – 9, розумних i красивих – 7. Яким може бути
найбiльше (найменше) число наречених, що мають всi три вказаних
якостi?

Задачi на доведення

17. Довести, що множини {{a}, {a, b}} i {{c}, {c, d}} рiвнi тодi i тiльки
тодi, коли a = c i b = d.

18. Довести, що двi пiдмножини множини A рiвнi тодi i тiльки тодi, коли
їх об’єднання i перетин спiвпадають.

19. Нехай X1, X2 – пiдмножини унiверсальної множини U . Довести такi
властивостi операцiї доповнення (закони де Моргана):
а) (X1 ∩X2)′ = X ′1 ∪X ′2; б) (X1 ∪X2)′ = X ′1 ∩X ′2.

20. Дано множину M i двi її пiдмножини X1 i X2. Довести, що:
а) X1 = X2 ↔ X ′1 = X ′2; б) X1 ⊂ X2 ↔ X ′2 ⊂ X ′1.

21. Користуючись умовою рiвностi множин, довести закони поглинання:
а) X1 ∪ (X1 ∩X2) = X1; б) X1 ∩ (X1 ∪X2) = X1 .
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22. Довести, що коли X0 – пiдмножина множини M , то :
а) X0 ∩M = X0; в) X0 ∩∅ = ∅;
б) X0 ∪M = M ; г) X0 ∪∅ = X0.

23. Довести, що для довiльної множини M i будь-яких її пiдмножин
X1, X2 мають мiсце такi еквiваленцiї:
а) X1 ∪X2 = M ↔ X ′1 ⊂ X2 ↔ X ′2 ⊂ X1;
б) X1 ∩X2 = ∅↔ X1 ⊂ X ′2 ↔ X2 ⊂ X ′1;
в) X1 ∪X2 = X2 ↔ X1 ⊂ X2;
г) X1 ∩X2 = X2 ↔ X2 ⊂ X1.

24. Дано множину M i чотири її пiдмножини X1, X2, X3, X4. Довести
справедливiсть таких iмплiкацiй:
а) (X1 ⊂ X2)→ ((X1 ∪X3) ⊂ (X2 ∪X3));
б) (X1 ⊂ X2)→ ((X1 ∩X3) ⊂ (X2 ∩X3));
в) (X1 ⊂ X2 ∧X3 ⊂ X4)→ ((X1 ∪X3) ⊂ (X2 ∪X4));
г) (X1 ⊂ X2 ∧X3 ⊂ X4)→ ((X1 ∩X3) ⊂ (X2 ∩X4)).

25. Рiзницею двох пiдмножин X1 i X2 множини M (позначається X1 \
X2) називається сукупнiсть всiх елементiв множини M , що належать
X1 i не належать X2. Виразити означення рiзницi двох пiдмножин
формулою i довести такi властивостi рiзницi:
а) X1 ∩ (X2 \X3) = (X1 ∩X2) \ (X1 ∩X3);
б) (X1 ∪X2) \X3 = (X1 \X3) ∪ (X2 \X3).

26. Симетрична рiзниця двох пiдмножин X1 i X2 множини M (познача-
ється X1÷X2) визначається рiвнiстю: X1÷X2 = (X1 \X2)∪ (X2 \X1).
Довести такi властивостi симетричної рiзницi:
а) X1 ÷X2 = (X1 ∪X2) \ (X1 ∩X2);
б) X1 ÷ (X2 ÷X3) = (X1 ÷X2)÷X3.

27. Довести, що операцiя ∩ лiводистрибутивна вiдносно операцiї симетри-
чної рiзницi, тобто, що має мiсце рiвнiсть:

X1 ∩ (X2 ÷X3) = (X1 ∩X2)÷ (X1 ∩X3).

28. Спростити вирази:
а) (X1 ∩X2) ∪ (X1 ∩X2)′;
б) (X1 ∩X2) ∪ (X ′1 ∩X2) ∪ (X1 ∩X ′2).

Творчi задачi
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29. Принципом двоїстостi в теорiї множин називається таке тверджен-
ня: якщо в тотожностi алгебри пiдмножин множини M(вiрної рiвностi
для пiдмножин цiєї множини), що мiстить тiльки знаки операцiй до-
повнення, об’єднання i перетину, замiнити: а) знаки ∪ i ∩ вiдповiдно
на ∩ i ∪; б)M на ∅ i ∅ наM , то одержимо нову тотожнiсть ( яка нази-
вається двоїстою до вихiдної). Довести принцип двоїстостi i навести
приклади, що iлюструють його.

30. Нехай (Xi)i∈I – деяке сiмейство пiдмножин множини M з множи-
ною iндексiв I. Об’єднанням даного сiмейства (позначається

⋃
i∈I

Xi)

називається сукупнiсть всiх елементiв множини M , що належать при-
наймнi однiй iз пiдмножин сiмейства, тобто:⋃

i∈I
Xi = {x|(∃i)(i ∈ I ∧ x ∈ Xi)} .

Перетином даного сiмейства ( позначається
⋂
i∈I

Xi) називається су-

купнiсть всiх елементiв множини M , що належать кожнiй з пiдмно-
жин сiмейства, тобто:⋂

i∈I
Xi = {x|(∀i)(i ∈ I → x ∈ Xi)} .

Узагальнити принцип двоїстостi на тотожностi алгебри пiдмножин, що
мiстять, крiм операцiй доповнення, перетину i об’єднання, також знаки
операцiй об’єднання i перетину сiмейства пiдмножин.

Задачi з олiмпiад

31. Чи iснує сiмейство множин таке, що перетин будь-якого скiнченно-
го числа множин з нього є непорожньою множиною, а перетин всiх
множин сiмейства – порожня множина?
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§ 1.5 Бiнарнi вiдношення та їх властивостi

Лiтература: [1] стор. 71–86; [3] стор. 48 – 54.

Теоретичнi вiдомостi

Основним поняттям теорiї бiнарних вiдношень є поняття упорядкованої
пари елементiв. В рамках теорiї множин це поняття можна строго визначи-
ти. Ми ж пiд упорядкованою парою елементiв a i b будемо розумiти новий
об’єкт (позначається через (a, b) або < a, b >), утворений з цих елементiв, в
якому строго визначено мiсце кожного з них. Елемент a називають першим
елементом упорядкованої пари (координатою) (a, b), а b – її другим еле-
ментом (координатою). Будемо вважати, що

(a, b) = (c, d)
df←→ a = c ∧ b = d.

Упорядкована n-ка визначається через упорядковану пару так:

(a1, a2, . . . , an)
df
= ((a1, a2, . . . , an−1), an).

Декартовим (прямим) добутком множин A i B (позначається A × B)
називається множина всiх упорядкованих пар, перший елемент яких нале-
жить множинi A, а другий – множинi B.

Бiнарним вiдношенням мiж елементами множин A i B називається
кожна пiдмножина декартового добутку цих множин. Бiнарнi вiдношення,
як правило, позначають буквами грецького алфавiту ρ, σ, δ, ε, . . ..

Зрiзом бiнарного вiдношення ρ ⊂ A × B через елемент a ∈ A (позна-
чається ρ < a >) називається множина всiх тих елементiв множини B, якi
перебувають з елементом a у вiдношеннi ρ.

Над бiнарними вiдношеннями виконуються тi ж операцiї, що i над мно-
жинами. Крiм того, визначаються ще бiнарна операцiя ◦ (множення або
композицiя вiдношень) та унарна операцiя −1 (переходу до оберненого вiд-
ношення).

Нехай ρ ⊂ A×B i σ ⊂ B × C. Тодi σ ◦ ρ ⊂ A× C, ρ−1 ⊂ B ×A i

σ ◦ ρ df= {(a, c)|(∃b)((a, b) ∈ ρ ∧ (b, c) ∈ σ)}, ρ−1 df
= {(b, a)|(a, b) ∈ ρ}.

Якщо A = B, то бiнарне вiдношення ρ ⊂ A × B = A × A називається
однорiдним i говорять, що воно задане на множинi A.

Однорiдне бiнарне вiдношення ρ ⊂ A×A називається:
рефлексивним, якщо виконується умова (∀a)(a, a) ∈ ρ;
антирефлексивним, якщо виконується умова (∀a)(a, a) /∈ ρ;
симетричним, якщо виконується умова (∀a, b)((a, b) ∈ ρ→ (b, a) ∈ ρ);
антисиметричним, якщо (∀a, b)((a, b) ∈ ρ ∧ (b, a) ∈ ρ→ a = b);
транзитивним, якщо (∀a, b, c)((a, b) ∈ ρ ∧ (b, c) ∈ ρ→ (a, c) ∈ ρ;
досконалим, якщо (∀a, b)(a = b ∨ (a, b) ∈ ρ ∨ (b, a) ∈ ρ).
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Рефлексивне, симетричне i транзитивне вiдношення називається вiдно -
шенням еквiвалентностi. Рефлексивне, антисиметричне i транзитивне вiд-
ношення називається вiдношенням порядку (або нестрогого порядку). Ан-
тирефлексивне, антисиметричне i транзитивне вiдношення називається вiд-
ношенням строгого порядку. Вiдношення строгого (нестрогого) порядку
називають лiнiйним порядком, якщо воно є досконалим.

Множина всiх бiнарних вiдношень, заданих на множинi A, яка роз-
гля - дається разом з операцiями над бiнарними вiдношеннями, називається
алгеброю бiнарних вiдношень. Властивостi операцiй над бiнарними вiдно-
шеннями називають законами алгебри бiнарних вiдношень i доводять їх
при допомозi вiдповiдних законiв алгебри предикатiв та алгебри множин.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Скiльки є бiнарних вiдношень мiж елементами множин: а) M1; б)
M2; в) Mn?

2. Задати за допомогою предикатiв бiнарнi вiдношення ρ1, ρ2, ρ3, ρ4

(ρi ⊂ R× R, i = 1, 2, 3, 4) за їх вiдповiдними графiками:
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3. Нехай мiж множинами N1 = {1, 3, 8} i N2 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
вiдношення ρ1, ρ2, ρ3, ρ4 визначаються так:

(n1, n2) ∈ ρ1 ←→ ”n1 − парне in2 − непарне”;
(n1, n2) ∈ ρ2 ←→ ”n1 − парне in2 − парне”;
(n1, n2) ∈ ρ3 ←→ ”n1 − непарне in2 − непарне”;
(n1, n2) ∈ ρ4 ←→ ”n1 > n2”.

Знайти прямий добуток N1 ×N2 i задати вiдношення ρ1, ρ2, ρ3, ρ4:
а) перелiком елементiв; б) за допомогою графiкiв.

4. Задати бiнарне вiдношення "x дiлиться на y " на множинi M10:
а) характеристичною властивiстю; г) таблицею;
б) перелiком елементiв; д) графiком;
в) графом; е) стрiлками.

5. Пояснити, якi з властивостей – рефлексивнiсть, антирефлексивнiсть,
симетричнiсть, антисиметричнiсть, транзитивнiсть i досконалiсть –
має вiдношення:
а) "x проживає в одному будинку з y" на множинi всiх жителiв

м. Вiнницi;
б) "x – батько або мати y"на множинi всiх людей;
в) "x – сестра y "на множинi всiх людей;
г) "x – командир y "на множинi вiйськовослужбовцiв деякого

пiдроздiлу;
д) "x бiльше y"на множинi R всiх дiйсних чисел;
е) "x дiлиться на y"на множинi всiх цiлих чисел;
є) "x i y – числа однакової парностi"на множинi Z всiх цiлих чисел;
ж) "x ‖ y"на множинi всiх прямих площини;
з) "x ⊥ y"на множинi всiх прямих площини;
i) "x взаємно просте з y"на множинi всiх натуральних чисел.

6. Чи можна доповнити бiнарне вiдношення ρ мiж елементами множини
M3 до:
а) рефлексивного вiдношення, якщо ρ = {(1, 2), (3, 3)};
б) антирефлексивного, якщо ρ = {(1, 2), (2, 1), (2, 2)};
в) симетричного, якщо ρ = {(1, 3), (1, 2), (2, 2)};
г) антисиметричного, якщо ρ = {(1, 3), (1, 2), (2, 2)};
д) транзитивного, якщо ρ = {(1, 1), (1, 3), (3, 2)};
е) досконалого, якщо ρ = {(1, 1), (2, 2), (1, 2)}?

7. Побудувати графiк бiнарного вiдношення
ρ = {(x, y)|x, y ∈ R ∧ x2 = y2}. Якi з основних властивостей (рефле-
ксивнiсть i антирефлексивнiсть, симетричнiсть i антисиметричнiсть,
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транзитивнiсть) має задане вiдношення?

8. Знайти вiдношення, обернене до вiдношення:
а) ρ = {(1, 1), (2, 4), (4, 2), (4, 4)} на множинi M4;
б) "x - брат y" на множинi всiх людей;
в) "x - командир y" на множинi всiх вiйськовослужбовцiв деякого

пiдроздiлу;
г) ρ = {(x, y)|x, y ∈ Z ∧ ”x− y дiлиться на 5”}.

9. Знайти перетин i об’єднання вiдношень:
а) "x дiлиться на y" i "x не перевищує y" на множинi M5;
б) "x – батько y" i "x – мати y" на множинi всiх людей.

10. Знайти композицiї вiдношень, взятих в рiзному порядку i порiвняти
їх:
а) ρ = {(1, 1), (1, 2), (2, 3)} та σ = {(1, 2), (3, 3)} на множинi M3;
б) ‖ i ⊥ на множинi прямих площини;
в) "x - батько y" i "x -мати y" на множинi всiх людей;
г) "x дiлиться на y" i "x -дiльник y заданих на множинах

{0, 1, 2, 3, 4} i {2, 3, 4} вiдповiдно.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Обчислити число бiнарних вiдношень мiж елементами двох скiнченних
множин, якi мiстять m i n елементiв вiдповiдно.

12. Знайти число всiх бiнарних вiдношень мiж елементами множини M2,
якi мають властивiсть:
а) рефлексивностi; г) антисиметричностi;
б) антирефлексивностi; д) транзитивностi;
в) симетричностi; е) досконалостi.

13. Обчислити кiлькiсть всiх бiнарних вiдношень мiж елементами множи-
ни Mn, якi є:
а) рефлексивними; в) симетричними;
б) антирефлексивними; г) антисиметричними.

14. Знайти число всiх бiнарних вiдношень на множинi Mn, якi мають
одночасно властивостi симетричностi i антисиметричностi.

15. Знайти число всiх бiнарних вiдношень мiж єлементами множини Mn,
якi не мають властивостей:
а) рефлексивностi; в) рефлексивностi i антирефлексивностi;
б) симетричностi; г) симетричностi i антисиметричностi.
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Задачi на доведення

16. Довести, що операцiя прямого добутку множин має властивостi лiво-
дистрибутивностi:
а) A× (B ∪ C) = A×B ∪A× C;
б) A× (B ∩ C) = A×B ∩A× C;
в) A× (B \ C) = A×B \A× C;
г) A× (B ÷ C) = A×B ÷A× C.
Чи мають мiсце вiдповiднi властивостi праводистрибутивностi?

17. Довести, що умови рефлексивностi, антисиметричностi i транзитивно-
стi незалежнi, тобто жодна з них не слiдує iз останнiх двох.

18. Доведемо, що кожне симетричне i транзитивне бiнарне вiдношення
є рефлексивним. Нехай (a, b) ∈ ρ. Тодi iз симетричностi ρ слiдує,
що (b, a) ∈ ρ i, за транзитивнiстю ρ, маємо (a, a) ∈ ρ, тобто ρ –
рефлексивне. Де помилка в доведеннi?

19. Нехай ρ1 i ρ2 – бiнарнi вiдношення мiж елементами множин A i B.
Довести, що мають мiсце iмплiкацiї:
а) ρ1 ⊂ ρ2 → ρ−1

1 ⊂ ρ−1
2 ;

б) ρ1 ⊂ ρ2 ∧ σ1 ⊂ σ2 → σ1 ◦ ρ1 ⊂ σ2 ◦ ρ2.

20. Довести, що для довiльних бiнарних вiдношень ρ, σ, ε, заданих на мно-
жинi M , справджуються спiввiдношення:
а) (ρ ∩ σ)−1 = ρ−1 ∩ σ−1; д) (ρ ∪ σ) ◦ ε = ρ ◦ ε ∪ σ ◦ ε;
б) (ρ ∪ σ)−1 = ρ−1 ∪ σ−1; е) ε ◦ (ρ ∪ σ) = ε ◦ ρ ∪ ε ◦ σ;
в) ε ◦ (ρ ◦ σ) = (ε ◦ ρ) ◦ σ; є) (ρ ∩ σ) ◦ ε ⊂ ρ ◦ ε ∩ σ ◦ ε;
г) (ρ ◦ σ)−1 = σ−1 ◦ ρ−1; ж) ε ◦ (ρ ∩ σ) ⊂ ε ◦ ρ ∩ ε ◦ σ .

21. Довести, що операцiя множення бiнарних вiдношень дистрибутивна
вiдносно операцiй об’єднання сiмейств бiнарних вiдношень, тобто(⋃
i∈I

σi

)
◦ ρ =

⋃
i∈I

σi ◦ ρ та σ ◦
(⋃
i∈I

ρi

)
=
⋃
i∈I

σ ◦ ρi.

22. Довести включення(⋂
i∈I

σi

)
◦ ρ ⊂

⋂
i∈I

σi ◦ ρ та σ ◦
(⋂
i∈I

ρi

)
⊂
⋂
i∈I

σ ◦ ρi.

Показати, що включення не можна замiнити на рiвнiсть.
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23. Довести, що:
а) об’єднання i перетин двох рефлексивних бiнарних вiдношень мiж

елементами однiєї i тiєї ж множини рефлексивне;
б) добуток двох рефлексивних бiнарних вiдношень мiж елементами

однiєї i тiєї ж множини є рефлексивним бiнарним вiдношенням.

24. Довести, що добуток двох симетричних бiнарних вiдношень мiж еле-
ментами однiєї i тiєї ж множини є симетричне вiдношення тодi i тiльки
тодi, коли добуток не залежить вiд порядку спiвмножникiв.

25. Довести, що добуток двох транзитивних бiнарних вiдношень буде
транзитивним, якщо спiвмножники комутують.

Творчi задачi

26. Нехай на множинi A визначено вiдношення ρ. Глобальний зрiз вiдно-
шення ρ через пiдмножину B множини A (позначається ρ̆(B)) визна-
чається рiвнiстю

ρ̆(B) = {b|(∃a)(a ∈ B ∧ (a, b) ∈ ρ)}.

Цим самим визначається глобальне вiдношення ρ̆ ⊂ P(A) × P(A)),
яке вiдповiдає бiнарному вiдношенню ρ:

ρ̆ = {(B,C)|C = ρ̆(B)}.

Дослiдити, як перетворюються найуживанiшi властивостi бiнарних
вiдношень при переходi до глобального вiдношення. Наприклад, вста-
новити, чи буде глобалiзацiя транзитивного вiдношення також транзи-
тивним вiдношенням?
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§ 1.6 Вiдношення еквiвалентностi та фактор-
множина

Лiтература: [1] стор. 87 – 91; [3] стор. 65 – 71.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай ε – вiдношення еквiвалентностi, задане на множинi A. Зрiз цього
вiдношення через елемент a ∈ A називається класом еквiвалентностi з
представником a за вiдношенням ε.

Множина всiх класiв еквiвалентностi за вiдношенням ε ⊂ A×A
називається фактор-множиною множини A за вiдношенням ε (позначає-
ться A/ε).

Сукупнiсть непорожнiх пiдмножин A1, A2, A3, . . . множини A називає-
ться розбиттям цiєї множини, якщо виконуються умови:

• A1 ∪A2 ∪A3 ∪ · · · = A;

• (∀i 6= j)(Ai 6= Aj −→ Ai ∩Aj = ∅).

Множина всiх класiв еквiвалентностi за вiдношенням еквiвалентностi
ε ⊂ A × A утворює розбиття множини A; навпаки, якщо задано деяке
розбиття множини A, то на нiй єдиним чином можна задати вiдношення
еквiвалентностi так, що класи еквiвалентностi за цим вiдношенням будуть
спiвпадати з пiдмножинами, якi є елементами розбиття.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi iз перерахованих нижче бiнарних вiдношень є вiдношеннями
еквiвалентностi:
а) вiдношення паралельностi прямих, задане на множинi всiх

прямих площини;
б) вiдношення включення пiдмножин множини A, задане на

множинi P(A) всiх пiдмножин множини A;
в) вiдношення мiж точками прямої "лежати по одну сторону вiд

даної точки цiєї прямої (тобто множина пар точок прямої,
що лежать по одну сторону вiд даної її точки)";

г) вiдношення мiж точками площини "лежати по одну сторону
вiд даної прямої площини";

д) вiдношення подiбностi трикутникiв, задане на множинi
всiх трикутникiв площини;
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е) вiдношення "x i y навчаються в однiй групi задане на
множинi M всiх студентiв навчального закладу;

є) вiдношення подiльностi ( "x дiлиться на y"), задане на
множинi N;

ж) вiдношення рiвностi площ фiгур площини?
Для кожного вiдношення еквiвалентностi вказати вiдповiдну фактор-
множину.

2. Перевiрити, чи є вiдношення ε вiдношенням еквiвалентностi, якщо:
а) ε = {(1, 1), (2, 1), (2, 2), (1, 2), (3, 3)} i ε ⊂M3 ×M3;
б) ε = {(1, 1), (3, 3), (3, 1), (2, 2)} i ε ⊂M3 ×M3;
в) ε - вiдношення "x – брат або сестра y" на множинi всiх людей;
г) ε - вiдношення "x – родич y" на множинi всiх людей.

3. Чи утворює розбиття:
а) сукупнiсть пiдмножин ромбiв, прямокутникiв, квадратiв,

трапецiй множини всiх чотирикутникiв площини;
б) сукупнiсть множин рацiональних i iррацiональних чисел

множини R?

4. Чи утворює розбиття:
а) сукупнiсть пiдмножин A1 = {1, 2},A2 = {3, 4},A3 = {5}

множини M5;
б) сукупнiсть пiдмножин рiвностороннiх, рiвнобедрених,

рiзностороннiх i прямокутних трикутникiв множини всiх
трикутникiв площини;

в) сукупнiсть множин футболiстiв команд вищої лiги множини
всiх футболiстiв країни;

г) сукупнiсть множин студентiв, якi проживають в однiй кiм-
натi гуртожитку множини всiх студентiв навчального закладу?

5. Вказати класи еквiвалентностi за вiдношенням ε, якщо:

ε = ∆M5 ∪ {(1, 2), (2, 1), (5, 2), (1, 5), (5, 1), (2, 5)}.

6. За даним розбиттям M деякої множини M знайти вiдповiдне йому
вiдношення еквiвалентностi, якщо:
а) M - множина всiх множин людей, що проживають в

однiй областi України;
б) M мiстить два елементи – множину всiх парних цiлих чисел i

множину всiх непарних цiлих чисел;
в) M = {{1, 2, 3}, {4}, {5}} i M = M5;
г) M = {{3k|k ∈ Z}, {3k + 1|k ∈ Z}, {3k + 2|k ∈ Z}} i M = Z.
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7. Побудувати фактор-множину A/ε, якщо:

а) A = Z i ε = {(x, y)|(x− y)
...3};

б) A = M5 i ε = ∆M5 ;
в) A 6= ∅ i ε = A×A;
г) A = Z× (Z \ {0}) i ε = {(x, y)|x = (a, b) ∧ y = (c, d) ∧ ad = bc}.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Перевiрити, що ∆A i A×A є вiдношенням еквiвалентностi на множинi
A.

9. Показати, що об’єднання двох вiдношень еквiвалентностi може не бу-
ти вiдношенням еквiвалентностi. А чи може так бути з перетином?

10. Скiлькома способами можна утворити розбиття множини M3?

11. Скiльки вiдношень еквiвалентностi можна задати на множинi
M2,M3,M4?

12. На множинi M3 знайти всi пари вiдношень еквiвалентностi ε1 та ε2,
для яких добуток ε1 ◦ ε2 також є вiдношенням еквiвалентностi.

13. На множинi N задано бiнарне вiдношення ρ так, що числа a, b пере-
бувають у цьому вiдношеннi тодi i тiльки тодi, коли останнi цифри
у їх десятковому записi однаковi. Перевiрити, що ρ є вiдношенням
еквiвалентностi, та знайти число елементiв фактор-множини N/ρ.

14. Нехай f(x) – деякий многочлен з дiйсними коефiцiєнтами вiд однiєї
змiнної та ρ = {(a, b)|f(a) = f(b), a, b ∈ R}. Перевiрити, що ρ є вiдно-
шенням еквiвалентностi. Встановити, для яких многочленiв всi класи
еквiвалентностi мiстять тiльки по одному елементу.

15. Нехай задано два розбиття M1 = {A1, · · · , An} i M2 = {B1, · · · , Bk}
множини C. Перевiрити, що множина всiх непорожнiх пiдмножин
Ai ∩ Bj , де 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 k є розбиттям даної множини та
побудувати вiдповiдне йому вiдношення еквiвалентностi.

16. На множинi дiйсних чисел [0, 5] задано таке бiнарне вiдношення ρ:
"x має однакову цiлу частину з y". Перевiрити, що ρ є вiдношенням
еквiвалентностi, знайти фактор-множину [0, 5]/ρ i накреслити графiк
вiдношення ρ.
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Задачi на доведення

17. Довести, що коли ε – вiдношення еквiвалентностi, задане на множинi
A, то: а) ∆A ⊂ ε; б) ε−1 = ε; в) ε ◦ ε = ε. Чи має мiсце обернене
твердження?

18. Довести, що вiдношення, обернене до вiдношення еквiвалентностi, є
вiдношенням еквiвалентностi.

19. Довести, що коли ε – вiдношення еквiвалентностi, то εn = ε ◦ · · · ◦ ε ◦ ε
також є вiдношенням еквiвалентностi для будь-якого n ∈ N.

20. Довести, що добуток двох вiдношень еквiвалентностi, визначених на
однiй i тiй же множинi, буде вiдношенням еквiвалентностi тодi i тiльки
тодi, коли вони комутують.

21. Зрiз вiдношення еквiвалентностi ε ⊂ A × A через пiдмножину B ⊂ A
визначається рiвнiстю ε(B) =

⋃
a∈B

ε < a >, де ε < a > – клас

еквiвалентностi з представником a.
Довести, що пiдмножина B множини А належить фактор-множинi
A/ε тодi i тiльки тодi коли виконуються три умови:
1) B не порожня; 2) B ×B ⊂ ε; 3) ε(B) ⊂ B.

22. Довести, що
∞⋃
n=1

(ρ∪ ρ−1)n ∪∆A є найменшим вiдношенням еквiвален-

тностi, що мiстить дане бiнарне вiдношення ρ ⊂ A×A.

23. Довести, що коли для двох вiдношень еквiвалентностi ε1, ε2, заданих
на множинi A, виконується рiвнiсть ε1 ◦ ε2 = ε2 ◦ ε1, то ε1 ∪ ε2 є
вiдношенням еквiвалентностi. Чи буде ця умова необхiдною?

Творчi задачi

24. Встановити, якi з аксiом в означеннi вiдношення еквiвалентностi є
незалежними.

25. Вивести формулу для знаходження числа всiх вiдношень еквiвален-
тностi, заданих на множинi Mn = {1, 2, · · · , n}.

26. В умовах задачi 14 встановити можливiсть iснування многочленiв, для
яких всi класи еквiвалентностi мiстять не бiльше двох елементiв, то-
чно два елементи i т.д..
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§ 1.7 Вiдношення порядку i упорядкованi мно-
жини

Лiтература: [1] стор. 91 – 96; [3] стор. 71 – 74.

Теоретичнi вiдомостi

Множина A, на якiй задано вiдношення порядку (строгого порядку, лi-
нiйного порядку) ω, називається упорядкованою (строго упорядкованою,
лiнiйно упорядкованою) множиною i позначається (A;ω).

Якщо ω ⊂ A × A є вiдношенням порядку i (a, b) ∈ ω, то елемент a
називають "меншим" за елемент b, а елемент b "бiльшим" за елемент a.
Елемент a ∈ A упорядкованої множини (A;ω) називається максимальним
(мiнiмальним) елементом, якщо в A не iснує "бiльшого" ("меншого") за
нього елемента.

Елемент a ∈ A упорядкованої множини (A;ω) називається найбiльшим
(найменшим) елементом, якщо вiн "бiльший" ("менший") вiд будь-якого
елемента цiєї множини.

Нехай A1 – пiдмножина упорядкованої множини (A;ω). Елемент a ∈ A
називається верхньою (нижньою) межею пiдмножини A1, якщо вiн "бiль-
ший" ("менший") вiд будь-якого елемента цiєї пiдмножини.

Якщо iснує найменша (найбiльша) з усiх верхнiх (нижнiх) меж пiд-
множини A1, то її називають точною верхньою (нижньою) межею цiєї
пiдмножини i позначають supA1 (infA1).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи буде вiдношенням порядку (строгим або нестрогим):
а) вiдношення включення пiдмножин множини A, задане на

множинi P(A) всiх пiдмножин цiєї множини;
б) вiдношення подiльностi, задане на множинi N всiх

натуральних чисел;
в) вiдношення "не бiльше,"задане на множинi R всiх дiйсних чисел;
г) вiдношення ”XρY ←→ |X| 6 |Y |” на множинi

P(A) всiх пiдмножин деякої скiнченної множини A?

2. Чи буде вiдношенням лiнiйного порядку:
а) вiдношення ”x > y задане на множинi Q всiх рацiональних чисел;
б) вiдношення подiльностi, задане на множинi N всiх

натуральних чисел;
в) вiдношення подiльностi на множинi {2n|n ∈ N};
г) вiдношення подiльностi на множинi 5Z?
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3. Доповнити вiдношення ρ = {(1, 1), (2, 1), (3, 2), (1, 5), (4, 4)}, задане на
множинi M5, до вiдношення порядку (строгого, нестрогого, лiнiйного).

4. Чи можна доповнити вiдношення ρ = {(1, 2), (2, 3), (2, 1)}, задане на
множинi M3, до вiдношення строгого порядку?

5. Чи можна доповнити вiдношення ρ = {(1, 2), (2, 3), (4, 3)}, задане на
множинi M4, до вiдношення лiнiйного порядку?

6. Знайти всi мiнiмальнi i максимальнi елементи множини M10, упоряд-
кованої вiдношенням "x дiлиться на y".

7. Зобразити дiаграмою вiдношення "x - дiльник y задане на множинi
M = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. Нарисувати дiаграму вiдношення "x дiли-
ться на y заданого на цiй же множинi.

8. Нехай на множинi P(M3) всiх пiдмножин множини M3 задано вiдно-
шення ” ⊆ ”. Нарисувати дiаграму цього вiдношення.

9. Чи iснують верхня i нижня межi, supX (точна верхня межа) та infX
(точна нижня межа) пiдмножини X множини всiх дiйсних чисел R,
упорядкованої вiдношенням ” > якщо
а) X = N; б) X = R−?

Задачi на технiку обчислень

10. Нехай на множинi M7 задано бiнарне вiдношення

ω = {(x, y)|x, y ∈M7 ∧ x− y > 0 ∧ (x− y)
... 2}.

Встановити, що ω є вiдношенням порядку на M7 та знайти мiнiмальнi
i максимальнi елементи упорядкованої множини (M7;ω).

11. Знайти всi однорiднi бiнарнi вiдношення, заданi на A, якi є одночасно
вiдношенням еквiвалентностi i вiдношенням порядку.

12. Встановити, для яких множин A множина (P(A);⊂) є лiнiйно упоряд-
кованою?

13. Скiльки вiдношень порядку можна задати на двохелементнiй множинi?

14. Скiльки вiдношень строгого порядку можна задати на двохелементнiй
множинi?
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15. Скiльки бiнарних вiдношень, заданих на множинi M3, є:
а) вiдношеннями порядку;
б) вiдношеннями строгого порядку?

16. Скiльки вiдношень лiнiйного порядку можна задати на множинi, яка
мiстить n елементiв?

17. Вказати рiзнi за формою дiаграми, якi задають всi вiдношення строго-
го порядку на множинi M3.

18. Чи iснують в множинах всiх рефлексивних, антирефлексивних, ан-
тисиметричних, транзитивних i зв’язних вiдношень мiж елементами
множини M4, упорядкованих вiдношенням включення:
а) мiнiмальнi та максимальнi елементи;
б) найменшi та найбiльшi елементи?

Якщо iснують, то знайти їх.

19. Знайти всi верхнi та нижнi межi, supA та infA пiдмножини A мно-
жини M10, упорядкованої вiдношенням "x дiлиться на y якщо:
а) A = {2, 3, 5}; б) A = {3, 4, 6}.

20. Рефлексивне i транзитивне вiдношення називається вiдношенням ква-
зiпорядку. Для довiльного бiнарного вiдношення ρ ⊂ A × A вказати
найменше вiдношення квазiпорядку, яке його мiстить.

Задачi на доведення

21. Довести, що вiдношення (a, b)ω(c, d)
df←→ a < c ∨ (a = c ∧ b 6 d) є

вiдношенням лiнiйного порядку на множинi Z× Z.

22. Довести, що для кожного вiдношення порядку ω ⊂ A × A має мiсце
рiвнiсть ω ◦ ω = ω.

23. Довести, що об’єднання двох вiдношень порядку, заданих на однiй
множинi, включається в їх добуток.

24. Довести, що будь-яке антирефлексивне i транзитивне бiнарне вiдно-
шення є антисиметричним.

25. Довести, що умови рефлексивностi, антисиметричностi i транзитивно-
стi є незалежними.
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26. Довести, що для того, щоб вiдношення ω ⊂ A × A було вiдношенням
порядку, необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови:
а) ∆A ⊂ ω; б) ω ∩ ω−1 ⊂ ∆A; в) ω ◦ ω = ω.

27. Довести, що вiдношення, обернене до вiдношення порядку, є вiдноше-
нням порядку.

28. Довести, що перетин двох вiдношень порядку є вiдношенням порядку.

29. Довести, що будь-яка упорядкована множина може мати не бiльше
одного найбiльшого i не бiльше одного найменшого елемента.

30. Довести, що в множинi P(A) всiх пiдмножин множини A, упорядко-
ваної вiдношенням ” ⊂ ”, виконуються рiвнiстi:
inf{A1,A2} = A1 ∩ A2 та sup{A1,A2} = A1 ∪ A2.

31. Нехай множина N натуральних чисел упорядкована вiдношенням "x
дiлиться на y". Довести, що будь-яка двохелементна пiдмножина A
множини N має infA i supA.

32. Довести, що в будь-якiй упорядкованiй множинi (A;ω) вiдношення
порядку можна виразити так: (a1, a2) ∈ ω ←→ inf{a1, a2} = a1 та
(a1, a2) ∈ ω ←→ sup{a1, a2} = a2.

33. Нехай ω ⊂ A×A вiдношення порядку. Довести, що:
а) ω−1 < x1 >= ω−1 < x2 > ←→ x1 = x2;
б) (x1, x2) ∈ ω ←→ ω−1 < x1 >⊂ ω−1 < x2 >.

34. Довести, що в множинi P(A) всiх пiдмножин множини A, упорядко-
ваної вiдношенням ” ⊂ ”, кожна її пiдмножина має точну верхню та
точну нижню межi.

Творчi задачi

35. Множина P1(N) всiх непорожнiх скiнченних пiдмножин множини N
упорядкована вiдношенням ” ⊂ ”. Описати всi мiнiмальнi i максималь-
нi елементи цiєї множини.

36. Нехай (A;ω) i (A;ω) – двi упорядкованi множини. Вiдображення
f : A→ A називається iзотонним, якщо виконується умова

(x1, x2) ∈ ω → (f(x1), f(x2)) ∈ ω.

Розглянемо множини Mn = {1, 2, · · · , n} i Mm = {1, 2, · · · ,m} упоряд-
кованi вiдношенням "не бiльше". Скiльки iснує iзотонних вiдображень
множини Mn в множину Mm?
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§ 1.8 Вiдображення

Лiтература: [1] стор. 96 – 111; [3] стор. 54 – 65.

Теоретичнi вiдомостi

Вiдображенням непорожньої множини A у множину B (або функцiєю,
заданою на множинi A, яка приймає значення в множинi B), називається
бiнарне вiдношення ρ ⊂ A×B таке, що зрiз ρ < a > через кожний елемент
a ∈ A мiстить точно один елемент.

Iншими словами, вiдображенням непорожньої множини A у множину B
називається вiдповiднiсть, яка кожному елементу множини A спiвставляє
єдиний елемент множини A. Елемент b ∈ B, який вiдображенням f ⊂ A×B
спiвставляється елементу a ∈ A, позначають через f(a) i називають образом
елемента a вiдносно f (в свою чергу a називають прообразом елемента b
вiдносно f).

Якщо f є вiдображенням множини A у множину B i A1 ⊂ A, то множи-
ну всiх образiв елементiв пiдмножини A1 називають її образом при цьому
вiдображеннi i позначають через f(A1).

Нехай вiдношення f ⊂ A × B є функцiєю. Якщо обернене бiнарне вiд-
ношення f−1 ⊂ B × A також є функцiєю, то f−1 називається функцiєю,
оберненою до f . В цьому випадку говорять, що для функцiї f iснує обер-
нена функцiя.

Вiдображення f ⊂ A×B називається:

• iн’єктивним (взаємно однозначним вiдображенням A у множину B),
якщо виконується (∀a1)(∀a2)(a1 6= a2 −→ f(a1) 6= f(a2)) (iншими
словами: кожен елемент множини B має не бiльше одного прообраза);

• сюр’єктивним (вiдображенням A на B), якщо виконується умова
(∀b)(∃a)f(a) = b (iншими словами: кожен елемент множини B має
прообраз).

Вiдображення f ⊂ A × B, яке одночасно є iн’єктивним i сюр’єктивним
(iншими словами: кожен елемент множини B має точно один прообраз),
називається бiєктивним (взаємно однозначним вiдображенням A на B).

Для того, щоб для вiдображення f ⊂ A × B iснувало обернене вiдобра-
ження, необхiдно i достатньо, щоб f було бiєктивним.

Якщо бiнарнi вiдношення f ⊂ A × B i g ⊂ B × C є функцiями, то
вiдношення g ◦ f ⊂ A× C також є функцiєю.

Якщо для функцiй f ⊂ A×B i g ⊂ B × C iснують оберненi функцiї, то
для функцiї g ◦ f також iснує обернена функцiя.
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є вiдповiднiсть ρ вiдображенням i якщо є, то яким, коли:
а) ρ ⊂M2 ×M3 i ρ = {(1, 2), (2, 1), (2, 3)};
б) ρ ⊂M3 ×M2 i ρ = {(1, 2), (2, 1), (3, 2)};
в) ρ ⊂ N× N i ρ = {(x, 5 + x)|x ∈ N};
г) ρ ⊂ R× R i ρ = {(x, 1

x )|x ∈ R}?

2. Якi з наступних вiдношень є вiдображеннями (функцiями):
а) {(x, y)|x, y ∈ N ∧ y = x3};
б) {(x, y)|x, y ∈ N ∧ x < y < x+ 1};
в) {(x, y)|x, y ∈ Z ∧ y = x3};
г) {(x, y)|x, y ∈ Z ∧ ”x− дiльник y”};
д) {(x, y)|x, y ∈ Z ∧ y = |x|};
е) {(x, y)|x, y ∈ Z ∧ x = y2}?

3. Показати:
а) якщо m > n, то iснує вiдображення Mm на Mn;
б) якщо m 6 n, то iснує iн’єктивне вiдображення Mm у Mn;
в) якщо m = n, то iснує бiєктивне вiдображення Mm на Mn.

4. Встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж множинами:
а) R− i R; г) [1, 2] i [9, 14];
б) Z i 2Z ; д) R i R+;
в) [0, 1] i [0, 3]; е) N i Z−.

5. Показати, що для будь-яких множин A, B i C iснує:
а) iн’єктивне вiдображення множини A×B на множину B ×A;
б) iн’єктивне вiдображення множини (A×B)× C на множину

A× (B × C).

Задачi на перевiрку технiки обчислень

6. Скiльки iснує вiдображень множиниM2 в себе? Якi з цих вiдображень
iн’єктивнi?

7. Скiльки iснує вiдображень множини M3 в множину M2?

8. Скiльки iснує вiдображень множини M3 на множину M2?

9. Нехай множини A i B мiстять вiдповiдно m i n елементiв. Скiльки
можна задати рiзних:



44 Роздiл 1. Елементи математичної логiки та теорiї множин

а) вiдображень A в B?
б) iн’єктивних вiдображень A в B?
в) сюр’єктивних вiдображень A на B, якщо m 6 n?
г) бiєктивних вiдображень A на B?

10. Показати, що коли f є вiдображенням множини A в множину B, то
f ◦∆A = f i ∆B ◦ f = f.

Задачi на доведення

11. Довести, що добуток g ◦ f ⊂ A × C двох вiдображень f ⊂ A × B i
g ⊂ B × C є вiдображенням.

12. Довести, що коли для функцiй f : A → B i g : B → C iснують
оберненi, то для функцiї g ◦ f також iснує обернена.

13. Довести, що коли f ⊂ A×B - бiєктивне вiдображення, то f−1 ⊂ B×A
також бiєктивне вiдображення.

14. Довести, що операцiя множення функцiй асоцiативна, тобто має мiсце
рiвнiсть (f3 ◦ f2) ◦ f1 = f3 ◦ (f2 ◦ f1).

15. Довести, що добуток двох iн’єктивних вiдображень множини A в себе
є iн’єктивним вiдображенням.

16. Довести, що добуток двох бiєктивних вiдображень множини A на себе
є бiєктивним вiдображенням.

17. Нехай ρ ⊂ A×B. Довести, що вiдношення ρ є бiєктивним вiдображе-
нням тодi i тiльки тодi, коли ρ ◦ ρ−1 = ∆B i ρ−1 ◦ ρ = ∆A.

18. Нехай A - скiнченна множина. Бiєктивне вiдображення множини A
на себе називається перестановкою множини A. Довести, що коли f є
перестановкою множини A, то f−1 також є перестановкою.

19. Нехай вiдношення f ⊂ A × B є функцiєю. Довести, що f−1 ⊂ B × A
буде функцiєю тодi i тiльки тодi, коли f є сюр’єктивним i iн’єктивним
вiдображенням, тобто, коли виконуються умови:
а) f(A) = B; б) (∀x1)(∀x2)(x1 6= x2 → f(x1) 6= f(x2)).

20. Довести, що коли вiдображення f множини A на себе задовольняє
умовi f ◦ f = f, то f = ∆A.
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21. Нехай f — вiдображення A в B. Довести, що для довiльних пiдмно-
жин A1 i A2 множини A виконується спiввiдношення
A1 ⊆ A2 → f(A1) ⊆ f(A2).

22. Довести, що для довiльного вiдображення f ⊂ A × B i будь-яких
пiдмножин A1, A2 множини A та пiдмножин B1, B2 множини B вико-
нуються спiввiдношення:
а) f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2);
б) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2);
в) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2);
г) f(A1 ∩A2) ⊂ f(A1) ∩ f(A2).

Показати, що в останньому випадку обернене включення, взагалi ка-
жучи, мiсця не має.

23. Нехай f — вiдображення A в B. Довести, що для довiльних A1, A2 ⊂
A рiвнiсть f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2) має мiсце тодi i тiльки тодi,
коли f є бiєктивним вiдображенням.

24. Позначимо через r̄ множину всiх цiлих чисел, якi при дiленнi на 5 да-
ють остачу r. Довести, що iснує сюр’єктивне вiдображення f множини
Z цiлих чисел на множину {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄}.

25. Довести, що для кожного вiдношення еквiвалентностi ε ⊂ A × A вiд-
ношення fε = {(a, ε < a >)|a ∈ A} є сюр’єктивним вiдображенням
множини A на фактор-множину A/ε (його називають природним або
канонiчним).

26. Довести, що для кожної сюр’єкцiї g : A → B iснує вiдношення еквi-
валентностi εg на множинi A таке, що вiдповiдне йому вiдображення
fεg є бiєкцiєю мiж A/εg i B.

Творчi задачi

27. Бiнарне вiдношення ρ ⊂ A × B називається однозначним, якщо його
зрiзи через елементи множини A є пiдмножинами множини B, що
мiстять не бiльше одного елемента. Однозначне бiнарне вiдношення
ρ ⊂ A × B називається частковим вiдображенням множини A в
множину B. Встановити властивостi часткових вiдображень множин.
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§ 1.9 Вибранi задачi

1. Один iз п’яти братiв розбив вiкно.
– Це мiг зробити тiльки або Вiтя, або Толя, – сказав Андрiй.
– Я вiкно не розбивав, – заявили Вiтя i Коля.
– Ви обидва сказали неправду, – заявив Толя.
– Нi, Толя, один з них сказав правду, а другий сказав неправду, –
заперечив Дiма.
– Ти, Дiма, неправий, – втрутився Коля.

Їх батько, якому, звичайно, можна довiряти, впевнений, що троє братiв
сказали правду.

Хто розбив вiкно?

2. Шiсть студентiв – А, Б, В, Г, Д, Е – брали участь в математичнiй
олiмпiадi. Задачу розв’язали двоє. На запитання, хто розв’язав задачу,
одержано п’ять вiдповiдей:

• "Задачу розв’язали А i Б."

• "Задача розв’язана тiльки в роботах Б i Д."

• "З задачею справились тiльки Е i Б."

• "Задачу розв’язали А i Е."

• "Задачу розв’язали А i Г."

Виявилося, що в чотирьох вiдповiдях вiрно названi прiзвища не менше
одного студента, а в однiй вiдповiдi обидва прiзвища названi невiрно.
Хто iз учасникiв олiмпiади розв’язав задачу?

3. Елементарною кон’юнкцiєю (диз’юнкцiєю) називається кон’юнкцiя
(диз’юнкцiя) формул, кожна з яких є змiнним висловленням або йо-
го запереченням. Диз’юнктивною нормальною формою називається
диз’юнкцiя елементарних кон’юнкцiй. Кон’юнктивною нормальною
формою називається кон’юнкцiя елементарних диз’юнкцiй.

Довести, що для будь-якої формули алгебри висловлень iснує еквiва-
лентна їй кон’юнктивна (диз’юнктивна) нормальна форма.

4. Диз’юнктивна (кон’юнктивна) нормальна форма називається доскона-
лою, якщо кожна змiнна формули входить в кожну елементарну кон’-
юнкцiю (диз’юнкцiю) рiвно один раз з запереченням або без нього.

Довести, що для будь-якої виконуваної формули алгебри висловлень
(формули, яка не є тотожно хибною) iснує еквiвалентна їй досконала
кон’юнктивна (диз’юнктивна) нормальна форма.



47

5. Довести, що для будь-якої тотожно хибної формули алгебри вислов-
лень не iснує еквiвалентної їй досконалої диз’юнктивної нормальної
форми.

6. Довести, що для будь-якої тотожно iстиної формули алгебри вислов-
лень не iснує еквiвалентної їй досконалої кон’юнктивної нормальної
форми.

7. Довести, що будь-яка бiнарна операцiя над множинами, визначена
одномiсним предикатом виду x ∈ X за допомогою логiчних операцiй,
може бути виражена через операцiї об’єднання, перетину i доповнення.

8. Визначити новi операцiї над множинами (вiдмiннi вiд вiдомих перети-
ну, об’єднання, вiднiмання, симетричного вiднiмання та доповнення) i
вивчити їх властивостi.

9. Нехай f – вiдображення A в B. Визначимо вiдображення

f∗ : P(A) −→ P(B) i f∗ : P(B) −→ P(A) так:
а) якщо X ⊂ A, то f∗(X) = {f(x)|x ∈ X};
б) якщо Y ⊂ B, то f∗(Y ) = {x|x ∈ A ∧ f(x) ∈ Y } .
Яким повинно бути вiдображення f для того, щоб виконувалася рiв-
нiсть: а) f∗ ◦ f∗ = ∆P(A); б) f∗ ◦ f∗ = ∆P(B)?

10. Нехай ρ ⊂ A × B, σ ⊂ B × C, τ ⊂ A × C. Довести спiввiдношення
Дедекiнда:

σ ◦ ρ ∩ τ ⊂ (σ ∩ τ ◦ ρ−1) ◦ (ρ ∩ σ−1 ◦ τ).

11. Нехай ρ ⊂ A×B, σ ⊂ B × C, τ ⊂ A× C. Довести, що

σ ◦ ρ ∩ τ−1 = ∅←→ τ−1 ◦ σ ∩ ρ−1 = ∅←→ ρ ◦ τ−1 ∩ σ−1 = ∅.

12. Нехай ρ ⊂ A×B, σ ⊂ B ×A. Довести, що ∆pr1(ρ∩σ−1) ⊂ σ ◦ ρ.

13. Вiдношення ερ = {(x, y)|ρ < x >= ρ < y >}, де ρ ⊂ A×A, називається
ядром вiдношення ρ. Виразити ερ через операцiю множення бiнарних
вiдношень.

14. Бiнарне вiдношення називається квазiоднозначним, якщо воно задо-
вольняє умовi ρ ◦ ρ−1 ◦ ρ = ρ. Довести, що перетин двох квазiоднозна-
чних бiнарних вiдношень є квазiоднозначним бiнарним вiдношенням.

15. Довести, що об’єднання двох часткових вiдображень ϕ i ψ множини
M у множину N є частковим вiдображенням M в N тодi i тiльки тодi,
коли виконується умова (∀x ∈ pr1ϕ ∩ pr1ψ)(ϕ(x) = ψ(x)).
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16. Вивести формулу числа часткових вiдображень m-елементної множи-
ни A в n-елементну множину B.

17. Встановити зв’язок мiж основними теоретико-множинними операцiя-
ми (перетин, об’єднання, вiднiмання) та операцiями:

A / B = {x|x ∈ A|x ∈ B} A . B = {x|x ∈ A ↓ x ∈ B},

де | – штрих Шеффера, а ↓ – штрих Лукасевича.

18. Дослiдити розв’язування найпростiших теоретико-множинних рiвнянь
виду A ∩X = B, Y ∪ A = B, A \X = B, Y \ A = B, A ÷X =
B, Y ÷A = B, де X,Y – невiдомi, а A,B – заданi пiдмножини деякої
унiверсальної множини U .

19. Розв’язати теоретико-множиннi системи рiвнянь:

а)
{
A ∩X = B,
C ∪X = D; г)

{
A ∩X = B,
C \X = D; є)

{
A ∪X = B,
C \X = D;

б)
{
A ∩X = B,
C ÷X = D; д)

{
A ∪X = B,
C ÷X = D; ж)

{
A \X = B,
C ÷X = D;

в)
{
A ∩X = B,
X ÷ C = D; е)

{
A ∪X = B,
X ÷ C = D; з)

{
A \X = B,
X ÷ C = D,

де X – невiдома пiдмножина i A,B,C,D – заданi пiдмножини деякої
унiверсальної множини U такi, що кожний попарний їх перетин є
непорожньою множиною.

20. Бiнарне вiдношення ϕ ⊂ A × A називається iнволюцiєю на A, якщо
ϕ◦ϕ = ∆A. Дослiдити множину всiх iнволюцiй на множинi A вiдносно
вiдомих операцiй над вiдношеннями.

21. Знайти число всiх iнволюцiй на скiнченнiй множинi.

22. Знайти число всiх вiдношень еквiвалентностi скiнченнiй на множинi.

23. Знайти число всiх вiдношень порядку на скiнченнiй множинi.



Роздiл 2

Алгебри та основнi числовi
системи

§ 2.1 Бiнарнi операцiї та їх властивостi. Напiв-
група та група; їх iзоморфiзм та гомоморфiзм

Лiтература: [1] стор. 148 – 162, 205 – 231; [3] стор. 75 – 82, 94 – 104.

Теоретичнi вiдомостi

Бiнарною операцiєю, заданою на непорожнiй множинi A, називає-
ться вiдповiднiсть, яка кожнiй упорядкованiй парi елементiв цiєї множини
спiвставляє єдиний елемент цiєї ж множини. Iншими словами – це вiд-
ображення множини A × A в непорожню множину A. Для позначення бi-
нарних операцiй, як правило, замiсть букв використовують рiзнi значки:
◦, ∗,+, ·,⊕, /, . . .. Якщо для позначення бiнарної операцiї вживають знак
"+ то такий запис називають адитивним, а знак ” · ” – мультиплiкатив-
ним.

Бiнарна операцiя на непорожнiй множинi A задається тими ж способами,
що i вiдображення. На скiнченних множинах з невеликим числом елементiв
бiнарнi операцiї задають також за допомогою таблиць Келi. Якщо множина
мiстить k елементiв, то для цього будують таблицю в якiй (k + 1)2 клiти-
нок. В лiвiй верхнiй клiтинцi ставлять значок операцiї, а в першому рядку
i першому стовпцi записують елементи даної множини. Пiсля цього для за-
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дання бiнарної операцiї слiд заповнити решту клiтинок таблицi по одному
елементу з даної множини.

Кожне вiдображення непорожньої множини A в себе називають унарною
операцiєю в цiй множинi. Кожне вiдображення непорожньої множини An

в множину A називають n-нарною операцiєю в цiй множинi, а число n
– її арнiстю . Зокрема, при n = 1 маємо унарну, а при n = 2 – бiнарну
операцiю.

Непорожня множина A, в якiй задано декiлька операцiй називається
алгеброю i тодi записують (A; +, ·, ∗, −1). Непорожня множина A, в якiй
задано декiлька операцiй i вiдношень називається алгебраїчною системою
i її позначають так: (A; +, ·, ∗, ′; 6, ‖).

Нехай (A; ∗) – алгебра з одною бiнарною операцiєю. Бiнарна операцiя ∗,
задана на множинi A, називається асоцiативною, якщо a∗(b∗c) = (a∗b)∗c
та комутативною, якщо a ∗ b = b ∗ a для будь-яких її елементiв.

Елемент e ∈ A називається нейтральним вiдносно бiнарної операцiї ∗,
якщо e ∗ a = a ∗ e = a для будь-якого елемента a з множини A. При адитив-
ному записi його називають нулем, а при мультиплiкативному – одиницею.

Якщо в алгебрi (A; ∗) є нейтральний елемент e, то елемент a ∈ A нази-
вають симетричним до a ∈ A, якщо виконуються рiвностi a∗a = a∗a = e.
При адитивному записi його називають протилежним, а при мультиплiка-
тивному – оберненим.

Нехай в алгебрi (A; ∗,+) є двi бiнарнi операцiї. Говорять, що операцiя ∗
дистрибутивна вiдносно операцiї +, якщо виконуються умови

a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c, (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c.
Алгебра (A; ∗) з одною бiнарною операцiєю називається напiвгрупою,

якщо операцiя має властивiсть асоцiативностi.
Напiвгрупа (A; ∗) називається групою, якщо в нiй є нейтральний еле-

мент i для кожного елемента iснує симетричний. Якщо в групi (A; ∗) опера-
цiя комутативна, то групу називають абелевою.

Нехай (A; ∗) i (B; ◦) – напiвгрупи. Вiдображення f множини A на(в)
множину B називають гомоморфiзмом напiвгрупи (A; ∗) на(в) напiвгрупу
(B; ◦), якщо виконується умова

f(a1 ∗ a2) = f(a1) ◦ f(a2)

для всiх a1, a2 ∈ A. Взаємно однозначний гомоморфiзм напiвгруп називають
iзоморфiзмом.

Аналогiчно визначаються поняття гомоморфiзму та iзоморфiзму груп.

Задачi на iлюстрацiю понять
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1. Перевiрити, якi з заданих вiдношень ◦ є операцiями на множинi A та
визначити їх арнiсть, якщо:
а) ◦ = {(a, b, c)|a, b, c ∈ A ∧ a = bc} i A = R;
б) ◦ = {(a, b)|a, b ∈ A ∧ a = b3} i A = R;
в) ◦ = {(a, b)|a, b ∈ A ∧ b =

√
a} i A = R+ ∪ {0};

г) ◦ = {(a, b, c)|a, b, c ∈ A ∧ |a+ b| = |c|} i A = Z;
д) ◦ = {(a, 1)|a ∈ A} i A = N;
е) ◦ = {(a, b)|a, b ∈ A ∧ ab = 1} i A = Q \ {0}.

2. Чи є бiнарними операцiями на множинi A = {0, 1, 2, 3,−1,−2} дода-
вання, вiднiмання та множення чисел? Який вид мають для цих дiй
таблицi Келi? Чим вiдрiзняється таблиця Келi вiд вiдомої з школи
таблицi Пiфагора?

3. Скласти таблицю Келi для операцiї ⊕, яка задана на множинi
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5} за правилом: a⊕ b дорiвнює остачi при дiленнi a+ b
на 6. Встановити, чи має ця операцiя властивостi асоцiативностi i
комутативностi та чи iснує нейтральний елемент? Для яких елементiв
тут iснує симетричний?

4. Навести приклади алгебраїчних систем з:
а) двома бiнарними i однiєю унарною операцiями;
б) двома бiнарними вiдношеннями;
в) трьома бiнарними операцiями i двома бiнарними вiдношеннями;
г) однiєю бiнарною та унарною i двома нуль-арними операцiями.

5. В скiнченнiй множинi бiнарна операцiя задана таблицею Келi. Як по
таблицi встановити:
а) чи є в алгебрi лiвий, правий та двостороннiй нейтральний

елемент?
б) чи є в алгебрi лiвий, правий та двостороннiй нульовий елемент?
в) чи має операцiя властивiсть комутативностi?
г) чи можна проводити скорочення вiдносно заданої операцiї?

6. Для яких елементiв даних алгебр iснує симетричний елемент:
а) (Z; +); в) (Z; ·); д) (Q+; +);
б) (N; ·); г) (Q+; ·); е) (P(A);∪,∩)?

7. Якi властивостi мають операцiї кон’юнкцiї, диз’юнкцiї та iмплiкацiї
в множинi всiх висловлень? Вiдносно яких операцiй в цiй множинi
є нульовий та нейтральний елементи? Для яких висловлень iснують
симетричнi елементи?
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8. Нехай f – вiдображення напiвгрупи (N; ·) в себе, яке задано фор-
мулою: а) f(n) = 2n; б) f(n) = n2. Чи буде дане вiдображення
гомоморфiзмом та iзоморфiзмом?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Бiнарна операцiя ∗ в множинi G задана рiвнiстю: a∗b = a. Перевiрити,
чи є алгебра (G; ∗) напiвгрупою. Чи iснує в цiй алгебрi нейтральний
елемент?

10. Якi властивостi мають операцiї перетину, об’єднання та вiднiмання
множин в множинi P(A) всiх пiдмножин множини A? Вiдносно яких
операцiй в цiй множинi є нейтральнi елементи?

11. Встановити, якi з числових множин є напiвгрупами та групами вiдно-
сно вказаних операцiй:
а) N, Z, Q, R вiдносно операцiї +;
б) N, Z, Q, R вiдносно операцiї −;
в) N, Z \ {0}, Q \ {0}, R \ {0} вiдносно операцiї ” · ”;
г) nN, nZ, nQ, nR вiдносно операцiї ” · ”, де n ∈ R;
д) {an|n ∈ N} вiдносно операцiї ” · ” для фiксованого a ∈ R \ {0};
е) {an|n ∈ Z} вiдносно операцiї ” · ” для фiксованого a ∈ R \ {0}.

12. Скласти таблицю Келi для операцiї:
а) знаходження НСК на множинi {1, 2, 3, 4, 6, 12};
б) знаходження НСД на множинi {1, 2, 3, 4, 6, 12};
в) композицiї самосумiщень ромба;
г) композицiї функцiй x,−x, 1

x ,−
1
x ,

x−1
x+1 ,

x+1
x−1 ,

1−x
1+x ,

1+x
1−x .

13. Задати гомоморфiзм напiвгрупи (N; ·) на алгебру ({0, 1}; ·), в якiй ” · ”
є операцiєю множення чисел.

14. Задати гомоморфiзм групи (Z; +) на алгебру ({−1, 1}; ·), в якiй ” · ” є
операцiєю множення чисел.

15. Нехай алгебра (G; ·) є групою i a ∈ G. Встановити, чи будуть гомо-
морфiзмами та iзоморфiзмами данi вiдображення групи G в себе:
а) fla(x) = ax; б) fra(x) = xa; в) fa(x) = a−1xa.

Задачi на доведення
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16. У множинi натуральних чисел N задана операцiя:
а) m ∗ n = НСД(m,n);
б) m ◦ n = НСК(m,n).

Довести, що задана операцiя має властивостi асоцiативностi та кому-
тативностi. Чи iснує нейтральний елемент?

17. Бiнарна операцiя ∗ в множинi A задовольняє умовам:
а) (∀x, y, z ∈ A)((x ∗ y = x ∗ z → y = z) ∧ (x ∗ y = z ∗ y → x = z));
б) (∀x, y, z ∈ A)(x ∗ (y ∗ z) = y ∗ (z ∗ x)).

Довести, що (A; ∗) є комутативною напiвгрупою.

18. В множинi Z× Z задана операцiя ⊕:

(m,n)⊕ (k, l) = (m+ k, n+ l).

Довести, що алгебра (Z× Z;⊕) є абелевою групою.

19. В множинi R× R задано операцiї:

(m,n)⊕ (k, l) = (m+ k, n+ l),

(m,n)� (k, l) = (mk,ml + nk).

Елементи цiєї алгебри називають дуальними числами. Довести, що
алгебра (R× R;⊕) є абелевою групою, алгебра (R× R;�) є абелевою
напiвгрупою i операцiя � дистрибутивна вiдносно ⊕.

20. В множинi R× R задано операцiї:

(m,n)⊕ (k, l) = (m+ k, n+ l),

(m,n) ◦ (k, l) = (mk + nl,ml + nk).

Елементи цiєї алгебри називають подвiйними числами. Довести, що
алгебра (R × R;⊕) є абелевою групою, алгебра (R × R; ◦) є абелевою
напiвгрупою i операцiя ◦ дистрибутивна вiдносно ⊕.

21. Довести, що множина R × R \ {(0, 0)} є групою вiдносно операцiї,
заданої так:

(m,n) ∗ (k, l) = (mk − 2nl,ml + nk).

Чи є вона комутативною?

22. Довести, що алгебра (P(A);÷) є абелевою групою вiдносно операцiї
÷ симетричного вiднiмання.
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23. Довести, що множина всiх поворотiв кола навколо свого центра вiдно-
сно композицiї поворотiв є абелевою групою.

24. Довести, що множина всiх векторiв площини вiдносно операцiї дода-
вання є абелевою групою.

25. Довести, що напiвгрупи (N; +) i (2N; +) iзоморфнi мiж собою.

26. Довести, що групи (R; +) i (R+; ·) iзоморфнi.

27. Довести, що можна задати iзоморфiзм адитивної групи (Z; +) в групу
(Z× Z;⊕) (задача 18).

Творчi задачi

28. Встановити, скiльки k-арних операцiй можна задати на множинi, яка
мiстить n елементiв?

29. Побудувати таблицю Келi для групи Dn самосумiщень правильного
n-кутника при n = 3, 4, 5. Якi закономiрностi ви замiтили?

30. Дослiдити, чи повинен бути в кожнiй скiнченнiй напiвгрупi iдемпо-
тент, тобто такий елемент a, що aa = a.

31. Напiвгрупа називається моногенною, якщо вона утворена з додатних
степенiв одного з своїх елементiв, який називають твiрним. Встано-
вити:
а) яка будова таких напiвгруп?
б) скiльки твiрних та iдемпотентiв може мати така напiвгрупа?
в) як можна порiвняти такi нескiнченнi та скiнченнi напiвгрупи?

Задачi з олiмпiад

32. На множинi Z визначена бiнарна операцiя:
а) a ? b = a+ b+ 2;
б) a ◦ b = ab+ a+ b.
Якi з властивостей групи має ця операцiя?

33. Нехай p, q, r – заданi дiйснi числа. В множинi R визначена бiнарна
операцiя x ∗ y = px+ qy + r. Встановити, при яких p, q i r множина R
є групою вiдносно операцiї ∗.
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§ 2.2 Натуральнi числа. Метод математичної
iндукцiї

Лiтература: [1] стор. 127 – 140; [3] стор. 119 – 122.

Теоретичнi вiдомостi

Непорожня множина N, в якiй визначено бiнарне вiдношення "b слiдує
за a"(елемент, який слiдує за a часто позначають через a′ i називають
наступним за a) так, що виконуються умови:

1) iснує елемент, який не слiдує нi за яким iншим елементом (його
називають одиницею i позначають символом 1);

2) за кожним елементом слiдує деякий елемент i тiльки один;
3) кожний елемент, крiм одиницi, слiдує за деяким елементом i тiльки

за одним;
4) будь-яка пiдмножина M множини N, яка задовольняє умовам:
а) 1 ∈M i
б) (∀a)(a ∈M → a′ ∈M), спiвпадає з множиною N,

називається множиною натуральних чисел.
Умови 1 – 4 називають аксiомами Пеано натуральних чисел. Аксiому

4 називають аксiомою iндукцiї.
На основi аксiоми iндукцiї доводиться теорема, яка називається основ-

ною формою принципу математичної iндукцiї. Вона стосується тверджень
Tn, сформульованих для натуральної змiнної n.

Якщо деяке твердження Tn iстинне для n = 1 i якщо з припущення, що
воно iстинне для натурального числа n = k, випливає його iстиннiсть для
наступного числа k′, то твердження Tn iстинне для будь-якого натурального
числа n.

На цiй теоремi грунтується метод математичної iндукцiї, який ши-
роко вживається для доведення тверджень Tn, сформульованих для нату-
ральної змiнної n. Вiн полягає в тому, що для доведення iстинностi такого
твердження слiд поступити так:

а) довести (перевiрити) iстиннiсть цього твердження для n = 1 (гово-
рять: створити базу iндукцiї);

б) з припущення про iстиннiсть даного твердження для n = k довести
iстиннiсть його для наступного числа k′ (говорять: здiйснити крок iнду-
кцiї).

Узагальненням основної форми принципу математичної iндукцiї (iнду-
кцiї, починаючи з k0 ∈ N) є наступна теорема.
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Якщо деяке твердження Tn iстинне для натурального числа n0 i якщо
з припущення, що воно iстинне для натурального числа k > n0, випливає
його iстиннiсть для наступного числа k′, то твердження Tn iстинне для
будь-якого натурального числа n > n0.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. При розглядi многочлена f(x) = x2+x+41 виявили, шо при пiдстанов-
цi замiсть x бiльше 25 послiдовних чисел 0, 1, 2, 3, · · · , 25 отримують
простi числа. На пiдставi цього було зроблено висновок про те, що так
буде для будь-якого n ∈ N. Говорять, що висновок зроблено на основi
неповної iндукцiї. Чи вiрний вiн? Коли можна застосовувати метод
неповної iндукцiї?

2. Застосуйте метод повної iндукцiї (загальний висновок робиться на
основi розгляду всiх без винятку випадкiв) для доведення того, що
будь-яке цiле число можна записати у видi суми п’яти кубiв цiлих
чисел.

3. Записати мовою символiв принцип математичної iндукцiї.

4. Записати мовою символiв узагальнення основної форми принципу ма-
тематичної iндукцiї (iндукцiї, починаючи з k0 ∈ N) та довести його.

5. Записати мовою символiв теорему iндукцiї, обмеженої iнтервалом:
"Якщо про деяке твердження Tn, сформульоване для натурального
числа n, вiдомо, що воно iстинне для n = a, i з припущення про
iстиннiсть його для всiх k ∈ [a, b[ випливає iстиннiсть для n = k + 1,
то твердження є iстинним для кожного k ∈ [a, b]."Довести цю теорему,
застосувавши принцип математичної iндукцiї.

6. Записати мовою символiв i довести теорему, яку називають iндукцiєю
спуску: "Якщо про деяке твердження, сформульоване для натураль-
ного числа, вiдомо, що воно iстинне для n = b, i з припущення про
iстиннiсть його для всiх k ∈]a, b] випливає iстиннiсть для n = k − 1,
то твердження є iстинним для кожного k ∈ [a, b]."Довести цю теорему,
застосувавши принцип математичної iндукцiї.

7. Знайти помилку у мiркуваннях: "Очевидно, що твердження "усi сту-
дентки мають однаковий вiк" правильне для кожної окремо взятої
студентки. Припустимо, що твердження iстинне для довiльного k > 1.
Розглянемо множину {a1, a2, · · · , ak, ak+1}, яка мiстить k + 1 сту-
дентку. За припущенням усi студентки з множин {a1, a2, · · · , ak} i
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{a2, · · · , ak, ak+1} мають однаковий вiк, оскiльки мiстять по k елемен-
тiв. Проте елемент ak є спiльним. Це означає, що твердження правиль-
не для n = k+ 1. Отже, згiдно з принципом математичної iндукцiї, всi
студентки мають однаковий вiк."

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Знайти число дiагоналей у випуклому n-кутнику.

9. Послiдовность {xn} задана рекурентно: x1 = 1, xn+1 = xn − 1
n(n+1) .

Знайти формулу для загального члена xn.

10. Встановити, для яких натуральних n виконується нерiвнiсть
2n+ 1 < 2n.

11. Знайти максимальне число частин, на яке розбивається площина за
допомогою n кiл.

12. Чи можна монетами вартiстю 2 коп i 5 коп розрахуватися за рiч, яка
коштує не менше 7 коп?

13. Знайти найбiльше число частин, на якi розбивається площина за до-
помогою n прямих.

14. Обчислити суму 1 + 3 + 6 + · · ·+ n(n+1)
2 .

15. Нехай a – цiле непарне число, x та y – коренi рiвняння t2 +at−1 = 0.
Перевiрити, що числа x4 + y4 та x5 + y5 є цiлими i взаємно простими.

16. Встановити, для яких натуральних чисел n мають мiсце твердження:
а) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = 1

6n(n+ 1)(2n+ 1);
б) 13 + 23 + 33 + · · ·+ n3 = ( 1

2n(n+ 1))2;

в) 12 − 22 + 32 − · · ·+ (−1)n−1n2 = (−1)n+1

2 n(n+ 1);
г) 1

1·3 + 1
3·5 + · · ·+ 1

(2n−1)·(2n+1) = n
2n+1 ;

д) 6n < 4 · 2n;
е) 1

n+2 + 1
n+3 + · · ·+ 1

2n+2 >
13
24 ;

є) 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
3n+1 > 1;

ж) 1
2 <

1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n <

3
4 .

Задачi на доведення

17. Довести, що число 16n − 15n− 1 дiлиться на 25 для будь-якого нату-
рального числа n.
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18. Довести, що для всiх n ∈ N виконується рiвнiсть:
а) 1

1·4 + 1
4·7 + · · ·+ 1

(3n−2)(3n+1) = n
3n+1 ;

б) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1;
в) 1

6 + 1
12 + · · ·+ 1

n2+3n+2 = n
2n+4 ;

г) 12

1·3 + 22

3·5 + · · ·+ n2

(2n−1)(2n+1) = n2+n
4n+2 .

19. Довести, що для всiх n ∈ N виконується нерiвнiсть:
а) 1

12 + 1
22 + 1

32 + · · ·+ 1
n2 < 2;

б) 1
12 + 1

32 + 1
52 + · · ·+ 1

(2n−1)2 <
5
4 ;

в) 1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · ·+ 1

k > n для деякого k;
г) 1 + 1

2
√

2
+ 1

3
√

3
+ · · ·+ 1

n
√
n

6 3− 2√
n
.

20. Довести, шо для довiльного натурального n сума 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · · + 1

n
не є натуральним числом.

21. Довести, що 11n+1 + 122n−1 дiлиться на 133 для довiльного натураль-
ного n.

22. Дано декiлька квадратiв загальної площi 1. Довести, що їх можна
розмiстити без накладань всерединi квадрата зi стороною 2.

23. На площинi дано набiр з n векторiв, довжина кожного з яких не пе-
ревищує 1. Довести, що, замiнивши деякi вектори цього набору на
протилежнi, можна одержати набiр векторiв, сума яких має довжину:
а) яка не перевищує

√
n;

б) яка не перевищує
√

2.

24. Дано n довiльних квадратiв. Довести, що їх можна розрiзати на части-
ни так, що iз одержаних частин можна було б скласти один великий
квадрат.

Творчi задачi

25. Обчислити суму 1k + 2k + 3k + · · ·+ nk, де k, n ∈ N, причому k < n.

26. Обчислити суму ik + (i+ l)k + (i+ 2l)k + · · ·+ (i+nl)k, де i, l, k, n ∈ N,
причому k < n.

27. На яке максимальне число дiлять n площин трьохвимiрний простiр?

28. На площинi проведено декiлька прямих. Встановити залежнiсть мiж
числами: m – число точок перетину цих прямих, n – число частин
площини, на якi цi прямi розбили дану площину, та k – число частин
цих прямих, на якi розбилися прямi точками перетину.
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29. Вказати послiдовнiсть чисел a0, a1, · · · , an, · · ·, якi заданi формулою
an = 1√

5
(( 1+

√
5

2 )n − ( 1−
√

5
2 )n), та показати, що для них виконуються

нерiвностi:
а) anan+1 < an−1an+2, де n > 1;
б) an−1an+1 < a2

n, де n ∈ N.

30. Довести, що функцiя T (x) = cos(n · arccosx) є цiла рацiональна для
будь-якого натурального n. Вказати рекурентну формулу для Tn(x).

31. На скiльки частин розбивають простiр n сфер, кожнi двi з яких пере-
тинаються мiж собою?

Задачi з олiмпiад

32. Знайти суму 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + · · ·+ (1 + 2 + · · ·+ n).

33. Знайти суму n-ої групи чисел, на якi розбито натуральний ряд:
а) 1; (2, 3); (4, 5, 6); (7, 8, 9, 10); · · · ;
б) 1; (2, 3, 4); (5, 6, 7, 8, 9); (10, 11, 12, 13, 14, 15, 16); · · · .

34. Довести, що для довiльного натурального n виконується нерiвнiсть
(1− x)n+1 + (1 + x)n+1 < 2n+1, де |x| < 1.

35. Обчислити суму S2002 = 1 + 11 + 111 + · · ·+ 11 · · · 1, де в записi остан-
нього доданку є 2002 цифри – одиницi.

36. Довести, що число, яке записане в десятковiй системi числення за
допомогою 3n одиниць, дiлиться на 3n.

37. Дiйсне число x таке, що x + 1
x - цiле. Довести, що число xn + 1

xn є
цiлим для довiльного натурального n.

38. Послiдовнiсть (xn)n∈N задана рекурентно:
x1 = 0 i xn+1 = 5xn +

√
24x2

n + 1 для всiх n ∈ N. Довести, що всi
члени послiдовностi, починаючи з другого, є натуральними числами.
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§ 2.3 Кiльце, поле та упорядковане поле

Лiтература: [1] стор. 162 – 181, 189 – 200; [3] стор. 104 – 111, 146 –
149.

Теоретичнi вiдомостi

Алгебра (K; +, · ) з двома бiнарними операцiями називається кiльцем,
якщо (K; +) є абелевою групою, а операцiя ”·” асоцiативна i дистрибутивна
вiдносно операцiї ” + ”.

Якщо в кiльцi (K; +, · ) операцiя ” ·” комутативна, то кiльце називається
комутативним.

Комутативне кiльце, яке мiстить принаймнi один вiдмiнний вiд нуля еле-
мент, називається полем, якщо множина всiх вiдмiнних вiд нуля елементiв
є групою вiдносно операцiї ” · ”.

Пiдмножина K ′ кiльця K(поля P ) називається його пiдкiль-
цем(пiдпо лем), якщо вона є кiльцем(полем) вiдносно операцiй, заданих в
K(P ).

Нехай (K; +, · ) i (K1;⊕,� ) – два кiльця. Вiдображення f множини K
на(в) множину K1 називають гомоморфiзмом кiльця (K; +, · ) на(в) кiльце
(K1;⊕,� ), якщо виконуються умови

f(a1 + a2) = f(a1)⊕ f(a2) i f(a1 · a2) = f(a1)� f(a2)
для всiх a1, a2 ∈ A.

Взаємно однозначний гомоморфiзм кiлець називають iзоморфiзмом.
Поле (P ; +, · ), на основнiй множинi P якого задано вiдношення порядку

6, називається упорядкованим полем, якщо виконуються умови:
1) (∀a)(∀b)(a 6 b ∨ b 6 a);
2) (∀a)(∀b)(∀c)(a 6 b→ a+ c 6 b+ c);
3) (∀a)(∀b)(∀c)(a 6 b ∧ c > 0→ a · c 6 b · c).
Аналогiчно визначається поняття гомоморфiзму та iзоморфiзму полiв

та упорядкованого кiльця.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Дослiдити, якi з заданих числових множин утворюють кiльце вiдносно
операцiй додавання i множення чисел:
а) 4Z = {4n|n ∈ Z}; д) {8n|n ∈ Z};
б) Z[

√
5] = {m+ n

√
5|m,n ∈ Z}; е) Q[

√
2] = {x+ y

√
2|x, y ∈ Q};

в) N ∪ {0}; є) {x+ y 3
√

2|x, y ∈ Q};
г) {m5n |m ∈ Z ∧ n ∈ N ∪ {0}}; ж) {x+ y 3

√
2 + z 3

√
4|x, y, z ∈ Q}?
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В яких кiльцях є одиниця? Вказати такi пари кiлець, в яких одне є
пiдкiльцем iншого.

2. Якi з розглянутих в задачi 1 числових множин утворюють поле? Вка-
зати такi пари полiв, в яких одне є пiдполем iншого.

3. В множинi F числових функцiй визначенi операцiї додавання i мно-
ження так: (f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x); (f1 · f2)(x) = f1(x) · f2(x).
Якi з наступних множин F є кiльцями, якщо:
а) F – множина всiх многочленiв не вище першого степеня з цiлими

коефiцiєнтами;
б) F – множина всiх многочленiв не вище другого степеня з дiйсними

коефiцiєнтами;
в) F – множина всiх функцiй y = sin kx, де k ∈ R;
г) F – множина всiх показникових функцiй y = ax, де a ∈ R?

4. Що ви можете сказати про iснування обернених елементiв у кiльцях
задачi 1, якi мiстять одиницю?

5. Чи є кiльцем множина Z[x] всiх многочленiв з цiлими коефiцiєнтами
вiд однiєї змiнної x вiдносно вiдомих операцiй додавання i множення?

6. Чи задають iзоморфiзм вiдповiдних кiлець такi вiдображення:
а) f : Z→ Z[

√
2] i f(n) = −n;

б) f : Z[
√

2]→ Z[
√

5] i f(n+m
√

2) = n+m
√

5;
в) f : Z→ kZ i f(n) = kn;
г) f : 4Z→ 2Z i f(n) = 1

2n?

7. Чи є упорядкованою алгебраїчна система (Z; +, · ; >) цiлих чисел?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Якi з заданих множин утворюють кiльце або поле вiдносно операцiй
додавання i множення чисел:
а) kZ = {kn|n ∈ Z};
б) { m

2n−1 |m ∈ Z ∧ n ∈ N};
в) {m2n |m ∈ Z ∧ n ∈ N ∪ {

1
2}};

г) { mpn |m ∈ Z ∧ n ∈ N ∪ {0} ∧ p− вибране просте число}?

9. В адитивнiй групi (R; +) задано операцiю множення так: a ∗ b = b. Чи
буде алгебра (R; +, ∗) кiльцем?

10. Встановити, чи є упорядкованим кiльце цiлих чисел щодо вiдношення
подiльностi цiлих чисел.
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11. Перевiрити, чи є упорядкованим кiльце nZ вiдносно вiдношення по-
рядку ” 6 ”.

12. На множинi Z6 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄, 5̄} заданi операцiї додавання ” ⊕ ” i
множення ”⊗ ” за правилом: результатом виконання цих операцiй над
упорядкованою парою (a, b) є остача вiд дiлення на 6 суми a + b i
добутку ab вiдповiдно. Перевiрити, чи утворює множина Z6 кiльце або
поле вiдносно визначених операцiй. Скласти вiдповiднi таблицi Келi.

13. Задати на множинi Z5 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄} операцiї ”⊕” i ”⊗” за правилом
попередньої задачi. Перевiрити, чи утворює множина Z5 поле вiдносно
визначених операцiй. Скласти вiдповiднi таблицi Келi.

14. На множинi Z2 задано операцiї за правилом попередньої задачi. Скла-
сти вiдповiднi таблицi Келi та перевiрити, чи утворює множина Z2

поле вiдносно визначених операцiй.

15. Знайти всi пiдкiльця та пiдполя алгебри, заданої в задачi 12.

16. Знайти всi пiдкiльця та пiдполя алгебри, заданої в задачi 13.

17. Перевiрити, чи утворюють поле дуальнi та подвiйнi числа (дивись за-
дачi § 2.1, № 19, 20).

18. Розв’язати в полi Q[
√

2] рiвняння:
а) x2 − x− 3 = 0; в) x2 − 2x+ 1−

√
2 = 0;

б) x2 + (4− 2
√

2)x+ 3− 2
√

2 = 0; г) x2 − 2x− 5 + 4
√

2 = 0.

19. Задати iзоморфiзм поля дiйсних чисел в алгебру :
а) дуальних чисел; б) подвiйних чисел.

20. Задати гомоморфiзм кiльця цiлих чисел Z на кiльце Z2 з задачi 14.

21. Задати гомоморфiзм кiльця цiлих чисел Z на кiльця Z5 i Z6.

22. Задати гомоморфiзм кiльця Z[x] на кiльце Z.

Задачi на доведення

23. Довести, що в кiльцi K, яке мiстить n елементiв, для кожного його
елемента a виконується рiвнiсть na = 0, де 0 – його нуль.

24. Довести, що в комутативному кiльцi виконуються рiвностi:
xmxn = xm+n, (xm)n = xmn, (xy)n = xnyn, де m,n ∈ N та x, y –
довiльнi елементи кiльця.
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25. Нехай в множинi Q визначена операцiя ” ∗ ” так: a ∗ b = 2ab. Довести,
що алгебра (Q; +, ∗) є полем, iзоморфним полю (Q; +, · ).

26. Довести, що алгебра, яка iзоморфна:
а) кiльцю, є кiльцем; б) полю, є полем.

27. Довести, що числова множина Q[
√
m] = {x + y

√
m|x, y ∈ Q} є полем

вiдносно арифметичних операцiй для кожного m ∈ Z.

28. Довести, що абелева група (G; +) перетворюється в комутативне кiль-
це, якщо в нiй визначити операцiю множення так: ab = 0, де 0 –
нейтральний елемент вiдносно додавання.

29. Довести, що в комутативному кiльцi має мiсце бiномiальна теорема:
(a + b)n =

∑n
k=0 C

k
na

kbn−k, де Ckn = n!
k!(n−k)! , n ∈ N, a, b – довiльнi

елементи кiльця.

Творчi задачi

30. Вивчити властивостi операцiй, заданих в алгебрi (P(A);÷,∩).

31. Вивчити властивостi операцiй об’єднання та композицiї вiдношень в
алгебрi (P(A×A);∪, ◦).

32. Встановити, для яких n ∈ Z множина Q2 є полем вiдносно операцiй

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d); (a, b) · (c, d) = (ac+ nbd, ad+ bc).

33. Знайти умови, при яких рiвняння ax2 + bx+ c = 0 має розв’язки в полi
Z5.

34. Дослiдити, при яких умовах є iзоморфними мiж собою кiльця Zkl i
Zk × Zl.

Задачi з олiмпiад

35. Довести, що множина Z з визначеними в нiй бiнарними операцiями
a?b = a+b+1 та a◦b = ab+a+b є комутативним кiльцем з одиницею.

36. В множинi Z визначена бiнарна операцiя додавання так: a⊕b = a+b+3.
Чи можна визначити в множинi Z операцiю множення � так, щоб
алгебра (Z;⊕,�) була кiльцем?
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§ 2.4 Поле комплексних чисел. Алгебраїчна
форма комплексного числа

Лiтература: [1] стор. 205 – 214; [3] стор. 157 – 165.

Теоретичнi вiдомостi

Мiнiмальне поле, яке включає в себе поле R дiйсних чисел i мiстить
такий елемент i, що i2 = −1, називається полем комплексних чисел.

Якщо на множинi C всiх упорядкованих пар дiйсних чисел визначити
операцiю додавання i операцiю множення рiвностями

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) та (a, b) · (c, d) = (ac − bd, ad + bc),
то множина буде задовольняти умовам, що визначають поле комплексних
чисел.

Кожне комплексне число z = (a, b) можна подати в алгебраїчнiй формi
так: z = a + bi, де i = (0, 1) та i2 = (−1, 0). При цьому число a =
Re(z) називається дiйсною частиною, bi – уявною частиною i b = Im(z)
– коефiцiєнтом при уявнiй частинi комплексного числа z. Комплексне
число bi називають також чисто уяним.

Дiї над комплексними числами в алгебраїчнiй формi виконуються так:
якщо z1 = a+ bi, z2 = c+ di, то
z1 ± z2 = (a± c) + (b± d)i, z1z2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i;
якщо z2 6= 0, тобто c2 + d2 6= 0, то
z−1

2 = c
c2+d2 −

d
c2+d2 i та z1

z2
= z1z

−1
2 = ac+bd

c2+d2 + bc−ad
c2+d2 i.

Якщо z1 = a+bi, то комплексне число z = a−bi називається спряженим
до z.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Обчислити i52; i66; i165; i279; (−i)125; (−i)30;−i125;−i164. Узагальнити
результати для in, де n ∈ Z.

2. Обчислити: а) (1 + i)2n; б) (1+i)n

(1−i)n−2 , де n ∈ Z.

3. Знайти дiйсну i уявну частини комплексного числа:

а) (2− 3i)4 + (2 + 3i); г) (1+2i)3−(1+3i)2

(3+i)3+(1+5i)2 ;

б) (1+i)(2+i)
2−i − (1−i)(2−i)

2+i ; д) ( 1−i
1+i )

2000;

в) ( i
7+2

1+i11 )2; е) (1−i)29
(1+i)27 .



65

4. Знайти значення функцiї f(z) = z4 + 2+i
z + 3 + 20i, якщо:

а) z = 1− 2i; б) z = 1 + 2i.

5. Обчислити (2i+ 2z2)(−3 + 2i3z2), якщо:
а) z = − 1

2 + 1
2 i; б) z = − 1

2 −
1
2 i.

6. Знайти множину всiх комплексних чисел, якi спряженi самi до себе.

7. При яких умовах сума, рiзниця, добуток i частка двох комплексних
чисел i є: а) дiйсним числом; б) чисто уявним числом? Наве-
сти приклади.

8. При яких умовах сума, рiзниця, добуток i частка двох взаємно спря-
жених комплексних чисел є:
а) дiйсним числом; б) чисто уявним числом?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Обчислити вирази:
а) (2 + i)(3− i) + (3 + 4i)(2 + 3i); г) (2 + i)3 + (2− i)3;
б) (3 + 7i)(2 + i)− (5 + 3i)(1 + 2i); д) (3 + i)3 − (3− i)3;
в) (5+7i)(7−6i)

3+i ; е) (2+i)(4+i)
1+i .

10. Знайти необхiднi i достатнi умови того, щоб число z+2
z−1 було:

а) дiйсним числом; б) чисто уявним числом.

11. Знайти дiйснi розв’язки рiвняння:
а) (2 + i)x+ (1 + 2i)y = 1− 4i;
б) (3 + i)x+ (1 + 3i)y = 4− 9i.

12. Розв’язати такi рiвняння:
а) z + z̄ = 10; г) z2 − 2zz̄ − 3− 3i = 0;
б) 3z + z̄ = 2i+ 8; д) zz̄ = 2iz − 1+i

2 ;
в) z2 + z̄ − 1 = 0; е) zz̄ + 2i = 2z̄ + 4.

13. Знайти всi комплекснi числа, якi спряженi до свого:
а) квадрата; б) куба.

14. Розв’язати такi системи рiвнянь:

а)
{

(1 + i)z1 + (1− i)z2 = 1 + i,
(1− i)z1 + (1 + i)z2 = 1 + 3i;

б)
{
iz1 + (1 + i)z2 = 2 + 2i,
2iz1 + (3 + 2i)z2 = 5 + 3i;
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в)

 z5
1z

7
2 = 1,

z13
1 z19

2 = 1,
z2

1 + z2
2 + 2 = 0;

г)
{
z1 + 2z2 = 1 + i,
3z1 + iz2 = 2− 3i.

15. Вивести формулу для добування квадратного кореня з комплексного
числа, записаного в алгебраїчнiй формi.

16. Розв’язати рiвняння:
а) z2 + 5z + 5− 3i = 0; в) (1 + i)z2 − z + 1 + 2i = 0;
б) z2 + 2z − 2 + 4i = 0; г) (1 + i)z2 + iz + 2 + 4i = 0.

Задачi на доведення

17. Довести, що уявнi числа z1, z2 задовольняють умову z1− z̄2 = 0, якщо
z1 + z2, z1z2 ∈ R.

18. Довести, що комплексне число z−1
z+1 є чисто уявним тодi i тiльки тодi,

коли z 6= −1 i |z| = 1.

19. Довести, що для всiх n ∈ N:
а) (1± i)8n = 16n; б) (1± i)4n = (−1)n4n.

20. Довести, що:
а) добуток двох комплексних чисел є дiйсне число тодi i тiльки

тодi, коли одно з них вiдрiзняється вiд спряженого до другого
з них дiйсним множником;

б) добуток i сума двох комплексних чисел є дiйсне число тодi i
тiльки тодi, коли цi числа спряженi мiж собою або обидва
є дiйсними.

21. Довести, що x2 + y2 = (s2 + t2)n, якщо x + yi = (s + ti)n, де n ∈ Z,
x, y ∈ R.

22. Довести, що для всiх z, z1, z2 ∈ C мають мiсце рiвностi:
а) z1 + z2 = z̄1 + z̄2; в) z1z2 = z̄1 · z̄2; д) z + z̄ = 2Re(z);

б) z1 − z2 = z̄1 − z̄2; г)
(
z1
z2

)
= z̄1

z̄2
; е) z − z̄ = 2iIm(z).

23. Довести, що f(z) = f(z), де f(z) – довiльний многочлен з дiйсними
коефiцiєнтами.
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24. Довести, що поле комплексних чисел C не можна упорядкувати так,
щоб в полi R новий порядок спiвпадав з вiдомим вiдношенням >.

Творчi задачi

25. На множинi R2 задано операцiї:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d); (a, b) ∗ (c, d) = (ac+ 3bd, ad+ bc+ 2bd).

Довести, що алгебра (R2; +, ∗) є полем. Чи iснує в ньому пiдполе, iзо-
морфне полю дiйсних чисел? Чи має в цьому полi розв’язок рiвняння
x2 + 1 = 0?

26. Довести, що поле комплексних чисел C iзоморфне полю, побудованому
в попереднiй задачi. Як в цьому полi розв’язати рiвняння t2 + 1 = 0?

27. Довести, що комплексне число z можна подати у виглядi z = a+bi
a−bi , де

a, b ∈ R, тодi i тiльки тодi, коли |z| = 1.

28. Знайти необхiднi i достатнi умови того, щоб числа (z + a)(z + b) та
z+c
z+d , де z ∈ C, a, b, c, d ∈ R, були:
а) дiйсними числами; б) чисто уявними числами.

29. Обчислити для кожного цiлого числа n:
а) (1 + i)n + (1− i)n; в) ( 1−i

1+i )
n + ( 1+i

1−i )
n;

б) (1 + i)n − (1− i)n; г) (−1+i
√

3
2 )n − (−1−i

√
3

2 )n.

30. На множинi R2 визначенi операцiї:

(a, b)+(c, d) = (a+αc, b+βd); (a, b)∗ (c, d) = (ac+γbd, ad+ bc+ δbd),

де α, β, γ, δ – фiксованi дiйснi числа. Встановити, при яких α, β, γ, δ
задана алгебра є полем. Як в ньому розв’язати рiвняння t2 + 1 = 0?

31. Обчислити вираз

z6n−3 +
1

z6n−3
+ z6n +

1
z6n

,

якщо z + 1
z = 1, n ∈ N, z ∈ C.

32. На множинi R4 визначенi операцiї:

(a, b, c, d) + (a1, b1, c1, d1) = (a+ a1, b+ b1, c+ c1, d+ d1),
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(a, b, c, d)·(a1, b1, c1, d1) = (aa1−bb1−cc1−dd1, ab1+ba1+cd1−dc1, ac1+
ca1 + db1 − bd1, ad1 + da1 + bc1 − cb1).
Отриману алгебру називають алгеброю кватернiонiв. Встановити, якi
з аксiом поля ають мiсце в цiй алгебрi. Чи можна задати iзоморфiзм
поля комплексних чисел C в цю алгебру?

Задачi з олiмпiад

33. Нехай комплекснi числа z1, z2.z3 задовольняють умовам |z1| = |z2| =
|z3| = r. Довести, що иконується рiвнiсть∣∣∣∣z1z2 + z1z3 + z3z2

z1 + z2 + z3

∣∣∣∣ = r.

34. Розв’язати рiвняння
(

1−ix
1+ix

)4

= i.
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§ 2.5 Геометрична iнтерпретацiя та тригономе-
трична форма комплексного числа

Лiтература: [1] стор. 214 – 223; [3] стор. 164 – 169.
.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай на площинi задана прямокутна декартова система координат xOy.
Кожну точку A(a, b) цiєї координатної площини можна iнтерпретувати як
комплексне число z = a + bi. Тодi точкам координатної осi Ox вiдповiда-
ють дiйснi числа, а точкам осi Oy – чисто уявнi числа. Така iнтерпретацiя
наочна, але не дає доброї iнтерпретацiї дiй над комплексними числами.

Поставимо у вiдповiднiсть кожному комплексному числу z = a+ bi
радiус-вектор −→OA точки A(a, b) (напрямлений вiдрiзок, який з’єднує поча-
ток координат з цiєю точкою). Така вiдповiднiсть є взаємно однозначною.
При цьому сумi комплексних чисел вiдповiдає сума вiдповiдних радiус-
векторiв i це бiльше свiдчить про те, що комплекснi числа характеризують
реальнi обєкти. Крiм того, така iнтерпретацiя дозволяє розглянути ще одну
форму запису комплексних чисел.

Вiзьмемо початок координат O декартової системи за полюс, а додатну
пiввiсь за полярну вiсь. Тодi декартовi координати кiнця радiус-вектора

−→
OA

виражаються через полярнi координати так: a = r cosϕ, b = r sinϕ, де r –
довжина радiус-вектора

−→
OA, а ϕ – полярний кут (кут мiж додатним напря-

мом осi Ox та радiус-вектором
−→
OA).

Подання вiдмiнного вiд нуля комплексного числа z = a + bi у видi z =
r(cosϕ + i sinϕ), де r > 0, 0 6 ϕ < 2π, називається тригонометричною
формою комплексного числа. При цьому число r =

√
a2 + b2 називається

модулем комплексного числа z i позначається |z|, а ϕ – його аргументом
i позначається arg z. Полярний кут ϕ визначається з системи рiвнянь{

cosϕ = a
r ,

sinϕ = b
r .

Зауважимо, що кожне вiдмiнне вiд нуля число z однозначно записується у
тригонометричнiй формi, а для числа 0 такої форми запису не iснує.

Дiї множення i дiлення в тригонометричнiй формi виконують так. Якщо
z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) i z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), то

z1z2 = r1r2(cos(ϕ1+ϕ2)+i sin(ϕ1+ϕ2)),
z1

z2
=
r1

r2
(cos(ϕ1−ϕ2)+i sin(ϕ1−ϕ2)).

Для всiх цiлих чисел n i комплексних z = r(cosϕ + i sinϕ) має мiсце
формула Муавра: zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ).
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Зобразити на координатнiй площинi суму та рiзницю чисел z1 i z2,
якщо: а) z1 = 2 + 3i, z2 = 3− 2i; б) z1 = 5− 4i, z2 = 4 + 5i.

2. Знайти модулi та аргументи комплексних чисел:
а) i; б)

√
3

2 −
i
2 ; в) −5; г) 1− i; д) −1− i

√
3; е) −1+i√

2
.

3. Побудувати точки, що зображають комплекснi числа, та подати цi
числа в тригонометричнiй формi:
а) 1; в) i; д) 1 + i; є) −1− i; з) 1− i

√
3;

б) −1; г) −i; е) −1 + i; ж) 1− i; i)
√

3− i.

4. Сформулювати геометричною мовою необхiднi i достатнi умови того,
що виконуються рiвностi:
а) |z1 + z2|=|z1|+ |z2|; б) |z1|+ |z2|=||z1| − |z2||.

5. З’ясувати геометричний змiст та побудувати в комплекснiй площинi
вiдповiднi множини точок для таких спiввiдношень:
а) 1 6 Re(z) 6 2; е) π

4 6 arg(z) 6 π
2 ;

б) |Im(z)| 6 1; є)
{
|z| = |z + 3

i |,
|z| 6 2;

в) 1 6 |z| 6 3; ж) log 1
2
|z − 2| > log 1

2
|z|;

г) |z + 1| > 1; з) log√3
|z|2−|z|+1

2+|z| 6 2;
д) 0 6 |z − 2i| 6 2; i) |z + 2i| 6 |z − i|.

6. Дати геометричну iнтерпретацiю до таких спiввiдношень:
а) |z| > |Re(z)|; б) |z| > |Im(z)|; в) |z| 6 |Re(z)|+ |Im(z)|.

7. Дати геометричну iнтерпретацiю до таких спiввiдношень та дослiдити
їх iстиннiсть:
а) ||z1| − |z2|| 6 |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|;
б) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2);
в) |z1|2 + |z2|2 = |z1 + z2|2;
г) |z1 + z2| = |z1 − z2|.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Записати у тригонометричнiй формi такi числа:
а) −

√
3 + i; д) 1+i

√
3

2i(cos 600+i sin 600) ;
б) −1; е) i−1

i(1−cos 2π
5 )+sin 2π

5
;

в) − cos π
12 − i sin π

12 ; є) − ctgα− i, де π < α < 2π;
г) (4− 3i)8; ж) 1− i tgα, де π

2 < α < 3
2π.
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9. Знайти межi змiни аргумента в розв’язках таких нерiвностей:
а) |z + 2i| < 2; в) |z + 2 + 2i| 6

√
2;

б) |z − 3| < 1; г) |z + 2| < |z|.

10. Обчислити:
а) 2(−

√
3+i)(− cosα−i sinα)√

2−i
√

2
; г) (1− cosα+ i sinα)n;

б) (tg 300−i)15(− sin 300+i cos 300)
(−1+i)2000 ; д) (1 + cosα+ i sinα)n;

в) (cos θ−i sin θ)(ctg β+i)(− cosα+i sinα)
1+i tg(α+β) ; е) (−2 + i

√
12)2001.

11. Обчислити: а) (
√

3+i)23

(−1−i)42 + (
√

3−i)23
(−1+i)42 ; б) ( 1+i

√
3

1−i
√

3
)2001 − (

√
3+i√
3−i )

2001.

12. Знайти аргумент числа:
а) w = z2 − z; б) w = z2 + z,

якщо z = cosα+ i sinα, 0 6 α < 2π.

13. За допомогою нерiвностей з комплексною змiнною записати множину
точок комплексної площини:
а) пiвплощину, розташовану злiва вiд уявної осi;
б) пiвплощину, розташовану в третiм i четвертому квадрантi;
в) смугу ширини 2π, яка паралельна осi Oy;
г) зовнiшнiсть одиничного кола з центром в точцi, якiй вiдповiдає

комплексне число i.

14. Розв’язати рiвняння:
а) z − |z|+ 1 + 2i = 0; в) z|z| − 2z + i = 0;
б) z + |z + 1|+ i = 0; г) z|z| − 2iz2 + 2i = 0.

15. Розв’язати системи рiвнянь:

а)
{
|z| = |z − 2i|,
|z − 1| = |z − i|; в)

{
z3

1 − z7
2 = 0,

z5
1 · z11

2 = 1;

б)
{
| z−12
z−8i | = 5

3 ,

| z−4
z−8 | = 1; г)

{
z2

1 − z3
2 = 1,

z5
1 · z7

2 = 1.

16. Подати в комплекснiй формi рiвняння лiнiй:
а) x2

a2 + y2

b2 = 1; в) xy = a2;
б) x2

a2 − y2

b2 = 1; г) (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2).

Задачi на доведення

17. Довести рiвностi для будь-якого k ∈ Z:
а) ( 1+i

√
3

1−i
√

3
)3k = 1 ; б) (

√
3+i√
3−i )

6k = 1.
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18. Довести рiвностi:
а) |z1z̄2 + 1|2 + |z1 − z2|2 = (|z1|2 + 1) · (|z2|2 + 1);
б) |z1z̄2 − 1|2 − |z1 − z2|2 = (|z1|2 − 1) · (|z2|2 − 1);
в) |z1 + z2|2 = (|z1|+ |z2|)2 − 2(|z1z̄2| −Re(z1z̄2));
г) |z1 + z2|2 = (|z1|+ |z2|)2 + 2(|z1z̄2|+Re(z1z̄2)).

19. Довести, що три рiзнi точки, якi вiдповiдають числам z1, z2, z3, лежать
на однiй прямiй тодi i тiльки тодi, коли z2−z1

z3−z1 ∈ R.

20. Нехай |z1| = |z2| = |z3|. Довести, що точки, якi вiдповiдають числам
z1, z2, z3, є вершинами правильного трикутника тодi i тiльки тодi, коли
z1 + z2 + z3 = 0.

Творчi задачi

21. Узагальнити попередню задачу на довiльне n > 3, розглядаючи пра-
вильний n-кутник.

22. Числа z1, z2, z3 вiдповiдають трьом послiдовним вершинам паралело-
грама. Виразити положення його четвертої вершини. Як виразити по-
ложення наступної четвертої вершини у випадку прямокутника, ква-
драта, довiльного правильного n-кутника, де n > 5?

23. Дано три трикутники, вершинами яких є точки, що вiдповiдають та-
ким трiйкам чисел: 0, 1, z1; 0, z2, z1z2; 0, z2,

z2
z1
. Показати, що цi трику-

тники подiбнi мiж собою. Вказати коефiцiєнт подiбностi. Чи не можна
цю задачу узагальнити на довiльнi n-кутники?

24. Вершинами випуклого многокутника на координатнiй площинi є то-
чки, якi зображають комплекснi числа z1, z2, . . . , zn. Вказати множину
всiх таких точок, якi є зображеннями чисел виду z = λ1z1 + λ2z2 +
· · · + λnzn, де λi ∈ R для всiх 1 6 i 6 n та

∑n
i=1 λi = a для деякого

фiксованого дiйсного числа a.

25. Вивести формули для обчислення cosnα та sinnα через cosα i sinα.

26. Обчислити суми:
а) S1 = sin kα+ sin(k + l)α+ sin(k + 2l)α+ · · ·+ sin(k + ln)α;
б) S2 = cos kα+ cos(k + l)α+ cos(k + 2l)α+ · · ·+ cos(k + ln)α;
в) S3 = sinα+ C1

n sin 2α+ C2
n sin 3α+ · · ·+ Cnn sin(n+ 1)α;

г) S4 = cosα+ C1
n cos 2α+ C2

n cos 3α+ · · ·+ Cnn cos(n+ 1)α.
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27. Обчислити суми:
а) S1 = 1− 3C2

n + 9C4
n − 27C6

n + · · ·;
б) S2 = C1

n − 3C3
n + 9C5

n − 27C7
n + · · ·;

в) S3 = C1
n − 1

3C
3
n + 1

9C
5
n − 1

27C
7
n + · · ·;

г) S4 =
√

3n −
√

3n−2C2
n +
√

3n−4C4
n −
√

3n−6C6
n + · · · .

Задачi з олiмпiад

28. Розв’язати рiвняння ( 1−ix
1+ix )n = i.

29. Обчислити:
а) ( 1+i

√
3

1−i
√

3
)n + (

√
3−i√
3+i

)n;
б) ( 1+i

1−i )
n + ( 1−i

1+i )
n,

для будь-якого n ∈ Z.

30. При яких дiйсних значеннях a кожне комплексне число z, яке є
розв’язком рiвняння |z − i

√
2| = (a + 1)2, є також розв’язком нерiв-

ностi |z −
√

2| > a2 − 4a?

31. При яких дiйсних значеннях a хоча б один розв’язок рiвняння
|z − ai| = a+ 4 є також розв’язком нерiвностi |z − 2| < 1?
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§ 2.6 Добування кореня з комплексного числа

Лiтература: [1] стор. 223 – 231, 252 – 254; [3] стор. 169 – 172.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай n ∈ N i z ∈ C. Коренем n-го степеня з комплексного числа z
називається таке число ω, що ωn = z i позначається символом n

√
z.

Якщо z = 0, то iснує єдине значення n
√

0 = 0.
Iснує два значення квадратного кореня з вiдмiнного вiд нуля компле-

ксного числа z = a+ bi, якi обчислюються за формулами:
√
a+ bi = ±

(√√
a2+b2+a

2 + i

√√
a2+b2−a

2

)
, якщо b > 0,

√
a+ bi = ±

(√√
a2+b2+a

2 − i
√√

a2+b2−a
2

)
, якщо b < 0.

Добути корiнь степеня n > 2 з комплексного числа в алгебраїчнiй формi
неможливо. Це можна зробити в тригонометричнiй формi.

Якщо z = r(cosϕ + i sinϕ) – довiльне вiдмiнне вiд нуля комплексне
число, записане у тригонометричнiй формi, то n

√
z має n рiзних значень, що

визначаються формулою
n
√
z = n

√
r(cos ϕ+2πk

n + i sin ϕ+2πk
n ), k = 0, 1, . . . , n− 1.

Значення n
√
z, якi дiстаємо при k = 0, 1, . . . , n − 1, позначимо через

z0, z1, . . . , zn−1.
Коренi n-го степеня з одиницi позначають через ε0, ε1, . . . , εn−1. При

цьому εk = cos 2πk
n + i sin 2πk

n , k = 0, 1, . . . , n− 1.
Якщо z0 – одне з значень n

√
z, то z0ε0, z0ε1, . . . , z0εn−1 вичерпують всi

значення n
√
z.

Корiнь n-го степеня з одиницi називається первiсним, якщо вiн не є
коренем з одиницi нiякого меншого степеня.

Корiнь n-го степеня з одиницi εk = cos 2πk
n + i sin 2πk

n є первiсним тодi i
тiльки тодi, коли числа k i n взаємно простi.

Якщо εk – первiсний корiнь n-го степеня з одиницi, то всi значення n
√

1
одержуються пiднесенням εk до степенiв 0, 1, . . . , n− 1.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Скiльки значень має n
√
z i як вони розмiщенi на координатнiй площинi,

якщо:
а) z = 1, n = 5; в) z = 64, n = 6;
б) z = i, n = 4; г) z = −4, n = 4?
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2. Нехай εk та εn−k – коренi n-го степеня з одиницi. Яка алгебраїчна та
геометрична залежнiсть мiж цими коренями?

3. Яка залежнiсть iснує мiж формулами для знаходження всiх коренiв
рiвняннь: zn − 1 = 0 i zn − 5 = 0?

4. При яких z0 множина розв’язкiв рiвняння zn − z0 = 0 мiстить:
а) дiйснi коренi;
б) тiльки дiйснi коренi;
в) тiльки уявнi коренi?

5. Перевiрити, чи рiвними є множини значень коренiв:
а)
√
i4 та (

√
i)4; б) 3

√
i4 та ( 3

√
i)4.

6. Що можна сказати про iстиннiсть рiвностi nk
√
zk = n

√
z при k > 1?

7. Вiдомо, що одним iз значень 4
√
z є 1

2 −
√

3
2 i. Знайти всi значення 4

√
z.

8. Знаючи, що 2 + i є одним iз значень 6
√
z, знайти всi значення 6

√
z.

9. Скiльки є первiсних коренiв 5-го та 6-го степенiв з одиницi?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Знайти всi значення n
√
z i зобразити їх геометрично, якщо:

а) z = −8, n = 3; в) z = −1, n = 7;
б) z = 8, n = 6; г) z = −i, n = 8.

11. Знайти всi значення кореня:

а) 3

√
1−i

1+i
√

3
; д) 8

√
1+i√
3−i ;

б) 4

√
−72(1− i

√
3); е) 8

√
8
√

2(1− i);

в) 4
√

8i
√

3− 8; є) 10

√
512(1− i

√
3);

г) 6

√
1−i√
3+i

; ж) n
√

2 + 2i.

12. Розв’язати двочленнi рiвняння:
а) z3 = 2 + 2i; в) z8 = 1 + i;
б) (z − 2 + i)3 =

√
12 + 2i; г) (z − i)4 = 1 + i.

13. Знайшовши двома способами 5
√

1, виразити в радикалах:
а) cos 2

5π та sin 2
5π; б) cos 4

5π та sin 4
5π.
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14. Розв’язати рiвняння:
а) z6 − z5 + z4 − z3 + z2 − z + 1 = 0;
б) z7 + z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0.

15. Розв’язати рiвняння для довiльного n ∈ N:
а) z̄ = zn−1; в) (z + i)n − (z − i)n = 0;
б) (z + 1)n = (z − 1)n; г) zn − nazn−1 − C2

na
2zn−2 − · · · − an = 0.

16. Скласти таблицю Келi для мультиплiкативної групи коренiв 6-го сте-
пеня з одиницi.

17. Знайти суму та добуток всiх коренiв n-го степеня з одиницi, якщо:
а) n = 6; б) n = 7; в) n = 15; г) n = k.

18. Обчислити z = 1
εn1 ε

n
2

+ 1
εn2 ε

n
3

+ 1
εn3 ε

n
1
, якщо n ∈ N та ε1, ε2, ε3 – коренi

рiвняння z3 − 1 = 0.

19. Серед коренiв 15-го степеня з одиницi знайти всi такi, якi мають по-
рядок: а) 2; б) 3; в) 5; г) 6.

20. Перевiрити, що сума всiх первiсних коренiв n-го степеня з одиницi є
дiйсним числом.

21. Знайти суму та добуток всiх первiсних коренiв n-го степеня з одиницi,
якщо: а) n = 6; б) n = 7; в) n = 15; г) n = k.

Задачi на доведення

22. Довести, що спряжене комплексне число до кореня n-го степеня з
числа a є знову коренем n-го степеня з числа a.

23. Нехай {z1, z2, . . . , zn} – множина всiх коренiв n-го степеня з компле-
ксного числа a. Довести, що {z̄1, z̄2, . . . , z̄n} – множина всiх коренiв
n-степеня з комплексного числа ā.

24. Довести, що об’єднання множин всiх коренiв n-го степеня з компле-
ксних чисел a i −a дає множину всiх коренiв степеня 2n з числа a2.

25. Довести, що множина всiх коренiв n-го степеня з комплексного числа
утворює геометричну прогресiю.



77

26. Нехай Gn = {εk|εk = cos 2πk
n + i sin 2πk

n , 0 6 k < n} – множина всiх
коренiв n-го степеня з одиницi. Показати, що:
а) εk = εk1 для всiх 0 6 k < n;

б) εkεl =
{
εk+l, якщо k + l < n,
εk+l−n, якщо k + l > n;

в) Gn – мультиплiкативна група;
г) ε−1

k = εn−k = ε̄k.

27. Довести, що коли ε – первiсний корiнь n-го степеня з одиницi, то:
а) ε̄ – первiсний корiнь n-го степеня з одиницi;
б) −ε – первiсний корiнь степеня 2n з одиницi.

28. Довести, що εk – первiсний корiнь n-го степеня з одиницi тодi i тiльки
тодi, коли n i k є взаємно простими числами.

29. Довести, що групи Gn i Zn iзоморфнi.

30. Довести, що коли числа m i n взаємно простi, то кожен корiнь степеня
mn з одиницi можна подати як добуток деяких коренiв з одиницi
степенiв m i n.

Творчi задачi

31. Обчислити:
а) εk1 + εk2 + · · ·+ εkn;
б) 1 + ε+ ε2 + · · ·+ εn−1;
в) 1 + 2ε+ 3ε2 + · · ·+ nεn−1;
г) 1 + 4ε+ 9ε2 + · · ·+ n2εn−1;

32. Розв’язати рiвняння:
а) zn + zn−1 + · · ·+ z + 1 = 0;
б) zn − zn−1 + · · ·+ (−1)n−1z + (−1)n = 0;
в) (z + z0)n − (z − z0)n = 0;
г) (z + z0)n + (z − z0)n = 0.

33. Знайти необхiднi i достатнi умови, при яких система рiвнянь{
zn − 1 = 0,
zm − 1 = 0 має єдиний розв’язок.

34. Знайти умову, при якiй кожний розв’язок рiвняння zn−1 = 0 є розв’яз-
ком рiвняння zm − 1 = 0.



78 Роздiл 2. Алгебри та основнi числовi системи

§ 2.7 Вибранi задачi

1. Придумайте на множинi N операцiю ∗ так, щоб алгебра (N; ∗) була
групою.

2. Довести, що кожна група, яка мiстить три або чотири елементи, є
комутативною.

3. Нехай (G; ∗) – група. Довести, що умова

(∀x, y ∈ G)(∀n ∈ N) ((x ∗ y)n = xn ∗ yn)

виконується тодi i тiльки тодi, коли дана група є комутативною.

4. Нехай (G; ∗) – група. Довести, що умова

(∀x, y ∈ G)
(
(x ∗ y)−1 = x−1 ∗ y−1

)
виконується тодi i тiльки тодi, коли дана група є комутативною.

5. Чи iснує гомоморфне вiдображення ϕ адитивної групи цiлих чисел в
себе, при якому: а) ϕ(2) = 3; б) ϕ(2) = 4?

6. Довести, що не iснує сюр’єктивного гомоморфного вiдображення ади-
тивної групи рацiональних чисел на адитивну групу цiлих чисел.

7. Чи iснує гомоморфне вiдображення ϕ адитивної групи цiлих чисел в
адитивну групу рацiональних чисел, при якому ϕ(2) = 3?

8. Нехай F – деяка геометрична фiгура на площинi i G – множина всiх
рухiв площини, якi вiдображають F на себе. Довести, що G є групою
вiдносно операцiї послiдовного виконання рухiв площини. Її називають
групою симетрiй фiгури F .

9. Скласти таблицю Келi для групи симетрiй ромба.

10. Скласти таблицю Келi для групи симетрiй квадрата.

11. Довести, що група симетрiй ромба i група поворотiв квадрата не
iзоморфнi.

12. Нехай T – деяке геометричне тiло. Довести, що множина всiх рухiв
простору, якi вiдображають T на себе, є групою вiдносно операцiї
послiдовного виконання рухiв. Її називають групою симетрiй тiла T .

13. Скласти таблицю Келi для групи симетрiй куба.
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14. Послiдовнiсть an для даного натурального m задана рекурентним
способом: a1 = m, an+1 = an + 2an . Довести, що серед членiв цiєї
послiдовностi знайдеться безлiч чисел, якi дiляться на 3.

15. Знайти натуральнi числа a, b, c, якi не дiляться на 10 i такi, щоб при
будь-якому натуральному k у чисел ak + bk та ck були однаковими двi
останнi цифри.

16. На площинi дано 2n + 1 точок (n ∈ N). Побудувати (2n + 1)-кутник,
для якого цi точки є серединами його сторiн (данi точки є вершинами
опуклого (2n+ 1)-кутника).

17. Довести, що поле дiйсних чисел R можна упорядкувати тiльки одним
способом.

18. Для даного дiйсного λ зобразити множину точок площини, якi вiдпо-
вiдають комплексним числам z, що задовольняють рiвностi z−1

z−i = λ.

19. Нехай рiзним комплексним числам z1, z2, z3, z4 вiдповiдають точки ко-
ординатної площини, якi не лежать на однiй прямiй. Довести, що цi
точки лежать на одному колi тодi i тiльки тодi, коли їх подвiйне вiд-
ношення z1−z3

z2−z3 : z1−z4z2−z4 є дiйсним числом.

20. При яких умовах число z
z̄ є коренем n-го степеня з одиницi?

21. Знайти всi n 6 20, для яких сума всiх первiсних коренiв n-го степеня
з одиницi дорiвнює:
а) 0; б) 1;
в) додатньому числу, вiдмiнному вiд 1;
г) вiд’ємному числу.

22. Довести, що для взаємно простих чисел r i s число ε є первiсним
коренем степеня rs з одиницi тодi i тiльки тодi, коли ε є добутком
первiсного кореня степеня r i первiсного кореня степеня s з одиницi.

23. Довести, що коли число ε є первiсним коренем непарного степеня n з
одиницi, то число −ε є первiсним коренем степеня 2n.

24. Довести, що для довiльного натурального n > 1 сума сум всiх первi-
сних коренiв степенiв d, якi є дiльниками числа n, дорiвнює нулю.
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25. Довести, що:
а) сума всiх первiсних коренiв простого степеня p дорiвнює −1;
б) сума всiх первiсних коренiв степеня pk при k > 1 i простому

p дорiвнює 0;
в) для взаємно простих чисел r i s сума всiх первiсних коренiв

степеня rs дорiвнює добутку сум всiх первiсних коренiв
степеня r i степеня s;

г) сума всiх первiсних коренiв степеня n > 1 дорiвнює (−1)t, якщо
n є добутком t простих множникiв, i 0 – в рештi випадкiв.

26. Многочленом дiлення кола (круговим многочленом) називають добу-
ток всiх множникiв x − εk, де εk – первiсний корiнь n-го степеня з
одиницi, i позначають через Φn(x). Знайти многочлени дiлення кола
для чисел:
а) 1; б) 2; в) 3; г) 4; д) 6; е) 12;
є) p, де p – просте число;
ж) pk, де p – просте число i k > 1.

27. Довести такi властивостi многочленiв дiлення кола:
а)

∏
d|n Φd(x) = xn − 1, де d|n – дiльник числа n;

б) Φ2n(x) = Φn(−x) при непарному n > 1;
в) Φn(x) =

∏
d|n(xd − 1)µ(nd ), де µ – функцiя Мебiуса;

г) якщо k дiлиться на будь-який простий дiльник числа n, то
Φn(x) = Φk(x

n
k );

д) якщо n дiлиться на просте число p i не дiлиться на p2, то
Φn(x) = Φn

p
(xp)(Φn

p
(x))−1.

28. Знайти многочлени дiлення кола для чисел:
а) 10; б) 30; в) 36; г) 100; д) 216; е) 1000.

29. Довести, що у будь-якого многочлена дiлення кола:
а) всi коефiцiєнти є цiлими числами;
б) старший коефiцiєнт дорiвнює 1;
в) вiльний член дорiвнює −1 при n = 1;
г) вiльний член дорiвнює 1 при n > 1.

30. Знайти суму коефiцiєнтiв многочлена Φn(x).



Роздiл 3

Системи лiнiйних рiвнянь

§ 3.1 Системи лiнiйних рiвнянь та їх елемен-
тарнi перетворення. Поняття матрицi. Метод
Гаусса

Лiтература: [1] стор. 254 – 279; [3] стор. 185 – 209.

Теоретичнi вiдомостi

Лiнiйним рiвнянням з n невiдомими над полем P називається рiвняння
виду a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b, де a1, a2, . . . , an – елементи поля P
(їх називають коефiцiєнтами), b ∈ P – вiльний член, а x1, x2, . . . , xn –
невiдомi. Якщо b = 0, то таке рiвняння називається однорiдним.

Розв’язком даного лiнiйного рiвняння називається упорядкована n-ка
(α1, α2, . . . , αn) елементiв поля P така, що при пiдстановцi x1 = α1, x2 =
α2, . . . , xn = αn ми одержуємо вiрну рiвнiсть a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn = b.

Система m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими над полем P у загальному
виглядi записується так:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm,
де aij – коефiцiєнти, а bi – вiльнi члени. Якщо всi рiвняння даної системи є
однорiдними, то вона називається системою однорiдних лiнiйних рiвнянь
або однорiдною системою лiнiйних рiвнянь.
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Розв’язком даної системи m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими назива-
ється упорядкована n-ка (α1, α2, . . . , αn) елементiв поля P , яка є розв’язком
кожного рiвняння системи.

Система лiнiйних рiвнянь називається:

• сумiсною, якщо вона має хоча б один розв’язок;

• несумiсною, якщо вона не має жодного розв’язку;

• визначеною, якщо вона має єдиний розв’язок;

• невизначеною, якщо вона має безлiч розв’язкiв.

Якщо кожен розв’язок однiєї системи лiнiйних рiвнянь є розв’язком другої
системи, то друга система називається наслiдком першої.

Двi системи лiнiйних рiвнянь називаються рiвносильними, якщо мно-
жини їх розв’язкiв однаковi.

Наступнi перетворення системи лiнiйних рiвнянь називаються елемен-
тарними:

• перестановка рiвнянь у системi;

• множення будь-якого рiвняння системи на вiдмiнний вiд нуля елемент
поля P ;

• додавання до будь-якого рiвняння системи iншого її рiвняння, помно-
женого на деякий елемент поля P ;

• вилучення iз системи рiвняння виду 0 = 0.

Пiсля виконання елементарних перетворень над даною системою отримуємо
систему, рiвносильну данiй.

Метод Гаусса (або метод послiдовного виключення невiдомих) розв’я-
зування системи лiнiйних рiвнянь грунтується на останньому твердженнi.
Вiн полягає в тому, що на першому етапi шляхом елементарних перетво-
рень систему m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими перетворюють так, щоб у
першому рiвняннi коефiцiєнт при x1 дорiвнював одиницi. Далi перше рiвня-
ння залишають без змiни i, домножаючи на потрiбнi скаляри, додають його
до всiх iнших рiвнянь так, щоб у них виключалося невiдоме x1. Якщо в
одержанiй системi є рiвняння виду 0 = 1, то система несумiсна. Якщо ж
такого рiвняння немає, то здiйснюють аналогiчний крок зi всiма рiвняннями
системи, починаючи з другого та виключають невiдоме x2.

Якщо в результатi проведених перетворень виключилося також невiдоме
x2 у всiх рiвняннях, то виконують перестановку x2 у всiх рiвняннях системи
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з тим невiдомим, яке залишилося у другому рiвняннi. Пiсля скiнченного
числа таких крокiв ми приходимо до системи, у якiй залишається n або
менше нiж n рiвнянь. У першому випадку останнє рiвняння мiстить одне
невiдоме (говорять, що систему звели до трикутного виду) i знаходимо
його. Поступово, переходячи вiд наступного до попереднього рiвняння, ми
знаходимо єдиний розв’язок даної системи.

Якщо в останнiй системi рiвнянь менше нiж n, то система має без-
лiч розв’язкiв (говорять, що систему звели до трапецевидного виду). Тодi
в лiвiй частинi останнього рiвняння залишають одне невiдоме, а всi iншi
переносять у всiх рiвняннях у праву частину i називають їх вiльними. Не-
вiдомi, якi залишилися у лiвих частинах всiх рiвнянь системи називають
основними. Пiсля цього, як i в першому випадку, визначають основнi невi-
домi через вiльнi, починаючи з останнього рiвняння. Отриманi вирази для
основних невiдомих через вiльнi називають загальним розв’язком вихiдної
системи.

Основною (головною) матрицею даної системи називається числова

таблиця


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , яка складена з коефiцiєнтiв при не-

вiдомих даної системи. Якщо до стовпцiв останньої матрицi дописати ще
стовпець вiльних членiв, то одержимо матрицю, яка називається розшире-
ною матрицею цiєї системи.

При розв’язуваннi систем методом Гаусса зручно виконувати аналогiчнi
перетворення над матрицею системи i тiльки на останньому етапi знову
виписувати систему у загальному видi.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Над системою лiнiйних рiвнянь виконано такi перетворення:
а) друге рiвняння помножили на число λ = 0;
б) вiд третього рiвняння вiдняли друге;
в) до останього рiвняння додали всi попереднi;
г) всi рiвняння системи помножили на число λ 6= 0.

Чи буде система, одержана в результатi кожного з цих перетворень,
рiвносильна вихiднiй системi?

2. В системi лiнiйних рiвнянь перше рiвняння є сумою другого i третьо-
го рiвняння. Чи отримаємо рiвносильну їй систему, якщо вiд даної
системи вiдкинути перше рiвняння?
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3. Чи є рiвняння x1 + 3x2 + 5x3 = 3 наслiдком системи лiнiйних рiвнянь x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + 2x2 + 3x3 = 2,
x1 + x2 + 2x3 = −1?

4. Чи є рiвносильними такi системи лiнiйних рiвнянь x1 + x2 + x3 = 0,
x1 + 2x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 1;

 3x1 + 4x2 + 3x3 = 1,
x1 + 2x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + 2x3 = 1?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

5. Розв’язати системи лiнiйних рiвнянь у полi R:

а)

 2x1 − x2 + x3 = 6,
−x1 + x2 + 2x3 = 4,
3x1 + 2x2 − 3x3 = −8;

б)

 x1 − 2x2 + x3 + x4 = 1,
x1 − 2x2 + x3 − x4 = −1,
x1 − 2x2 + x3 + 5x4 = 5;

в)


x1 + x2 = −1,

x3 + x4 = 1,
x1 + x4 = 2,

x2 + x3 = −2;

г)


2x1 + x2 + x3 = 2,
x1 + 3x2 + x3 = 5,
x1 + x2 + 5x3 = −7,

2x1 + 3x2 − 3x3 = 14;

д)


x1 − x2 + x3 − x4 = 2,

2x1 + x2 − x3 + x4 = 1,
x1 − x3 + 2x4 = −4,

4x1 − x3 + 2x4 = −3;

е)


2x1 − x2 + x3 − x4 = 0,
2x1 − 3x2 + x3 − 3x4 = 0,

5x2 − 3x3 + x4 = 0,
3x1 + 2x2 − x3 − 5x4 = 0;

є)


x1 + x2 − x4 − x5 = 0,
x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0,

4x1 − 2x2 + 6x3 + 3x4 − 4x5 = 0,
2x1 + 4x2 − 2x3 + 4x4 − 7x5 = 0;
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ж)


−x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + 5x5 = 2,
−3x1 + 5x2 + 2x3 + 3x4 + 4x5 = 2,
−3x1 + x2 − 5x3 − 7x5 = −2,
−5x1 + 7x2 + x3 + 16x4 + x5 = 10;

з)

 x2 + y2 + z2 = 14,
2x2 + y2 − 2z2 = −12,
x2 − y2 + 3z2 = 24;

к)

 3x2 − 4xy + y2 = −5,
x2 + xy − y2 = 5,
x2 + 2xy + y2 = 49;

л)


−x1 + 3x2 + 3x3 + 2x4 + 5x5 = 2,
3x1 − x2 − 23x3 + 7x5 = 2,
3x1 − 5x2 − 2x3 − 3x4 − 4x5 = −2,
−5x1 + 7x2 + x3 + 16x4 + x5 = 10.

6. Розв’язати систему рiвнянь x1 + x2 + x3 = 1,
2x1 + x2 + x3 = 2,
x1 + 2x2 + x3 = 0

у скiнченних полях Z3 i Z5 всiх остач вiд дiлення цiлих чисел на 3 i
5 вiдповiдно (дивись задачу 13 з § 2.3).

7. Розв’язати систему рiвнянь 3x1 + x2 + 2x3 = 1,
x1 + 2x2 + 3x3 = 1,

4x1 + 3x2 + 2x3 = 0

у полях Z5 i Z7.

8. Розв’язати систему рiвнянь 2x1 + x2 + 2x3 = 1,
x1 + 2x2 + x3 = 0,

2x1 + 2x3 = 2

у полях Z3 i Z7.

9. Розв’язати систему рiвнянь у полi C:

а)

 (1 + i)x1 − x2 + (1− i)x3 = 2− 4i,
2ix1 + (3− i)x2 + ix3 = 9i,
x1 + (1 + 2i)x2 + 4x3 = 8 + 3i;
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б)

 (2− i)x1 + ix2 − (1− 2i)x3 = 2 + 3i,
6x1 + (9− 3i)x2 − (6− 9i)x3 = 5 + 2i,

(4 + i)x1 + (9− 4i)x2 − (5− 7i)x3 = 3− 4i.

10. При яких дiйсних значеннях параметра a система x1 − ax2 + x3 = 3,
2x1 + ax2 − x3 = −1,
x1 + x2 + x3 = 3

має єдиний розв’язок?

11. При яких дiйсних значеннях параметра a система x1 − x2 − x3 − x4 = 2a,
−2x1 − x2 − 2x3 + x4 = 4a2,
−x1 − 2x2 − 3x3 = a

має безлiч розв’язкiв?

12. При яких дiйсних значеннях параметра a система x1 + x2 − x3 = a,
ax1 − x2 − x3 = 1,
x1 − 2x2 + x3 = 3

є несумiсною?

13. Розв’язати систему рiвнянь у полi R: λx1 + x2 + x3 = 1,
x1 + λx2 + x3 = λ,
x1 + x2 + λx3 = λ2.

Задачi на доведення

14. Довести, що коли x1 = 1
2 (x3 + x4), x2 = x3 − x4, x3, x4 ∈ R є

загальним розв’язком деякої системи лiнiйних рiвнянь вiд 4-х змiнних,
то x3 = x1 + 1

2x2, x4 = x1 − 1
2x2, x1, x2 ∈ R, також є загальним

розв’язком цiєї ж системи.

15. Довести, що x1 = x3 + 2x4 + x5, x2 = x3 + 2x5, x3, x4, x5 ∈ R i
x3 = x2 − 2x5, x4 = 1

2 (x1 − x2 − x5), x1, x2, x5 ∈ R є загальними
розв’язками однiiєї i тiєї ж системи лiнiйних рiвнянь.
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16. Довести, що при a 6= b система лiнiйних рiвнянь
x1 + x2 + x3 + x4 = 1,
bx1 + ax2 + ax3 + ax4 = c2,
bx1 + bx2 + ax3 + ax4 = c3,
bx1 + bx2 + bx3 + ax4 = c4

має єдиний розв’язок. Знайти його.

17. Довести, що система лiнiйних рiвнянь
λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + λx2 + x3 + x4 = 1,
x1 + x2 + λx3 + x4 = 1,
x1 + x2 + x3 + λx4 = 1

при λ 6= 1 i λ 6= −3 має єдиний розв’язок. Знайти його.

Творчi задачi

18. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь ax1 + x2 + x3 = a,
x1 + bx2 + x3 = b,
x1 + x2 + cx3 = c

i знайти загальний розв’язок в залежностi вiд дiйсних значень пара-
метрiв, що входять в коефiцiєнти.

Задачi з олiмпiад

19. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь
(3 + 2a)x1 + (1 + 3a)x2 + ax3 + (a− 1)x4 = 3,

3ax1 + (3 + 2a)x2 + ax3 + (a− 1)x4 = 1,
3ax1 + 3ax2 + 3x3 + (a− 1)x4 = 1,
3ax1 + 3ax2 + ax3 + (a− 1)x4 = 1

i знайти загальний розв’язок в залежностi вiд дiйсних значень пара-
метра a, що входить в коефiцiєнти.
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§ 3.2 Арифметичний векторний простiр. Лiнiй-
на залежнiсть векторiв

Лiтература: [1] стор. 280 – 292; [3] стор. 174 – 180.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай P – деяке поле, елементи якого будемо називати скалярами. Ко-
жний елемент множини Pn називається n-вимiрним вектором над полем
P i позначається ~a = (α1, α2, . . . , αn). Скаляри α1, α2, . . . , αn називаються
його координатами або компонентами. З умови рiвностi упорядкованих
n-нок слiдує, що два вектори є рiвними тодi i тiльки тодi, коли рiвнi їх
вiдповiднi координати.

На множинi Pn всiх n-вимiрних векторiв над полем P визначимо бiнарну
операцiю додавання i зовнiшню операцiю множення векторiв на скаляри
з поля P .

Сумою векторiв ~a = (α1, α2, . . . , αn) i ~b = (β1, β2, . . . , βn) називається
вектор ~a+~b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn).

Добутком скаляра λ ∈ P на вектор ~a = (α1, α2, . . . , αn) називається
вектор λ~a = (λα1, λα2, . . . , λαn).

Множина Pn з визначеними в нiй операцiями додавання i множення
на скаляри з поля P називається арифметичним векторним простором
над полем P . Якщо P = R, то такий арифметичний векторний простiр
називають дiйсним, а у випадку коли P = C – комплексним.

У арифметичному векторному просторi Pn визначається операцiя ска-
лярного множення векторiв як вiдображення множини Pn × Pn у по-
ле P . Результат цiєї операцiї над векторами ~a = (α1, α2, . . . , αn) та
~b = (β1, β2, . . . , βn) записують у мультиплiкативнiй формi i

~a~b
df
= α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn.

Вектор ~b називається лiнiйною комбiнацiєю векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak про-
стору Pn (або лiнiйно виражається через цi вектори), якщо iснують ска-
ляри λ1, λ2, . . . , λk такi, що ~b = λ1~a1 + λ2~a2 + . . .+ λk~ak.

Система (або послiдовнiсть) векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak простору Pn назива-
ється лiнiйно залежною, якщо iснують скаляри λ1, λ2, . . . , λk з поля P , якi
не всi рiвнi нулю, i такi, що

λ1~a1 + λ2~a2 + . . .+ λk~ak = ~o.
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Якщо ж остання рiвнiсть виконується лише при λ1 = λ2 = . . . = λk = 0, то
система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak називається лiнiйно незалежною.

Система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak простору Pn є лiнiйно залежною тодi i
тiльки тодi, коли хоча б один з її векторiв є лiнiйною комбiнацiєю решти
векторiв системи.

Якщо серед векторiв системи ~a1,~a2, . . . ,~ak є нульовий вектор, то вона
лiнiйно залежна; якщо система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak мiстить лiнiйно за-
лежну пiдсистему, то вона лiнiйно залежна; якщо кожний вектор системи
~a1,~a2, . . . ,~ak є лiнiйною комбiнацiєю векторiв системи ~b1,~b2, . . . ,~am i k > m,
то система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak лiнiйно залежна; якщо кожний вектор си-
стеми ~a1,~a2, . . . ,~ak є лiнiйною комбiнацiєю векторiв системи ~b1,~b2, . . . ,~am i
остання система лiнiйно залежна, то i перша система лiнiйно залежна.

Нехай маємо систему m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими над полем P
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.
Вектор ~x = (x1, x2, . . . , xn) називають вектором невiдомих даної системи.
Позначимо через

• ~a1,~a2, . . . ,~am – n-вимiрнi вектори, координати яких є коефiцiєнтами
при невiдомих вiдповiдних рiвнянь системи (їх називають вектор-
рядками головної матрицi системи);

• ~p1, ~p2, . . . , ~pn – m-вимiрнi вектори, координати яких є коефiцiєнтами
при невiдомих x1, x2, . . . , xn системи (їх називають вектор-стовпцями
головної матрицi системи);

• ~b = (b1, b2, . . . , bm) – вектор вiльних членiв рiвнянь системи.

Тодi дану систему у векторнiй формi записують так:

x1~p1 + x2~p2 + · · ·+ xn~pn = ~b,

а у векторно-скалярнiй формi так:


~a1~x = b1,
~a2~x = b2,
. . . . . . . . . .
~am~x = bm.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Скiльки векторiв є у 3-вимiрному арифметичному векторному просторi
над полем: а) Z2; б) Z3; в) Z5; г) R?
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2. Перевiрити, що:
а) алгебра (pn; +) є абелевою групою;
б) (∀λ, δ ∈ P )(∀~a,~b ∈ Pn)(λ(~a+~b) = λ~a+ λ~b ∧ (λ+ δ)~a = λ~a+ δ~a).

3. Перевiрити, що операцiя скалярного множення векторiв у арифмети-
чному векторному просторi Pn має властивостi:
а) (∀~a,~b,~c ∈ Pn)(~a(~b+ ~c) = ~a~b+ ~a~c);

б) (∀λ ∈ P )(∀~a,~b ∈ Pn)(λ(~a~b) = (λ~a)~b = ~
a(λ~b)).

4. Лiнiйно залежними чи лiнiйно незалежними є системи векторiв:
а) ~a1 = (1, 2, 3), ~a2 = (−2,−4,−6), ~a3 = (2, 1, 1);
б) ~a1 = (1, 4, 1), ~a2 = (0, 0, 0), ~a3 = (1, 1, 1);
в) ~a1 = (1, 1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (0, 0, 1, 1);
г) ~a1 = (0, 0, 1, 1), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (1, 1, 0, 0)?

5. Що означає лiнiйна залежнiсть (незалежнiсть) системи:
а) з одного геометричного вектора;
б) з двох геометричних векторiв;
в) з трьох геометричних векторiв;
г) з чотирьох геометричних векторiв?

6. Записати розширену матрицю даної системи рiвнянь, її вектор-рядки,
вектор-стовпцi i вектор невiдомих:

а)


x1 + x2 + x3 + x4 = 1,

2x1 + x2 + 3x4 = 3,
x1 + x3 + x4 = 0,

3x1 + 2x2 + x3 = 2;

б)


2x1 + x3 = 0,
3x1 + x2 − 2x3 = 0,
4x1 − x2 = 0,
5x1 − 2x2 + 5x3 = 0.

7. Записати у векторнiй та векторно-скалярнiй формах систему рiвнянь:

а)

 2x1 − 3x2 + x3 = −1,
x1 + x2 + x3 = 6,

4x1 − 3x2 − 2x3 = −8;

б)

 2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 = 5,
6x1 − x2 + x3 − 4x4 = −1,
4x1 − 2x2 − 2x3 + 4x4 = 3.
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8. Записати у загальнiй формi систему рiвнянь:
а) x1(−2, 3) + x2(−1, 1)− 2x3(1, 2) = (5, 4);
б) x1(1, 3, 0, 5) + x2(1, 2, 1, 4) + x3(1, 1, 2, 3) = (5,−4, 0, 2).

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Знайти вектор ~x = ~a+~b− ~c, якщо:
а) ~a = (1, 2, 3), ~b = (2, 5, 7), ~c = (3, 7, 11);
б) ~a = (5,−3, 2, 1, 10), ~b = (1, 8, 1,−4, 7)− (2, 1, 9,−3, 6),

~c = (1, 3,−5, 9, 11).

10. Знайти вектор ~x, якщо:
а) ~x = 3~a, де ~a = (0, 1,− 1

3 );
б) ~x = 2~a− 3~b+ ~c, де ~a = (1, 2, 3, 0),~b = (−2, 1, 5,−1),~c = (

√
2,−1, 0, 1);

в) −3~a− ~x = 2~b, де ~a = (0,−2, 1), ~b = (1,−3, 7);
г) 2~x+ 3~a− 4~b = ~0, де ~a = (sinα, 0,− cosα), ~b = (sin3 α, 1

4 ,− cos3 α).

11. З’ясувати, чи може бути вектор ~x лiнiйного комбiнацiєю векторiв
~a,~b,~c, ~d, якщо:
а) ~x = (−1,−4), ~a = ~b = (−2,−1), ~c = (1, 1), ~d = (0, 0);
б) ~x = (1, 1,−1), ~a = (2, 3, 0), ~b = (0, 2,−1), ~c = ~d = (0, 0, 0);
в) ~x = (5, 12,−3, 8, ), ~a = (−1, 2, 1, 1), ~b = (−3, 1, 1,−4),

~c = (6,−7,−2, 3), ~d = (−1, 3,−4,−3);
г) ~x = (4, 1, 0, 3), ~a = (4, 3, 3, 5), ~b = (3,−1, 1, 4),

~c = (−3, 3, 0,−2), ~d = (−1,−2,−1, 1).

12. З’ясувати, лiнiйно залежною чи лiнiйно незалежною є система векто-
рiв:
а) ~a1 = (−3, 1, 5), ~a2 = (6,−2,−15);
б) ~a1 = (1,−2,−3), ~a2 = (2, 3, 4), ~a3 = (3, 5, 7);
в) ~a1 = (5, 0, 0), ~a2 = (0, 0,−3), ~a3 = (1, 2, 0);
г) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (1,−1,−1, 1), ~a3 = (−1, 3, 3,−1).

13. Дано лiнiйно залежну систему векторiв. Записати вiдповiдну лiнiйну
залежнiсть мiж її векторами, якщо:
а) ~a1 = (1, 2), ~a2 = (3, 4), ~a3 = (−1, 2);
б) ~a1 = (1, 2, 3), ~a2 = (0, 1, 2), ~a3 = (−1,−5,−9);
в) ~a1 = (4, 1,−2), ~a2 = (−2, 0, 1), ~a3 = (1, 1, 0), ~a4 = (1, 2, 0);
г) ~a1 = (1,−2, 3, 0, 1), ~a2 = (7,−6, 7, 2,−5), ~a3 = (−2, 0, 1,−1,−1).
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14. Нехай ~a1,~a2,~a3 – лiнiйно незалежна система векторiв. Чи є лiнiйно
незалежними такi системи векторiв:
а) ~a1, ~a1 + ~a2, ~a1 + ~a2 + ~a3; б) ~a1 + ~a2, ~a2 + ~a3, ~a1 + ~a3?

15. Знайти необхiдну i достатню умову того, що вектори ~a1 = (α, β),
~a2 = (γ, δ) є лiнiйно залежними.

16. Знайти всi значення λ, при яких вектор ~b лiнiйно виражається через
вектори ~a1,~a2,~a3:
а) ~a1 = (2, 3, 5), ~a2 = (3, 7, 8), ~a3 = (1,−6, 1), ~b = (7,−2, λ);
б) ~a1 = (4, 4, 3), ~a2 = (7, 2, 1), ~a3 = (4, 1, 6), ~b = (5, 9, λ);
в) ~a1 = (3, 4, 2), ~a2 = (6, 8, 7), ~b = (9, 12, λ);
г) ~a1 = (3, 2, 5), ~a2 = (2, 4, 7), ~a3 = (5, 6, λ), ~b = (1, 3, 5).

17. Знайти максимальнi лiнiйно незалежнi пiдсистеми системи векторiв:
~a1 = (4,−1, 3,−2),~a2 = (8,−2, 6,−4),~a3 = (3,−1, 4−2),~a4 = (1, 3, 5, 1).

18. Скiльки є лiнiйно незалежних систем векторiв у арифметичному ве-
кторному просторi:
а) Z2

2 = Z2 × Z2; в) Z3
2 = Z2 × Z2 × Z2;

б) Z2
3 = Z3 × Z3; г) Z2

5 = Z5 × Z5?

Задачi на доведення

19. Довести, що система з двох векторiв ~a = (α1, α2, . . . , αn), ~b =
(β1, β2, . . . , βn) над числовим полем P лiнiйно залежна тодi i тiльки
тодi, коли вектори ~a i ~b колiнеарнi, тобто ~b = γ~a або ~a = γ~b, де γ -
деяке число.

20. Довести, що в лiнiйно незалежнiй системi векторiв будь-яка пiдсисте-
ма також лiнiйно незалежна.

21. Довести, що лiнiйно незалежною є система числових векторiв
~a1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0, α11, α12, . . . , α1k),
~a2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0, α21, α22, . . . , α2k),
...................................................................
~am = (0, 0, 0, . . . , 0, 1, αm1, αm2, . . . , αmk).

22. Довести, що система n-вимiрних векторiв
~e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0),
~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0),
...............................
~en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1),
~a = (α1, α2, . . . , αn−1, αn),
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де αi(i = 1, 2, . . . , n) – будь-якi числа, лiнiйно залежна.

23. Довести, що система n-вимiрних векторiв
~a1 = (α11, α12, . . . , α1n),
~a2 = (0, α22, . . . , α2n),
.............................................
~ak = (0, 0, . . . , 0, αkk, . . . , αkn),

лiнiйно незалежна, якщо всi числа αii(i = 1, 2, . . . , k) вiдмiннi вiд
нуля.

24. Нехай система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak лiнiйно незалежна, а система ве-
кторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak,~a - лiнiйно залежна. Довести, що вектор ~a лiнiйно
виражається через вектори ~a1,~a2, . . . ,~ak.

25. Нехай вектор ~a лiнiйно виражається через вектори ~a1,~a2, . . . ,~ak єди-
ним способом. Довести, що система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak лiнiйно не-
залежна.

26. Довести, що для будь-яких векторiв ~a1,~a2,~a3 i будь-яких чисел
α1, α2, α3 система векторiв α1~a1 − α2~a2, α3~a2 − α1~a3, α2~a3 − α3~a1 лi-
нiйно залежна.

27. Довести, що система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak тодi i тiльки тодi лiнiйно
незалежна, коли жоден з її векторiв не виражається лiнiйно через
останнi.

28. Довести, що коли три вектори ~a1,~a2,~a3 лiнiйно залежнi, а вектор ~a3

не виражається лiнiйно через ~a1 i ~a2, то вектори ~a1 i ~a2 вiдрiзняються
мiж собою лише числовим множником.

Творчi задачi

29. Встановити, чи можна будь-яку лiнiйно незалежну пiдсистему даної
системи векторiв доповнити до максимальної лiнiйно незалежної пiд-
системи цiєї системи векторiв.

30. Вивчити питання про лiнiйну залежнiсть та незалежнiсть векторiв
арифметичного векторного простору Z3

3 = Z3 × Z3 × Z3.

Задачi з олiмпiад

31. При яких α, β, γ система векторiв ~a1 = (1, α, α2), ~a2 = (1, β, β2),
~a3 = (1, γ, γ2) є лiнiйно незалежною?
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§ 3.3 Ранг i базис скiнченної системи векторiв.
Ранг матрицi

Лiтература: [1] стор. 292 – 309; [3] стор. 182 – 184.

Теоретичнi вiдомостi

Базисом скiнченної системи векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak арифметичного ве-
кторного простору Pn називається її лiнiйно незалежна пiдсистема, через
вектори якої лiнiйно виражається кожний вектор системи.

Будь-якi два базиси скiнченної системи векторiв мiстять однакову кiль-
кiсть векторiв.

Кiлькiсть векторiв базису системи векторiв називається її рангом.
Елементарними перетвореннями системи векторiв називають такi її

перетворення:

• перестановка будь-яких двох векторiв у записi системи;

• множення будь-якого вектора системи на вiдмiнний вiд нуля елемент
поля P ;

• додавання до будь-якого вектора системи iншого її вектора, помноже-
ного на деякий елемент поля P ;

• вилучення iз системи нульового вектора.

Елементарнi перетворення системи векторiв не змiнюють її рангу.
Ранг системи векторiв не змiниться, якщо приєднати вектор, який є їх

лiнiйною комбiнацiєю, або вилучити вектор, який є лiнiйною комбiнацiєю
iнших векторiв цiєї системи.

Множина векторiв

~a1 = (a11, a12, . . . , a1m, . . . , a1n)
~a2 = (a21, a22, . . . , a2m, . . . , a2n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~am = (am1, am2, . . . , amm, . . . , amn)

,

де m 6 n, називається дiагональною, якщо
a21 = a31 = a32 = . . . = am1 = . . . = am(m−1) = 0 i a11a22 · · · amm 6= 0.

Говорять, що множина векторiв має ступiнчатий вид, якщо
a1sa2t · · · amk 6= 0 i a11 = . . . = a1(s−1) = a21 = . . . = a2(t−1) = . . . =
am1 = . . . = am(k−1) = 0.

Якщо m > n, то дiагональною (та ступiнчатою вiдповiдно) називають
множину векторiв, у якiй нулi розмiщуються зверху i справа вiд тих коор-
динат, добуток яких повинен бути вiдмiнним вiд нуля.
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Кожну скiнченну систему векторiв шляхом елементарних перетворень
можна звести до дiагонального або ступiнчатого виду.

Кожна дiагональна та ступiнчата множина векторiв є лiнiйно незале-
жною, тобто її ранг рiвний числу векторiв системи.

Для кожної числової прямокутної матрицi, яку називають матрицею,

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 можна розглядати двi множини векторiв:

n-вимiрнi вектори

~a1 = (a11, a12, . . . , a1n)
~a2 = (a21, a22, . . . , a2n)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~am = (am1, am2, . . . , amn)

– її вектор-рядки;

m-вимiрнi вектори

~p1 = (a11, a21, . . . , am1)
~p2 = (a12, a22, . . . , am2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~pn = (a1n, a2n, . . . , amn)

– її вектор-стовпцi.

Ранг множини вектор-рядкiв матрицi називають рядковим рангом, а
ранг множини вектор-стовпцiв – її стовпцевим рангом. Рядковий i стов-
пцевий ранг кожної матрицi рiвнi.

Рангом матрицi називають її рядковий або стовпцевий ранг.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Скiльки векторiв може мiстити базис системи ~a1,~a2 ~a3,~a4 двовимiрних
векторiв?

2. Яким може бути ранг множини, яка мiстить 4 тривимiрних вектори?

3. Чи може система векторiв мати той самий базис, що i деяка її пiдси-
стема?

4. Двi системи векторiв ~a,~a2, . . . ,~ak i ~b1,~b2, . . . ,~bs називаються еквiвален-
тними, якщо всi вектори кожної з цих систем лiнiйно виражаються
через вектори iншої. Чи будуть еквiвалентними такi системи векторiв:
а) ~a1 = (1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 0), ~a3 = (0, 0, 1) i

~b1 = (0, 0, 1), ~b2 = (0, 1, 1), ~b3 = (1, 1, 1);
б) ~a1 = (1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 0), ~a3 = (0, 0, 1) i

~b1 = (1, 0, 0), ~b2 = (0, 1, 1), ~b3 = (1, 1, 1)?

5. Чи можна в кожнiй системi векторiв ~a,~a2, . . . ,~ak, що мiстить хоча б
один ненульовий вектор, вибрати еквiвалентну їй лiнiйно незалежну
пiдсистему?
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6. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй точцi площини двовимiрний вектор
(α1, α2), де α1, α2 – координати точок. Що являє собою геометрично:
а) множина векторiв, пропорцiональних ненульовому вектору;
б) множина лiнiйних комбiнацiй двох лiнiйно незалежних векторiв?

7. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй точцi простору тривимiрний вектор
(α1, α2, α3), де α1, α2, α3 – координати точки. Що являє собою геоме-
трично:
а) множина векторiв, пропорцiональних нульовому вектору;
б) множина векторiв пропорцiональних ненульовому вектору

(α1, α2, α3);
в) множина всiх лiнiйних комбiнацiй двох лiнiйно незалежних

векторiв (α1, α2, α3) i (β1, β2, β3);
г) множина всiх лiнiйних комбiнацiй трьох лiнiйно незалежних

векторiв?

8. Якi системи векторiв мають тiльки один базис?

9. З точнiстю до перестановки векторiв вказати всi базиси системи всiх
векторiв простору Z2

2 = Z2 × Z2.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Обчислити рядковий ранг матриць:

а)


−1 3 3 2 5
−3 5 2 3 4
−3 1 −5 0 −7
−5 7 1 4 1

 ; б)


2 2 19 −37 −1
−1 0 3 −5 1

2 1 −1 0 0
1 1 −3 4 2

 .

11. Обчислити стовпцевий ранг для матриць з попередньої задачi.

12. Обчислити ранг матриць методом елементарних перетворень

а)


17 51 27 31
93 25 14 121
94 27 15 120
18 53 28 30

 ; г)


2 −4 3 −2
1 −2 −2 −1
3 −6 5 −3
4 −8 −3 −4

 ;

б)


3 18 23 48

17 15 31 −47
4 6 27 −110

26 21 30 67

 ; д)


3 5 −3 2
4 −2 5 3
7 8 −1 5
6 4 5 3

 ;
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в)


2 5 4 1
1 3 2 1
2 10 9 7
3 8 9 2

 ; е)


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 1

.

13. Чому дорiвнює ранг матрицi

 1 λ −1 2
2 −1 λ 5
1 10 −6 1


при рiзних значеннях λ?

14. Чому дорiвнює ранг кожної iз матриць в залежностi вiд значень пара-
метра λ:

а)


1 2 −1 1
5 1 2 1
4 −1 λ 0
3 λ 4 −1

 ; б)


λ 1 1 1
1 λ 1 1
1 1 λ 1
1 1 1 λ

?

15. Знайти значення λ, при яких матриця


3 1 1 4
λ 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 1

 має наймен-

ший ранг. Чому рiвний ранг матрицi при знайдених значеннях λ i чому
вiн рiвний при iнших значеннях λ?

16. Обчислити ранг системи векторiв:
а) ~a1 = (1, 2, 3), ~a2 = (2, 3, 4), ~a3 = (3, 4, 5);
б) ~a1 = (1, 4, 7, 10), ~a2 = (2, 5, 8, 12), ~a3 = (3, 6, 9, 13);
в) ~a1 = (−4, 2, 3, 1), ~a2 = (5, 3,−4, 2), ~a3 = (−3,−5, 8, 2),

~a4 = (−14, 16,−9, 5);
г) ~a1 = (1, 1, 1), ~a2 = (α, β, γ), ~a3 = (α2, β2, γ2);

17. Для кожної iз наступних систем векторiв знайти хоча б один базис:
а) ~a1 = (−1, 4,−3,−2), ~a2 = (3,−7, 5, 3), ~a3 = (3,−2, 1, 0),

~a4 = (−4, 1, 0, 1);
б) ~a1 = (0, 2,−1), ~a2 = (3, 7, 1), ~a3 = (2, 0, 3), ~a4 = (5, 1, 8);
в) ~a1 = (1, 1, 0, 1), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (2, 3, 1, 2);
г) ~a1 = (1, 2, 3), ~a2 = (4, 5, 6), ~a3 = (7, 8, 9), ~a4 = (10, 11, 12).

18. Дано двi системи векторiв ~a1 = (1, 1, 1),~a2 = (1, 0,−1),~a3 = (1, 3, 5)
i ~b1 = (1, 2, 3),~b2 = (0, 1, 2),~b3 = (3, 4, 5),~b4 = (4, 6, 8). Визначити, чи
буде система ~b1,~b2,~b3,~b4 лiнiйно виражатися через систему ~a1,~a2,~a3.
Чи будуть вказанi системи еквiвалентнi?
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19. Знайти один з базисiв системи векторiв i виразити всi її ве-
ктори, що не входять до знайденого базису, через цей базис:
а) ~a1 = (−2, 3), ~a2 = (6, 1), ~a3 = (−3,−4, ), ~a4 = (1, 2);
б) ~a1 = (4, 1,−2), ~a2 = (1, 0, 3), ~a3 = (2, 3,−5), ~a4 = (1, 1, 6);
в) ~a1 = (6, 5, 1,−1), ~a2 = (4, 3,−1, 1), ~a3 = (2, 1,−3, 3),

~a4 = (1, 1, 1,−1);
г) ~a1 = (1,−1, 3,−5, 6), ~a2 = (2, 5, 6, 4,−2), ~a3 = (1, 1, 3,−1, 2),

~a4 = (1, 3, 3, 3,−2).

Задачi на доведення

20. Дано систему векторiв ~a1 = (1, 2, 3, 4),~a2 = (0, 2, 3, 4),~a3 = (0, 0, 3, 4),
~a4 = (0, 0, 0, 4),~a5 = (5, 1, 4, 3),~a6 = (7, 8, 1, 9),~a7 = (5, 3, 5, 3). Довести,
що пiдсистема ~a1,~a2,~a3,~a4 є базисом заданої системи векторiв.

21. Дано систему векторiв ~b1 = (1, 1, 1, 1),~b2 = (0, 1, 0, 0),~b3 = (0, 1, 1, 0),
~b4 = (0, 1, 1, 1),~b5 = (5, 6, 7, 8),~b6 = (8, 7, 6, 5),~b7 = (3, 3, 3, 3). Довести,
що пiдсистема ~b1,~b2,~b3,~b4 є базисом заданої системи векторiв.

22. Довести, що кожна лiнiйно незалежна пiдсистема r векторiв системи
векторiв рангу r є базисом системи.

23. Довести, що двi еквiвалентнi лiнiйно незалежнi системи мiстять одна-
кову кiлькiсть векторiв.

24. В системi векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak,~b1,~b2, . . . ,~bs вектори ~b1,~b2, . . . ,~bs лi-
нiйно виражаються через вектори ~a1,~a2, . . . ,~ak. Довести, що система
~a1,~a2, . . . ,~ak,~b1,~b2, . . . ,~bs еквiвалентна системi ~a1,~a2, . . . ,~ak.

25. Довести, що коли система ~a1,~a2, . . . ,~ak, лiнiйно виражається через
систему ~b1,~b2, . . . ,~bs, то ранг першої системи не бiльше рангу другої.

26. Довести, що еквiвалентнi системи векторiв мають один i той же ранг.
Чи вiрне обернене твердження: всякi двi системи однакового рангу
еквiвалентнi?

27. Довести, що коли двi системи векторiв мають однаковий ранг i одна з
цих систем лiнiйно виражається через iншу, то цi системи еквiвален-
тнi.

28. Довести, що коли лiнiйно незалежна пiдсистема векторiв
~ai1 ,~ai2 , . . . ,~ais системи ~a,~a2, . . . ,~ak не є базисом даної системи,
то її можна доповнити до базису.
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Творчi задачi

29. При якiй необхiднiй i достатнiй умовi система iз m n-вимiрних векто-
рiв рангу m− 1 має єдиний базис?

30. При якiй необхiднiй i достатнiй умовi система m n-вимiрних векторiв
рангу r < m має єдиний базис?

31. Встановити, скiльки iснує рiзних базисiв арифметичного векторного
простору Zkp для рiзних простих чисел p i натуральних k.

Задачi з олiмпiад

32. Скiльки iснує рiзних базисiв арифметичного векторного простору:
а) Z2

3 = Z3 × Z3; б) Z2
5 = Z5 × Z5; в) Z3

2 = Z2 × Z2 × Z2?
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§ 3.4 Сумiснiсть та визначенiсть системи лiнiй-
них рiвнянь

Лiтература: [1] стор. 309 – 314; [3] стор. 191 – 193.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай маємо систему m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими над полем P
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

i

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , B =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 – її

головна i розширена матрицi.
Теорема Кронекера-Капеллi. Система лiнiйних рiвнянь є сумiсною тодi

i тiльки тодi, коли ранги головної i розширеної матриць однаковi.
Система лiнiйних рiвнянь є визначеною тодi i тiльки тодi, коли ранги

головної i розширеної матриць рiвнi числу невiдомих n.
Система лiнiйних рiвнянь є сумiсною i невизначеною тодi i тiльки тодi,

коли ранги головної i розширеної матриць однаковi та меншi числа невiдо-
мих n.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Як пов’язанi ранги основної i розширеної матриць системи в випадку:
а) сумiсної системи; б) несумiсної системи?

2. Яким може бути число рiвнянь, що залишаються в сумiснiй системi
пiсля перетворення її методом Гаусса?

3. При яких спiввiдношеннях мiж рангами головної i розширеної матриць
система m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими:
а) не має розв’язкiв;
б) має єдиний розв’язок;
в) має нескiнчену множину розв’язкiв?

4. Чи можуть вектори ~x = (x2 + x3, x2, x3, x2 − x3) i ~y =
(x1,

x1+x4
2 , x1−x4

2 , x4) бути загальними розв’язками однiєї i тiєї ж си-
стеми лiнiйних рiвнянь з 4 невiдомими?
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5. При якiй умовi три прямi a1x + b1y + c1 = 0, a2x + b2y + c2 = 0 та
a3x+ b3y + c3 = 0:
а) проходять через одну точку;
б) перетинаються в однiй точцi?

6. При якiй умовi n прямих a1x+ b1y + c1 = 0, a2x+ b2y + c2 = 0, . . . ,
anx+ bny + cn = 0 проходять через одну точку?

7. При якiй умовi n площин Aix+Biy + Ciz +Di = 0, (i = 1, 2, . . . , n):
а) проходять через одну точку;
б) проходять через одну пряму?

8. Як пов’язана сумiснiсть системи лiнiйних рiвнянь з цiлими коефiцi-
єнтами над полем рацiональних чисел Q та над кiльцем цiлих чисел
Z?

9. Розв’язати систему рiвнянь над полями Q, Z5, Z2 i кiльцем Z:

а)

 x1 + x2 + x3 = 1,
x1 − x2 + x3 = 1,
x1 − x2 − x3 = 0;

б)

 x1 + x2 + x3 = 1,
x1 − x2 + x3 = 1,
x1 − x2 − x3 = 1.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Дослiдити на сумiснiсть i визначенiсть систему лiнiйних рiвнянь:

а)


x1 + x2 + x3 = 6,

2x1 − x2 + x3 = 3,
x1 − x2 + 2x3 = 5,

3x1 − 6x2 + 5x3 = 6;

б)


2x1 + x2 + x3 + x4 = 1,
3x1 + 4x2 − x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 − x3 + x4 = 2,

5x1 − 3x2 + 6x3 + 3x4 = 3;

в)


x1 + x2 = 1,
x1 + x2 + x3 = 4,

x2 + x3 + x4 = −3,
x3 + x4 + x5 = 2,

x4 + x5 = −1;

г)


x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 + 3x5 = 1,

2x1 + 2x2 + 4x3 − x4 + 3x5 = 2,
3x1 + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1,
2x1 + 2x2 + 8x3 − 3x4 − 9x5 = 2;
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д)


(8− λ)x1 + 2x2 + 3x3 + λx4 = 0,

x1 + (9− λ)x2 + 4x3 + λx4 = 0,
x1 + 2x2 + (10− λ)x3 + λx4 = 0,
x1 + 2x2 + 3x3 + λx4 = 0.

11. Вказати, при яких значеннях λ наступнi однорiднi системи лiнiйних
рiвнянь мають ненульовi розв’язки:

а)


x1 + x2 + x3 + x4 = λx1,
x1 + x2 − x3 − x4 = λx2,
x1 − x2 + x3 − x4 = λx3,
x1 − x2 − x3 + x4 = λx4;

б)


2x2 + 2x3 + 2x4 = λx1,
2x1 + 2x3 + 2x4 = λx2,
2x1 + 2x3 + 2x4 = λx3,
2x1 + x2 + 2x4 = λx4.

12. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь i знайти її загальний розв’язок
залежно вiд дiйсного значення λ:

а)


2x1 − x2 + 3x3 + 4x4 = 5,
4x1 − 2x2 + 5x3 + 6x4 = 7,
6x1 − 3x2 + 7x3 + 8x4 = 9,
λx1 − 4x2 + 9x3 + 10x4 = 11;

б)


2x1 + 5x2 + x3 + 3x4 = 2,
4x1 + 6x2 + 3x3 + 5x4 = 4,
4x1 + 14x2 + x3 + 7x4 = 4,
2x1 − 3x2 + 3x3 + λx4 = 7.

13. Дослiдити i розв’язати систему лiнiйних рiвнянь при вiдповiдних
дiйсних значеннях параметра λ:

а)

 λx1 + x2 + x3 = 1,
x1 + λx2 + x3 = 1,
x1 + x2 + λx3 = 1;

б)

 λx1 + x2 + x3 = 0,
x1 + λx2 + x3 = 0,
x1 + x2 + λx3 = 0;

в)


λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + λx2 + x3 + x4 = 1,
x1 + x2 + λx3 + x4 = 1,
x1 + x2 + x3 + λx4 = 1;

г)


λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + (1 + λ)x2 + x3 + x4 = 3,
x1 + x2 + (1 + λ)x3 + x4 = 4,
x1 + x2 + x3 + x4 = 1.
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14. Чи можуть системи рiвностей
x1 = x5 + 2x6 + 3x7 + 4x8,
x2 = 2x5 + 3x6 + x7 + 2x8,
x3 = x5 + x6 + x7 − x8,
x4 = x5 − x7 − 6x8,

i


x5 = 21x1 − 6x2 − 26x3 + 17x4,
x6 = −17x1 + 5x2 + 20x3 − 13x4,
x7 = −x1 + 2x3 − x4,
x8 = 4x1 − x2 − 5x3 + 3x4,

описувати загальний розв’язок однiєї i тiєї ж системи лiнiйних рiвнянь
з 8 невiдомими?

Задачi на доведення

15. Ранг матрицi однорiдної системи лiнiйних рiвнянь на одиницю менший
числа невiдомих. Довести, що будь-якi два розв’язки цiєї системи про-
порцiональнi.

16. Довести, що коли система лiнiйних рiвнянь над полем Q рацiональних
чисел не має розв’язкiв в Q , то вона не має розв’язкiв в будь-якому
числовому полi.

17. Довести, що для того, щоб неоднорiдна система лiнiйних рiвнянь, в
якiй число рiвнянь рiвне числу невiдомих, була сумiсною, достатньо,
щоб вiдповiдна їй однорiдна система мала єдиний розв’язок.

18. Знайти необхiднi i достатнi умови для того, щоб:
а) сума двох розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь була її розв’язком;
б) добуток довiльного розв’язку на число λ 6= 0 був знову розв’язком

тiєї ж системи лiнiйних рiвнянь.

19. Довести, що коли сума коефiцiєнтiв даної лiнiйної комбiнацiї будь-
яких розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь дорiвнює 1, то ця лiнiйна
комбiнацiя буде знову розв’язком цiєї системи.

20. Довести, що для того, щоб у будь-якому розв’язку сумiсної системи
лiнiйних рiвнянь невiдоме xk мало одне i те ж значення, необхiдно
i достатньо, щоб k-тий стовпець матрицi системи не був лiнiйною
комбiнацiєю останнiх стовпцiв цiєї матрицi.

21. Довести, що для того, щоб в будь-якому розв’язку системи лiнiйних
рiвнянь невiдоме xk було рiвне нулю, необхiдно i достатньо, щоб ранг
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розширеної матрицi системи при викреслюваннi k-того стовпця змен-
шився на 1.

Творчi задачi

22. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь над числовими полями та над
полем Zp для будь-якого простого числа p:

а)


x1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + x2 − x3 − x4 = 1,
x1 + x2 + x3 − x4 = 1,
x1 − x2 − x3 + x4 = 0;

б)


x2 + x3 + x4 = 1,
x1 + x2 + x3 = 1,
x1 + x3 + x4 = 1,
x1 + x2 + x4 = 1.

23. Дослiдити i розв’язати при вiдповiдних значеннях параметрiв систему
лiнiйних рiвнянь: (c+ a)y + (a+ b)z − (b+ c)x = a3,

(a+ b)z + (b+ c)x − (c+ a)y = b3,
(b+ c)x + (c+ a)y − (a+ b)z = c3.

Задачi з олiмпiад

24. Довести, що коли квадратна цiлочислова система лiнiйних рiвнянь є
визначеною над полем Zp для будь-якого простого числа p, то вона є
визначеною i над полем Q.

25. Довести, що цiлочислова система лiнiйних рiвнянь є сумiсною над
кiльцем Z тодi i тiльки тодi, коли вона має розв’язок над полем Zp для
будь-якого простого числа p.
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§ 3.5 Властивостi розв’язкiв однорiдної та нео-
днорiдної систем лiнiйних рiвнянь

Лiтература: [1] стор. 311 – 314; [3] стор. 203 – 206.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай маємо систему m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими над полем P
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm.
Система рiвнянь

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0
називається вiдповiдною до даної однорiдною системою.
Сума будь-яких двох розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь є

знову її розв’язком.
Добуток будь-якого елемента поля P на довiльний розв’язок однорiдної

системи лiнiйних рiвнянь є знову її розв’язком.
Якщо ранг r головної матрицi однорiдної системи лiнiйних рiвнянь мен-

ший числа невiдомих n, то у множинi її розв’язкiв iснує пiдмножина, яка
мiстить n − r лiнiйно незалежних розв’язкiв i така, що всi розв’язки є їх
лiнiйними комбiнацiями. Таку множину називають фундаментальною си-
стемою розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

Рiзниця будь-яких двох розв’язкiв неоднорiдної системи лiнiйних рiв-
нянь є розв’язком вiдповiдної їй однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

Кожний розв’язок неоднорiдної системи лiнiйних рiвнянь можна подати
у виглядi суми заданого її фiксованого розв’язку i деякого розв’язку вiдпо-
вiдної їй однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

Якщо вектор ~c є загальним розв’язком даної неоднорiдної системи
лiнiйних рiвнянь i ~a1, . . . ,~an−r – фундаментальна система розв’язкiв вiд-
повiдної їй однорiдної системи лiнiйних рiвнянь, то має мiсце рiвнiсть
~c = λ1~a1 + λ2~a2 + · · · + λn−r~an−r, де λ1, λ2, λn−r ∈ P. Якщо скаля-
рам λ1, λ2, λn−r ∈ P надати конкретних значень, то отримаємо частинний
розв’язок даної неоднорiдної системи лiнiйних рiвнянь.
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чому всi фундаментальнi системи розв’язкiв однорiдної системи лiнiй-
них рiвнянь мiстять однакову кiлькiсть елементiв?

2. Скiльки розв’язкiв мiстить фундаментальна система розв’язкiв однорi-
дної системи лiнiйних рiвнянь?

3. Як пов’язанi мiж собою множини розв’язкiв даної системи лiнiйних
рiвнянь i вiдповiдної їй однорiдної системи?

4. Знайти загальний розв’язок i фундаментальну систему розв’язкiв си-
стеми рiвнянь:
а)
{

0x1 + 0x2 + 0x3 + 0x4 = 0;

б)
{
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
x1 + x2 + x3 + x4 = 0.

5. Скiльки векторiв мiстить фундаментальна система розв’язкiв однорi-
дної системи лiнiйних рiвнянь, заданих над Z2?

6. Вектор ~a1 = (0, 0, 1) є одним iз розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь,
заданих над полем Z2 x1 + x2 = 0,

x1 + x3 = 1,
x2 + x3 = 1.

Знайти всi iншi розв’язки цiєї системи.

7. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв однорiдної системи лiнiй-
них рiвнянь, заданих над полем Z3 x1 + x2 + x3 = 0,

2x1 − x2 − x3 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 = 0.

8. Вiдомо, що вектор ~a1 = (1, 1, 1) є розв’язком системи лiнiйних рiвнянь x1 + x2 + x3 = 0,
2x1 − x2 − x3 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 = 2,

заданих над полем Z3. Знайти iншi розв’язки цiєї системи.

9. Вектор ~a1 = (1, 0, 0,−1) є одним iз розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь
з чотирма невiдомими. Загальним її розв’язком є вектор ~x. Вказати
фундаментальну систему розв’язкiв вiдповiдної їй однорiдної системи,
якщо ~x = (1 + x3, 2x3, x3,−1− x3), x3 ∈ R.
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10. Навести приклад системи лiнiйних рiвнянь з 4 невiдомими, загальний
розв’язок якої мав би вигляд ~x = (1 + x3, 2x3, x3,−1− x3).

Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Знайти загальний розв’язок i фундаментальну систему розв’язкiв си-
стеми рiвнянь:

а)


x1 + x2 − x3 − 2x4 = 0,
x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
x1 + x2 − 5x3 − 8x4 = 0,
x1 + x2 − 9x3 − 14x4 = 0;

б)


x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 0,

2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 0,
3x1 + x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

4x2 + 2x3 + 5x4 = 0;

в)

 x1 + 4x2 + 2x3 − 3x5 = 0,
2x1 + 9x2 + 5x3 + 2x4 + x5 = 0,
x1 + 3x2 + x3 − 2x4 − 9x5 = 0;

г)


x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0;

д)


2x1 − 5x2 + 4x3 + 3x4 = 0,
3x1 − 4x2 + 7x3 + 5x4 = 0,
4x1 − 9x2 + 8x3 + 5x4 = 0,
−3x1 + 2x2 − 5x3 + 3x4 = 0;

е)


2x1 + x2 + 4x3 + x4 = 0,
3x1 + 2x2 − x3 − 6x4 = 0,
7x1 + 4x2 + 6x3 − 5x4 = 0,
x1 + 8x3 + 7x4 = 0;

є)


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = 0,
x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0,

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 0;

ж)
{

λx1 + λx2 + λx3 + λx4 = 0,
2λx1 + 3λx2 + 4λx3 + 5λx4 = 0;
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з)


−4x1 + (2 + 2λ)x2 + 2λx3 + 2λx4 = 0,
λx1 + (1 + λ)x2 + λx3 + λx4 = 0,
λx1 + (1 + λ)x2 + λx3 + λx4 = 0,
−λx1 + (1 + λ)x2 − λx3 + 22λx4 = 0.

12. Вiдомо, що загальний розв’язок системи лiнiйних рiвнянь має вигляд:
а) ~x = 1

7 (−6 + 8λ, 1− 13λ, 15− 6λ, 7λ);
б) ~x = (α, β, 0,−α− 3

2β);
в) ~x = (1− λ− β, α, β, λ);
г) ~x = (α, β, γ, δ);

Знайти фундаментальну систему розв’язкiв вiдповiдної їй однорiдної
системи.

13. Знайти загальний розв’язок системи лiнiйних рiвнянь, якщо
~a = (1, 0,−3, 2) є одним з її частинних розв’язкiв, а вектори ~a1 =
(2, 3, 1, 0), ~a2 = (−1, 0, 0, 1) утворюють фундаментальну систему
розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи.

14. Знайти загальний та один частинний розв’язок системи лiнiйних рiв-
нянь:

а)


8x1 + 6x2 − x3 − x4 = 12,
x1 + 2x2 + x3 − 4x4 = 0,

6x1 + 7x2 − 4x3 + x4 = 10,
6x1 + 2x2 − 3x3 + 7x4 = 12;

б)


2x1 + 3x2 + x3 + x5 = 6,
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 5,
−x1 + x2 + 3x3 + 5x4 + x5 = 8,
2x1 − x2 + x3 − 8x4 + 2x5 = −6;

в)


7x1 − 5x2 − 2x3 − 4x4 = 8,
−3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = −3,

2x1 − x2 − x3 − 2x4 = 1,
−x1 + x3 + 2x4 = 1,

− x2 + x3 + 2x4 = 3;

г)


x1 − 3x2 − 3x3 − 2x4 −5 x5 = −2,

3x1 − x2 + 5x3 + 7x5 = 2,
3x1 − 5x2 − 3x4 − 4x5 = −2,
x1 + x2 + x3 + 4x4 + 6x5 = 2.

15. Розв’язати систему рiвнянь для кожного λ ∈ R:
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а)

 λx1 + x2 + x3 = 0,
5x1 + x2 − 2x3 = 2,
−2x1 − 2x2 + x3 = −3;

б)

 x1 + x2 + λx3 = 2,
x1 + λx2 + x3 = −1,
λx1 + x2 + x3 = −1;

в)

 9x1 − 3x2 + 5x3 + 6x4 = λ,
6x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = 5,
3x1 − x2 + 3x3 + 14x4 = −8;

г)

 (3− 2λ)x1 + (2− λ)x2 + x3 = λ,
(2− λ)x1 + (2− λ)x2 + x3 = 1,

x1 + x2 + (2− λ)x3 = 1.

16. Знайти однорiдну систему лiнiйних рiвнянь, що мiстить:
а) два рiвняння;
б) три рiвняння,

i для якої система векторiв ~a1 = (2, 4, 2, 1),~a2 = (3, 7, 1, 1) є фундамен-
тальною системою розв’язкiв.

Задачi на доведення

17. При розв’язуваннi сумiсної системи лiнiйних рiвнянь
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

методом Гаусса знайшли вирази для змiнних x1, x2, . . . , xr через вiльнi
змiннi xr+1, xr+2, . . . , xn такого виду

x1 = c10 + c11xr+1 + c12xr+2 + · · ·+ c1nxn,
x2 = c20 + c21xr+1 + c22xr+2 + · · ·+ c2nxn,
..................................................................
xr = cr0 + cr1xr+1 + cr2xr+2 + · · ·+ crnxn.

Довести, що вектор ~a = (c10, c20, . . . , cr0, 0, 0, . . . , 0) є розв’язком вихi-
дної системи, а вектори

~a1 = (c11, c21, · · · , cr1, 1, 0, 0, . . . , 0),
~a2 = (c12, c22, · · · , cr2, 0, 1, 0, . . . , 0),
..................................................................
~ar = (c1,n−2, c2,n−2, · · · , cr,n−2, 0, 0, 0, . . . , 1)
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утворюють фундаментальну систему розв’язкiв вiдповiдної однорiдної
системи.

18. Нехай вектори ~a1 = (α11, α12, . . . , α1n),~a2 = (α21, α22, . . . , α2n),
. . . ,~ar = (αr1, αr2, . . . , αrn) утворюють фундаментальну систему
розв’язкiв деякої однорiдної системи. Довести, що вектор
~x = (x1, x2, . . . , xn) такий, що

x1 = c1α11 + c2α21 + · · ·+ crαr1,
x2 = c1α12 + c2α22 + · · ·+ crαr2,
.....................................................
xn = c1α1n + c2α2n + · · ·+ crαrn

i c1, c2, . . . , cr ∈ R, є загальним розв’язком цiєї системи.

19. Довести, що для будь-якої однорiдної невизначеної системи лiнiйних
рiвнянь з рацiональними коефiцiєнтами iснує цiлочислова фундамен-
тальна система розв’язкiв.

20. Довести, що системи векторiв
~a1 = (1, 1, 0, 1), ~a2 = (1, 0, 1, 1), ~a3 = (1, 1, 1, 0) i
~b1 = (1, 0, 2,−5), ~b2 = (1, 1, 1, 1), ~b3 = (2, 1, 0,−1)

не можуть бути двома фундаментальними системами розв’язкiв деякої
однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

21. Довести, що при розв’язуваннi сумiсної системи лiнiйних рiвнянь
7x1 − 4x2 + 9x3 + 2x4 + 2x5 = 0,
5x1 + 8x2 + 7x3 − 4x4 + 2x5 = 0,
3x1 − 8x2 + 5x3 + 4x4 + 2x5 = 0,
7x1 − 2x2 + 2x3 + x4 − 5x5 = 0

жодна з груп змiнних x1, x3; x1, x5; x2, x4; x3, x5 не можуть бу-
ти вiльними.

22. Довести, що четвертий вектор-рядок матрицi
6 2 3 −2 −7
5 3 7 −6 −4
8 0 −5 6 −13
4 −2 −7 5 −7


разом з першим i другим її рядками утворюють фундаментальну си-
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стему розв’язкiв однорiдної системи рiвнянь
2x1 − 5x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 0,
5x1 − 8x2 + 5x3 + 4x4 + 3x5 = 0,
x1 − 7x2 + 4x3 + 2x4 = 0,

4x1 − x2 + x3 + 2x4 + 3x5 = 0.

Творчi задачi

23. Чи утворюють рядки кожної з матриць

A =


30 −24 43 −50 −7
9 −15 8 5 2
4 2 9 −20 −3
4 −2 −7 5 −7

 B =

 4 2 9 −20 −3
1 −11 2 13 4
9 −15 8 5 2


фундаментальну систему розв’язкiв однорiдної системи рiвнянь

3x1 + 4x2 + 2x3 + x4 + 6x5 = 0,
5x1 + 9x2 + 7x3 + 4x4 + 7x5 = 0,
4x1 + 3x2 − x3 − x4 + 11x5 = 0,
x1 + 6x2 + 8x3 + 5x4 − 4x5 = 0?

Задачi з олiмпiад

24. В системi p рiвнянь з q = 2p невiдомими a11x1 + . . .+ a1qxq = 0,
....................................
ap1x1 + . . .+ apqxq = 0

коефiцiєнти aij ∈ {−1, 0, 1}. Довести, що iснує розв’язок ~x =
(x1, x2, . . . , xq) цiєї системи такий, що всi xj(1 6 j 6 q) – цiлi чи-
сла, меншi за q i, при цьому, не всi рiвнi нулю.
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§ 3.6 Вибранi задачi

1. Нехай Vn є n-вимiрним векторним простором над скiнченним полем
P , яке мiстить p елементiв. Скiльки векторiв мiстить Vn?

2. Скiльки матриць n-ного порядку можна утворити з елементiв поля P ,
яке мiстить p елементiв?

3. Скiльки рiзних базисiв iснує у n-вимiрному векторному просторi Vn
над скiнченним полем P , яке мiстить p елементiв?

4. Скiльки пiдпросторiв розмiрностi m мiстить n-вимiрний векторний
простiр Vn над скiнченним полем P , яке мiстить p елементiв ?

5. Дослiдити на сумiснiсть над полем R i знайти розв’язок системи рiв-
нянь: (3− 2λ)x1 + (2− λ)x2 + x3 = λ,

(2− λ)x1 + (2− λ)x2 + x3 = 1,
x1 + x2 + (2− λ)x3 = 1.

6. Знайти умову, при якiй деяка лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв неоднорi-
дної системи лiнiйних рiвнянь є також розв’язком цiєї системи.

7. При яких умовах у кожному розв’язку сумiсної системи лiнiйних рiв-
нянь невiдоме xk має одне i те ж саме значення?

8. Вказати всi групи невiдомих, якi можуть бути взятими за вiльнi у
системi рiвнянь:

7x1 − 4x2 + 9x3 + 2x4 + 2x5 = 0,
5x1 + 8x2 + 7x3 − 4x4 + 2x5 = 0,
3x1 − 8x2 + 5x3 + 4x4 + 2x5 = 0,
7x1 − 2x2 + 2x3 + x4 − 5x5 = 0.

9. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь
−x1 + (1 + a)x2 + (2− a)x3 + ax4 = 3,
ax1 − x2 + (2− a)x3 + ax4 = 2,
ax1 + ax2 + (2− a)x3 + ax4 = 2,
ax1 + ax2 + (2− a)x3 − x4 = 2

i знайти її загальний розв’язок в залежностi вiд дiйсних значень пара-
метра, що входить у коефiцiєнти.
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10. Перевiрити, що у всiх розв’язках системи рiвнянь
2x1 + 3x2 + x3 + x5 = 6,
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 5,
−x1 + x2 + 3x3 + 5x4 + x5 = 8,
2x1 − x2 + x3 − 8x4 + 2x5 = −6

значення невiдомих x3 i x5 постiйнi i дорiвнюють вiдповiдно 1 i 0. По-
яснити цi факти в термiнах лiнiйної залежностi i лiнiйної незалежностi
стовпцiв розширеної матрицi системи.

11. Довести, що коли цiлочисловi вектори ~a1,~a2, . . . ,~ak ∈ Zn лiнiйно за-
лежнi над полем Q, то знайдуться такi взаємно простi цiлi числа
λ1, λ2, . . . , λk, що λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λk~ak = ~0.

12. Довести, що коли система цiлочислових векторiв лiнiйно незалежна
над полем Zp для деякого простого числа p, то дана система векторiв
лiнiйно незалежна i над полем рацiональних чисел.

13. Для даної системи цiлочислових векторiв:
~a1 = (0, 1, 1, 1), ~a2 = (1, 0, 1, 1), ~a3 = (1, 1, 0, 1), ~a4 = (1, 1, 1, 0)

знайти всi простi числа p такi, що в полi Zp цi вектори лiнiйно залежнi.

14. Довести, що коли ранг матрицi A не змiнюється при приписуваннi до
неї будь-якого стовпця матрицi B з тiєю ж кiлькiстю рядкiв, то вiн не
змiниться i при дописуваннi до матрицi A всiх стовпцiв матрицi B.

15. Нехай A i B – матрицi з дiйсними елементами з однаковою кiлькiстю

рядкiв. Довести, що ранг матрицi
(
A B
2A 3B

)
дорiвнює сумi рангiв

матриць A i B.



Роздiл 4

Матрицi та визначники

§ 4.1 Операцiї над матрицями

Лiтература: [1] стор. 370 – 381; [3] стор. 210 – 215.

Теоретичнi вiдомостi

Матрицею над полем P розмiрностi m × n називається прямокутна
таблиця, яка мiстить m рядкiв i n стовпцiв, виду

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

де aij(1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n) – елементи поля P . Скорочено матрицi
записують ще так: A = (aij), (1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n) або A = (aij) – матри-
ця розмiрностi m× n (m× n-матриця). Множину всiх матриць розмiрностi
m× n над полем P позначають через Mm×n(P ).

У множинi Mm×n(P ) операцiя додавання матриць визначається так:
якщо A = (aij) i B = (bij), то A+B = (aij + bij).

Алгебра (Mm×n(P ); +) є абелевою групою. Нейтральним елементом в
цiй групi є нульова матриця O, всi елементи якої є нулями поля P .

У множинiMm×n(P ) операцiя множення на елементи (часто говорять
скаляри) з поля P визначається так:

якщо A = (aij) i λ ∈ P , то λA = (λ aij).
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Множина Mm×n(P ) з визначеними в нiй операцiями додавання матриць
i множення матриць на елементи з поля P є арифметичним векторним про-
стором над полем P .

Нехай A = (aij) – m×n-матриця i B = (bst) – n× l-матриця. Добутком
матрицi A на матрицю B називається m × l-матриця C = (cpq), всi еле-
менти якої визначаються рiвностями: cpq = ap1b1q + ap2b2q + · · ·+ apnbnq.
Добуток матриць позначають так C = AB.

Якщо в матрицi однакове число рядкiв i стовпцiв рiвне n, то її називають
матрицею n-го порядку. Множину всiх матриць n-го порядку над полем P
позначають через Mn(P ). У цiй множинi для будь-яких двох матриць мо-
жна однозначно знайти їх добуток. Вiдповiдна бiнарна операцiя називається
множенням матриць. Для операцiї множення матриць вживають мульти-
плiкативний запис.

Алгебра (Mn(P ); +, · ) є кiльцем. Кiльце Mn(P ) мiстить нейтральний
елемент вiдносно операцiї множення. Ним є одинична матриця E, в якiй
всi aii елементи головної дiагоналi рiвнi одиницi поля, а решта елементiв
є нулями поля P .

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Вказати розмiрнiсть матриць A+B, λA i A ·B, якщо:
а) A i B – m×m-матрицi;
б) A – m× n-матриця, B – n× p-матриця;
в) A – m× n-матриця, B – s× p-матриця i n 6= s;
г) A – 1× n-матриця, B – n× 1-матриця.

2. Виконати вказанi дiї:

а) −2A+B, де A =

 3 5 4
0 1 2
−1 2 3

 i B =

 5 1 −2
0 1 3
−2 4 5

 ;

б) 3A− 4B, де A =
(

2 3 −1
−3 0 1

)
i B =

(
1 2 −1
0 −2 3

)
.

3. Вказати всi матрицi, якi комутують з матрицею E =
(

1 0
0 1

)
вiдно-

сно операцiї множення матриць.

4. Вказати всi матрицi, якi комутують з матрицею E1 =
(

0 1
1 0

)
вiд-

носно операцiї множення матриць.
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5. Знайти добутки A ·B та B ·A i порiвняти їх, якщо:

а) A =
(

3 −2
1 4

)
, B =

(
0 −1
0 2

)
;

б) A =
(

2 −3
4 −6

)
, B =

(
1 2
3 4

)
;

в) A =
(

2 −3
4 −6

)
, B =

(
9 −6
6 −4

)
;

г) A =
(

1 2
0 1

)
, B =

(
0 2
0 0

)
;

д) A =

 2
1
3

, B =
(

1 2 3
)
.

6. Обчислити (AB)C та A(BC), якщо

A =

 3 0 5
2 3 1
−4 1 2

, B =

 0 4 −5
2 3 1
−6 1 3

 i C =

 7
0
3

.
7. Обчислити f(A), якщо f(x) = x+ 1 i A =

(
1 2
2 1

)
.

8. Якi з властивостей комутативного кiльця виконуються у множинi всiх
матриць виду:

а)
(

a b
−b a

)
; б)

(
a 2b
b a

)
; в)

(
a b
b 0

)
; г)

(
a b
a b

)
над полем R вiдносно операцiй додавання i множення матриць?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Обчислити C = A− 3B, якщо матрицi A =
(

0 4 −3
2 −3 −1

)
i

B =
(

1 3 −1
−4 0 2

)
розглядаються над полем: а) Z5; б) Z7.

10. Знайти добутки A ·B та B ·A i порiвняти їх, якщо:

а) A =
(

cosα − sinα
sinα cosα

)
, B =

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)
;

б) A =
(
−2 3 0 1

1 1 2 −1

)
, B =


2 0
1 −1
−1 2

1 3

 .
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11. Знайти добутки ((AB)C)D, (AB)(CD), A((BC)D), A(B(CD)), якщо

A =

 1
6
−2

, B =
(

53 22 −35
)
, C =

 −3
−4

2

,
D =

(
2 −3 −1

)
.

12. Знайти f(A), якщо:

а) f(x) = x2 − x− 3 i A =

 1 2 3
3 0 2
3 1 2

 ;

б) f(x) = x2 − 5x+ 6 i A =

 1 2 3
3 2 −1
−1 3 2

 .

13. Обчислити для довiльного натурального числа n:

а)
(

2 1
0 2

)n
; б)

(
1 0
1 1

)n
; в)
(
a 0
0 b

)n
; г)

(
a a
0 a

)n
;

д)
(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)n
; е)

 0 0 2
0 a 0
2 0 0

n

; є)


1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4


n

;

ж)


0 0 0 sinα
0 0 sinα 0
0 cosα 0 0

cosα 0 0 0


2n

.

14. Знайти всi матрицi, якi комутують вiдносно операцiї множення з ма-
трицею:

а)
(

1 0
1 1

)
; б)

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

; в)
 1 0 0

0 2 0
0 0 3

; г)
 1 0 1

0 1 0
1 0 1

.
15. Знайти всi матрицi другого порядку над полем R, квадрати яких до-

рiвнюють: а) нульовiй матрицi; б) матрицi
(

2 0
0 2

)
.

Задачi на доведення

16. Довести, що суми елементiв, якi стоять на головних дiагоналях ма-
триць AB та BA, однаковi.
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17. Довести, що квадратна матриця A переставна з довiльною матрицею
того ж самого порядку вiдносно операцiї множення тодi i тiльки тодi,
коли A – скалярна матриця, тобто A = λE, де E – одинична матриця.

18. Довести, що множина всiх дiагональних матриць n-го порядку над
полем R (всi елементи таких матриць поза головною дiагоналлю дорiв-
нюють нулю) є комутативним кiльцем з одиницею вiдносно операцiй
додавання та множення матриць.

19. Довести, що множина всiх матриць виду
(
a bi
0 a

)
, де a, b ∈ R, є ко-

мутативним кiльцем з одиницею вiдносно операцiй додавання та мно-
ження матриць.

20. Довести, що множина всiх матриць виду
(

a b
−b a− b

)
над полем Q

є комутативним кiльцем з одиницею вiдносно операцiй додавання та
множення матриць.

21. Довести, що множина всiх матриць виду
(

1 a
0 1

)
над полем R є

групою вiдносно операцiї множення матриць, яка iзоморфна адитивнiй
групi дiйсних чисел.

22. Довести, що множина всiх матриць виду
(

a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
, де

a, b, c, d ∈ R, є кiльцем з одиницею вiдносно операцiй додавання та
множення матриць.

23. Нехай A – дiагональна матриця, всi дiагональнi елементи якої попарно
рiзнi. Довести, що будь-яка матриця, яка комутує вiдносно операцiї
множення з матрицею A, є дiагональною.

24. Квадратна матриця A над числовим полем P з невiд’ємними елемен-
тами називається стохастичною, якщо сума елементiв, якi стоять в
кожному її рядку дорiвнює одиницi. Якщо при цьому i в кожному
стовпцi сума елементiв рiвна одиницi, то матриця називається двiчi
стохастичною. Довести, що:

а) добуток стохастичних матриць є стохастична матриця;

б) добуток двiчi стохастичних матриць є двiчi стохастична матриця.
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Творчi задачi

25. Знайти всi числа a, b, c такi, щоб для деякого натурального n викону-

валася рiвнiсть E =
(
a b
0 c

)n
.

26. Встановити, для якого натурального n знайдеться матриця A порядку

2001 така, що An =


1 2 3 . . . 2001
0 1 2 . . . 2000
0 0 1 . . . 1999

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

27. Нехай m,n ∈ N,m 6 n i


a 1 0 . . . 0 0
0 a 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a 1
0 0 0 . . . 0 a

 – матриця

n-го порядку. Знайти суму елементiв першого рядка матрицi Am. Який
вигляд прийме ця сума, якщо m > n?

Задачi з олiмпiад

28. Нехай A =
(

7 4
−9 −5

)
. Знайти A2002.

29. Обчислити: а)

 2 1 0
0 1 0
0 0 2

2001

; б)


1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1


2001

.

30. Обчислити Ak, якщо A =


0 0 . . . 0 2001
0 0 . . . 2001 0

. . . . . . . . . . . . . . .
2001 0 . . . 0 0

 i k ∈ N.

31. Знайти всi матрицi другого порядку A такi, що їх квадрат є одиничною
матрицею, тобто A2 = E.

32. Довести, що будь-якi матрицi A та B, якi комутативнi з матрицею

C =
(

0 1
−1 0

)
комутативнi мiж собою, тобто AB = BA.
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§ 4.2 Оборотнi матрицi. Елементарнi матрицi та
їх застосування

Лiтература: [1] стор. 381 – 389; [3] стор. 215 – 221.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай маємо алгебру (Mn(P ); +, · ). Матриця A з кiльця Mn(P ) назива-
ється оборотною, якщо iснує матриця B ∈Mn(P ) така, що AB = BA = E.
Якщо така матриця B iснує, то її називають оберненою до A, вона єдина i
її позначають через A−1.

Для того, щоб iснувала обернена матриця до матрицi A ∈Mn(P ), необ-
хiдно i достатньо, щоб ранг матрицi A був рiвний n.

Множина M∗n(P ) всiх оборотних матриць з кiльця Mn(P ) є групою вiд-
носно операцiї множення матриць.

Матриця n-го порядку називається елементарною, якщо вона одержана
з вiдповiдної одиничної матрицi шляхом одного з таких її елементарних
перетворень:

• перестановки мiсцями будь-яких двох рядкiв (стовпцiв) матрицi;

• множення будь-якого рядка (стовпця) матрицi на вiдмiнний вiд нуля
елемент поля P ;

• додавання до будь-якого рядка (стовпця) матрицi iншого її рядка
(стовпця), помноженого на деякий елемент поля P .

Виконання елементарного перетворення над рядками (стовпцями) ма-
трицi n-го порядку рiвносильне множенню даної матрицi злiва (справа) на
вiдповiдну елементарну матрицю.

Кожну невироджену(неособливу) матрицю n-го порядку (її ранг рiвний
n) шляхом елементарних перетворень можна звести до одиничної матрицi.

Цi твердження є теоретичною основою способу елементарних перетво-
рень для обчислення оберненої матрицi. Вiн полягає в тому, що над даною
матрицею A i одиничною матрицею n-го порядку виконують однаковi еле-
ментарнi перетворення. Якщо при цьому дану матрицю A перетворили в
одиничну, то одинична матриця перетвориться в обернену до A, тобто в
A−1.

Нехай маємо матричне рiвняння AX = B. Якщо матриця A оборотна,
то таке рiвняння має єдиний розв’язок X = A−1B. Цей метод розв’язува-
ння матричних рiвнянь можна застосовувати до розв’язування системи n
лiнiйних рiвнянь з n невiдомими, головна матриця якої є невиродженою.



121

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є оборотними матрицi:

а) A1 =
(

1 2
1 4

)
; в) A3 =

(
−1 2
−2 4

)
;

б) A2 =
(

2
)

; г) A4 =
(

1 1
−1 2

)
?

2. Чи буде iснувати обернена матриця до матрицi, яка одержується iз
оборотної матрицi:
а) перестановкою двох довiльних рядкiв;
б) множенням одного iз рядкiв на число λ 6= 0;
в) множенням одного з рядкiв на число λ = 0;
г) транспонуванням?

3. Рядки матрицi A лiнiйно залежнi. Чи буде матриця A оборотна?

4. Чи буде оборотною матрицею добуток двох оборотних матриць?

5. Чи буде оборотною матрицею добуток трьох оборотних матриць?

6. Яка перепона виникне, якщо спосiб елементарних перетворень знахо-
дження оберненої матрицi застосувати до виродженої матрицi?

7. Чи утворює мультиплiкативну групу множина:
а) всiх квадратних матриць другого порядку над полем R

виду
(
a11 a12

a12 a22

)
, де a11a22 6= 0;

б) всiх квадратних матриць другого порядку над полем R

виду
(
a11 0
0 a22

)
, де a11a22 6= 0;

в) всiх квадратних матриць другого порядку над полем R

виду
(
a11 a12

0 a22

)
, де a11a22 6= 0;

г) всiх квадратних матриць другого порядку над полем R

виду
(

0 a12

a21 0

)
, де a12a21 6= 0?

8. Знайти обернену матрицю до матрицi:

а) A =
(
−1 3

2 4

)
; в) A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
;

б) A =
(

2 −1
3 −2

)
; г) A =

(
a b
c d

)
, де ad− bc 6= 0.
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9. Як змiниться матриця четвертого порядку, якщо її помножити злiва,
справа на одну iз елементарних матриць:

а) A =


1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ; б) A =


1 0 0 0
0 1 0 5
0 0 1 0
0 0 0 1

?

10. Як виразити перетворення квадратної матрицi n-го порядку "до першо-
го рядка (стовпця) додати всi iншi рядки (стовпцi)" через множення
її на деяку допомiжну матрицю?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Встановити, чи утворює мультиплiкативну групу множина всiх:
а) елементарних квадратних матриць n-го порядку над полем Q;
б) ненульових квадратних матриць n-го порядку над полем Q.

12. Знайти матрицю, обернену до матрицi:

а)

 1 2 −3
0 1 2
0 0 1

 ; в)

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

 ;

б)


1 3 −5 7
0 1 2 −3
0 0 1 2
0 0 0 1

 ; г)


2 0 0 0
3 2 0 0
1 1 3 4
2 −1 2 3

 .

13. Розв’язати матричнi рiвняння:

а)
(

3 5
2 4

)
·X=

(
1 2
2 4

)
; б) X ·

(
1 −3
2 −6

)
=
(

3 2
1 4

)
;

в)
(

2 −1
3 −2

)
·X·

(
−5 1

2 3

)
=
(

1 −1
2 −3

)
;

г)
(

2 1
3 2

)
·X·

(
−3 2

5 −3

)
=
(
−2 4

3 −1

)
;

д)

 0 2 1
1 3 0
−3 0 4

 ·X =

 2 0 1
−3 0 4

1 1 2

2

;

е)

 2 −3 1
4 −5 2
5 −7 3

 ·X ·
 9 7 6

1 1 2
1 1 1

 =

 2 0 −2
18 12 9
23 15 11

 .
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14. Розв’язати системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь матричним методом:

а)

 x1 − x2 + x3 = 6,
2x1 + x2 + x3 = 3,
x1 + x2 + 2x3 = 5;

б)

 −x1 + 7x2 − 12x3 = −16,
2x1 − 2x2 + 9x3 = 14,
5x1 − 3x2 + 4x3 = 0;

в)


2x1 + 5x2 + 4x3 + x4 = 20,
x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 11,

2x1 + 10x2 + 9x3 +7 x4 = 40,
3x1 + 8x2 + 9x3 + 2x4 = 37;

г)


3x1 + 5x2 − 3x3 + 2x4 = 12,
4x1 − 2x2 + 5x3 + 3x4 = 27,
7x1 + 8x2 − x3 + 5x4 = 40,
6x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4 = 41.

15. Обчислити f(A), якщо:

а) (X − 2E) · f(X) = X + 2E та A =

 2 3 1
2 3 1
1 1 0

 ;

б) (X + E) · f(X) = X2 −X + 2E та A =

 2 1 2
1 0 1
0 1 −1

 .

Задачi на доведення

16. Матриця A називається трикутною, якщо всi її елементи по одну
сторону вiд головної або побiчної дiагоналi рiвнi нулю, а елементи
головної (вiдповiдно побiчної) дiагоналi вiдмiннi вiд нуля. Довести,
що для кожної трикутної матрицi iснує обернена матриця i вона теж
трикутна.

17. Довести, що множина всiх матриць виду
(

a b
−b a

)
, де a, b ∈

R, a2 + b2 6= 0, є мультиплiкативною групою.

18. Довести, що множина всiх ненульових матриць виду
(

a b
2b a

)
над

полем Q є мультиплiкативною групою.

19. Довести, що множина всiх матриць виду
(

a b
−b a+ b

)
над полем Q

є полем вiдносно додавання та множення матриць.
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20. Довести, що множина всiх матриць виду
(
a 0
0 a

)
над полем R є

полем вiдносно додавання та множення матриць, iзоморфним R.

21. Довести, що поле C комплексних чисел i алгебра матриць виду(
a b
−b a

)
над полем R iзоморфнi мiж собою.

Творчi задачi

22. Знайти обернену матрицю до даної матрицi n-го порядку:

а)


1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ; е)


a b b . . . b
0 a b . . . b
0 0 a . . . b

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a

 ;

б)


1 1 . . . 1 1
1 1 . . . 1 0
1 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 0 . . . 0 0

 ; є)


1 0 0 . . . 0 0
a 1 0 . . . 0 0
0 a 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a 1

 ;

в)


2 −1 0 . . . 0 0
0 2 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 . . . 0 2

 ; ж)


1 a 0 . . . 0 0
0 1 a . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 a
0 0 0 . . . 0 1

 ;

г)


1 −1 0 . . . 0 0
−1 2 −1 . . . 0 0

0 −1 2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 . . . −1 2

 ; з)


a a a . . . a
a 0 a . . . a
a a 0 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .
a a a . . . 0

 ;

д)


1 −1 −1 . . . −1
0 1 −1 . . . −1
0 0 1 . . . −1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ; i)


0 a a . . . a
a 0 a . . . a
a a 0 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .
a a a . . . 0

 .
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Задачi з олiмпiад

23. Матриця називається циклiчною, якщо всi її рядки отримуються з
першого рядка круговою пiдстановкою, що змiщує елементи впра-
во. Показати, що множина всiх таких матриць n-го порядку утворює
мультиплiкативну групу.

24. Розв’язати матричне рiвняння
1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ·X =


1 2 3 . . . 2001
0 1 2 . . . 2000
0 0 1 . . . 1999

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

25. Довести, що матриця
(
a b
c d

)
, де ad−bc 6= 0, задовольняє рiвняння

X − (a + d)E + (ad − bc)X−1 = 0. Встановити, скiльки розв’язкiв має
це рiвняння.

26. Розв’язати систему матричних рiвнянь:

а)


(

2 1
1 1

)
·X +

(
3 1
2 1

)
· Y =

(
2 8
0 5

)
,(

3 −1
−1 1

)
·X +

(
2 1
−1 −1

)
· Y =

(
4 9
−1 −4

)
;

б)


(

1 1
−1 1

)
·X+

(
3 1
1 1

)
· Y =

(
3 5
1 1

)
,(

1 −1
1 1

)
·X+

(
1 1
1 3

)
· Y =

(
1 1
5 3

)
.

27. Знайти обернену матрицю до матрицi:

а) A =


1 3 5 . . . 2001

2001 1 3 . . . 1999
1999 2001 1 . . . 1997
. . . . . . . . . . . . . . .

3 5 7 . . . 1

 ;

б) A =


2001 2000 1999 . . . 2 1
2000 2000 1999 . . . 2 1
1999 1999 1999 . . . 2 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 2 2 . . . 2 1
1 1 1 . . . 1 1

 .
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§ 4.3 Перестановки i пiдстановки. Визначники
другого i третього порядку та їх застосування

Лiтература: [1] стор. 314 – 330; [3] стор. 221 – 226.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай множина A мiстить n елементiв. Перестановкою з n елементiв
називається будь-яке упорядкування цiєї множини. Число перестановок з n
елементiв рiвне n!.

Розглянемо перестановку α1, α2, . . . , αn з перших n натуральних чисел.
Ситуацiю в цiй перестановцi, коли бiльше число стоїть перед меншим, нази-
вають iнверсiєю. Перестановку називають парною, якщо в нiй парне число
iнверсiй, i непарною – в протилежному випадку.

Перетворення перестановки, при якому переставляються мiсцями тiльки
два її елементи називається транспозицiєю. Вiд однiєї транспозицiї пар-
нiсть перестановки змiнюється на протилежну.

Взаємно однозначне вiдображення ϕ множини перших n натуральних чи-
сел на себе називається пiдстановкою n-го степеня. ЇЇ прийнято записува-

ти за допомогою двох перестановок так: ϕ =
(

1 2 . . . n− 1 n
α1 α2 . . . αn−1 αn

)
.

Множина Sn всiх пiдстановок n-ого степеня є групою вiдносно операцiї
множення пiдстановок. Її називають симетричною групою n-ого степеня.

Пiдстановка ϕ називається парною, якщо парною є сума iнверсiй у обох
її перестановках, i непарною – в протилежному випадку. Множина всiх
парних пiдстановок n-го степеня є групою порядку 1

2n! вiдносно операцiї
множення. Ця група називається знакозмiнною групою n-го степеня i по-
значається An.

Визначником другого порядку, який вiдповiдає данiй матрицi другого

порядку A =
(
a11 a12

a21 a22

)
над полем P , називається елемент a11a22 −

a12a21 поля P . Його позначають |A| =
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ або через ∆.

Визначником третього порядку, який вiдповiдає данiй матрицi тре-

тього порядку A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 над полем P , називається елемент

a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31− a11a23a32− a13a22a31− a12a21a33 поля P .
Його позначають аналогiчно до визначника другого порядку.
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Поняття визначника другого i третього порядку застосовуються до
розв’язування систем лiнiйних рiвнянь у випадку, коли визначник ∆ го-
ловної матрицi системи вiдмiнний вiд нуля. Для цього, у випадку системи
трьох лiнiйних рiвнянь з трьома невiдомими, обчислюють 3 допомiжних
визначники ∆1,∆2,∆3, якi утворюються з визначника ∆ головної матрицi
системи шляхом замiни вiдповiдних стовпцiв на стовпець вiльних членiв.

Теорема Крамера. Якщо визначник ∆ головної матрицi системи лiнiй-

них рiвнянь

 a11x+ a12y + a13z = b1,
a21x+ a22y + a23z = b2,
a31x+ a32y + a33z = b3,

вiдмiнний вiд нуля, то система має

єдиний розв’язок, який обчислюють за формулами:
x = ∆1

∆ , y = ∆2
∆ , z = ∆3

∆ .

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Скiльки iнверсiй в перестановках:
а) 5, 1, 4, 3, 6, 2; б) 3, 7, 5, 2, 8, 1, 4, 6?

2. Скiльки iнверсiй в перестановках букв:
а) вирок; б) ривок, якщо за вихiдну перестановку вважати ту, в
який порядок розмiщення букв є алфавiтним?

3. Пiдiбрати i та k так, щоб перестановка:
а) 1, 2, 7, 4, i, 5, 6, k, 9 була парною;
б) 1, i, 2, 5, k, 4, 8, 9, 7 була непарною.

4. Знайти всi непарнi перестановки з чисел: а) 1, 2, 3; б) 1, 2, 3, 4.

5. Визначити парнiсть пiдстановки та знайти обернену до неї:

а) ϕ =
(

6 2 4 5 1 3
1 6 3 2 5 4

)
; б) ϕ =

(
1 3 5 7 6 4 2
6 7 1 3 4 5 2

)
.

6. Записати знакозмiнну групу третього степеня.

7. Записати композицiю пiдстановок ϕ i ψ, якщо:

а) ϕ =
(

1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
, ψ =

(
1 2 3 4 5
1 2 4 5 3

)
;

б) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6
5 4 6 1 3 2

)
, ψ =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 5 1 3 6

)
.

8. Обчислити визначники другого порядку:

а)

∣∣∣∣ −2 5
−4 7

∣∣∣∣ ; в)

∣∣∣∣ log2 3 log2 5
log5 4 log3 2

∣∣∣∣ ; д)

∣∣∣∣ a+ b b
a− b a

∣∣∣∣ ;
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б)

∣∣∣∣ 1− 3i 2i
4i3 1 + 3i

∣∣∣∣ ; г)

∣∣∣∣ 25 27

37 35

∣∣∣∣ ; е)

∣∣∣∣ tgα sinα
2 cosα

∣∣∣∣ .
9. Розв’язати рiвняння: а)

∣∣∣∣ x 2
2 x

∣∣∣∣ = 0; б)

∣∣∣∣ x −y
y x

∣∣∣∣ = 0.

10. Чи змiниться визначник другого порядку, якщо до елементiв одно-
го з його рядкiв (стовпцiв) додати вiдповiднi елементи iншого рядка
(стовпця), помноженi на якесь число?

11. Розвя’зати за допомогою визначникiв систему лiнiйних рiвняннь:

а)
{

2x+ 5y = 1,
3x+ 7y = 2; б)

{
4x+ 7y + 13 = 0,
5x+ 8y + 14 = 0.

12. Знайти умову, при якiй визначник другого порядку дорiвнює нулю.

13. Як змiниться визначник третього порядку, якщо:
а) замiнити мiсцями два стовпцi;
б) до третього рядка додати другий;
в) замiнити всi рядки на вiдповiднi стовпцi;
г) замiнити комплекснi числа визначника на спряженi?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

14. Знайти кiлькiсть iнверсiй в перестановках:
а) 1, 3, 5, . . . , (2n− 1), 2n, . . . , 4, 2;
б) 2, 4, 6, . . . , 2n, 1, 3, 5, . . . , (2n− 1);
в) 1, 2, 4, 5, . . . , (3n− 2), (3n− 1), 3, 6, . . . , 3n;
г) 2, 5, 8, . . . , (3n− 1), 1, 4, 7, . . . (3n− 2), 3, 6, 9, . . . , 3n.

15. Знайти множину всiх чисел, якi можуть дорiвнювати числу iнверсiй у
перестановцi чисел 1, 2, 3, . . . , n.

16. Скласти таблицю Келi для симетричної групи третього степеня S3.

17. Обчислити визначники третього порядку:

а)

∣∣∣∣∣∣
25 16 9
5 4 3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ; в)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
−3 3 −6

3 5 5

∣∣∣∣∣∣ ; д)

∣∣∣∣∣∣
sinα sin 2α 1
cosα 1 + cos 2α 1
tgα 2 sinα 1

∣∣∣∣∣∣ ;
б)

∣∣∣∣∣∣
2 −2 4
−3 3 −6

5 1 0

∣∣∣∣∣∣ ; г)

∣∣∣∣∣∣
6 4 3
6 −12 −9
3 8 −1

∣∣∣∣∣∣ ; е)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 ε
ε ε2 1
−1 ε −1

∣∣∣∣∣∣ ,
де ε = cos π3 + i sin π

3 .
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18. Розвя’зати рiвняння:

а)

∣∣∣∣∣∣
1 x x
x 1 x
x x −2

∣∣∣∣∣∣ = 0; б)

∣∣∣∣∣∣
a+ x x x

x b+ x x
x x c+ x

∣∣∣∣∣∣ = abc.

19. Розв’язати за допомогою визначникiв систему лiнiйних рiвняннь:

а)
{

3x+ 2y = −6,
29x+ 31y = 2; в)

{
2x− 3y − z = 0,
x+ 5y − 3z = 0;

б)
{

(1 + i)x− 2iy = 2,
(2− 3i)x+ (1− i)y = 2 + i; г)

{
x+ 2y − 4z = 0,

4x− 3y − 5z = 0.

20. Розв’язати за допомогою визначникiв систему лiнiйних рiвняннь:

а)

 2x+ 4y + 4z = 6,
2x+ 3y + 5z = 10,
3x+ 7y + 4z = 3;

б)

 4x− 3y + 2z + 4 = 0,
5x− 3y + z + 2 = 0,

6x− 3y + 2z + 2 = 0.

21. Перевiрити, що площа трикутника 4A1A2A3 з вершинами
A1(x1; y1), A2(x2; y2), A3(x3; y3) дорiвнює половинi модуля визначника

третього порядку

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣.
22. Обчислити площу трикутника з вершинами:

а) A1(−1;−1),A2(2; 0), A3(−1; 4);
б) A1(0; 1), 2(2;−3), A3(−4;−1).

23. Встановити, якi значення може приймати визначник другого порядку,
всi елементи якого рiвнi: а) ±1; б) 0 або 1; в) 0 або i.

24. Встановити, якi значення може приймати визначник третього порядку,
всi елементи якого рiвнi: а) ±1; б) 0 або 1; в) 0 або i.

Задачi на доведення

25. Довести, що квадратний тричлен ax2 + bx+ c є повним квадратом тодi

i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

∣∣∣∣ 2a b
b 2c

∣∣∣∣ = 0.

26. Довести, що значення дробу ax+b
cx+d , де c

2 + d2 6= 0, не залежить вiд

змiнної x тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = 0.
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27. Визначником Грама для векторiв ~a,~b,~c ∈ Rn, де n > 2, називають

визначник третього порядку

∣∣∣∣∣∣∣
~a~a ~a~b ~a~c
~b~a ~b~b ~b~c

~c~a ~c~b ~c~c

∣∣∣∣∣∣∣ (~x~y – скалярний добуток).
Довести, що вектори ~a,~b,~c ∈ Rn лiнiйно залежнi тодi i тiльки тодi,
коли їх визначник Грама дорiвнює нулю.

28. Довести, що коли вектори ~a,~b,~c ∈ Rn лiнiйно незалежнi, то їх визна-
чник Грама є додатним числом.

29. Довести, що вектори:
а) ~a = (4,−2, 12, 8), ~b = (−6, 12, 9,−3), ~c = (−10, 5,−30,−20)

лiнiйно залежнi;
б) ~a = (14,−27,−49, 113), ~b = (43,−82,−145, 340), ~c = (−1, 1,−3,−3)

лiнiйно незалежнi.

30. Довести, що об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах
~a = (x1, y1, z1), ~b = (x2, y2, z2), ~c = (x3, y3, z3) ∈ R3 як на ребрах,

дорiвнює модулю визначника третього порядку

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣.
Творчi задачi

31. Встановити критерiй того, щоб транспозицiя двох несусiднiх чисел в
перестановцi α1, α2, . . . , αn збiльшувала (зменшувала) число iнверсiй
на задане число k, де 1 6 k 6 n.

32. Дослiдити, скiльки перестановок з чисел 1, 2, . . . , n мають k iнверсiй.

Задачi з олiмпiад

33. Знайти визначник третього порядку, елементами якого є числа ±1 i
вiн має найбiльше значення.

34. Обчислити визначники третього порядку:

а)

∣∣∣∣∣∣
α2 + 1 αβ αγ

αβ β2 + 1 βγ
αγ βγ γ2 + 1

∣∣∣∣∣∣ ; б)

∣∣∣∣∣∣
1 cos2 α cos 2α
1 cos2 β cos 2β
1 cos2 γ cos 2γ

∣∣∣∣∣∣ .
35. Дослiдити систему лiнiйних рiвнянь:

а)
{

(2− λ)x+ 6y = 1,
6x+ (2− λ)y + 5z = 1; б)

{
5x+ 5y = 4 + λx,
7x+ 3y = 1 + λy.
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§ 4.4 Визначник n-ого порядку та його власти-
востi

Лiтература: [1] стор. 331 – 338; [3] стор. 226 – 232.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай A – матриця n-ого порядку над числовим полем P . Визначни-
ком (детермiнантом) n-ого порядку, який вiдповiдає данiй матрицi A,
називається алгебраїчна сума n! членiв, кожний з яких є добутком еле-
ментiв, узятих по одному i тiльки по одному з кожного рядка i кожного
стовпця матрицi A; знак кожного члена визначається множником (−1)t, де
t – число iнверсiй у перестановцi других iндексiв даного члена, якщо першi
розмiщенi в порядку зростання. Визначник матрицi A позначають |A| або
∆n (iндекс вказує на порядок визначника) i замiсть круглих дужок ставлять
вертикальнi риски:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 am2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Елементи, рядки i стовпцi матрицi A називаються елементами, ряд-

ками i стовпцями визначника. Перетворення матрицi A, при якому всi
її рядки замiнюються на стовпцi з тими самими номерами, називається її
транспонуванням. Транспоновану матрицю до A позначають At. Аналогi-
чно визначається транспонування визначника.

Важливими властивостями визначникiв n-ого порядку є такi.
При транспонуваннi визначник не змiнюється, тобто |A| = |At|. Цю вла-

стивiсть називають рiвноправнiстю рядкiв i стовпцiв.
Якщо у визначнику n-ого порядку помiняти мiсцями два рядки (стов-

пцi), то детермiнант змiнить знак, а його абсолютна величина не змiниться.
Якщо у визначнику n-ого порядку всi його елементи одного з рядкiв

(стовпцiв) помножити на число λ, то новий визначник буде рiвний добутку
цього числа на даний визначник.

Якщо всi елементи i-ого рядка (стовпця) визначника є сумами двох
доданкiв, то цей визначник рiвний сумi двох визначникiв, всi елементи яких,
крiм i-ого рядка (стовпця), такi ж, як у даного визначника, а i-ий рядок
(стовпець) першого визначника складено з перших доданкiв i другого – з
других доданкiв i-ого рядка (стовпця) даного визначника.
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. З яким знаком входять добутки a14a45a23a52a31 та a42a15a31a54a23 у
визначник 5-го порядку?

2. Встановити, якi iз добуткiв:
а) a34a12a45a23a51; г) a18a82a46a63a35a71a84a27;
б) a13a21a32a47a54a65a76; д) a21a32 . . . an,n−1a1n;
в) a61a52a33a41a26a15a77; е) a2na3,n−1 . . . an2a11

є членами визначника деякого порядку. Вказати для таких добуткiв
порядок визначника та знак, з яким входить цей добуток у визначник.

3. Вказати всi члени визначника 4-го порядку, якi мiстять елемент a32 i
входять у визначник iз знаком плюс.

4. Знайти члени визначника 4-го порядку

5a 1 2 3
a a 1 2
1 2 a 3
a 1 2 2a

, якi мiстять

елемент a4 та a3.

5. Вказати такi i, j, k, щоб добуток:
а) ai7a63a4ja55a7ka24a31; б) a21a32a1jai6a45a78a8ka64

був членом деякого визначника та входив до нього iз знаком мiнус.

6. Знайти елемент визначника n-го порядку, який симетричний до еле-
мента aij вiдносно: а) побiчної дiагоналi; б) "центра визначника".

7. Елемент aij визначника n-го порядку займає парне або непарне мiсце в
залежностi вiд того, парним чи непарним є число i+j. Знайти число k
елементiв з парними мiсцями i число l елементiв з непарними мiсцями.

8. З яким знаком входить у визначник n-го порядку добуток елементiв:
а) головної дiагоналi; б) побiчної дiагоналi?

9. Як змiниться визначник n-го порядку, якщо:
а) у всiх його елементiв змiнити знак на протилежний;
б) кожен його елемент aij помножити на ci−j , де c 6= 0;
в) кожен його елемент aij помножити на cij , де c 6= 0;
г) кожен його елемент aij замiнити симетричним елементом

вiдносно побiчної дiагоналi елементом;
д) кожен його елемент aij замiнити симетричним елементом

вiдносно "центра визначника";
е) кожен його елемент aij замiнити комплексно-спряженим числом?
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10. Як змiниться визначник n-го порядку, якщо його матрицю:
а) транспонувати;
б) повернути на 900 проти годинникової стрiлки;
в) симетрично вiдобразити вiдносно головної дiагоналi;
г) симетрично вiдобразити вiдносно побiчної дiагоналi?

11. Як змiниться визначник n-го порядку, якщо:
а) його перший стовпець (рядок) поставити на останнє мiсце,

а iншi стовпцi (рядки) зсунути влiво (вверх) , зберiгаючи їх
розташування;

б) його рядки (стовпцi) записати в оберненому порядку;
в) його рядки (стовпцi) з парними номерами записати в

оберненому порядку;
г) його рядки (стовпцi) з непарними номерами записати

в оберненому порядку?

12. Як змiниться визначник n-го порядку, якщо:
а) до кожного стовпця (рядка), починаючи з другого, додати

попереднiй стовпець (рядок);
б) до кожного стовпця (рядка), починаючи з другого, додати

всi попереднi стовпцi (рядки);
в) з кожного стовпця (рядка),крiм останнього, вiдняти

наступний стовпець (рядок), а з останнього стовпця (рядка)
вiдняти початковий перший стовпець (рядок);

г) до кожного стовпця (рядка), починаючи з другого, додати
попереднiй стовпець (рядок), а до першого стовпця (рядка)
додати початковий останнiй стовпець (рядок)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

13. Скiльки максимально елементiв визначника 5-го порядку може дорiв-
нювати нулю, якщо сам визначник вiдмiнний вiд нуля?

14. Скiльки вiдмiнних вiд нуля членiв має визначник n-го порядку, якщо:
а) aij = 0, а всi iншi елементи вiдмiннi вiд нуля;
б) a11 = a12 = . . . = a1j = 0, де j < n?

15. Використовуючи тiльки означення визначника, обчислити:

а)

2 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 2
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 2 . . . 0
0 2 0 . . . 0

;
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б)

0 . . . 0 0 a1n

0 . . . 0 a2,n−1 a2n

0 . . . a3,n−2 a3,n−1 a3n

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,n−2 an,n−1 ann

; в)

0 0 0 4
2 -2 2 1
0 0 0 2
4 -3 2 1

;

г)

1 3 0 2
-1 2 0 1
1 2 3 3
0 0 0 4

; д)

4 3 1 -3
-1 5 6 2
0 0 7 -5
0 0 3 -2

; е)

-2 1 0 0
3 -4 1 2
2 -1 0 0
7 3 -2 5

;

є)

1 0 0 . . . 0
1 2 0 . . . 0
1 2 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . n

; ж)

tgα 0 . . . 0 logb a
0 2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 2 0

loga b 0 . . . 0 ctgα

.

16. Не обчислюючи визначника, розв’язати рiвняння:

а)

1 1 1 1
2 -3 x 4
4 9 x2 16
8 -27 x3 64

= 0; б)

1 -1 -2 2
x+ 1 -1 -2 x+ 2
3 4 -3 -4
3 x2 − 5 6− x2 -4

= 0;

в)

1 x 3 4 5
1 -2 x 4 5
1 -2 3 x 5
1 -2 3 4 x
2 -4 6 8 10

=0; е)

1 1 1 . . . 1
1 1− x 1 . . . 1
1 1 2− x . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n− x

=0;

г)

a1 a2 . . . an an+1

a1 + x− 1 a2 . . . an an+1

a1 a2 + x− 2 . . . an an+1

. . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 . . . an + x− n an+1

= 0;

д)

1 x x2 . . . xn

1 a1 a2
1 . . . an1

1 a2 a2
2 . . . an2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2

n . . . ann

= 0;
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є)

1 a1 a2 . . . an−1

1 x a2 . . . an−1

1 a2 x . . . an−1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 a2 a3 . . . x

= 0;

ж)

1 2 3 . . . (n− 1) n
x 2 3 . . . (n− 1) n
1 x 3 . . . (n− 1) n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . (n− 1) n
1 2 3 . . . x n

= 0.

17. Використовуючи властивостi визначника, обчислити:

а)
43 70 53
43 68 52
7 11 8

; б)
1 3 6
12 31 62
122 315 623

; в)

a b c 1
b c a 1
c b a 1
b+c

2
c+a

2
a+b

2 1

;

г)

3a 2a -a -4a
3b 2b -b -4b
-2c -3c 3c 2c
-2d -3d 3d 2d

; д)

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

;

е)

1 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 3 1 1
1 1 1 4 1
1 1 1 1 5

; є)

5 6 0 0 0
1 5 6 0 0
0 1 5 6 0
0 0 1 5 6
0 0 0 1 5

; ж)

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 5 1 2
4 5 1 2 3
5 1 2 3 4

.

18. За допомогою властивостей обчислити визначник n-го порядку, якщо
кожний його елемент має вигляд:
а) aij = (−1)i+j ; б) aij = −1, якщо i > j, i aij = 1, якщо i 6 j.

19. Для матриць A,B ∈Mn(P ) перевiрити виконання рiвностей:
а) (At)t = A; б) (A+B)t = At+Bt; в) (λA)t = λAt; г) (AB)t = BtAt.

Задачi на доведення

20. Довести, що коли у визначнику n-го порядку на перетинi деяких k
рядкiв i l стовпцiв стоять нулi, причому k+ l > n, то такий визначник
дорiвнює нулю.
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21. На основi властивостей визначника довести подiльнiсть:

а)

1 1 3 1
1 1 0 5
1 2 4 8
2 0 9 3

на 13; б)

12 3 5 0
21 -6 -2 -3
0 4 2 3
27 -2 -3 18

на 30.

22. На основi властивостей визначника довести, що наступнi визначники
n-го порядку при n > 3 рiвнi нулю, якщо кожен їх елемент aij матиме
вигляд:
а) aij = i− j; б) aij = i

j ; в) aij = n(i− 1) + j; г) aji=aij .

23. Довести, що коли у визначнику n-го порядку всi дiагональнi елементи
рiвнi нулю, а всi iншi елементи вiдмiннi вiд нуля, то число всiх вiд-
мiнних вiд нуля членiв цього визначника обчислюється за формулою
n!( 1

2! −
1
3! + · · ·+ (−1)n 1

n! ).

24. Не розгортаючи визначникiв, довести наступнi тотожностi:

а)
b1 + c1 c1 + a1 a1 + b1
b2 + c2 c2 + a2 a2 + b2
b3 + c3 c3 + a3 a3 + b3

= 2
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

;

б)
1 a bc
1 b ca
1 c ab

= (b− a)(c− a)(c− b);

в)
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

=
a1 b1 a1x+ b1y + c1
a2 b2 a2x+ b2y + c2
a3 b3 a3x+ b3y + c3

;

г)
1 a a2

1 b b2

1 c c2
= (b− a)(c− a)(c− b);

д)
a1 + b1x a1x+ b1 c1
a2 + b2x a2x+ b2 c2
a3 + b3x a3x+ b3 c3

= (1− x2)
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

;

е)
a1 + b1x a1 − b1x c1
a2 + b2x a2 − b2x c2
a3 + b3x a3 − b3x c3

= −2x
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

.

Творчi задачi

25. Довести, що

f1(a1) f1(a2) . . . f1(an)
f2(a1) f2(a2) f2(an)
. . . . . . . . . . . .

fn(a1) fn(a2) . . . fn(an)

= 0, де fi(x) – много-
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член степеня не вище n− 2; 1 6 i 6 n; n > 1.

26. Знайти суму визначникiв

a1k1 a1k2 . . . a1kn

a2k1 a2k2 . . . a2kn

. . . . . . . . . . . .
ank1 ank2 . . . ankn

, де k1, k2, . . . , kn

– усi можливi перестановки iндексiв 1, 2, . . . , n.

27. Обчислити визначник

cosϕ sinϕ cosϕ sinϕ
cos 2ϕ sin 2ϕ 2 cos 2ϕ 2 sin 2ϕ
cos 3ϕ sin 3ϕ 3 cos 3ϕ 3 sin 3ϕ
cos 4ϕ sin 4ϕ 4 cos 4ϕ 4 sin 4ϕ

.

28. Довести, що визначник n-го порядку D з елементами aij = ±1 при
n 6 3 задовольняє умову |D| 6 (n− 1)!(n− 1).

Задачi з олiмпiад

29. У визначнику
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

двоє учнiв по черзi вписують замiсть зiро-

чок числа. Довести, що учень, який почав вписування, завжди може
досягти того, що визначник буде рiвним наперед вказаному числу.

30. Знайти найбiльше значення визначника третього порядку, всi елементи
якого рiвнi: а) ±1; б) 1 або 0.

31. Не обчислюючи визначникiв, довести тотожнiсть
1 a2 a3

1 b2 b3

1 c2 c3
= (ab+ bc+ ac)

1 a a2

1 b b2

1 c c2
.

32. Довести, що
a2 b sinα c sinα

b sinα 1 cosα
c sinα cosα 1

=
b2 c sinβ a sinβ

c sinβ 1 cosβ
a sinβ cosβ 1

=

=
c2 a sin γ b sin γ

a sin γ 1 cos γ
b sin γ cos γ 1

= 0, де a, b, c – довжини сторiн трикутни-

ка, а α, β, γ – його кути, якi лежать проти сторiн a, b, c вiдповiдно.

33. Обчислити визначник

a+ d 3a b+ 2a b+ d
2b d+ b c− b c− d
a+ c c− 2d d a+ 3d
b− d c− d a+ c a+ b

.
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34. Нехай a ∈ R i A – матриця n-го порядку, елементи якої мають вид
aij = a+ n(i− 1) + j − 1. Обчислити визначник цiєї матрицi.



139

§ 4.5 Мiнори i алгебраїчнi доповнення та їх
зв’язок з рангом матрицi

Лiтература: [1] стор. 339 – 350, 358 – 362; [3] стор. 232 – 240.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай A – матриця n-ого порядку над числовим полем P . Мiнором
Mij матрицi A називається визначник (n− 1)-ого порядку, який вiдповiдає
матрицi (n− 1)-ого порядку, що залишається пiсля викреслювання у данiй
матрицi i-ого рядка та j-ого стовпця.

Алгебраїчним доповненням Aij елемента aij матрицi A називається
мiнор Mij , взятий iз знаком (−1)i+j , тобто Aij = (−1)i+jMij .

Визначник n-ого порядку дорiвнює сумi добуткiв всiх елементiв довiль-
ного його рядка або стовпця на їх вiдповiднi алгебраїчнi доповнення. Таке
подання визначника називають його розкладом за елементами рядка або
стовпця.

Сума добуткiв всiх елементiв довiльного рядка (стовпця) визначника на
алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв iншого рядка (стовпця) цього
визначника рiвна нулю.

Мiнором k-ого порядку матрицi n-ого порядку A називається визна-
чник k-ого порядку, який вiдповiдає матрицi k-ого порядку, елементи якої
стоять на перетинi довiльних k рядкiв i k стовпцiв даної матрицi.

При викреслюваннi вибраних k рядкiв i k стовпцiв даної матрицi зали-
шаються елементи, якi утворюють квадратну матрицю (n− k)-ого порядку,
визначник якої називається доповняльним мiнором до вибраного мiнора
k-ого порядку.

Ранг квадратної матрицi спiвпадає з найвищим порядком її вiдмiнного
вiд нуля мiнора.

Говорять, що мiнор k-ого порядку окантовує мiнор (k− 1)-ого порядку у
данiй матрицi n-ого порядку A, якщо вiн отриманий з попереднього мiнора
дописуванням елементiв ще одного рядка i стовпця цiєї матрицi.

Метод окантування мiнорiв для знаходження рангу матрицi полягає в
поетапному знаходженнi вiдмiнних вiд нуля мiнорiв даної матрицi як можна
вищих порядкiв. В ролi мiнора першого порядку можна взяти будь-який
вiдмiнний вiд нуля елемент матрицi. Якщо при цьому виявиться, що всi
мiнори k-ого порядку, якi окантовують вiдмiнний вiд нуля мiнор (k− 1)-ого
порядку у данiй матрицi, рiвнi нулю, то ранг матрицi дорiвнює k − 1.

Для матриць n-ого порядку A i B має мiсце рiвнiсть |A ·B| = |A| · |B|.
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Обчислити всi мiнори 2-го порядку визначника

∣∣∣∣∣∣
0 −1 1
2 3 0
−2 1 4

∣∣∣∣∣∣ .
2. У визначнику 6-го порядку записати доповняльний мiнор до мiнора∣∣∣∣ a23 a26

a53 a56

∣∣∣∣ .
3. Скiльки мiнорiв 3-го порядку можна скласти з елементiв визначника

4-го порядку?

4. Скiльки мiнорiв 2-го порядку можна скласти з елементiв вибраних
трьох стовпцiв визначника 5-го порядку?

5. Знайти число мiнорiв 3-го порядку, якi можна скласти з елементiв, що
стоять на перетинi рядкiв i стовпцiв з однаковими номерами визначни-
ка 5-го порядку?

6. Скiльки мiнорiв k-го порядку можна скласти з елементiв визначника
n-го порядку?

7. Обчислити алгебраїчнi доповнення елементiв:

а) другого рядка визначника

∣∣∣∣∣∣
4 −1 3
a b c
−6 5 −2

∣∣∣∣∣∣ ;
б) третього стовпця визначника

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 a −5
3 2 b 1
2 −3 c 4
−1 1 d 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
8. Розкласти визначник за елементами першого стовпця i обчислити йо-

го:

а)

∣∣∣∣∣∣
1 sinα cosα
1 sinβ cosβ
1 sin γ cos γ

∣∣∣∣∣∣ ; б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 1 1
b 2 1 1
c 1 2 1
d 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
9. Многочлен f(x) записаний у виглядi визначника f(x) =∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 + x a23 a24

a31 a32 a33 + x a34

a41 a42 a43 a44 + x

∣∣∣∣∣∣∣∣ . Виразити його через мiнори та ал-
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гебраїчнi доповнення визначника D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Скласти визначник 4-го порядку та обчислити його, якщо задано такi
його мiнори:

M11 =

∣∣∣∣∣∣
3 4 1
4 1 2
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ ; M41 =

∣∣∣∣∣∣
2 3 4
3 4 1
4 1 2

∣∣∣∣∣∣ ;
M44 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
2 3 4
3 4 1

∣∣∣∣∣∣ ; M14 =

∣∣∣∣∣∣
2 3 4
3 4 1
4 1 2

∣∣∣∣∣∣ .
11. Обчислити коефiцiєнт елемента a у визначнику:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 6 1 0
3 6 a −9 2
3 5 4 −7 1
4 0 5 −3 5
−1 3 −1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −4 3 1 0
−2 3 0 2 −1
a 19 5 a −7
3 0 −4 −1 2
0 1 −3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

12. Обчислити визначники:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 −3 6
−5 3 0 −1
−3 0 2 4

1 −6 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣
199 101 203 107
251 217 245 207
316 311 316 311
193 188 193 188

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −5 −2 2
−4 7 4 −4

3 −8 −1 7
2 −6 −6 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 −3 9 5 −4
4 0 0 0 3
−6 0 1 0 8

5 0 0 0 4
1 8 −2 −9 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 6 7
1 −2 3 4
5 6 7 8
4 5 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; є)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 4 3 0 0
1 −3 2 0 0
6 5 −1 0 0
4 0 2 −2 6
0 7 −4 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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г)

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −5 8 4
9 7 5 2
7 5 3 7
−4 8 −8 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; ж)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
4 7 6 7 8
2 5 9 10 11
2 2 1 1 1
9 1 −2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

13. Знайти суму алгебраїчних доповнень всiх елементiв визначника :

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 0 . . . 0
0 a 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; в)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 . . . 0 a
0 0 . . . a 0

. . . . . . . . . . . . . . .
a 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a . . . a
0 a a . . . a

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; г)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a . . . a a
a a . . . a 0
. . . . . . . . . . . . . . .
a 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
14. Знайти ранг матрицi методом окантування мiнорiв:

а)

 8 7 4 5
3 2 1 4
2 3 2 −3

 ; г)


2 −1 3 0
−4 3 2 5
−2 3 13 10

2 0 11 5

 ;

б)


2 1 5
3 2 8
1 1 3
2 3 7

 ; д)


−3 9 3 6
−5 8 2 7

4 −5 −3 −2
7 −8 −4 −5

 ;

в)


4 −1 3 1
5 −4 6 2
1 −3 3 1
0 0 0 2

 ; е)


3 −1 3 2 −5
−7 5 −1 −4 −1

4 0 7 3 11
1 −3 −5 0 −7

 .

15. Методом окантування мiнорiв встановити ранги наступних матриць в
залежностi вiд дiйсних значень параметрa a, що входить до матрицi:

а)


3 1 1 4
a 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 1

 ; в)


a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

 ;

б)

 a 1 1 1
1 a 1 a
1 1 a a2

 ; г)

 a a a+ 1
a a a+ 1

a+ 1 a 2a+ 3

 .

16. Обчислити добуток визначникiв:
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а)

∣∣∣∣∣∣
5 −4 −3
2 3 −2
7 6 −9

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣

5 1 6
−2 2 −2

2 1 3

∣∣∣∣∣∣;
б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −9 −2 3
−5 5 3 −2
−12 −6 1 1

9 0 −2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
−2 1 0 0

3 2 3 0
−3 4 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Задачi на доведення

17. Довести, що сума алгебраїчних доповнень всiх елементiв визначника
D рiвна D

a , якщо всi елементи його i-ого рядка (стовпця) рiвнi a 6= 0.

18. Довести тотожностi:

а)

∣∣∣∣∣∣
cos(α− γ) sinα cosα
cos(β − γ) sinβ cosβ

−1 sin γ cos γ

∣∣∣∣∣∣ = 2 sin(α− β);

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 + b2 + c2 + d2)2.

19. Нехай A,B – матрицi n-го порядку рангiв r i s вiдповiдно. Довести,
що rang(AB) > r + s− n.

20. Нехай A – неособлива матриця n-го порядку. Довести, що для довiль-
ної матрицi n-го порядку B ранги матриць B, AB, BA рiвнi.

21. Нехай A,B,C – матрицi одного i того ж порядку. Довести, що∣∣∣∣ A O
B C

∣∣∣∣ = |A| · |C|, де O – нульова матриця того ж порядку.

22. Нехай A – квадратна матриця. Довести, що |An| = |A|n для всяко-
го натурального n. Показати, що коли матриця A неособлива, то ця
рiвнiсть справедлива для довiльного цiлого n.

Творчi задачi

23. Встановити зв’язок мiж визначником матрицi n-го порядку A та ви-
значником матрицi 2n-го порядку:

а)
(
A −A
A A

)
; в)

(
2A 3A
A 2A

)
;

б)
(

A −A
−A A

)
; г)

(
A 3A

2A 5A

)
.
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24. Знайти всi натуральнi n, для яких має мiсце рiвнiсть∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

. . . . . . . . . . . .
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 для всiх xi, yi ∈ R.

25. Довести, що
a1 a2 a3 . . . an
a2 a3 a4 . . . a1

a3 a4 a5 . . . a2

. . . . . . . . . . . . . . .
an a1 a2 . . . an−1

 =


a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1

an−1 an a1 . . . an−2

. . . . . . . . . . . . . . .
a2 a3 a4 . . . a1

·
(−1)

(n−1)(n−2)
2 = f(ε1)f(ε2) · · · f(εn), де f(x) = a1 + a2x+ · · ·+ anx

n−1

та ε1, ε2, . . . , εn – всi значення кореня n-го степеня з одиницi.

26. Обчислити визначник


1 α α2 . . . αn−1

αn−1 1 α . . . αn−2

αn−2 αn−1 1 . . . αn−3

. . . . . . . . . . . . . . .
α α2 α3 . . . 1

 .

Задачi з олiмпiад

27. Обчислити визначник

1 1 1 . . . 1 1
1 ε ε2 ε3 . . . εn−1

1 ε2 ε4 ε6 . . . ε2(n−1)

1 ε3 ε6 ε9 . . . ε3(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 εn−1 ε2(n−1) ε3(n−1) . . . ε(n−1)2

 ,

де ε = cos 2π
n + i sin 2π

n .
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§ 4.6 Обчислення визначникiв n-го порядку

Лiтература: [1] стор. 351 – 358.

Теоретичнi вiдомостi

Обчислення визначникiв n-го порядку в загальному виглядi є досить
складною обчислювальною задачею. Видiляють кiлька порiвняно простих
способiв, якi дозволяють спростити такi обчислення.

Спосiб розкладу визначника за елементами його рядка або стовпця
грунтується на вiдповiднiй теоремi i зводить обчислення визначника n-го
порядку до обчислення n визначникiв (n− 1)-го порядку.

Спосiб нулiв грунтується на властивостi визначникiв: якщо до елементiв
якогось рядка (стовпця) визначника додати вiдповiднi елементи iншого ряд-
ка (стовпця), помноженi на одне i те ж число, то визначник не змiниться.
Шляхом застосування цiєї властивостi декiлька раз перетворюють визна-
чник так, щоб всi елементи одного рядка (стовпця), крiм одного, були рiвнi
0. Знайдений визначник дорiвнює добутку цього ненульового елемента на
його алгебраiчне доповнення.

Спосiб зведення визначника до трикутного виду полягає в тому, що
шляхом багаторазового застосування вказаної вище властивостi та iнших
властивостей намагаються звести даний визначник до трикутного виду, тоб-
то до такого визначника, у якого всi елементи пiд або над головною дiаго-
наллю рiвнi 0. Останнiй визначник рiвний добутку елементiв, якi стоять на
головнiй дiагоналi.

Спосiб математичної iндукцiї застосовують у тих випадках, коли вда-
ється сформулювати гiпотезу про результат обчислення в залежностi вiд
порядку визначника.

Спосiб подання визначника у видi суми визначникiв полягає у можли-
вому застосуваннi вiдповiдної властивостi визначникiв.

Спосiб видiлення лiнiйних множникiв грунтується на властивостi про
винесення спiльного множника всiх елементiв рядка (стовпця) за знак ви-
значника.

Спосiб рекурентних спiввiдношень полягає в тому, що вдається встано-
вити залежнiсть (формулу) мiж визначником n-го порядку i визначниками
того самого типу, але менших порядкiв. Тодi шляхом спуску до визначникiв
другого i третього порядку обчислюють даний визначник. Зокрема, таким
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способом обчислюють визначник Вандермонда∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
a1 a2 a3 . . . an
a2

1 a2
2 a2

3 . . . a2
n

. . . . . . . . . . . . . . .
an−1

1 1 an−1
2 an−1

3 . . . an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
16j<i6n

(ai − aj).

Спосiб зведення до визначника Вандермонда полягає в перетвореннi
визначника шляхом застосування рiзних властивостей i теорем до виду ви-
значника Вандермонда, який обчислюють за записаною вище формулою.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Запишiть всi визначники n-го порядку, якi мають трикутну форму, та
обчислiть кожний з них.

2. Якi властивостi визначникiв найчастiше використовуються при зведен-
нi їх до трикутної форми?

3. Якi властивостi визначникiв найчастiше використовуються при розкла-
даннi їх на суми визначникiв?

4. Якi властивостi визначникiв найчастiше використовуються при обчи-
сленнi їх методом рекурентних спiввiдношень?

5. Якi властивостi визначникiв найчастiше використовуються при обчи-
сленнi їх методом видiлення лiнiйних множникiв?

6. Навести приклад визначника, при обчисленнi якого зручно застосува-
ти метод математичної iндукцiї.

7. Як змiниться визначник, якщо до кожного попереднього рядка (стов-
пця) додати або вiдняти наступний, а до останнього – перший? Роз-
глянути два випадки перетворень:
а) послiдовнi перетворення; б) одночаснi перетворення.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Обчислити визначник методом зведення до трикутної форми:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
1 4 3 . . . n
1 2 5 . . . n

. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . n+ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n n− 1 . . . 2 a1

n n− 1 . . . a2 a1

n n− 1 . . . a2 a1

. . . . . . . . . . . . . . .
an an−1 . . . a2 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a a . . . a
a a2 a . . . a
a a a3 . . . a
. . . . . . . . . . . . . . .
a a a . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1 1
1 1 . . . 1 + a1 1
1 1 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 + an 1 . . . 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a1 a2 . . . an
b1 c1 0 . . . 0
b2 0 c2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
bn 0 0 . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; є)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 . . . an
−b b2 0 . . . 0

0 −b2 b3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a2 . . . an
1 a1 + b1 a2 . . . an
1 a1 a2 + b2 . . . an

. . . . . . . . . . . . . . .
1 a1 a2 . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ж)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 1 1 . . . 1

1 1 + a2 1 . . . 1
1 1 1 + a3 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9. Обчислити визначник методом рекурентних спiввiдношень:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 3 0 . . . 0 0
2 7 3 . . . 0 0
0 2 7 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 7 3
0 0 0 . . . 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 4 0 . . . 0 0
3 7 4 . . . 0 0
0 3 7 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 7 4
0 0 0 . . . 3 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
−1 x 0 . . . 0 0

0 −1 x . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . x 0
0 0 0 . . . −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an
x0 x1 0 . . . 0
0 x1 x2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
1 3 3 . . . n− 1 n
1 2 5 . . . n− 1 n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . 2n− 3 n
1 2 3 . . . n− 1 2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a1 a2 . . . an
a1 b1 0 . . . 0
a2 0 b2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an 0 0 . . . bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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10. Обчислити визначник методом математичної iндукцiї:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosα 1 0 . . . 0

1 2 cosα 1 . . . 0
0 1 2 cosα . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 . . . an
−y x . . . 0

0 −y . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −1 0 . . . 0 0
a1 x −1 . . . 0 0
a2 0 x . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1 0 0 . . . x −1
an 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 . . . 0 0
2 5 3 . . . 0 0
0 2 5 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 5 3
0 0 0 . . . 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

8 5 0 . . . 0 0
3 8 5 . . . 0 0
0 3 8 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 8 5
0 0 0 . . . 3 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6 3 0 . . . 0 0
3 6 3 . . . 0 0
0 3 6 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 6 3
0 0 0 . . . 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

11. Обчислити визначник методом видiлення лiнiйних множникiв:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
1 x+ a 3 . . . n
1 2 x+ a . . . n

. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . x+ a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a1 a2 . . . an
a1 x a2 . . . an
a1 a2 x . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 . . . an
a1 x+ a a3 . . . an
a1 a2 x+ a . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x+ a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an
a0 x a2 . . . an
a0 a1 a2 . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .
a0 a1 a2 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2 . . . xn
1 x x2 . . . xn
1 x1 x . . . xn

. . . . . . . . . . . . . . .
1 x1 x2 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn
x2

1 x2
2 x2

3 . . . x2
n

. . . . . . . . . . . . . . .
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

12. Обчислити визначник методом розкладу його на суму визначникiв:
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а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 x x . . . x

x x+ 1 x . . . x
x x x+ 1 . . . x
. . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . x+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a2 a3 . . . an
a1 x a3 . . . an
a1 a2 x . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ a1 a2 . . . an

a1 x+ a2 . . . an
. . . . . . . . . . . .
a1 a2 . . . x+ an

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; е)
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + x1 a1 + x2 . . . a1 + xn
a2 + x1 a2 + x2 . . . a2 + xn

. . . . . . . . . . . .
an + x1 an + x2 . . . an + xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 a1b2 . . . a1bn

a2b1 c2 . . . a2bn
. . . . . . . . . . . .

anb1 anb2 . . . cn

∣∣∣∣∣∣∣∣; є)
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

. . . . . . . . . . . .
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + 2b1 a1 + 2b2 . . . a1 + 2bn
a2 + 2b1 a2 + 2b2 . . . a2 + 2bn

. . . . . . . . . . . .
an + 2b1 an + 2b2 . . . an + 2bn

∣∣∣∣∣∣∣∣; ж)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a2 a3 . . . an
a1 x2 a3 . . . an
a1 a2 x3 . . . an
. . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

13. Обчислити визначник шляхом зведення його до визначника Вандер-
монда:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2

1 . . . xn1
x2 x2

2 . . . xn2
. . . . . . . . . . . .
xn x2

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ; в)
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 cosα1 . . . cosn α1

1 cosα2 . . . cosn α2

. . . . . . . . . . . .
1 cosαn . . . cosn αn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 1 . . . 1
1 x2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . .
1 xn . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;г)
∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − 1 x2

1 − 1 . . . xn1 − 1
x2 − 1 x2

2 − 1 . . . xn2 − 1
. . . . . . . . . . . .

xn − 1 x2
n − 1 . . . xnn − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣.

14. Обчислити визначник одним з вiдомих методiв:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 3 . . . 3 1
3 3 . . . 2 3

. . . . . . . . . . . . . . .
3 n− 1 . . . 3 3
n 3 . . . 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a a+ 1 a+ 2 . . . a+ n− 1
−a a 0 . . . 0

0 −a a . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 x x . . . x

x x+ 2 x . . . x
x x x+ 4 . . . x
. . . . . . . . . . . . . . .
x x x . . . x+ 2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2

. . . . . . . . . . . . . . .
n 1 2 . . . n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 a12 a13 . . . a1n

x1 x2 a23 . . . a2n

x1 x2 x3 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . .
x1 x2 x3 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; є)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− n 1 1 . . . 1

1 1− n 1 . . . 1
1 1 1− n . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 0 . . . 0
0 a b . . . 0
0 0 a . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
b 0 0 . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; ж)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 0 . . . 0 b1
0 a2 . . . b2 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 b2n−1 . . . a2n−1 0

b2n 0 . . . 0 a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Задачi на доведення

15. Довести, що при n > 2 виконується тотожнiсть:∣∣∣∣∣∣∣∣
cos(α1 − β1) cos(α1 − β2) . . . cos(α1 − βn)
cos(α2 − β1) cos(α2 − β2) . . . cos(α2 − βn)

. . . . . . . . . . . .
cos(αn − β1) cos(αn − β2) . . . cos(αn − βn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

16. Не обчислюючи визначника∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n

n+ 1 n+ 2 n+ 3 . . . 2n
2n+ 1 2n+ 2 2n+ 3 . . . 3n

. . . . . . . . . . . . . . .
n2 − n+ 1 n2 − n+ 2 n2 − n+ 3 . . . n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, показати, що вiн до-

рiвнює нулю.

17. Довести рiвнiсть∣∣∣∣∣∣
a11 + x . . . a1n + x

. . . . . . . . .
an1 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣ = D+ x
n∑
i=1

Aij , де Aij – алгебраїчне допов-

нення елемента aij визначника D =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣.
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18. Довести тотожностi:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ 1 a+ 2 a+ 3 . . . a+ n
a+ 2 a+ 3 a+ 4 . . . a+ 1
a+ 3 a+ 4 a+ 5 . . . a+ 2
. . . . . . . . . . . . . . .

a+ n a+ 1 a+ 2 . . . a+ n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 nn−1(a+ n+1

2 );

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
an1 an−1

1 b1 an−2
1 b21 . . . bn1

an2 an−1
2 b2 an−2

2 b22 . . . bn2
. . . . . . . . . . . . . . .

ann+1 an−1
n+1bn+1 an−2

n+1b
2
n+1 . . . bnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

16i6j6n+1

(aibj − ajbi);

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 C1
n . . . Cn−1

n Cnn
1 C1

n−1 . . . Cn−1
n−1 0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 C1

2 . . . 0 0
1 C1

1 . . . 0 0
a0 a1 . . . an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n+1)
2 (a0−a1 + · · ·+(−1)nan);

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c a 0 . . . 0 0
b c a . . . 0 0
0 b c . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . c a
0 0 0 . . . b c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cn −C1

n−1c
n−2ab+C2

n−2x
n−4a2b2 −

· · · = (c+t)n+1−(c−t)n+1

2n+1t , де t =
√
c2 − 4ab.

Творчi задачi

19. Обчислити визначник n-го порядку, елементи aij якого мають вид:
а) aij = i+ j; г) aij = i

j ; є) aij = max{i, j};
б) aij = i− j; д) aij = ij ; ж) aij = |i− j|;
в) aij = ij; е) aij = min{i, j}; з) aij = i2 − j2.

20. Обчислити визначник:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a0 + b0)n (a0 + b1)n . . . (a0 + bn)n

(a1 + b0)n (a1 + b1)n . . . (a1 + bn)n

. . . . . . . . . . . .
(an + b0)n (an + b1)n . . . (an + bn)n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

2
1
3 . . . 1

n
1
2

1
3

1
4 . . . 1

n+1

. . . . . . . . . . . . . . .
1
n

1
n+1

1
n+2 . . . 1

2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
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в)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 ϕ1(x1) ϕ2(x1) . . . ϕn−1(x1)
1 ϕ1(x2) ϕ2(x1) . . . ϕn−1(x2)

. . . . . . . . . . . . . . .
1 ϕ1(xn) ϕ2(x1) . . . ϕn−1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
де ϕi(x) = xi + ai1x

i−1 + ai2x
i−2 + · · ·+ aii.

21. Знайти максимальне значення визначника 3-го порядку, якщо серед
його елементiв два елементи рiвнi a2, а iншi рiвнi ±1.

Задачi з олiмпiад

22. Обчислити визначник |A− λE|, якщо

A =


0 a 0 . . . 0 0
0 0 a . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 a
b 0 0 . . . 0 0

 .

23. Знайти максимальне значення визначника 3-го порядку, у якого два
елементи рiвнi 5, а iншi рiвнi ±1.

24. Знайти суму всiх визначникiв n-го порядку, в кожному з яких в ко-
жному рядку i в кожному стовпцi один елемент дорiвнює одиницi, а
решта рiвнi нулю. Скiльки є всiх таких визначникiв?

25. Довести, що

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 . . . 2000 2001

22 32 . . . 20012 20022

. . . . . . . . . . . . . . .
20012001 20022001 . . . 20022001 20022001

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

26. Нехай D – визначник n-го порядку, в якому всi елементи рiвнi ±1,
причому n > 3. Довести, що |D| 6 (n− 1)(n− 1)!.

27. Показати, що визначник, елементами aij якого є числа aij = rj−1
i , де

r1, r2, . . . , rn ∈ Z, дiлиться на число
n−1∏
k=1

k!.

28. Обчислити визначник n-го порядку, елементами якого є числа:
а) aij = НСД(i, j); б) aij = НСК(i, j).
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§ 4.7 Розв’язування систем рiвнянь за прави-
лом Крамера

Лiтература: [1] стор. 362 – 370, 381 – 383; [3] стор. 240 – 244.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай маємо систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими i A – головна
матриця цiєї системи. Позначимо через ∆i(i = 1, 2, . . . , n) визначники n-
ого порядку, якi отриманi з визначника |A| = ∆ головної матрицi системи
шляхом замiни i-ого стовпця на стовпець вiльних членiв рiвнянь системи.

Теорема Крамера. Якщо головний визначник ∆ системи n лiнiйних рiв-
нянь з n невiдомими вiдмiнний вiд нуля, то система має єдиний розв’язок,
який обчислюється за формулами

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.

Теорему Крамера можна застосовувати також до розв’язування сумiсних
систем m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими. В такiй системi ранги головної
i розширеної матриць системи рiвнi i не перевищують числа невiдомих n.

Нехай мiнор найвищого r-ого порядку вiдмiнний вiд нуля у головнiй
матрицi системи знаходиться у лiвому верхньому кутi цiєї матрицi (цього
завжди можна досягти шляхом перестановки рiвнянь i перепозначення не-
вiдомих). Дана система рiвносильна системi з цих перших r рiвнянь. Тодi
будемо вважати першi r невiдомих основними, а решту – вiльними (коефi-
цiєнти бiля яких не ввiйшли у цей мiнор). Перенесемо їх у праву частину
перших r рiвнянь. Ми отримали систему r лiнiйних рiвнянь з r невiдомими,
головний визначник якої вiдмiнний вiд нуля, i можна застосовувати теорему
Крамера.

Для того, щоб до квадратної матрицi A iснувала обернена матриця A−1,
необхiдно i достатньо, щоб визначник матрицi A був вiдмiнний вiд нуля.

Якщо визначник |A| матрицi n-ого порядку A вiдмiнний вiд нуля, то

A−1 =


A11
|A|

A21
|A| . . . An1

|A|
A12
|A|

A22
|A| . . . An2

|A|
. . . . . . . . . . . .
A1n
|A|

A2n
|A| . . . Ann

|A|

 ,

де Aij – алгебраїчне доповнення елемента aij даної матрицi.
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Систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими x1, x2, . . . , xn, головною ма-
трицею A i вiльними членами b1, b2, . . . , bn у матричнiй формi записують
так AX = B, де X – матриця-стовпець невiдомих, а B – матриця-стовпець
вiльних членiв.

Якщо визначник |A| 6= 0, то система має єдиний розв’язок X = A−1B.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Який зв’язок мiж оборотнiстю квадратної матрицi, її рангом i визна-
чником?

2. Нехай A – трикутна оборотна матриця. Який вигляд матиме вiдповiд-
на обернена матриця?

3. Вiдомо, що матриця A i обернена до неї матриця A−1 є цiлочисловими.
Що можна сказати про визначник матрицi A?

4. Одним з розв’язкiв системи рiвнянь
−2x1 − 5x2 + 4x3 − x4 = 0,
x1 + 2x2 − 2x3 + 5x4 = 0,

4x1 + 5x2 − 8x3 − 7x4 = 0,
3x1 − 4x2 − 6x3 + x4 = 0

є x1 = 2, x2 = x4 = 0, x3 = 1. Що можна сказати про головний
визначник цiєї системи?

5. Як записати за допомогою визначникiв умову того, що двi прямi на
площинi перетинаються?

6. Як записати за допомогою визначникiв умову того, що три площини
перетинаються в однiй точцi?

7. Як записати за допомогою визначникiв умову того, що три площини
паралельнi?

8. Чи можна застосувати правило Крамера до розв’язування систем лi-
нiйних рiвнянь, якi мають безлiч розв’язкiв?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Обчислити обернену матрицю до даної:

а)
(

5 6
8 9

)
; б)

(
2− i 1− i
3 + i 5 + 4i

)
; в)

 1 2 −3
0 1 2
0 0 1

;
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г)

 7 9 2
2 −2 6
5 6 3

 ; д)


1 3 −5 7
0 1 2 −3
0 0 1 2
0 0 0 1

 ; е)


5 4 62 −79
0 0 8 3
6 5 183 201
0 0 3 4

 ;

є)


1 1 1 −1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i

 ; ж)


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

.
10. Розв’язати матричне рiвняння:

а) X
(

7 −2
4 5

)
=
(

4 7
1 3

)
;

б)
(
−i i

√
2√

2 −2 + i

)
X =

(
1− i 3− 2i

3 + 2i 1 + i

)
;

в)

 7 6 3
3 5 7
5 4 3

X =

 3 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ;

г) X

 1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

 =

 1 −1 3
4 3 2
1 −2 5

 .

11. Розв’язати систему матричних рiвнянь:

а)


X + Y =

(
1 1
0 1

)
,

2X + 3Y =
(

1 0
0 1

)
;

б)


2X − Y =

(
0 1
−1 0

)
,

−4X + 2Y =
(

0 −2
2 0

)
.

12. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь за правилом Крамера:

а)

 5x1 − 4x2 + 2x3 = 19,
3x1 − 2x2 + x3 = 11,

10x1 − 9x2 + 2x3 = 34;

б)

 6x1 + 5x2 + 3x3 = 0,
7x1 + 9x2 + 6x3 = 0,
8x1 + 7x2 + 5x3 = 0;
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в)


2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4,
3x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 8,
5x1 + 8x2 − 3x3 + 4x4 = 12,
3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6;

г)


6x1 + x2 + 4x3 − x4 = 6,
7x1 + x2 + 3x3 + x4 = −3,
5x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0,
9x1 + 2x2 + 5x3 − 2x4 = 0;

д)


3x1 − x2 + x3 − 4x4 + x5 = 3,
3x1 − x2 + 2x3 − 2x4 − 2x5 = 3,
5x1 − x2 + x3 − 2x4 + 3x5 = −1,

11x1 − 3x2 + 2x3 − 5x4 − x5 = −2,
2x1 + x2 − x3 + 2x4 + 3x5 = −6;

е)


2x1 + x2 + x3 − x5 = −2,

2x2 − x3 − x5 = 0,
2x2 + x3 + 3x4 − 2x5 = −9,

− x2 − 2x3 + x5 = 6,
2x2 − 3x3 + 4x5 = 14.

13. При яких дiйсних значеннях a система лiнiйних рiвнянь x + y + az = 0,
x + ay + z = 0,
ax + y + z = 0

має ненульовий розв’язок?

Задачi на доведення

14. Довести, що матричне рiвняння:

а)
(

4 6
6 9

)
X =

(
1 1
1 1

)
; б) X

(
2 1
2 1

)
=
(

1 0
0 1

)
не має розв’язкiв.

15. Довести, що для будь-якої квадратної матрицi A матриця виду(
A A2

A2 A3

)
необоротна.

16. Вiдомо, що система рiвнянь bx + ay = c,
cx + az = b,

cy + bz = a
має єдиний розв’язок. Довести, що abc 6= 0, i знайти розв’язок системи.
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17. Показати, шо система рiвнянь ax+ by + bz = 0,
bx+ ay + bz = 0,
bx+ by + az = 0

має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли a = b або a+ 2b = 0.

18. Довести, що наступнi системи рiвнянь несумiснi:

а)

 x − y + 2z = 1,
x + 3y − z = 2,
x − 9y + 8z = 1;

б)


2x1 − 5x2 + 3x3 + x4 = 5,
3x1 − 7x2 +3 x3 + x4 = −1,
5x1 − 9x2 + 6x3 + 2x4 = 7,
3x1 − 4x2 + 3x3 + x4 = 8.

19. Довести, що наступнi системи рiвнянь мають єдиний розв’язок:

а)


x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn = a1,
nx1 + x2 + 2x3 + · · · + (n− 1)xn = a2,

(n− 1)x1 + nx2 + x3 + · · · + (n− 2)xn = a3,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2x1 + 3x2 + 4x3 + · · · + xn = an;

б)


ax1 + bx2 + · · · + bxn = c1,
bx1 + ax2 + · · · + bxn = c2,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
bx1 + bx2 + · · · + axn = cn;

в)


x2 + x3 + · · · + xn = 1,

x1 + x3 + · · · + xn = 2,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x1 + x2 + x3 + · · · + xn−1 = n;

г)


x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn = 1,
bx1 + ax2 + ax3 + · · · + axn = c2,
bx1 + bx2 + ax3 + · · · + axn = c3,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
bx1 + bx2 + bx3 + · · · + axn = cn.

Творчi задачi

20. Знайти всi матрицi A ∈Mn(R) такi, щоб для деякого k ∈ R виконува-
лася рiвнiсть A−1 = kA.



158 Роздiл 4. Матрицi та визначники

21. Вiдомо, що матричнi рiвняння AY = C та ZB = C мають розв’язок.
Встановити, чи має розв’язок рiвняння AXB = C.

22. Знайти необхiднi i достатнi умови того, щоб:
а) три точки площини лежали на однiй прямiй;
б) чотири точки простору лежали на однiй площинi.

23. Знайти необхiднi i достатнi умови того, щоб:
а) n точок площини лежали на однiй прямiй;
б) n точок простору лежали на однiй площинi.

24. Знайти необхiднi i достатнi умови того, щоб чотири точки площини
лежали на:
а) одному колi;
б) однiй параболi;
в) однiй гiперболi.

25. Знайти необхiднi i достатнi умови того, щоб п’ять точок простору
лежали на однiй сферi.

Задачi з олiмпiад

26. Розвязати систему рiвнянь:

а)


x1 + x2 = 1,
x2 + x3 = 2,
. . . . . . . . . . . . . . .
xn−1 + xn = n− 1,
xn + x1 = n;

б)


x1 + 2x2 + 2x3 + · · · + 2xn = 1,

2x1 + 2x2 + 2x3 + · · · + 2xn = 2,
2x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + 2xn = 3,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2x1 + 2x2 + 2x3 + · · · + nxn = n;

в)


x1 + 2x2 + 2x3 + · · · + 2x100 = 1,
x1 + 3x2 + 4x3 + · · · + 4x100 = 2,
x1 + 3x2 + 5x3 + · · · + 6x100 = 3,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x1 + 3x2 + 5x3 + · · · + 199x100 = 100;

г)


x2 + x3 + · · · + xn = a1,
x3 + x4 + · · · + x1 = a2,
x4 + x5 + · · · + x2 = a3,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x1 + x2 + · · · + xn−1 = an.
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27. За круглим столом сидять 7 гномiв i перед кожним з них є чашка. В
деякi з цих чашок налито молоко. Один з гномiв розливає все своє
молоко порiвну iншим гномам в їх чашки. Далi його сусiд справа
робить те саме i т.д.. Коли останнiй сьомий гном розлив своє молоко
iншим, то в кожнiй чашцi виявилося стiльки ж молока, скiльки було з
самого початку. Скiльки молока було спочатку в кожнiй чашцi, якщо
у всiх чашках разом 3л молока?

28. Певна кiлькiсть грошей розкладена на n купок. Пiсля цього з першої
купки переклали у другу 1

n -ну частину тих грошей, що в першiй купцi.
Далi з другої купки переклали у третю 1

n -ну частину тих грошей,
що стала у другiй купцi i т.д.. Нарештi, з n-ої купки переклали у
першу 1

n -ну частину тих грошей, що стала у n-iй купцi. В результатi
в кожнiй купцi стало a гривень. Скiльки грошей було у кожнiй купцi
до перекладання?

29. Є певна сума грошей в гривнях. Кiльком особам слiд видати певну
суму з цих грошей. Перша особа має отримати a гривень i ще 1

n -
ну частину того, що залишається пiсля цiєї видачi. Пiсля цього друга
особа має отримати 2a гривень i ще 1

n -ну частину залишку. Далi третя
особа має отримати 3a гривень i ще 1

n -ну частину залишку. Нарештi,
остання m-та особа отримає ma гривень. В результатi всi особи отри-
мали однаковi суми грошей. Скiльки було осiб i яка була початкова
сума грошей?
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§ 4.8 Вибранi задачi

1. Обчислити для довiльного натурального числа n:

а)
(
a b
b a

)n
; б)

 a 1 0
0 1 0
0 0 a

n

.

2. Нехай A – матриця n-го порядку. Обчислити Ak для довiльного нату-
рального числа k:

а)


1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 1 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 1

 ; б)


0 0 . . . 0 a1

0 0 . . . a2 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an 0 . . . 0 0

;

в)


a a . . . a a
a a . . . a a
. . . . . . . . . . . . . . .
a a . . . a a

.
3. Довести, що для даного натурального числа k i для довiльного нату-

рального числа n завжди знайдеться матриця A така, що

An =


1 2 3 . . . k
0 1 2 . . . k − 1
0 0 1 . . . k − 2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 .

4. Нехай 1 6 i1 6 i2 6 . . . 6 ik 6 n. Пiдстановку ϕ ∈ Sn називають ци-
клом, якщо ϕ(i1) = i2, ϕ(i2) = i3, . . . , ϕ(ik−1) = ik, а на рештi чисел ϕ
дiє тотожно, тобто ϕ(j) = j. Цикл ϕ позначають через (i1, i2, . . . , ik),
а число k називають довжиною цикла. Два цикли називають незале-
жними, якщо у них немає спiльного числа. Записати пiдстановку ϕ у
виглядi композицiї незалежних циклiв:

а) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6 7
4 2 1 3 5 6 7

)
;

б) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6
6 2 5 3 4 1

)
;

в) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6 7
3 6 5 7 1 2 4

)
;

г) ϕ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
4 5 1 3 2 8 6 7

)
.
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5. Довести, що будь-яку пiдстановку можна подати у видi композицiї
попарно незалежних циклiв. Довести, що незалежнi цикли можна пе-
реставляти.

6. Довести, що для циклу ϕ довжини k число k є найменшим, для якого
ϕk є тотожною пiдстановкою.

7. Довести, що будь-яку пiдстановку степеня n > 1 можна подати у видi
композицiї:
а) транспозицiй, тобто циклiв довжини 2;
б) транспозицiй виду (1s);
в) транспозицiй виду (s(s+ 1)).

8. Довести, що будь-яку парну пiдстановку степеня n > 1 можна подати
у видi композицiї:
а) циклiв довжини 3;
б) циклiв виду (123), (124), . . . , (12n).

9. Розкласти на цикли композицiю пiдстановок
ϕ1 = (12)(34) . . . ((2n− 1)2n) i
ϕ2 = (13)(25)(47) . . . ((2n− 4)(2n− 1))((2n− 2)2n).

10. Детермiнант n-го порядку має вид:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 . . . 0 0 0
−1 1 1 . . . 0 0 0

0 −1 1 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 1 0
0 0 0 . . . −1 1 1
0 0 0 . . . 0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Знайти характеристичну властивiсть членiв числової послiдовностi:

D1, D2, D3, D4, . . . , Dn, . . . .

11. Позначимо через D(a1, a2, . . . , an) детермiнант n-го порядку

D(a1, a2, . . . , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 0 . . . 0 0 0
−1 a2 1 . . . 0 0 0

0 −1 a3 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . an−2 1 0
0 0 0 . . . −1 an−1 1
0 0 0 . . . 0 −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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де a1, a2, . . . , an ∈ N. Обчислити визначники D1, D2, D3, D4, . . . , Dn.

12. Довести, що ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1 0 0
a2 b2 c2 d2 0 0
a3 b3 c3 d3 0 0
0 0 a1 b1 c1 d1

0 0 a2 b2 c2 d2

0 0 a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= AD −BC,

де A,B,C,D – визначники 3-го порядку, утворенi з матрицi a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

 викреслюванням вiдповiдно першого, другого,

третього i четвертого стовпцiв.

13. Обчислити визначник ∣∣∣∣∣∣∣∣
α β γ δ
β γ δ α
γ δ α β
δ α β γ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
де α, β, γ, δ – коренi рiвняння x4 + px2 + qx+ r = 0.

14. Довести тотожностi:

а)

a x . . . x
x a . . . x
. . . . . . . . . . . .
x x . . . a

=((n− 1)x+ a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
1 a− x . . . 0
. . . . . . . . . . . .
1 0 . . . a− x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

б)

a2
1 − 1 a1a2 . . . a1an
a1a2 a2

2 − 1 . . . a2an
. . . . . . . . . . . .
a1an a2an . . . a2

n − 1

=

1 a2
2 . . . a2

n

1 a2
2 − 1 . . . a2

n

. . . . . . . . . . . .
1 a2

2 . . . a2
n − 1

·

(
∑n
i=1 ai − 1).

15. Знайти ранг матрицi методом окантування мiнорiв:

а)


8 10 3 1 4
−1 −1 1 1 2

1 −2 2 1 3
2 5 −4 −2 −6
−1 2 6 3 9

 ; б)


1 0 2 0 8
−3 0 4 0 3
−7 5 6 1 −2

5 −4 −3 2 0
8 −4 −7 2 −3

 .
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16. Методом окантування мiнорiв встановити ранги наступних матриць в
залежностi вiд дiйсних значень параметрiв, що входять до матрицi:

а)

 a 1 1 4
1 b 1 3
1 2b 1 4

 ; б)

 a 1 1 b
1 a 1 c
1 1 a d

 .

17. Довести, що

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0 0 . . . 0 0
a21 a22 0 0 . . . 0 0

0 0 a33 a34 . . . 0 0
0 0 a43 a44 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . a2n−1,2n−1 a2n−1,2n

0 0 0 0 . . . a2n,2n−1 a2n,2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ a33 a34

a43 a44

∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣ a2n−1,2n−1 a2n−1,2n

a2n,2n−1 a2n,2n

∣∣∣∣ .
18. Обчислити визначники:

а)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−5 4 0 . . . 0

1 −5 4 . . . 0
0 1 −5 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; б)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b ab 0 . . . 0 0
1 a+ b ab . . . 0 0
0 1 a+ b . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a+ b ab
0 0 0 . . . 1 a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

г)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 cos2 α
2 cosα 0 . . . 0 0
1 2 cos2 α

2 cosα . . . 0 0
0 1 2 cos2 α

2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 2 cos2 α
2 cosα

0 0 0 . . . 1 2 cos2 α
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

д)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an−1 an
x0 x1 0 . . . 0 0
0 x1 x2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . xn−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;
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е)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n− 1 n
2 3 4 . . . n n
3 4 5 . . . n n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
n n n . . . n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; є)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y y . . . y y
z x y . . . y y
z z x . . . y y

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
z z z . . . z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ж)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 + x1 y2 y3 . . . yn−1 yn
−x1 x2 0 . . . 0 0

0 −x2 x3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −xn−1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

19. Довести, що система рiвнянь з цiлими коефiцiєнтами a11x1 + · · · + a1nxn = 1
2x1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + · · · + annxn = 1

2xn

має єдиний розв’язок x1 = x2 = . . . = xn = 0.

20. Нехай дiйснi функцiї f1(x), f2(x), . . . , fn(x) визначенi на вiдрiзку [a, b]
та лiнiйно незалежнi над полем R. Довести, що на вiдрiзку [a, b] зна-
йдуться точки a1, a2, . . . , an такi, що∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(a1) f1(a2) . . . f1(an)
f2(a1) f2(a2) . . . f2(an)

. . . . . . . . . . . .
fn(a1) fn(a2) . . . fn(an)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

21. Нехай A,B ∈M2(R). Вiдомо, що рiвняння AX = B:
а) має єдиний розв’язок;
б) має безлiч розв’язкiв;
в) не має розв’язкiв.

Що можна сказати про розв’язок рiвняння Y A = B?

22. Довести, що коли матриця A оборотна, то транспонована до неї ма-
триця також оборотна i (At)−1 = (A−1)t.

23. При умовi iснування обернених матриць до A та B перевiрити вико-
нання рiвностей:
а) (A−1 +B−1)−1 = A(A+B)−1B;
б) (I +AB)−1A = A(I +BA)−1;
в) (A+BBt)−1B = A−1B(I +BtA−1B)−1;
г) (A−B)−1 = A−1 +A−1(B−1 −A−1)A−1.
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24. Матриця A ∈Mn(P ) називається симетричною, якщо aij = aji (At =
A)i кососиметричною, якщо aij = −aji для всiх i 6= j (At = −A).
Довести, що кожну квадратну матрицю можна єдиним чином подати
у видi суми деяких симетричної i кососиметричної матриць.

25. Довести, що добуток:
а) двох симетричних або кососиметричних матриць є симетричною

матрицею тодi i тiльки тодi, коли вони комутативнi;
б) симетричної i кососиметричної матриць є кососиметричною

матрицею тодi i тiльки тодi, коли вони комутативнi.

26. Довести, що обернена матриця до симетричної матрицi є симетричною.

27. Довести, що обернена матриця до кососиметричної матрицi є кососи-
метричною.

28. Матриця A ∈ Mn(P ) називається ортогональною, якщо A−1 = At.
Довести, що коли матрицi A i B ортогональнi, то матрицi A−1 i AB
також ортогональнi.

29. Знайти всi симетричнi ортогональнi матрицi другого порядку.

30. Знайти всi кососиметричнi ортогональнi матрицi другого порядку.

31. Матриця A ∈ Mn(C) називається ермiтовою, якщо A = A
t
, де ма-

триця A отримана з матрицi A шляхом замiни всiх її елементiв на
спряженi комплекснi числа. Знайти умову, при якiй добуток ермiтових
матриць є ермiтовою матрицею.

32. Довести, що для кожної квадратної матрицi A ∈Mn(C) iснує матриця
B ∈ Mn(C) така, що ABA = A i BAB = B, причому матрицi AB i
BA є ермiтовими.

33. Матриця A ∈ Mn(C) називається унiтарною, якщо A−1 = A
t
, де

матриця A отримана з матрицi A шляхом замiни всiх її елементiв на
спряженi комплекснi числа. Довести, що коли матрицi A i B унiтарнi,
то матрицi A−1 i AB також унiтарнi.
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Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

Роздiл 1: Елементи математичної логiки та теорiї множин

§ 1.1. Висловлення i логiчнi операцiї над ними

1. а) Так; б) нi; в) так; г) так; д) нi; е) нi; є) нi; ж) нi; з) нi; i) нi. 2.
а) Введемо позначення: p – "даний чотирикутник є квадрат" та q – "даний
чотирикутник є ромб". Тодi перше речення запишеться так: p ∨ q. Аналогi-
чно записуються i iншi речення. 3. а) Якщо число a дiлиться на 3 i число b
дiлиться на 3, то їх сума a+b дiлиться на 3. Аналогiчно формулюються iншi
висловлення. 4. Вирази б), в), д), з) не є формулами. Зокрема, наприклад,
в д) вираз → q не формула, оскiльки операцiя iмплiкацiя виконується над
двома висловленнями.
6. а) p1 ∧ p2; б) p1 ∧ ∼ p2; в) ∼ p1 ∧ ∼ p2; г) ∼ (p1 ∧ p2).
7. а) ∼ (p1 →∼ p2); б) ∼ (p1 → p2); в) ∼ (∼ p1 → p2); г) p1 →∼ p2.
8. Складемо, наприклад, таблицю iстинностi для формули є):

(q → p ∧ r) ∧ ∼ (p ∨ r → q)
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1

2 1 6 5 3 4
10. а), в), д) – тавтологiї. 13. а) p ∨ q; б) p; в) p. 14. 4. 15. 16. 16.
p | q ≡∼ (p ∧ q). 17. p ↓ q ≡∼ p∧ ∼ q ≡∼ (p ∨ q).
19. а) p ∨ q ≡∼ (∼ p∧ ∼ q); p→ q ≡∼ (p∧ ∼ q);
p↔ q ≡ (∼ (p∧ ∼ q)) ∧ (∼ (q ∧ ∼ p)).
24. (p∧ ∼ q ∧ ∼ r) ∨ (∼ p ∧ q ∧ ∼ r) ∨ (∼ p∧ ∼ q ∧ r).
30. Iстина, хиба, iстина, iстина, хиба.

§ 1.2. Взаємно оберненi теореми. Доведення вiд супротивного

1. ∼ p2 →∼ p1. 2. Наприклад, а): "якщо ребра пiрамiди попарно рiзнi,
то вона неправильна"; "якщо пiрамiда правильна, то її ребра не попарно рi-
знi"; "якщо ребра пiрамiди не попарно рiзнi, то вона – правильна".
3. "Якщо сума протилежних кутiв чотирикутника не рiвна 1800, то нав-
коло нього не можна описати коло". "Якщо навколо чотирикутника можна
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описати коло, то сума його протилежних кутiв рiвна 1800". "Якщо навколо
чотирикутника не можна описати коло, то сума його протилежних кутiв не
рiвна 1800". Всi вони iстиннi. 6. Оскiльки

p ∧ q → r ≡ p→ (q → r) ≡ q → (p→ r),

то є такi три обернених iмплiкацiї.
Якщо вiд’ємник дiлиться на 3, то на 3 дiлиться рiзниця цих цiлих чисел

i зменшуване. Якщо з подiльностi на 3 зменшуваного слiдує подiльнiсть
на 3 вiд’ємника, то рiзниця цих чисел дiлиться на 3. Якщо з подiльностi
на 3 рiзницi двох чисел слiдує подiльнiсть на 3 вiд’ємника, то зменшуване
дiлиться на 3. Перша iмплiкацiя є хибною, а двi iншi – iстинними.

7. а) p є достатним для q i r, q i r є необхiдним для p; б) q є достатним
для p i r, p i r є необхiдним для q.

9. При позначеннях: а) p – "кути трикутника рiвнi q – "трикутник рiвно-
стороннiй" будемо мати: p → q; б) p – "цiле число дiлиться на 5 q – "цiле
число дiлиться на 15" будемо мати: p→ q.

14. (p→ q) ∧ (r → s) ∧ (p ∨ r)∧ ∼ (q ∧ s)→ (q → p) ∧ (s→ r).
"Якщо дискримiнант квадратного рiвняння невiд’ємний, то рiвняння має
розв’язки в полi дiйсних чисел". "Якщо дискримiнант квадратного рiвняння
вiд’ємний, то рiвняння не має розв’язкiв у полi дiйсних чисел".

17. Припустимо, що iснує рацiональне число a
b (

a
b – нескоротний дрiб),

квадрат якого рiвний 2. Тодi a
2

b2 = 2 i a2 = 2b2. З останньої рiвностi маємо
a = 2n i b2 = 2n2. Тодi аналогiчно одержуємо b = 2m. Отже, ab – скоротний
дрiб, що протирiчить умовi. Тому не iснує рацiонального числа a

b , квадрат
якого рiвний 2.

Нехай p – "ab – нескоротний дрiб"i q – "a
2

b2 6= 2”. Тодi нам потрiбно було
би довести теорему: p → q. Ми ж довели теорему: p∧ ∼ q →∼ p. Тому, на
пiдставi рiвносильностi формул p → q ≡ p∧ ∼ q →∼ p, iстинною також є
перша формула, тобто доведена дана теорема.

23. Припустимо, що до дiйсного числа a 6= 0 iснує два обернених a1 i
a2, тобто a1a = aa1 = 1 i a2a = aa2 = 1. Розглянемо число a1aa2. З однiєї
сторони a1aa2 = (a1a)a2 = 1 ·a2 = a2, а з другої – a1aa2 = a1(aa2) = a1 ·1 =
a1. Отже, a1 = a2.

24. а) Розв’язком рiвняння ax = b є x = a−1b. Далi, як i при доведен-
нi попередньої задачi, показуємо, що будь-який розв’язок цього рiвняння
спiвпадає з a−1b.

26. Це можна зробити за допомогою запитання: "Чи правда, що те,
що монета перебуває у правiй руцi, еквiвалентно тому, що Ви правдива
людина?"



168 Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

§ 1.3. Предикати та операцiї над ними. Системи та сукупностi
рiвнянь i нерiвностей

1. а) Так; б) нi; г) так; д) так; е) так; є) так; ж) так; з) нi; i) так. 2. а)
(∀x)(x ∈ Q→ x ∈ R);
б) (∃x)(p(x) ∧ q(x)), де p(x) – "x – непарне число" i q(x) – "x – просте
число"; в) (∀x)(p(x) ∧ q(x) → r(x)), де p(x) – "x – парне число q(x) –
предикат ”x > 3 r(x) – "x – складене число"; г) (∃x)(p(x) ∧ q(x)), де
p(x) – "x – паралелограм q(x) – "x – прямокутник"; д) ∼ (∀x)(p(x)→ q(x)),
де p(x) – "x – киянин q(x) – "x – футбольний болiльник";
е) (∀a, b ∈ Z)(∃x ∈ Z)(a+ x = b ∧ (∀y ∈ Z)(a+ y = b→ x = y).

3. а) Кожне цiле додатне число є натуральним; б) кожне цiле число є
парним або простим; в) кожне парне число дiлиться на деяке число; г) iснує
парне число, яке не дiлиться на жодне непарне число; д) iснує цiле число, на
яке дiлиться кожне цiле число; е) кожне просте число є дiльником деякого
парного числа. 4. б) i в) не є формулами. 5. Наприклад, (∃x, y, z)(x+y =
z) – iстинне висловлення i т.д. 6. а) (∃x)p(x);
б) (∃x)(p(x) ∧ (∀y)(p(y)→ x = y); в) (∃x)(∃y)(p(x) ∧ p(y) ∧ x 6= y);
г) (∃x)(∃y)(p(x) ∧ p(y) ∧ x 6= y) ∧ (∀z)(p(z)→ z = x ∨ z = y);
7. а) (∃x)(∃y)(x 6 y ∧ y 6 x); б) (∀x)(∃y)(x+ y 6= y ∨ xy 6= x).

9. Множина X мiстить лише один елемент. 10. а) {1};
б) {(3, 5), (5, 7), (11, 13), · · ·}; в) {(2, 3), (2, 5), (3, 2), (3, 5), (5, 2), (5, 3)};
г) {(2, 3), (−2, 3), (2,−3), (−2,−3)}. 11. а) Mp = Mq = M ; б) Mp ∪Mq = M ;
в) Mp ∩Mq = ∅; г) Mp ∪Mq = ∅; д) Mp = M,Mq = ∅; е) Mp ∩Mq = ∅
i Mp ∪Mq = M , або M ′p ∩M ′q = ∅ i Mp ∩Mq = ∅, де Mp,Mq – множини
iстинностi предикатiв p(x) i q(x) вiдповiдно. 12. а) Mp ⊂ Mq ∧Mp 6= Mq;
б) Mp = ∅.

13. в) Множина точок другої, третьої i четвертої координатних четвер-
тей; г) множина точок другої i четвертої координатних четвертей. 14. а)
M ′p∪Mq; б) (Mp∪M ′q)∩(M ′p∪Mq) (Вказiвка: виразити iмплiкацiю через ди-
з’юнкцiю i заперечення). 16. Система розв’язкiв не має. 17. x = 2, y = 4.
18. x = 0. 31. Вказiвка: показати, що рiвняння p(x) не має дiйсних коре-
нiв.

§ 1.4. Множина. Алгебра множин

1. A = {x|x = −1 ∨ x = 1} = {x||x| = 1}. 2. {2, 3}; {1}. 3.
M = {x|(∃n ∈ N)(x = a0 + d(n − 1))}. 4. Наприклад, A = {1}, B =
{a, {1}}, C = {{a, {1}}}. 5. {∅}. 6. Якщо n = 3, то такою множиною,
наприклад, є {1, {1}, {1, {1}}}. 7. а) хибне; б) iстинне; в) хибне; г) хибне.
8. 2, 22, 24, 2n. 9. Ckn.
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10. а) Множина трикутникiв площини, якi є рiвнобедреними або прямо-
кутними; б) множина рiвнобедрених прямокутних трикутникiв; в) множина
рiвнобедрених непрямокутних трикутникiв; г) множина прямокутних трику-
тникiв, якi не є рiвнобедреними. 11. а) Множина цiлих чисел, якi дiляться
на 2 або на 3; б) Z6; в) множина парних цiлих чисел, якi не дiляться на 3;
г) множина цiлих чисел, якi не дiляться на 2 або на 3. 12. Наприклад: а)
X1 ∪X2 = X2; б) X1 ∩X3 = X1; в) X1 ∩X ′3 = ∅. 13. а) 30; б) 20 . 15.
Не менше 10.

16. Найбiльше – 7, найменше – 1. 17. Достатнiсть умови є очевидною.
Необхiднiсть. Якщо {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}, то {a} = {c} i {a, b} =
{c, d}, або {a} = {c, d} i {a, b} = {c}. В першому випадку теорема вiрна.
Другий випадок при a 6= b або c 6= d неможливий. Якщо ж a = b i c = d, то
{a} = {c} i {b} = {d}. Отже, a = b = c = d.

18. Перевiрити, що коли двi пiдмножини не рiвнi, то їх об’єднання
вiдрiзняється вiд їх перетину. 19. Вказiвка. При розв’язуваннi цiєї за-
дачi i задач 20-27 використати вiдповiднi закони алгебри предикатiв. 25.
X1 \X2 = X1 ∩X ′2. 28. а) U ; б) X1 ∪X2.

29. Якщо Φ ≡ Ψ – тотожнiсть алгебри пiдмножин, то Φ′ ≡ Ψ′ також
тотожнiсть. Знаходимо Φ′ i Ψ′ за законами де Моргана i в одержанiй пiсля
цього тотожностi замiнюємо доповнення кожної пiдмножини самою пiдмно-
жиною. Це i буде двоїстою тотожнiстю для Φ ≡ Ψ. 30. Показати, що для
операцiй об’єднання i перетину сiмейств пiдмножин мають мiсце закони де
Моргана, i використати задачу 29.

§ 1.5. Бiнарнi вiдношення та їх властивостi

1. а) 2; б) 24; в) 2n
2
. 2. ρ1 = {(x, y)|x > 0∧y 6 0}; ρ2 = {(x, y)|xy 6 0};

ρ3 = {(x, y)|x ∈ R ∧ y 6 0}; ρ4 = {(x, y)|x ∈ R ∧ y > 0}. 3. а)
ρ1 = {(8, 1), (8, 3), (8, 5), (8, 7), (8, 9)}. 4. а) {(x, y)|x, y ∈ M10 ∧ (∃n ∈
M10)(x = yn)};
б) ∆M10∪{(2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1), (7, 1), (8, 1), (9, 1), (10, 1), (4, 2), (6, 2),
(8, 2), (10, 2), (6, 3), (9, 3), (10, 5)}. 6. а) Так; б) нi; в) так; г) так; д) так; е)
так. 7. Рефлексивне, симетричне i транзитивне.

8. а) ρ−1 = ρ; б) "x – брат або сестра y"; в) "x – пiдлеглий
y"; г) ρ−1 = ρ. 9. а) ∆M5 i ∆M5 ∪ {(2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (4, 2)} ∪
{(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5), (4, 5)}; б) ∅
i "x батько або мати y". 10. а) ρ ◦ σ = {(1, 3)}, σ ◦ ρ =
{(1, 2), (2, 3)}; б) ⊥ ◦ ‖=‖ ◦ ⊥=⊥; в) "x – дiдусь y" i "x
– бабуся y"; г) {(0, 2), (0, 3), (0, 4), (2, 2), (3, 3), (4, 2), (4, 4)} i
{(2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 4)}. 11. Декартiв добуток двох
скiнченних множин, що мiстять m i n рiзних елементiв вiдповiдно, мiстить
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mn упорядкованих пар. Тому число бiнарних вiдношень мiж елементами
цих множин буде C0

mn + C1
mn + · · ·+ Cmnmn = 2mn. 12. а) 4; б) 4; в) 8; г) 8;

д) 13; е) 12. 13. а) 2n
2−n; б) 2n

2−n; в) 2
n2+n

2 ; г) 2
n2+n

2 . 14. 2n. 15. а)

2n
2−n(2n − 1); б) 2n

2 − 2
n2+2n

2 ; в) 2n
2−n; г) 2n

2 − 2n.
17. Для доведення достатньо вказати бiнарнi вiдношення, що мають ко-

жнi двi iз даних властивостей, але не мають третьої. 19. При розв’язуваннi
цiєї задачi (та задач 5.20, 5.21, 5.22) потрiбно застосувати вiдповiднi закони
алгебри предикатiв. 24. Якщо ρ−1 = ρ i σ−1 = σ i σ ◦ ρ – симетричне, то
з однiєї сторони (σ ◦ ρ)−1 = σ ◦ ρ, а з iншої (σ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ σ−1 = ρ ◦ σ.
Тому σ ◦ ρ = ρ ◦ σ. Навпаки, якщо ρ−1 = ρ, σ−1 = σ i σ ◦ ρ = ρ ◦ σ, то
(σ ◦ ρ)−1 = ρ−1 ◦ σ−1 = ρ ◦ σ = σ ◦ ρ . Це говорить про те, що σ ◦ ρ є
симетричним.

§ 1.6. Вiдношення еквiвалентностi та фактор-множина

1. а) Нi; б) нi; в) так; г) так; д) так; е) так; є) нi; ж) так. 2.
а) Так; в) нi; в) нi; г) так. 3. а) Нi; б) так. 4. а) Так; б) нi; в)

нi; г) нi. 5. {1, 2, 5}, {3}, {4}. 6. б) (a, b) ∈ ε ↔ (a − b)
... 2; в) ε =

∆M5 ∪ {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (2, 1), (5, 1), (5, 2)}; г) (a, b) ∈ ε ↔ (a − b)
... 3.

7. а) A/ε = {{3k|k ∈ Z}, {3k + 1|k ∈ Z}, {3k + 2|k ∈ Z}}; б) A/ε =
{{1}, {2}, {3}, {4}, {5}}; в) A/ε = {A}; г) A/ε = {[mn ]|mn ∈ Q} i [mn ]
- множина всiх дробiв, кожний з яких дорiвнює числу m

n . 9. Навести
приклад. 10. 5. 11. 2, 5, 15. 17. а) ∆ ⊂ ε, оскiльки ε - рефлексив-
не. б) З того, що ε−1 ⊂ ε, маємо (ε−1)−1 ⊂ ε−1, або ε ⊂ ε−1. В ре-
зультатi ε−1 = ε. в) Маємо ε ◦ ε ⊂ ε (умова транзитивностi ε). Але
ε ◦ ε = ε ◦ (ε ∪ ∆A) = ε ◦ ε ∪ ε ◦ ∆A = ε ◦ ε ∪ ε. Тому ε ⊂ ε ◦ ε. В ре-
зультатi ε ◦ ε = ε. 18. Використати задачу 17. 19. Використати задачу 17.
21. Необхiднiсть: 1) Нехай B = ε < a >∈ A/ε. Тодi a ∈ B. Отже, B 6= ∅;
2) B ×B = ε < a > ×ε < a >= {(x, x′)|x ∈ ε < a > ∧x′ ∈ ε < a >} =
= {(x, x′)|(a, x) ∈ ε ∧ (a, x′) ∈ ε} = {(x, x′)|(x, a) ∈ ε ∧ (a, x′) ∈ ε} ⊂
⊂ {(x, x′)|(x, x′) ∈ ε} = ε; 3) ε(B) = ε(ε < a >) = (ε ◦ ε) < a >⊂ ε < a >.

Достатнiсть. Нехай для B виконуються всi три умови. Тодi iснує елемент
a, що належить B . Доведемо, що B = ε < a >. По-перше, ε < a >⊂ B.
По-друге, B × B ⊂ ε → [(B × B) < a >⊂ ε < a >] → B ⊂ ε < a >, бо
(B ×B) < a >= B. Отже, B = ε < a >.

22. Врахувати те, що ρ ∪ ρ−1 є найменшим симетричним бiнарним вiд-

ношенням, яке мiстить ρ, а
∞⋃
n=1

(ρ ∪ ρ−1)n найменше симетричне i транзи-

тивне бiнарне вiдношення, що мiстить ρ. 23. Якщо ε2 ∪ ε1 = ε2 ◦ ε1, то
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ε2 ∪ ε1 = ε1 ◦ ε2, тому ε2 ◦ ε1 = ε1 ◦ ε2. Дальше дивись задачу 19. Умова
ε2 ∪ ε1 = ε2 ◦ ε1 буде i необхiдною.

25. Якщо через Lk позначити число всiх розбиттiв n-елементної множи-
ни, кожне з яких мiстить точно k пiдмножин, то число N0 всiх розбиттiв
множини Mn, а, отже, i число всiх вiдношень еквiвалентностi, заданих на
цiй множинi, обчислиться за формулою N0 =

∑n
k=1 Lk, де

Lk =
A
n

k − C1
kA

n

k−1 + C2
kA

n

k−2 − C3
kA

n

k−3 + · · ·+ (−1)k−1Ck−1
k A

n

1

k!
,

A
n

k – число розмiщень з повтореннями iз k елементiв по n, Csk – число
комбiнацiй з k елементiв по s.

§ 1.7. Вiдношення порядку i впорядкованi множини

1. а) Так; б) так; в) так; г) нi. 2. а) Так; б) нi; в) так; г) нi.
3. ω = ρ ∪ {(2, 2), (3, 3), (5, 5), (2, 5), (3, 1)}. 4. Нi. 6. Мiнiмальнi еле-
менти 5,6,7,8,9,10; максимальний – 1. 9. а) Нижнi межi iснують, верх-
ньої межi немає; б) верхнi межi iснують, нижньої межi немає. 10. ω =
∆M7 ∪ {(3, 1), (4, 2), (5, 1), (5, 3), (6, 2), (6, 4), (7, 1), (7, 3), (7, 5)}; максимальнi
епементи – 1,2; мiнiмальнi – 6,7. 11. ∆A. 12. Множина повинна мiстити
не бiльше одного елемента. 13. 3. 14. 3. 15. а) 19; б) 19. 16. n!.

18. Серед рефлексивних вiдношень є один мiнiмальний елемент (вiн же
i найменший) – ∆M4 i один максимальний (вiн же i найбiльший) – M4×M4.

20. ∆A ∪ ρn. 22. ω ◦ω = (∆A ∪ω) ◦ω = ∆A ◦ω∪ω ◦ω = ω∪ω ◦ω. Тому
ω ⊂ ω ◦ ω; iз транзитивностi вiдношення маємо ω ◦ ω ⊂ ω i ω ◦ ω = ω. 23.
Використайте закон (ρ1 ∪ ρ2) ◦ ρ = ρ1 ◦ ρ∪ ρ2 ◦ ρ. 24. Якщо припустити, що
(a, b) ∈ ρ ∧ (b, a) ∈ ρ, то (a, a) ∈ ρ. Це неможливо. Тому (a, b) ∈ ρ ∧ (b, a) ∈ ρ
є хиба. Отже, умова антисиметричностi виконується.

31. inf(n1, n2) = НСК(n1, n2); sup(n1, n2) = НСД(n1, n2). 33. а) Дове-
демо, наприклад, iстиннiсть iмплiкацiї ω−1 < x1 >= ω−1 < x2 >→ x1 = x2

(обернена iмплiкацiя очевидна). Оскiльки x1 ∈ ω−1 < x1 >, то iз умови
слiдує x1 ∈ ω−1 < x2 >. Звiдки (x2, x1) ∈ ω−1, або (x1, x2) ∈ ω. Аналогi-
чно iз x2 ∈ ω−1 < x2 > слiдує x2 ∈ ω−1 < x1 > . Отже, (x1, x2) ∈ ω−1,
або (x2, x1) ∈ ω. З антисиметричностi ω слiдує, що x1 = x2. б) доводиться
аналогiчно. 34. inf(Ai)i∈I =

⋂
i∈I

Ai, sup(Ai)i∈I =
⋃
i∈I

Ai. 36. Cnm+n−1.

§ 1.8. Вiдображення

1. а) Нi; б) так, сюр’єкцiя; в) так, iн’єкцiя; г) нi. 2. а) Так; б) нi; в)
так; г) нi; д) так; е) нi. 4. а) f(x) = lg(−x); б)f(a) = 2a; в) f(x) = 3x;
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г) f(x) = 9 + 5(x − 1); д) f(x) = 2x; е) f(n) = −n. 6. 4; ∆M2 i f(1) =
2, f(2) = 1. 7. 23. 8. 6. 9. а) nm; б) якщо m = n, то їх m!; якщо
m < n, то їх n!

(m−n)! ; якщо m > n, то не iснує жодного; в) якщо m < n, то
не iснує жодного; якщо m = n, то m!; г) якщо m = n, то m!; якщо m 6= n,
то 0.

12. Застосуйте закон (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 алгебри бiнарних вiдношень
i задачу 11. 14. Слiдує з асоцiативностi операцiї множення бiнарних вiд-
ношень i задачi 11. 20. Нехай (a, b) ∈ f ; оскiльки f - вiдображення A
на A, то знайдеться x такий, що (x, a) ∈ f . Тодi з рiвностi f ◦ f = f ма-
ємо (x, b) ∈ f, а з (x, a) ∈ f i (x, b) ∈ f слiдує, що a = b. 22. Нехай,
наприклад, f : Z → Z, f(x) = x2 i A1 = {−1, 0}, A2 = {0, 1}. Тодi f(A1) =
{1, 0}, f(A2) = {1, 0}, A1∩A2 = {0}, f(A1∩A2) = {0}, f(A1)∩f(A2) = {1, 0}.

Роздiл 2: Алгебри та основнi числовi системи

§ 2.1. Бiнарнi операцiї та їх властивостi. Напiвгрупа та група; їх
iзоморфiзм та гомоморфiзм

1. а) Бiнарна операцiя множення дiйсних чисел; б) унарна операцiя пiд-
несення до кубу; в) унарна операцiя добування квадратного кореня; г) не
є операцiєю; д) нульарна операцiя видiлення одиницi; е) унарна операцiя
взяття оберненого числа. 2. Наприклад, для додавання:

+ 0 1 2 3 -1 -2
0 0 1 2 3 -1 -2
1 1 2 3 0 -1
2 2 3 1 0
3 3 2 1
-1 -1 0 1 2 -2
-2 -2 -1 0 1

3.

⊕ 0 1 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

4. а) алгебра висловлень з операцiями ∧,∨,∼; б) (N;<,
...); в)

(Z; +,−, ·;>,
...); г) множина Q з операцiями множення, взяття протиле-

жного числа, видiлення нуля i одиницi.
8. а) не гомоморфiзм; б) iзоморфiзм. 9. Напiвгрупа без нульового та

нейтрального елементiв. 10. Дивись §1.4. 11. а) Напiвгрупа, група, гру-
па, група; б) не напiвгрупа у всiх випадках; в) напiвгрупа, напiвгрупа,
група, група; г) напiвгрупа у всiх випадках; д) напiвгрупа; е) група.

13. f(1) = 1, f(n) = 0, якщо n > 1. 14. f(n)1 для парного n i f(n) =
−1 для непарного n. 15. а), б) – не гомоморфiзми, якщо елемент a ∈ G не
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є нейтральним; в) fa - iзоморфiзм. 16. а) 1 - нульовий лемент; б) 1 -
нейтральний елемент.

§ 2.2. Натуральнi числа. Метод математичної iндукцiї

1. Висновок невiрний. Метод неповної iндукцiї доцiльно застосовувати
на етапi вироблення гiпотези.

2. Врахуйте, що 6n = (n+ 1)3 + (−n)3 + (n− 1)3 + (−n)3.
3. (T1 ∧ (∀k ∈ N)(Tk → Tk+1))→ (∀n ∈ N)Tn.

4. (Tk0 ∧ (∀k ∈ N)(k0 6 k ∧ Tk → Tk+1))→ (∀n ∈ N)(k0 6 n→ Tn).
5. (Ta ∧ (∀k ∈ N)(a 6 k < b ∧ Tk → Tk+1))→ (∀n ∈ N)(a 6 n 6 b→ Tn).
6. (Tb ∧ (∀k ∈ N)(a 6 k < b ∧ Tk+1 → Tk))→ (∀n ∈ N)(a 6 n 6 b→ Tn).
7. Перехiд вiд k = 1 до k = 2 неможливо здiйснити. 8. n(n−3)

2 .
9. xn = 1

n . 10. n > 3. 11. n2 − n + 2. 12. При здiйсненнi кроку
iндукцiї розгляньте можливi варiанти оплати вартостi, що рiвна n.

13. n
2+n+2

2 . 14. n(n+1)(n+2)
6 . 28. m+n−k = 1. 29. 0, 1, 1, 2, 3, 5, · · ·.

30. T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1 i Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).
31. Розв’яжiть послiдовно такi задачi: 1) На скiльки частин дiлять пряму

n пар точок? (їх 2n+ 1). 2) На скiльки частин дiлять коло n пар точок, якi
розташованi на ньому? (їх 2n). 3) На скiльки частин дiлять площину n кiл,
кожнi два з яких перетинаються i розташованi на нiй? (їх n2 − n + 2). 4)
На скiльки частин дiлять сферу n кiл, кожнi два з яких перетинаються i

розташованi на нiй? (їх n2 − n+ 2). Остаточна вiдповiдь n(n2−3n+8)
3 .

32. 1
6n(n+ 1)(n+ 2). 33. а) n(n2+1)

2 ; б) (2n− 1)(n2 − n+ 1).

§ 2.3. Кiльце, поле та упорядковане поле

1. Кiльцями є: а), б), г), е), ж). Одиниця є в б), г), е), ж). 2. Полями є
е) та ж). 3. а), б), в),г) – не кiльця. 4. а) В кiльцi немає одиницi; б), г)
– оберненi елементи iснують тiльки для 1 i -1; е), ж) – оберненi елементи
iснують для всiх вiдмiнних вiд нуля чисел. 7. Перевiрте виконання вла-
стивостей монотонностi дадавання i множення. 9. Нi. 12. Кiльце, але не
поле. 13. Поле. 14. Найменше поле.

17. Кiльця, але не поля. 18. а)∅; б) -1 та −3 + 2
√

2; в) ∅; г) 3 −
√

2
та −1 +

√
2. 19. а) f(x) = (x, 0); б) f(x) = (x, 0). 20. f(0) = 0 i f(a) = 1

для всiх вiдмiнних вiд 0 чисел. 21. Якщо n = 5q + r, то f(n) = r̄. Якщо
n = 6q+ r, то f(n) = r̄. 22. Поставте у вiдповiднiсть кожному многочлену
його вiльний член. 34. Числа k i l повиннi бути взаємно простими.

§ 2.4. Поле комплексних чисел. Алгебраїчна форма комплексного
числа
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1. 1; -1; i; -i; -i; -1; -i; -1. Якщо n = 4q + r, i 0 6 r < 4, то in = ir.
2. а) (2i)n; б) 2in−1. 3. а) −238, 14

5 ; б) 0, 14
5 ; в) 2, 3

2 ; г) 1
2 , 0; д) 1, 0; е) 2, 0.

4. а) −4 + i; б) −4− i. 5. а) −4i; б) 4i. 6. R. 7. а) Im(z1) + Im(z2) = 0,
Im(z1) − Im(z2) = 0, Im(z1) · Re(z2) + Re(z1) · Im(z2) = 0, Re(z1)

Im(z1) =
Re(z2)
Im(z2) ; б) Re(z1) + Re(z2) = 0, Re(z1) − Re(z2) = 0, Re(z1)

Im(z1) = Im(z2)
Re(z2) та

z1z2 6= 0, Re(z1) ·Re(z2) + Im(z1) · Im(z2) = 0 та z1z2 6= 0.

8. а) Сума i добуток – завжди; рiзниця тодi, коли Im(z) = 0; частка
тодi, коли Re(z) · Im(z) = 0; б) сума i добуток – нiколи; рiзниця тодi, коли
Im(z) 6= 0; частка тодi, коли Re(z) · Im(z) 6= 0.

9. а) 1 + 18i; б) 4i; в) 10 − 11i; г) 4; д) 52i; е) 13−i
2 . 10. а) Im(z) = 0;

б) |z| = 2 − Re(z). 11. а) (2,-3); б) (3,-5). 12. а) z = 5 + Im(z)i; б)
z = 2 + i; в) z = − 1

2 (1 ±
√

5); г) ∅; д) z1,2 = 1
4 (1 + (−4 ±

√
7)i); е)

z1 = −1− i, z2 = 3− i. 13. а) 0, 1,− 1
2 ± i

√
3

2 ; б) 0,±1,±i. 14. а) z1 = i,
z2 = 1 + i; б) z1 = 2, z2 = 1− i; в) z1 = z2 = i, z1 = z2 = −i; г) z1 = 1− i,
z2 = i.

15.
√
a+ bi = ±

(√
a+
√
a2+b2

2 + i

√
−a+

√
a2+b2

2

)
, якщо b > 0;

√
a+ bi =

±
(√

a+
√
a2+b2

2 − i
√
−a+

√
a2+b2

2

)
, якщо b < 0 . 16. а)−1 + i,−4 − i; б)

1−i,−3+i; в) 3−7i
8 , 1+3i

8 ; г) −2i, −1+3i
2 . 25. t1 = (−

√
2

2 ,
√

2
2 ), t2 = (

√
2

2 ,−
√

2
2 ).

26. f(x + yi) = (x, 0) + (y, 0) ∗ (−
√

2
2 ,
√

2
2 ). 31. z3 + 1 = 0. 32. Не

виконується тiльки комутативнiсть операцiї ” · ”.

§ 2.5. Геометрична iнтерпретацiя та тригонометрична форма
комплексного числа

1. а),б) – в обох випадках сума та рiзниця чисел зобразяться дiагоналя-
ми квадрата, утвореного радiусами-векторами точок, якi зображають числа
z1 i z2. 2. а) 1, π2 ; б) 1, 11π

6 ; в) 5, π; г)
√

2, 7π
4 ; д) 2, 4π

3 ; е) 1, 3π
4 . 4. а) Ве-

ктори, що зображають числа z1 i z2, мають однаковий напрям; б) вектори,
що зображають числа z1 i z2, мають протилежний напрям. 5.
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6. а),б) – В прямокутному трикутнику гiпотенуза не менша за катет; в)
в прямокутному трикутнику гiпотенуза не бiльша за суму катетiв.

7. а) Сторона трикутника не менша за рiзницю двох iнших сторiн та не
бiльша за їх суму; б) сума квадратiв дiагоналей паралелограма рiвна сумi
квадратiв його сторiн; в) квадрат однiєї сторони трикутника дорiвнює сумi
квадратiв двох його iнших сторiн; г) дiагоналi паралелограма рiвнi.

8. в) cos 13π
12 + i sin 13π

12 ; г) 58(cos 8α+ i sin 8α), де α = − arccos 3
5 ;

д) cos 3π
2 + i sin 3π

2 ; е) 1√
2 sin π

5
(cos 11π

20 + i sin 11π
20 ); є) − 1

sinα (cosα+ i sinα);

ж) − 1
cosα (cos(π + α) + i sin(π + α)). 9. а) arg(z) ∈ (π, 2π);

б) arg(z) ∈ [0, π2 )∪ ( 3π
2 , 2π); в) arg(z) ∈ (π+ π

12 ,
3π
2 −

π
12 ); г) arg(z) ∈ (π2 ,

3π
2 ).

10. а) 2(cos( π12 + α) + i sin( π12 + α)); б) − 38

2971
√

3
(−1 + i

√
3); в)

− cos(α+β)
sin β (cos(2β−θ)+i sin(2β−θ)); г) 2n sinn α

2 (cosn(π2 −α)+i sinn(π2 −α));
д) 2n cosn α

2 (cosnα2 +i sinnα2 ); е) 42001. 11. а) −4; б) 2. 12. а) Якщо α 6= 0,
то arg(w) = π

2 + 3α
2 ; при α = 0 аргумент невизначений; б) якщо 0 6 α < π,

то arg(w) = 3α
2 ; якщо π < α < 2π, то arg(w) = 3α

2 + π; при α = π аргумент
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невизначений.
13. а) Re(z) < 0; б) Re(z) < 0 та Im(z) < 0; в) x0 < Re(z) < x0 + 2π, де

x0 ∈ R; г) |z− i| > 1. 14. а) 3
2 −2i; б) −1− i; в) i; г) розв’язкiв немає. 15.

а) 1+i; б) 6+8i, 6+17i; в) (−i,−i), (i, i); г) (1, 1). 16. а) |z+c|+|z−c| = 2a,
де c2 = a2−b2, a > b; б) |z+c|−|z−c| = 2a, де c2 = a2 +b2; в) z2− z̄2 = 4a2i;
г) |z − a||z + a| = a2.

17. а), б) – застосуйте метод математичної iндукцiї або подайте вираз
в дужках в тригонометричнiй формi. 18. Запишiть комплекснi числа в
алгебраїчнiй формi. 25. Використати формули Муавра та бiнома Ньютона
для обчислення числа (cosα + i sinα)n. 26. а) i б) зручно обчислювати
одночасно, використавши вираз виду S2+iS1; аналогiчно поступити з в) i г).
27. При обчисленнi даних сум пропонуємо застосувати формули Муавра та
бiнома Ньютона для обчислення степеня комплексного числа. Наприклад,
для а) i б) зручно взяти число z = 1 + i

√
3.

§ 2.6. Добування кореня з комплексного числа

1. а) 5; на одиничному колi, в вершинах правильного п’ятикутника, одна
з яких в точцi (1, 0); б) 4; на одиничному колi, в вершинах квадрата; в) 6;
на колi радiуса 2 з центром в початку координат, в вершинах правильного
шестикутника, одна з яких в точцi (2, 0); г) 4; на колi радiуса

√
2 з центром

в початку координат, в вершинах квадрата, одна з яких в точцi (1, 1). 2.
εk · εn−k = 1; лежать симетрично вiдносно осi Ox на одиничному колi. 3.
Кожен корiнь n-го степеня з числа 5 дорiвнює добутку дiйсного числа n

√
5

на один iз коренiв n-го степеня з одиницi. 4. а) z0 ∈ R; б) z0 = 0 або
z0 > 0, n = 1 або z0 > 0, n = 2; в) z0 6∈ R. 5. а) Нi; б) так. 6. Хибна.

7. z ∈ {±( 1
2 −

√
3

2 ),±(
√

3
2 + i

2 )}.
8. z ∈ {(2 + i)εk|εk = cos kπ3 + i sin kπ

3 , 0 6 k 6 5}. 9. 4 – п’ятого i 2 –
шостого степеня.

10. а) {−2(− 1
2 ±

√
3

2 )}; б) {±
√

2,
√

2(±1±
√

3}); в) zk = −εk, де εk корiнь
7-го степеня з одиницi; г) zk = cos 3π+4kπ

16 + i sin 3π+4kπ
16 , 0 6 k 6 7.

11. а) zk = 1
6√2

(cos 17π+24kπ
36 + i sin 17π+24kπ

36 ), 0 6 k 6 2;

б) {±(3− i
√

3),±(
√

3 + 3i)}; в) {±(
√

3 + i),±(1− i
√

3)};
г) zk = 1

12√2
(cos 19π+24kπ

72 + i sin 19π+24kπ
72 ), 0 6 k 6 5;

д) zk = 1
16√2

(cos 5π+24kπ
96 + i sin 5π+24kπ

96 ), 0 6 k 6 7;

е) zk =
√

2(cos (8k−1)π
32 + i sin (8k−1)π

32 ), 0 6 k 6 7;
є) zk = 2(cos (6k−1)π

30 + i sin (6k−1)π
30 ), 0 6 k 6 9;

ж) zk = n
√

2(cos (8k+1)π
4n + i sin (8k+1)π

4n ), 0 6 k 6 n.
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12. а) {−1 + i, 1+
√

3
2 +

√
3−1
2 i, 1−

√
3

2 − 1+
√

3
2 i};

б) {2− i+ 3
√

4(cos π
18 + i sin π

18 )εk1 |ε1 = − 1
2 +

√
3

2 i, 0 6 k 6 2};
в) { 16

√
2(cos π

32 + i sin π
32 )εk1 |ε1 =

√
2

2 +
√

2
2 i, 0 6 k 6 7};

г) {i+ 8
√

2(cos π
16 + i sin π

16 )εk1 |ε1 = i, 0 6 k 6 3}.
13. а) cos 2

5π = 1
4 (
√

5− 1), sin 2
5π = 1

4

√
10 + 2

√
5;

б) cos 4
5π = − 1

4 (
√

5 + 1), sin 4
5π = 1

4

√
10− 2

√
5.

14. а) zk = cos (2k+1)π
7 + i sin (2k+1)π

n , 0 6 k 6 6;
б) zk = cos kπ4 + i sin kπ

4 , 0 6 k 6 7.
15. а) Якщо n = 1, то z = 1; якщо n = 2, то z ∈ R; якщо n > 2, то

zk = 2(cos 2kπ
n + i sin 2kπ

n ), 0 6 k 6 n− 1; б) zk = i ctg kπ
n , 0 6 k 6 n− 1;

в) zk = ctg kπ
n , 0 6 k 6 n−1; г) zk = a√

2(cos 2kπ
n +i sin 2kπ

n )−1
, 0 6 k 6 n−1.

16.

· ε0 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5

ε0 ε0 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5

ε1 ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε0

ε2 ε2 ε3 ε4 ε5 ε0 ε1

ε3 ε3 ε4 ε5 ε0 ε1 ε2

ε4 ε4 ε5 ε0 ε1 ε2 ε3

ε5 ε5 ε0 ε1 ε2 ε3 ε4

17. а) 0; -1; б) 0; 1; в) 0; 1; г) 0;

(−1)k−1. 18. z = 3, якщо n
... 3 i z = 0 – в противному випадку. 19. а)

Немає; б) ε5, ε10; в) ε3, ε6, ε9, ε12; г) немає. 21. а) 1; 1; б) -1; 1;
в) cos 2π

15 + cos 4π
15 + cos 8π

15 + cos 14π
15 + cos 16π

15 + cos 22π
15 + cos 26π

15 + cos 28π
15 ; 1;

г)
∑

cos 2kπ
n , де (k, n) = 1 i 0 6 k 6 n− 1; 1.

31. а) 0, якщо k 6
...n i n, якщо k

...n; б) 2
1−ε ; в) −

n
1−ε , якщо ε 6= 1, i

n(n+1)
2 , якщо ε = 1; г) −n

2(1−ε)+2n
(1−ε)2 , якщо ε 6= 1, i n(n+1)(2n+1)

6 , якщо ε = 1.

Роздiл 3: Сиситеми лiнiйних рiвнянь

§ 3.1. Системи лiнiйних рiвнянь та їх елементарнi перетворення.
Поняття матрицi. Метод Гаусса

1. а) Нi; б) так; в) так; г) так. 2. Так. 3. Так. 4. Так.
5. а) x1 = 1, x2 = −1, x3 = 3; б) x3 = 2x2−x1, x4 = 1, x1, x2 ∈ R;

в) x1 = 2− x4, x2 = −3 + x4, x3 = 1− x4, x4 ∈ R; г) x1 = 1, x2 =
2, x3 = −2; д) система несумiсна; е) x1 = x2 = x3 = x4 = 0; є)
x1 = 7

6x5 − x3, x2 = 5
6x5 + x3, x4 = x5

3 , x3, x5 ∈ R; ж) x1 = 14 −
79
4 x4 − 9

4x3, x2 = 12 − 69
4 −

7
4x3, x5 = −4 + 6x4, x3, x4 ∈ R; з) x ∈
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{1,−1}, y ∈ {2,−2}, z ∈ {3,−3}; к) x1 = 3, y1 = 4; x2 = −3, y2 =
−4; л) x1 = 16− 83

4 x4, x2 = 12− 69
4 x4, x3 = 0, x4 ∈ R, x5 = 6x4 − 4.

6. x1 = 1, x2 = 2, x3 = 1 – у полi Z3; x1 = 1, x2 = 4, x3 = 1 –
у полi Z5. 7. Система несумiсна у полi Z5; x1 = 1, x2 = 6, x3 = 3 – у
полi Z7. 8. Система несумiсна як в полi Z3, так i в полi Z7.

9. а) x1 = i, x2 = 2i, x3 = 3; б) система несумiсна. 10. a 6=
−1. 11. a ∈ {−1

4 , 0}. 12. a = 5. 13. Якщо (λ − 1)(λ + 2) 6= 0, то x1 =
λ+1
λ+2 , x2 = 1

λ+2 , x3 = (λ+1)2

λ+2 ; якщо λ = 1, то загальним розв’язком
системи буде x1 = 1 − x2 − x3, де x2, x3 ∈ R; якщо λ = −1, то система
розв’язкiв не має. 16. x1 = a−c2

a−b , x2 = c2−c3
a−b , x3 = c3−c1

a−b , x4 = c4−b
a−b .

Вiд 2-го, 3-го, 4-го рiвнянь вiдняти 1-ше рiвняння помножене на b.
17. x1 = x2 = x3 = x4 = 1

λ+3 . До першого рiвняння додати останнi i пе-
ретворене перше рiвняння вiдняти вiд 2-го, 3-го, 4-го рiвнянь, помножених
на λ+ 3 (послiдовно).

18. Наприклад, якщо D = abc− a− b− c+ 2 6= 0, то система має єдиний
розв’язок: x1 = abc−2bc+b+c−a

D , x2 = abc−2ac+a+c−b
D , x3 = abc−2ab+a+b−c

D .

§ 3.2. Арифметичний векторний простiр. Лiнiйна залежнiсть векторiв

1. а) 8; б) 27; в) 125; г) нескiнченна множина. 2. а) Лiнiйно залежна; б)
лiнiйно залежна; в) лiнiйно незалежна; г) лiнiйно незалежна. 3. а) вектор
є нульовим (ненульовим); б) вектори колiнеарнi (неколiнеарнi); в) вектори
компланарнi (некомпланарнi); г) хоча б три вектори лежать в однiй площинi
або один з векторiв колiнеарний до суми трьох iнших (таких векторiв не-

має). 4. а)


1 1 1 1 1
2 1 0 3 3
1 0 1 1 0
3 2 1 0 2

 ;

~a1 = (1, 1, 1, 1),~a2 = (2, 1, 0, 3),~a3 = (1, 0, 1, 1),~a4 = (3, 2, 1, 0);
~p1 = (1, 2, 1, 3), ~p2 = (1, 1, 0, 2), ~p3 = (1, 0, 1, 1), ~p4 = (1, 3, 1, 0),~b = (1, 3, 0, 2);
~x = (x1, x2, x3, x4).

б)


2 0 1 0
3 1 −2 0
4 −1 0 0
5 −2 5 0

 ;

~a1 = (2, 0, 1),~a2 = (3, 1,−2),~a3 = (4,−1, 0),~a4 = (5,−2, 5),
~p1 = (2, 3, 4, 5), ~p2 = (0, 1,−1,−2), ~p3 = (1,−2, 0, 5),~b = (0, 0, 0, 0), ~x =
(x1, x2, x3).

5. а) x1(2, 1, 4) + x2(−3, 1,−3) + x3(1, 1,−2) = (−1, 6,−8);
б) x1(2, 6, 4) + x2(−1,−1,−2) + x3(3, 1,−2) + x4(−7,−4, 4) = (5,−1, 3).
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6. а)
{
−2x1 − x2 − 2x3 = 5,

3x1 + x2 − 4x3 = 4;

б)


x1 + x2 + x3 = 5,

3x1 + 2x2 + x3 = −4,
x2 + 2x3 = 0,

5x1 + 4x2 + 3x3 = 2.
7. а) ~x = (0, 0,−1); б) ~x = (3, 1,−1,−9, 0). 8. а) ~x = (0, 3,−1); б)

~x = (8+
√

2, 0,−9, 4); в) ~x = (−2, 12,−17); г) ~x = ( 1
2 sin 3α, 1

2 ,
1
2 cos 3α). 9.

а) Так; б) нi; в) нi; г) нi. 10. а) Лiнiйно незалежна; б) лiнiйно залежна;
в) лiнiйно незалежна; г) лiнiйно залежна. 11. а) −5~a1 + 2~a2 + ~a3 = ~o; б)
~a1 + 3~a2 + ~a3 = ~o; в) ~a1 + 2~a2 + ~a3 − ~a4 = ~o; г) −3~a1 + ~a2 + 2~a3 = ~o.

12. а) Так; б) так. 13. αδ − βγ = 0. 14. а) λ = 15; б) λ ∈ R; в) λ ∈ R;
г) λ 6= 12. 15. ~a1,~a2;~a1,~a4;~a2,~a3;~a2,~a4. 16. а) 6; б) 32; в) 56; г) 264.

23. Припустимо, що iснує єдиний набiр коефiцiєнтiв λ1, λ2, . . . , λk та-
ких, що ~a = λ1~a1 +λ2~a2 + · · ·+λk~ak i система ~a1,~a2, . . . ,~ak лiнiйно залежна.
Тодi ~ai лiнiйно виражається через вектори ~a1,~a2, . . . ,~ai−1,~ai+1, . . . ,~ak. От-
же, ~a лiнiйно виражається через вектори ~a1,~a2, . . . ,~ai−1,~ai+1, . . . ,~ak, що
суперечить умовi.
24.Має мiсце рiвнiсть α3(α1~a1−α2~a2)+α2(α3~a2−α1~a3)+α1(α2~a3−α3~a1) =
~o.

§ 3.3. Ранг i базис скiнченної системи векторiв. Ранг матрицi

1. 0,1,2. 2. 1,2,3. 3. Так. 4. а) Так; б) нi. 5. Так. 6. а) Пряма, що
проходить через початок координат i точку (α1, α2); б) всi точки площини.

7. а) Точка O (початок координат); б) пряма, що проходить через початок
координат i точку (α1, α2, α3); в) площина, що проходить через початок
координат i точки A(α1, α2, α3), B(β1, β2, β3); г) всi точки простору.

9. ~a1,~a2; ~a1,~a3; ~a2,~a3, де ~a1 = (0, 1), ~a2 = (1, 0), ~a3 = (1, 1).
12. а) 3; б) 4; в) 4; г) 2; д) 4; е) якщо λ = 0, то ранг дорiвнює 3; якщо

λ 6= 0, то ранг дорiвнює 4 .
13. Якщо λ = 3, то ранг дорiвнює 2; при λ 6= 3 ранг рiвний 3.
14. а) При λ = ±3 ранг рiвний 3; при рештi значень λ ранг рiвний 4; б)

при λ = 1 ранг рiвний 1; при рештi значень λ ранг рiвний 4.
15. Якщо λ = 0, то ранг дорiвнює 2; якщо λ 6= 0, то ранг дорiвнює 3.
16. а) 2; б) 3; в) 4; г) Якщо α = β = γ, то ранг дорiвнює 1; якщо з трьох

чисел α, β, γ тiльки два числа рiвнi мiж собою, то ранг рiвний 2; якщо всi
три числа α, β, γ попарно рiзнi, то ранг рiвний 3.

17. Наприклад, а) ~a1,~a2; б) ~a1,~a2,~a4. 18. Так; так.
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19. а) Базис ~a1,~a2, −~a3 = 21
20~a1 + 17

20~a2, ~a4 = 11
20~a1 + 7

20~a2; б) базис
~a1,~a2,~a3, ~a4 = 17

31~a1 + 77
31~a2− 20

31~a3; в) базис ~a3,~a4, ~a1 = ~a3 +~a4, ~a2 =
~a3 + 2~a4; г) базис ~a1,~a2, ~a3 = 3

7~a1 + 2
7~a2, ~a4 = 1

4~a1 + ~a2. 26. Нi.
29. Один вектор системи нульовий, а останнi лiнiйно незалежнi. 30.

Пiдсистема r векторiв лiнiйно незалежна, а останнi вектори системи нульо-
вi.

§ 3.4. Сумiснiсть та визначенiсть системи лiнiйних рiвнянь

1. а) Ранги рiвнi; б) ранг розширеної матрицi бiльший за ранг основної.
2. Ранг матрицi системи. 3. а) Ранг розширеної матрицi бiльший за ранг
основної матрицi системи; б) ранг основної i розширеної матрицi рiвний
числу невiдомих; в) ранг основної i розширеної матрицi рiвний деякому
числу, яке менше числа невiдомих. 4. Так. Тут по двi вiльних змiнних та
залежнiсть мiж вiльними i основними змiнними однакова.

5. а) Тiльки тодi, коли ранг матрицi

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 менший 3; б) ранг a1 b1
a2 b2
a3 b3

 рiвний рангу

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 i рiвний 2.

6. Тiльки тодi, коли коли ранг матрицi


a1 b1 c1
a2 b2 c2
. . . . . . . . .
an bn cn

 менший 3.

7. а) Тiльки тодi, коли ранг матрицi


A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

. . . . . . . . . . . .
An Bn Cn Dn

 менший 4;

б) тiльки тодi, коли ранг цiєї ж матрицi менший 3.
9. а) В Q : x1 = x3 = 1

2 , x2 = 0; в Z5 : x1 = x3 = 3, x2 = 0; в Z2,Z :
розв’язкiв немає; б) в Q,Z5,Z : x1 = 1, x3 = x2 = 0; в Z2 : x1 = 1+x3+x2,
де x2, x3 ∈ Z2.

10. а) Система сумiсна, визначена; б) сумiсна, визначена; в) сумiсна,
невизначена; г) несумiсна; д) сумiсна, невизначена, якщо λ ∈ {0, 7}; сумiсна
визначена, якщо λ 6∈ {0, 7}.

11. а) При λ ∈ {2,−2}; б) при λ ∈ {2, 6}.
12. а) Система сумiсна при будь-якому значеннi λ. При λ = 8 за-

гальний розв’язок має вигляд x2 = 4 + 2x1 − 2x4, x3 = 3 − 2x4, де
x1, x4 - довiльнi змiннi. При λ 6= 8 загальний розв’язок має вигляд x1 =
0, x2 = 4 − 2x4, x3 = 3 − 2x4, де x4 - вiльна змiнна. б) При λ = 1
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система несумiсна. При λ 6∈ {0, 1} система сумiсна i її загальний розв’язок
x1 = 43−8λ

8−8λ −
9
8x3, x2 = 9λ−16

5λ − 8
5x3, x4 = 1

λ , де x3 – вiльна змiнна. При
λ = 0 система сумiсна, невизначена: x1 = 15−9x3

8 , x2 = 1+x3
4 , x4 = −1,

де x3 – вiльна змiнна.
13. а) При λ = 1 система сумiсна, невизначена: x1 = 1−x2−x3, де x2, x3

– вiльнi змiннi. При λ = −2 система несумiсна. При λ 6∈ {1,−2} система
сумiсна, визначена: x1 = x2 = x3 = 1

λ+2 . б) При λ = 1 система сумiсна,
невизначена;загальний розв’язок x1 = −x2 − x3, де x2, x3 – вiльнi змiннi;
при λ = −2 система сумiсна, невизначена;загальний розв’язок x1 = x3, x2 =
x3, де x3 – вiльна змiнна. При λ 6∈ {1,−2} система сумiсна i має єдиний
нульовий розв’язок. в) При λ 6∈ {1,−3} система має єдиний розв’язок x1 =
x2 = x3 = x4 = 1

λ+3 . При λ = 1 система сумiсна, невизначена; її загальний
розв’язок має вигляд x1 = 1 − x2 − x3 − x4, де x2, x3, x4 – вiльнi змiннi.
При λ = −3 система несумiсна. г) При λ = 0 система несумiсна. При λ = 1
система сумiсна, невизначена; загальний розв’язок x1 = −4 − x4, x2 =
2, x3 = 3, де x4 – вiльна змiнна. При λ 6∈ {0, 1} система визначена i
x1 = 0, x2 = 2

λ , x3 = 3
λ , x4 = λ−5

λ .

14. Нi, системи рiвностей не рiвносильнi. 18. В обох випадках необ-
хiдною i достатньою умовою є вимога, щоб система була однорiдною. 22.
а) Якщо p = 2, то система несумiсна; якщо p 6= 2, то система має єдиний
розв’язок; б) якщо p = 3, то система несумiсна; якщо p 6= 3, то система має
єдиний розв’язок.

§ 3.5. Властивостi розв’язкiв однорiдної та неоднорiдної систем
лiнiйних рiвнянь

1. Тому, що кожна з них є базисом пiдпростору розв’язкiв даної системи
рiвнянь. 2. Мiстить n − r лiнiйно незалежних розв’язкiв, де n – число
невiдомих системи, r – ранг її матрицi. 3. ~x = ~a + λ1~a1 + λ2~a2 + · · · +
λn−r~an−r, де ~a – один iз розв’язкiв даної системи, ~x – її загальний розв’язок,
~a1,~a2, . . . ,~an−r – фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдної однорiдної
системи, λ1, λ2, . . . , λn−r ∈ R, n – число невiдомих системи, r – ранг її
матрицi.

4. а) ~x = (x1, x2, x3, x4) де x1, x2, x3, x4 ∈ R; ~a1 = (1, 0, 0, 0), ~a2 =
(0, 1, 0, 0), ~a3 = (0, 0, 1, 0), ~a4 = (0, 0, 0, 1);

б) ~x = (−x2 − x3 − x4, x2, x3, x4), x2, x3, x4 ∈ R; ~a1 = (−1, 1, 0, 0), ~a2 =
(−1, 0, 1, 0), ~a3 = (−1, 0, 0, 1).

5. Один. 6. ~a2 = (1̄, 1̄, 0̄). 7. ~a = (0̄, 2̄, 1̄). 8. ~a2 = (1̄, 0̄, 2̄), ~a2 =
(1̄, 2̄, 0̄) .
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9. ~a = (1, 2, 1,−1). 10.

 x1 + x2 − 2x3 + x4 = 0,
x1 − x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + x2 − 4x3 − x4 = 2.

11. а) ~x = (λ1, λ2,−3λ1 − 3λ2, 2λ1 + 2λ2), λ1, λ2 ∈ R; ~a1 = (1, 0,−3, 2),
~a2 = (0, 1,−3, 2); б) ~x = (17λ,−25λ, 5λ, 18λ), λ ∈ R; ~a = (17,−25, 5, 18);
в) ~x = (2x3 + 8x4,−x3 − 2x4, x3, x4), x3, x4 ∈ R; ~a1 = (2,−1, 1, 0), ~a2 =
(8,−2, 0, 1); г) ~x = (8x3−7x4,−6x3+5x4, x3, x4), x3, x4 ∈ R; ~a1 = (8,−6, 1, 0),
~a2 = (−7, 5, 0, 1); д) фундаментальної системи не iснує, система має лише
один нульовий розв’язок; е) ~x = (x2, x2,−x2, x2), x2 ∈ R; ~a = (1, 1,−1, 1);
є) ~x = (x3 + x4 + 5x5,−2x3 − 2x4 − 6x5, x3, x4, x5), x3, x4, x5 ∈ R; ~a1 =
(1,−2, 1, 0, 0), ~a2 = (1,−2, 0, 1, 0), ~a3 = (5, 6, 0, 0, 1); ж) якщо λ = 0, то
~x = (x1, x2, x3, x4), x1, x2, x3, x4 ∈ R; ~a1 = (1, 0, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 0, 0),
~a3 = (0, 0, 1, 0), ~a4 = (0, 0, 0, 1); якщо ж λ 6= 0, то ~x = (−3x3 − 4x4,−2x3 −
2x4, x3, x4), x3, x4 ∈ R; ~a1 = (−3,−2, 1, 0), ~a2 = (−4,−3, 0, 1); з) якщо
λ = −1, то ~x = (0, x2, 0, 0), x2 ∈ R, ~a = (0, 1, 0, 0); якщо λ = −2,
то ~x = (x1,−2x1 − 2x3 − 2x4, x3, x4), x1, x3, x4 ∈ R; ~a1 = (1,−2, 0, 0),
~a2 = (0,−2, 1, 0), ~a3 = (0,−2, 0, 1); якщо λ 6∈ {−1,−2}, то фундаменталь-
ної системи розв’язкiв не iснує.

12. а) ~a = (−8, 13, 6,−7); б) ~a1 = (1, 0, 0,−1), ~a2 = (0, 1, 0,− 3
2 );

в) ~a1 = (1, 1, 0, 0), ~a2 = (0, 0, 1, 0), ~a3 = (0, 0, 0, 1); г) ~a1 = (1, 0, 0, 0), ~a2 =
(0, 1, 0, 0), ~a3 = (0, 0, 1, 0), ~a4 = (0, 0, 0, 1).

13. ~x = (1 + 2λ1−λ2, 3λ1,−3 +λ1, 2 +λ2), λ1, λ2 ∈ R або ~y = ( 2
3x2−x4 +

3, x2,
1
3x2, x4), x2, x4 ∈ R.

14. а) ~x = 1
11 (9x4+20, 17x4−6, 19x4−8, x4), x4 ∈ R; ~a = 1

11 (20,−6,−8, 0);
б) ~x = (3x4−2, 3−2x4, 1, x4, 0) , ~a = (1, 1, 1, 1, 0); в) ~x = (−1+x3 +2x4,−3+
x3 + 2x4, x3, x4), x3, x4 ∈ R; ~a = (0,−2, 1, 0); г) ~x = 1

4 (4− 9x3−x4− 13x5, 4−
7x3 − 3x4 − 11x5, 4x3, 4x4, 4x5), x3, x4, x5 ∈ R; ~a = (1, 1, 0, 0, 0).

15. а) Якщо λ = −3, то система несумiсна; якщо λ 6= −3, то ~a =
(− 1

λ+3 ,
4λ+11
3(λ+3) ,−

λ+11
3(λ+3) ); б) якщо λ = 1, то система несумiсна; якщо λ =

−2, то ~x = (−1 + x3,−1 + x3, x3), x3 ∈ R; якщо λ 6∈ {1,−2}, то ~a =
(− 1

λ−1 ,−
1

λ−1 ,
2

λ−1 );
в) якщо λ 6= 4, то система несумiсна; якщо λ = 4, то ~x = (x1, 3x1 −

27x4 + 1, 9x4 − 7, x4), x1, x4 ∈ R; г) якщо λ = 3, то система несумiсна;
якщо λ = 1, то ~x = (1 − x2 − x3, x2, x3), x2, x3 ∈ R; якщо λ 6∈ {1, 3}, то
~a = (−1, λ−4

λ−3 ,−
1

λ−3 ).

16. а) Наприклад,
{
x1 + x2 + 4x3 − 14x4 = 0,
x1 − x2 − 2x3 + 6x4 = 0. Щоб

отримати вiдповiдь б), потрiбно до приведеної системи приписати ще одне
рiвняння, яке є лiнiйною комбiнацiєю рiвнянь названої системи.
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20. Показати, що цi системи не еквiвалентнi. 23. Рядки матрицi A не
утворюють, рядки матрицi B утворюють.

Роздiл 4: Матрицi та визначники

§ 4.1. Операцiї над матрицями

1. а) A+ B, λA i A · B – m×m-матрицi; б) λA – m× n-матриця; A · B
– m× p-матриця; A+B – не iснує; в) λA – m× n-матриця; A ·B i A+B –
не iснують; г) λA – 1× n-матриця; A+B – не iснує; A ·B є 1× 1-матриця.

2. а)

 −1 −9 −10
0 −1 −1
0 0 −1

; б) ( 2 1 1
−9 8 −9

)
. 3. Всi квадратнi матрицi

другого порядку. 4. Всi квадратнi матрицi виду
(
a a
a a

)
.

5. а) AB =
(

0 −7
0 7

)
, BA =

(
−1 −4

2 8

)
; б) AB =

(
−7 −8
−14 −16

)
,

BA =
(

10 −15
22 −33

)
; в) AB =

(
0 0
0 0

)
, BA =

(
−6 9
−4 6

)
; г) AB =

BA =
(

0 2
0 0

)
; д) AB =

 2 4 6
1 2 3
3 6 9

 ; BA =
(

13
)
. 6. (AB)C =

A(BC) =

 −210
−12

11

. 7. f(A) =
(

2 2
2 2

)
.

8. а), б) – Обидвi множини є комутативними кiльцями з одиницею; в)
вiдносно додавання – абелева група, а вiдносно множення дана множина не
є замкнутою i тому всi властивостi кiльця, пов’язанi з множенням, не мають
мiсця; г) некомутативне кiльце без одиницi.

9. а) C =
(

2 0 0
2 2 3

)
; б) C =

(
4 2 0
0 4 0

)
.

10. а) AB = BA =
(

cos(α+ β) − sin(α+ β)
sin(α+ β) cos(α+ β)

)
; б) AB =

(
0 0
0 0

)
,

BA =


−4 6 0 2
−3 28 −2 2

4 −1 4 −3
1 6 6 −2

 . 11.

 2 −3 −1
12 −18 −6
−4 6 2

 .

12. а) f(A) =

 12 3 10
6 5 11
9 7 10

 ; б) f(A) =

 5 5 −8
−5 3 10
11 −5 −6

 .
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13. а)
(

2n n2n−1

0 2n

)
; б)

(
1 0
n 1

)
; в)

(
an 0

0 bn

)
; г)

(
an nan

0 an

)
;

д)
(

cosnϕ − sinnϕ
sinnϕ cosnϕ

)
; е)

 0 0 2n

0 an 0
2n 0 0

 ; є)


1 0 0 0
0 2n 0 0
0 0 3n 0
0 0 0 4n

 ;

ж) ( sin 2α
2 )n · E. 14. а)

(
a 0
b a

)
; б)

 a b c
0 a b
0 0 a

; в)
 a 0 0

0 b 0
0 0 c

; г) a 0 c
0 b 0
c 0 a

. 15. а) X =
(

ab b2

−a2 −ab

)
; б) X1,2 =

(
±
√

2 0
0 ±

√
2

)
,

Y =
(
a 2−a2

b
b −a

)
, де a, b ∈ R.

§ 4.2. Оборотнi матрицi. Елементарнi матрицi та їх застосування

1. а) Так; б) так; в) нi; г) так. 2. а) Так; б) так; в) нi; г) так. 3. Нi.
4. Так. 5. Так. 7. а) Нi; б) так; в) так; г) нi.

8. а) A−1 = 1
10

(
−4 3

2 1

)
; б) A−1 =

(
2 −1
3 −2

)
;

в) A−1 =
(

cosα sinα
− sinα cosα

)
; г) A−1 = 1

ad−bc

(
d −b
−c a

)
.

9. а) Всi елементи другого рядка помножаться на 3; всi елементи другого
стовпця помножаться на 3; б) до другого рядка додасться четвертий, помно-
жений на 5; до четвертого стовпця додасться другий, помножений на 5.
10. Потрiбно дану матрицю помножити злiва (справа) на матрицю

1 1 1 . . . 1 1
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1

 (


1 0 0 . . . 0 0
1 1 0 . . . 0 0
1 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 . . . 1 0
1 0 0 . . . 0 1

). 11.

а) Так; б) нi. 12. а)

 1 −2 7
0 1 −2
0 0 1

; б)


1 −3 11 −38
0 1 −2 7
0 0 1 −2
0 0 0 1

;

в) 1
9

 1 2 2
2 1 −2
2 −2 1

; г) 1
4


−2 0 0 0
−3 2 0 0
25 −14 12 −16
−19 10 −8 12

.
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13. а) X =
(
−3 −6

2 4

)
; б) розв’язку немає; в) X = 1

17

(
2 5
9 14

)
;

г) X =
(

24 13
−34 −13

)
; д) X =

 35 32 49
15 14 22
31 29 48

 ;

е) X =

 1 1 1
1 2 3
2 3 1

 . 14. а) ~x = (1,−2, 3); б) ~x = (−1, 1, 2);

в) ~x = (1, 2, 2, 0); г) ~x = (1, 2, 3, 4). 15. а) f(A) = 1
19

 7 28 8
20 23 12
4 16 −9

;
б) f(A) =

 4 −7 6
1 −2 5
−4 13 −11

. 22.

а)


1 −1 0 . . . 0 0
0 1 −1 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 −1
0 0 0 . . . 0 1

 ; б)


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 −1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 −1 . . . 0 0

 ;

в) 1
2


1 1

2
1
4 . . . 1

2n−1

0 1 1
2 . . . 1

2n−2

0 0 1 . . . 2n−4

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ; д)


1 1 2 . . . 2n−2

0 1 1 . . . 2n−3

0 0 1 . . . 2n−4

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 ;

г)


n (n− 1) (n− 2) . . . 2 1

(n− 1) (n− 1) (n− 2) . . . 2 1
(n− 2) (n− 2) (n− 2) . . . 2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
2 2 2 . . . 2 1
1 1 1 . . . 1 1

 ;

е) 1
an


an−1 −ban−2 −b(a− b)an−3 . . . −b(a− b)an−2

0 an−1 an−2 . . . −ba(a− b)an−3

0 0 an−1 . . . −ba2(a− b)an−4

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . an−1

 ;
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є)


1 0 0 . . . 0 0
−a 1 0 . . . 0 0
a2 −a 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(−a)n−1 (−a)n−2 (−a)n−3 . . . −a 1

 ; ж)


1 −a a2 . . . (−a)n−1

0 1 −a . . . (−a)n−2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −a
0 0 0 . . . 1

 ; з) 1
a


(2− n) 1 1 . . . 1

1 −1 0 . . . 0
1 0 −1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 . . . −1

 ;

i) 1
(n−1)a


(2− n) 1 1 . . . 1

1 (2− n) 1 . . . 1
1 1 (2− n) . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . (2− n)

 . 24.


1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

 . 26. а) X =
(

1 2
−1 0

)
, Y =

(
1 1
−2 1

)
; б)

X =
(

1 1
1 1

)
, Y =

(
0 1
1 0

)
. 27. б)


1 −1 0 . . . 0 0
−1 2 −1 . . . 0 0

0 −1 2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 . . . −1 2

 .

§ 4.3. Пiдстановки. Визначники другого i третього порядку та їх
застосування

1. а) 8; б) 14. 2. а) 3; б) 6. 3. а) i = 8, k = 3; б)
i = 3, k = 6. 4. а) три перестановки: 132, 213, 321; б)
12 перестановок: 2134, 1324, 1243, . . . , 4231. 5. а) парна; ϕ−1 =(

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 1 2

)
; б) парна; ϕ−1 =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 2 7 6 4 1 3

)
.

6. A3 =
{
e, ϕ1 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, ϕ2 =

(
1 2 3
2 3 1

)}
. 7.

а) ψ ◦ ϕ =
(

1 2 3 4 5
5 4 3 1 2

)
, ϕ ◦ ψ =

(
1 2 3 4 5
4 3 1 2 5

)
;

б) ψ ◦ ϕ =
(

1 2 3 4 5 6
3 1 6 2 5 4

)
, ϕ ◦ ψ =

(
1 2 3 4 5 6
4 1 3 5 6 2

)
.
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8. а) 6; б) 2; в) −1; г) −35 · 65; д) a2 + b2; е) − sinα. 9. а) x = ±2;
б) x = y = 0. 10. Нi. 11. а) x = 3, y = −1; б) x = 2, y = −3.

13. а) Змiнить тiльки знак на протилежний; б), в) – не
змiниться; г) стане спряженим до попереднього. 14. а) n(n −
1); б) n(n+1)

2 ; в) n(n − 1); г) 3n2−n
2 . 15. {0, 1, 2, . . . , n(n−1)

2 }. 16.

S3 = A3 ∪
{
ϕ3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, ϕ4 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, ϕ5 =

(
1 2 3
1 3 2

)}
.

◦ e ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5

e e ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5

ϕ1 ϕ1 ϕ2 e ϕ5 ϕ3 ϕ4

ϕ2 ϕ2 e ϕ1 ϕ4 ϕ5 ϕ3

ϕ3 ϕ3 ϕ4 ϕ5 e ϕ1 ϕ2

ϕ4 ϕ4 ϕ5 ϕ3 ϕ2 e ϕ1

ϕ5 ϕ5 ϕ3 ϕ4 ϕ1 ϕ2 e

17. а) 2; б) 0; в) 8; г) 672; д) 0; е)

− 3
2 (1 + i

√
3). 18. а) {1,− 1

2 (1 ± i
√

3)}; б) якщо ab + bc + ac 6= 0, то x = 0;
якщо ab+ bc+ ac = 0, то x – довiльне число.

19. а) x = − 38
7 , y = 36

7 ; б) x = 1+2i
10 , y = 3

20 (1 + 7i); в) x1 = 14α,
x2 = 5α, x3 = 13α; г) x1 = 2α, x2 = α, x3 = α, де α ∈ R. 20. а) x = 3,
y = −2, z = 2; б) x = 1, y = 2, z = −1. 22. а) S = 15

2 ; б) S = 2. 23.
а) 0,±2; б) 0,±1; в) 0,±2. 24. а) Якщо всi елементи рiвнi тiльки 1 або
тiльки −1, то визначник рiвний 0. Нехай серед елементiв визначника є 1
та −1. Тодi визначник буде рiвним одному з чисел 0,±4. б) 0,±1,±2; в)
0,±i,±2i. 33. а) α2 + β2 + γ2 + 1; б) 0.

34. а) Якщо λ 6∈ {−4, 8}, то система має єдиний розв’язок x = − 1
λ−8 = y;

якщо λ = 8, то система розв’язкiв не має; якщо λ = −4, то система має
безлiч розв’язкiв; б) якщо λ 6∈ {−2, 10}, то система має єдиний розв’язок
x = 7−4λ

(λ−2)(λ−10) , y = −λ−23
(λ−2)(λ−10) ; якщо λ ∈ {−2, 10}, то система розв’яз-

кiв не має.

§ 4.4. Визначник n-ого порядку та його властивостi

1. плюс, плюс. 2. а) 5, плюс; б) 7, плюс; д) n, (−1)n−1;
е) n, (−1)

(n−1)(n−2)
2 . 3. a11a24a32a43; a14a23a32a41; a13a21a32a44. 4.

10a4;−5a3. 5. а) i = 1, j = 6, k = 2; б) i = 5, j = 3, k = 7. 6. a)
an−j+1,n−i+1; б) an−i+1,n−j+1. 7. Якщо n парне, то k = n2

2 , l = n2

2 ; якщо n

непарне, то k = n2+1
2 , l = n2−1

2 . 8. а) плюс; б) (−1)
n(n−1)

2 . 9. а) помножи-
ться на (−1)n; б) не змiниться; в) збiльшиться в (n!)2 раз; г) не змiниться;
д) не змiниться; е) стане комплексно-спряженим до даного. 10. а), в), г)
– не змiниться; б) помножиться на (−1)

n(n−1)
2 . 11. а) помножиться на
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(−1)n−1; б) помножиться на (−1)
n(n−1)

2 . 12. а), б) не змiниться; в) стане
рiвним нулю; г) при парному n стане рiвним нулю, а при непарному n -
подвоїться.

13. 20. 14. а) (n−1)!(n−1); б) (n−1)!(n−j). 15. а) (−1)
(n−1)(n−2)

2 2n;
б) (−1)

n(n−1)
2 a1na2,n−1 · · · an1; в) 0; г) 60; д) 23; е) 0; є) n!; ж) 0. 16. а)

{2,−3, 4}; б) {0, 3,−3}; в) {−2, 3, 4, 5}; г) {1, 2, . . . , n}; д) {a1, a2, . . . , an}; е)
{0, 1, . . . , n− 1}; є) {a1, a2, . . . , an−1}; ж) {1, 2, . . . , n− 1}. 17. а) 37; б) 35;
в) 0; г) 0; д) 0; е) 4!; є) 665; ж) 1875. 18. а) 0; б) 2n−1. 26. 0.

27. 4 sin4 ϕ. 30. а) 4; б) 2.

§ 4.5. Мiнори i алгебраїчнi доповнення та їх зв’язок з рангом матрицi

1. M11 = 12; M12 = 8; M13 = 8; M21 = −5; M22 = 2; M33 = 2; M23 =

−2; M31 = −3. 2.


a11 a12 a14 a15

a31 a32 a34 a35

a41 a42 a44 a45

a61 a62 a64 a65

 . 3. 16. 4. 30. 5. 10. 6.

(
Ckn
)2
. 7. а) A21 = 13, A22 = 10, A23 = 14; б) A13 = −60, A23 = 57,

A33 = −15, A43 = −99. 8. а) sin(α − β) + sin(β − γ) + sin(γ − α); б)
4a− b− c− d.
9. f(x) = a11x

3 +(
∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣+∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣)x2 +(A22 +A33 +A44)x+D. 10.

160. 11. а) 239; б) 10. 12. а) 633; б) 40; в) 124; г) 106; д) 2460; е) -13; є)
-2420; ж) 64. 13. а) nan−1; б) an−1; в) (−1)

n(n−1)
2 nan−1; г) (−1)

n(n−1)
2 an−1.

14. а) 2; б) 2; в) 3; г) 2; д) 4; е) 3. 15. а) якщо a = 0, то r = 2; якщо
a 6= 0, то r = 3; б) якщо a = 1, то r = 1; якщо a 6= 1, то r = 3; в) якщо
a = 1, то r = 1; якщо a = −3, то r = 3; якщо a 6= 1 i a 6= −3, то r = 4; г)
якщо a = 0, то r = 2; якщо a 6= 0, то r = 3. 16. а) -384; б) 270.

23. а) 2n · |A|2; б) 0; в) |A|2; г) (−1)n|A|2. 24. Вказiвка: подайте

даний визначник у виглядi добутку визначникiв

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . 0
1 x2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
1 xn . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ та∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
y1 y2 . . . yn
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣; n > 2. 26. Вказiвка: використайте попередню за-

дачу i тотожнiсть (1 − αε1)(1 − αε2) · · · (1 − αεn) = 1 − αn, де ε1, ε2, . . . , εn
– всi значення кореня n-го степеня з одиницi; (1 − αn)n−1. 27. Вказiвка:

Обчислiть D2 = (−1)
(n−1)(n−2)

2 nn. Тодi D = i
(n−1)(n−2)

2 n
n
2 .
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§ 4.6. Обчислення визначникiв

8. а) 2n−1; б) якщо ai = aj для деяких i 6= j, то визначник рiвний
нулю, оскiльки у нього 2 рядки однаковi; якщо для деякого 1 6 i 6 n
виконується рiвнiсть ai = a, то (a1 − 1) · · · (ai−1 − 1)a(ai+1 − 1) · · · (an −
1); якщо всi елементи ai та a попарно рiзнi, то a(a1 − a) · · · (an − a)( 1

a +
1

a1−a + · · ·+ 1
an−a ); Вказiвка: Спочатку вiднiмiть перший рядок вiд кожного з

решти рядкiв, потiм винесiть з кожного з стовпцiв починаючи з першого a−
a1, a2−a, a3−a, . . . , an−a вiдповiдно i нарештi вiднiмiть вiд першого стовпця
всi iншi стовпцi. Пiсля цього отримаємо визначник трикутної форми. в)
−c1 · · · cn(a1b1

c1
+ · · ·+ anbn

cn
); г) b1b2 · · · bn; д) (−1)

n(n−1)
2 a1(a2−2) · · · (a2−

n); е) (−1)
n(n+1)

2 a1 · · · an; є) b
n(n−1)

2 (a1b
n−1 + a2b

n−2 + · · · + an); ж)
a1a2 · · · an(1 + 1

a1
+ · · ·+ 1

an
).

9. а) 6n+1−1
5 ; Вказiвка: Спочатку розкладiть визначник за елементами

першого стовпця. Отримаємо ∆n = 7∆n−1 − 6∆n−2 або ∆n − 6∆n−1 =
∆n−1 − 6∆n−2. Оскiльки ∆2 − 6∆1 = 1, то ∆n = 6∆n−1 + 1. Далi неважко
встановити, що ∆n = 6n+6n−1+· · ·+6+1. б) xn−1+2xn−2+· · ·+(n−1)x+n;
в) (n− 1)!; г) 4n+1 − 3n+1; д) x0x1 · · ·xn(a0

x0
− a1

x1
+ · · ·+ (−1)n anxn ); е)

b1 · · · bn(a
2
1
b21

+ · · ·+ a2
n

b2n
).

10. а) cosnα; б) a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an; в) 5n+1−3n+1

2 ;
г) a0x

n + a1x
n−1y + · · ·+ any; д) 3n+1 − 2n+1; е) 3n(n+ 1).

11. а) (x+a−2)(x+a−3) · · · (x+a−n); б) a1(x+a−a2)(x+a−a3) · · · (x+
a−an); в) (x−x1)(x−x2) · · · (x−xn); г) (x+a1+· · ·+an)(x−a1) · · · (x−an);
д) a0

∏
16i6n

(x− ai); е)
∏

0<j<i6n
(xi−xj). Вказiвка: вiднiмiть спочатку вiд

останнього стовпця передостаннiй i винесiть за знак детермiнанта добуток
xn − xn−1. аналогiчно ви зможете винести добутки xn − xn−2, . . . , xn − x1.
Потiм аналогiчно вiд передостаннього стовпця вiднiмiть третiй вiд кiнця i
т.д. Нарештi вiднiмаючи вiд другого стовпця перший ви винесете x2 − x1.

12. а) (1 +x+ x
2 + · · ·+ x

n )n!; б) xn−1(x+
n∑
i=1

ai); в)
n∏
i=1

(ci− aibi)(1 +
n∑
i=1

aibi
ci−aibi ); г) 0 при n > 2; д)

n∏
i=1

(x−ai)(1+
n∑
i=1

ai
x−ai ); е), є) 0 при n > 2;

ж)
n∏
i=1

(xi − ai)(1 +
n∑
i=1

ai
xi−ai ).

13. а) x1x2 · · ·xn
∏
i>j

(xi − xj); б) ((x1 − 1)x2 · · ·xn +
n∏
i=2

(xi − 1)) ·∏
26j<i6n

(xi−xj); в) 2
n(n−1)

2
∏
i<j

(sin αi+αj
2 ·sin αi−αj

2 ); г)
n∏
i=1

(xi−1)
∏
i>j

(xi−
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xj).

14. а) −6(n − 3)!; б) 2
n(n+1)

2 (1 + x(2 − 1
2n )); в) x1

n∏
i=1

(xi − ai−1,i);

г) an − (−b)n; д) nan−1

2 (2a + n − 1); е) (−1)
n(n−1)

2
nn−1(n+1)

2 ; є) 0; ж)
n∏
i=1

(aia2n+1−i − bib2n+1−i).

15. Подайте визначник у виглядi добутку двох визначникiв.
19. а) при n 6 2 визначник рiвний 2, а при n > 2 – нулю; б),в),г) 0

при n > 3; д) n!
∏
i>j

(i − j); е) 1; є) n(−1)n−1; ж) (−1)n−1(n − 1)2n−2. 20.

а) C1
nC

2
n · · ·Cnn

∏
06j<i6n

(aj − ai)(bi − bj); б)
3
n−1∏
i=1

i!

2n−1∏
i=n

i!

; в)
∏

16j<i6n
(xi − xj).

21. (a2 + 1)2. 22. (−λ)n − (−1)nban−1. 23.

∣∣∣∣∣∣
5 1 −1
−1 1 1

1 −1 5

∣∣∣∣∣∣ = 36. 24.

0; всiх визначникiв n!.

§ 4.7. Розв’язування систем рiвнянь за правилом Крамера

1. Матриця n-го порядку є оборотною тодi i тiльки тодi, коли її
ранг дорiвнює n, а її визначник вiдмiнний вiд нуля. 2. Також є три-
кутною. 3. |A| = ±1. 4. 0. 5. Визначник, складений з коефiцiєнтiв
при невiдомих у рiвняннях даних прямих, вiдмiнний вiд нуля. 6. Ви-
значник, складений з коефiцiєнтiв при невiдомих у рiвняннях даних пло-
щин, вiдмiнний вiд нуля. 7. У визначнику, складеному з коефiцiєнтiв
при невiдомих у рiвняннях даних площин, всi три рядки є пропорцiй-

ними. 8. Так. 9. а) − 1
3

(
9 −6
−8 5

)
; б) 1

18−5i

(
5 + 4i −3− i
−1 + i 2− 3i

)
; в) 1 −2 7

0 1 −2
0 0 1

; г) − 1
34

 −42 −15 −58
24 11 −38
22 3 −32

; д)


1 −3 11 −38
0 1 −2 7
0 0 1 −2
0 0 0 1

;

е)


−5 1909 −4 −1162
−6 −2265 5 1329

0 −4 0 3
0 3 0 −2

; є) − 1
4


−1 −1 −1 −1
−1 −i 1 −i
−1 1 −1 1
−1 −i 1 i

;

ж) 1
4


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

. 10. а) X = 1
43

(
−8 57
−7 23

)
;
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б) X =
(

(−1 + 2
√

2) + (3− 3
√

2)i (−4 +
√

2) + (7−
√

2)i
(2−

√
2)− (3−

√
2)i (1− 2

√
2)− (1− 2

√
2)i

)
;

в) X = 1
26

 −39 −6 −54
78 6 80
−39 2 −34

; г) X =

 −3 2 0
−4 5 −2
−5 3 0

. 11. а) X =(
2 3
0 2

)
, Y =

(
−1 −2

0 −1

)
; б) Y = 2X +

(
0 −1
1 0

)
, X ∈M2(R) . 12.

а) (3, 0, 2); б) (0, 0, 0); в) (2, 0, 2, 2); г) (2,− 37
2 , 2,−

9
2 ); д) (−1, 0, 2,−1, 0); е)

(1, 0,−2,−1, 2). 13. a ∈ {−2, 1}.
16. x = b2+c2−a2

2bc , y = a2+c2−b2
2ac , z = b2+a2−c2

2ab ,.

24. а)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2

1 + y2
1 x1 y1 1

x2
2 + y2

2 x2 y2 1
x2

3 + y2
3 x3 y3 1

x2
4 + y2

4 x4 y4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0; б)

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 x2

1 x1 1
y2 x2

2 x2 1
y3 x2

3 x3 1
y4 x2

4 x4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0;

в)

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1x1 y1 x1 1
y2x2 y2 x2 1
y3x3 y3 x3 1
y4x4 y4 x4 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. 26. а) Якщо n = 2k, то система невизначена;

якщо n = 2k + 1, то система має єдиний розв’язок; б) x1 = x3 = x4 = . . . =

xn = 1, x2 = 2− n; в) xi = (−1)i, 1 6 i 6 100; г) xi =

n∑
j=1

aj

n−1 − ai, 1 6 ai 6 n.

27. 6
7 ,

5
7 ,

4
7 ,

3
7 ,

2
7 ,

1
7 , 0. 28. x1 = n(n−2)

(n−1)2 a, x2 = n2−2n+2
(n−1)2 a, x3 = x4 = . . . =

xn = a. 29. Осiб було m = n− 1, а початкова сума грошей рiвна (n− 1)2a
гривень.

§ 4.8. Вибранi задачi

13. 0. 15. а) 5; б) 4. 16. а) Якщо a = 1, b = 1
2 , то r = 2; у всiх iнших

випадках r = 3; б) якщо a = 1, b = c = d, то r = 1; у всiх iнших випадках

r = 3. 18. а) (−1)n(4n+1−1)
3 ; б) n!; в) якщо a = b, то an(n−1); якщо a 6= b,

то an+1−bn+1

a−b ; г) 1 + cosα+ cos2 α+ · · ·+ cosn α; д)
n∑
i=0

((−1)iai
i∏

j=0

xj); е)

(−1)
n(n−1)

2 n; є) y(x−z)n−z(x−y)n

y−z ; ж) (
n∏
i−1

xi)(1 +
n∑
i=1

yi
xi

).
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Логiчнi закони
(p)←→ p – подвiйного заперечення
p ∧ p – протирiччя
p ∨ p – виключеного третього
p ∧ p←→ p – iдемпотентностi кон’юнкцiї
p ∨ p←→ p – iдемпотентностi диз’юнкцiї
p ∧ q ←→ q ∧ p – комутативностi кон’юнкцiї
p ∨ q ←→ q ∨ p – комутативностi диз’юнкцiї
(p ∧ q) ∧ r ←→ p ∧ (q ∧ r) – асоцiативностi кон’юнкцiї
(p ∨ q) ∨ r ←→ p ∨ (q ∨ r) – асоцiативностi диз’юнкцiї
(p ∧ q) ∨ r ←→ (p ∨ r) ∧ (q ∨ r) – дистрибутивностi диз’юнкцiї

вiдносно кон’юнкцiї
(p ∨ q) ∧ r ←→ p ∧ r ∨ q ∧ r – дистрибутивностi кон’юнкцiї

вiдносно диз’юнкцiї
p ∧ q ←→ p ∨ q – де Моргана
p ∨ q ←→ p ∧ q – де Моргана
p −→ q ←→ q −→ p – контрапозицiї
(p −→ q) ∧ p −→ q – вiдокремлення
(p −→ q) ∧ (q −→ r) −→ (p −→ r) – силогiзму
(p −→ q)←→ (p ∧ q −→ q) – протирiччя з припущенням
(p −→ q)←→ (p ∧ q −→ p) – протирiччя з умовою
(p −→ q)←→ (p ∧ q −→ r ∧ r) – протирiччя з ранiше вiдомим

фактом або аксiомою
(∀x)p(x)←→ (∃x)p(x) – заперечення квантора загальностi
(∃x)p(x)←→ (∀x)p(x) – заперечення квантора iснування
(∀x)(∀y)p(x, y)←→ (∀y)(∀x)p(x, y) – комутативнiсть кванторiв

загальностi
(∃x)(∃y)p(x, y)←→ (∃y)(∃x)p(x, y) – комутативнiсть кванторiв

iснування
(∃x)(∀y)p(x, y) −→ (∀y)(∃x)p(x, y) – некомутативнiсть кванторiв

iснування та загальностi
(∀x)(p(x) ∧ q(x))←→ (∀x)p(x) ∧ (∀x)q(x)
(∃x)(p(x) ∨ q(x))←→ (∃x)p(x) ∨ (∃x)q(x)
(∀x)(p(x) −→ q(x)) −→ ((∀x)p(x) −→ (∀x)q(x))
(∃x)(p(x) ∧ q(x)) −→ (∃x)p(x) ∧ (∃x)q(x)
(∀x)p(x) ∨ (∀x)q(x) −→ (∀x)(p(x) ∨ q(x))
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Закони алгебри множин

∅ ⊂ A ⊂ U A = B ←→ A ⊂ B ∧B ⊂ A
A ∪∅ = A A ∩∅ = ∅

A ∪ U = U A ∩ U = A

A \A = ∅ A \∅ = A

A ∪A = A A ∩A = A

A′
df
= U \A ∅′ = U, U ′ = ∅, (A′)′ = A

A ∩A′ = ∅ A ∪A′ = U

A ∪B = B ∪A A ∩B = B ∩A

(a, b)
df
= {a, {a, b}} A×B df

= {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}

A 6= B −→ A \B 6= B \A A 6= B −→ A×B 6= B ×A

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)

(A ∪B)′ = A′ ∩B′ (A ∩B)′ = A′ ∪B′

A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C)

A÷B df
= (A \B) ∪ (B \A) (A÷B)÷ C = A÷ (B ÷ C)

A× (B ∪ C) = A×B ∪A× C (B ∪ C)×A = B ×A ∪ C ×A

A× (B ∩ C) = A×B ∩A× C (B ∩ C)×A = B ×A ∩ C ×A

A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C) (B \ C)×A = (B ×A) \ (C ×A)
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Комплекснi числа

(a+ bi) + (c+ di)
df
= (a+ c) + (b+ d)i

(a+ bi) · (c+ di)
df
= (ad+ bc) + (ac− bd)i

(a+ bi)n = (an − C2
na

n−2 + C4
na

n−4b4 − . . .) + (C1
na

n−1b− C3
na

n−3b3 + . . .)i

a+bi
c+di = ac+bd

c2+d2 + bc−ad
c2+d2 i

z = a+ bi −→ z
df
= a− bi ∧ z + z = 2a ∧ z · z = a2 + b2

z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2,
(
z1
z2

)
= z1

z2
.

a+ bi = r(cosϕ+ i sinϕ), r =
√
a2 + b2,

{
cosϕ = a√

a2+b2
,

sinϕ = b√
a2+b2

.

[r(cosϕ+ i sinϕ)]n = rn(cosnϕ+ i sinnϕ), n ∈ Z.

r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) = r1r2(cos(ϕ1 +ϕ2) + i sin(ϕ1 +ϕ2))

r1(cosϕ1+i sinϕ1)
r2(cosϕ2+i sinϕ2) = r1

r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2))

n
√
r(cosϕ+ i sinϕ) = n

√
r(cos ϕ+2kπ

n + i sin ϕ+2kπ
n ), 0 6 k < n.
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Алфавiти

Латинський алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
Aa а Nn ен
Bb бе Oo о
Cc це Pp пе
Dd де Qq ку
Ee е Rr ер
Ff еф Ss ес
Gg же Tt те
Hh аш Uu у
Ii i Vv ве(фау)
Jj йот Ww ве
Kk ка Xx iкс
Ll ель Yy iгрек
Mm ем Zz зет(цет)

Грецький алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
Aα альфа Nν нi
Bβ бета Ξξ ксi
Γγ гама Oo омiкрон
∆δ дельта Ππ пi
Eε епсилон Pρ ро
Zζ дзета Σσ сигма
Hη ета Tτ тау
Θθ тета Υυ iпсилон
Iι йота Φϕ фi
Kκ капа Xχ хi
Λλ ламбда Ψψ псi
Mµ мi Ωω омега
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Основнi позначення

N = {1, 2, 3, . . .} — множина всiх натуральних чисел
Z — множина всiх цiлих чисел
Z+ — множина всiх цiлих додатних чисел
nZ — множина всiх цiлих чисел, якi дiляться на натуральне n
Zn — множина всiх остач вiд дiлення цiлих чисел на n
Q — множина всiх рацiональних чисел
Q+ — множина всiх додатних рацiональних чисел
R — множина всiх дiйсних чисел
R− — множина всiх вiд’ємних дiйсних чисел
C — множина всiх комплексних чисел
p, q, r, s, t, . . . — висловлення
p(x), q(x), r(x), . . . — одномiснi предикати вiд змiнної x
p(x, y), q(x, y), r(x, y), . . . — двомiснi предикати вiд змiнних x, y
¯або ∼ — операцiя заперечення
∧ — операцiя кон’юнкцiя
∨ — операцiя диз’юнкцiя
→ — операцiя iмплiкацiя
↔ — операцiя еквiваленцiя
| — операцiя штрих Шеффера
↓ — операцiя штрих Лукасевича
∀ — квантор загальностi
∃ — квантор iснування
∃! — квантор iснування i єдиностi
≡ — вiдношення рiвносильностi логiчних формул
A = {a1, a2, . . . , an} — задання множини перелiком її елементiв
A = {x|f(x)} — задання множини характеристичною властивiстю f її

елементiв
∅ — порожня множина
Mn = {1, 2, . . . , n} — множина перших n натуральних чисел
∈ — вiдношення належностi елемента множинi
6∈ — заперечення вiдношення належностi
⊂ — вiдношення нестрогого включення
6⊂ — заперечення вiдношення строгого включення
P(A) — множина всiх пiдмножин множини A
∪ — операцiя об’єднання множин
∩ — операцiя перетину множин
′ — операцiя доповнення множини
\ — операцiя вiднiмання множин
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÷ — операцiя симетричного вiднiмання множин
× — операцiя декартового (прямого) добутку множин
(a, b) — упорядкована пара елементiв
(a1, a2, . . . , an) — упорядкована n-ка елементiв
A×B — декартiв (прямий) добуток множин A i B
An — декартiв n-ий степiнь множини A
ρ, σ, ε, . . . — бiнарнi вiдношення
∆A — тотожне вiдношення на множинi A
−1— операцiя взяття оберненого вiдношення або оберненого елемента
◦ — операцiя множення (композицiя) бiнарних вiдношень
pr1ρ — перша проекцiя бiнарного вiдношення ρ
pr2ρ — друга проекцiя бiнарного вiдношення ρ
supA — точна верхня межа пiдмножини A упорядкованої множини B
infA — точна нижня межа пiдмножини A упорядкованої множини B
ε < a > — клас еквiвалентностi ε з представником a
A�ε — фактор-множина множини A за вiдношенням еквiвалентностi ε
f : A −→ B — вiдображення множини A в множину B
f(a) — образ елемента a ∈ A при вiдображеннi f : A −→ B
εf — ядро вiдображення f
... — вiдношення подiльностi цiлих чисел
Ckn — число комбiнацiй з n елементiв по k елементiв
Akn — число розмiщень з n елементiв по k елементiв
Pn — число перестановок з n елементiв
n! — n-факторiал (добуток перших n натуральних чисел)
(A; +, · ) — алгебра з двома операцiями
(A; +; 6) — алгебраїчна система з операцiєю + i вiдношенням 6
G — загальне позначення групи
Gn — група коренiв n-го степеня з одиницi
Dn — група дiедра (група самосумiщень правильного n-кутника)
Sn — симетрична група n-го степеня (група всiх пiдстановок множини

Mn)
K — загальне позначення кiльця
P — загальне позначення поля
Z[x] — множина всiх многочленiв вiд змiнної x з цiлими коефiцiєнтами
a+ bi — алгебраїчна форма комплексного числа
i — уявна одиниця
Re(z) — дiйсна частина комплексного числа z
Im(z) — коефiцiєнт уявної частини комплексного числа z
z = r(cosϕ+ i sinϕ) — тригонометрична форма комплексного числа
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arg(z) — аргумент комплексного числа z
|z| — модуль комплексного числа z
z — спряжене число до комплексного числа z
n
√
z — корiнь n-го степеня з комплексного числа z

εk — k-тий корiнь n-го степеня з одиницi
µ — функцiя Мебiуса
Φn(x) — многочлен дiлення кола
Rn — арифметичний n-вимiрний дiйсний векторний простiр
~a = (a1, a2, . . . , an) — n-вимiрний вектор з координатами a1, a2, . . . , an
n∑
i=1

ai — сума елементiв a1, a2, . . . , an

n∏
i=1

ai — добуток елементiв a1, a2, . . . , an
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

— загальна

форма запису системи m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими
~a1~x = b1,
~a2~x = b2,
. . . . . . . . . .
~am~x = bm,

— векторно-скалярна форма запису системи m лiнiйних

рiвнянь з n невiдомими
x1~p1+x2~p2+· · ·+xn~pn = ~b — векторна форма запису системи m лiнiйних

рiвнянь з n невiдомими a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

 — m× n-матриця

Mm×n(P ) — множина всiх m× n-матриць над полем P
Mn(P ) — множина всiх матриць n-го порядку над полем P

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 — одинична матриця n-го порядку

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ — визначник n-го порядку

At — транспонована матриця до матрицi A
Mij — мiнор (n− 1)-го порядку даного визначника n-го порядку
Aij — алгебраїчне доповнення елемента aij визначника n-го порядку
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Кiльце — 60
– з одиницею — 118
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– невироджена (неособлива) — 120
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– трикутна — 123
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Наслiдок системи лiнiйних рiвнянь
— 83
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– навiшування квантора — 17
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– – сiмейства множин — 27
– перетину множин — 23
– – сiмейства множин — 27
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множин — 28
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– симетричного вiднiмання множин
— 26
– унарна — 6,50
– штрих Лукасевича — 10
– – Шеффера — 10

Перестановка — 126
Первiсний корiнь з одиницi — 74
Пiдстановка — 126
– непарна — 126
– парна — 126
Пiдмножина — 23
Пiдполе — 60
Пiдкiльце — 60
Поле — 60
– упорядковане — 60
Порядок нестрогий(частковий) — 38
– строгий — 38
– лiнiйний — 38
Послiдовнiсть задана рекурентно —
57
Правило Крамера — 153
Предикат — 17
– здiйснимий (виконуваний) — 17
– n-мiсний — 17
– тотожно iстинний — 17
– – хибний — 17
Принцип двоїстостi — 26
– iндукцiї, обмеженої iнтервалом —
56
– iндукцiї спуску — 56
– математичної iндукцiї — 55
– неповної iндукцiї — 56
– повної диз’юнкцiї — 14
– повної iндукцiї — 56
Прообраз — 42
Протирiччя — 7

Радiус-вектор точки — 69
Ранг матрицi — 95
– скiнченної множини векторiв — 94
– рядковий — 95
– стовпцевий — 95
Рекурентне спiввiдношення — 57
Рiвносильнi системи лiнiйних рiв-
нянь — 82
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– формули — 7
Розбиття множини — 34
Розв’язок лiнiйного рiвняння — 81
Розв’язок системи рiвнянь — 82
– загальний — 83
– частинний — 105
Розмiрнiсть матрицi — 114

Сiмейство множин — 27
Система векторiв — 88
– лiнiйно залежна — 88
– лiнiйно незалежна — 88
Система лiнiйних рiвнянь — 81
– – – сумiсна — 82
– – – визначена — 82
– – – невизначена — 82
– – – несумiсна — 82
– – – неоднорiдна — 105
– – – однорiдна — 81
– – – трапецевидного виду — 83
– – – трикутного виду — 83
Система спряжених висловлень —
12
Скаляр — 88
Скалярне множення векторiв — 88
Способи обчислення визначникiв —
144
Сума векторiв — 88

Таблиця iстинностi — 6
– Келi — 49
– Пiфагора — 51
Тавтологiя логiки висловлень — 7
– – предикатiв — 18
Твердження — 12
Теорема Крамера — 126, 152
– Кронекера-Капеллi — 100
– обернена — 12
– протилежна — 12
Теореми взаємно оберненi — 11

Транспозицiя — 126
Тригонометрична форма — 69

Умова теореми — 12
Упорядкована пара — 28

Фактор-множина — 34
Форма запису системи лiнiйних
рiвнянь
– – – – – векторна — 89
– – – – – векторно-скалярна — 89
– – – – – загальна — 81
– – – – – матрична — 153
Формула алгебри висловлень — 7
– – тотожно iстинна — 7
– – тотожно хибна — 7
– – виконувана — 7
– – предикатiв — 18
– Крамера — 152
– Муавра — 69
Фундаментальна система розв’язкiв
— 105
Функцiя — 42
– Мебiуса — 80

Характеристична властивiсть — 23

Цикл — 159
– незалежний — 159

Числа дiйснi — 16
– дуальнi — 53
– комплекснi — 64
– – спряженi — 64
– натуральнi — 20,55
– подвiйнi — 53
– рацiональнi — 38
– чисто уявнi — 64
– цiлi — 24
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Ядро вiдношення — 47
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