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Передмова

Пропонований збiрник продовжує серiю з кiлькох україномовних збiр-
никiв (дивись [13,14]), написаних одним колективом авторiв для студентiв
фiзико-математичних факультетiв педагогiчних унiверситетiв та iнститутiв.

При написаннi цього збiрника автори зберегли iдею розподiлу задач ко-
жного з основних параграфiв за рубриками: задачi на iлюстрацiю основних
понять, задачi на технiку обчислень i перетворень, задачi на доведення,
творчi задачi та олiмпiаднi задачi. Такий розподiл дозволить студенту при
самостiйнiй роботi поступово переходити вiд простих до складнiших задач,
керуючись самостiйною оцiнкою свого рiвня пiдготовки. До бiльшостi задач
з перших двох рубрик у збiрнику є вiдповiдi. До задач з iнших трьох рубрик
iнодi даються вказiвки або розв’язки. Для їх розв’язування студент повинен
добре володiти основними поняттями i теоремами теорiї, проявити творче
мислення, винахiдливiсть та логiчну стрункiсть в математичних доведеннях
i перетвореннях. В окремих випадках такi задачi на дослiдження можуть
стати темами курсових робiт.

Кожен параграф розпочинається з посилання на лiтературу i мiстить
короткi теоретичнi вiдомостi.

У всiх чотирьох роздiлах є додатковий параграф "Вибранi задачi". До
таких параграфiв включено задачi рiзної складностi, частина з яких про-
понувалися на математичних олiмпiадах i конкурсах для студентiв вищих
навчальних закладiв. Вони призначенi для тих студентiв, якi хочуть бiльш
глибоко освоїти матерiал даного роздiлу. До цих задач не дано вказiвок i
вiдповiдей.

Нумерацiя задач у кожному параграфi розпочинається з № 1. Тому при
посиланнi на певну задачу в межах параграфа вказується тiльки її номер,
з iншого параграфа цього роздiлу – ще й номер параграфа, а для задач з
iншого роздiлу вказується також номер роздiлу та параграф.

У збiрнику в рiзних рубриках є задачi, якi вчитель математики може
використати в роботi з учнями на шкiльному математичному гуртку.

Збiрник мiстить шiсть додаткiв: "Групи порядку вiд 1 до 20", "Групи
самосумiщень", "Векторнi простори", "Лiнiйнi оператори ", "Нерiвностi" та
"Алфавiти" (латинський i грецький). В них читач знайде основнi формули,
що стосуються цих питань та деякi порiвняння з iншими посiбниками.

У збiрнику вмiщено список основних позначень, якi використовуються в
книзi, та предметний показчик.



Роздiл 1

Групи

§ 1.1 Пiвгрупи та їх властивостi

Лiтература: [1] стор. 149 – 155; [3] стор. 346 – 349.

Теоретичнi вiдомостi

Алгебра (G; ∗) з бiнарною операцiєю ” ∗ ” називається пiвгрупою, якщо
операцiя має властивiсть асоцiативностi.

У кожнiй пiвгрупi (G; ∗) для будь-якої послiдовностi її елементiв
g1, g2, . . . , gn результат виконання операцiї не залежить вiд порядку роз-
становки дужок, тобто для 1 < k < n

((. . . (g1 ∗ g2) ∗ g3) ∗ . . .) ∗ gn = (g1 ∗ . . . ∗ gk) ∗ (gk+1 ∗ . . . ∗ gn).

Пiвгрупа (G; ∗) називається комутативною або абелевою, якщо опе-
рацiя має властивiсть комутативностi.

Елемент пiвгрупи (G; ∗) називається iдемпотентом, якщо g ∗ g = g.
Пiвгрупа G називається iдемпотентною, якщо всi її елементи є iдемпотен-
тами.

Елемент e пiвгрупи (G; ∗) називається лiвим (правим) нейтральним,
якщо e ∗ g = g (g ∗ e = g) для всiх g ∈ G. Елемент e називається нейтраль-
ним, якщо вiн є лiвим i правим нейтральним в пiвгрупi G. Нейтральний
елемент при мультиплiкативному записi операцiї називають одиницею, а
при адитивному – нулем.

6
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Нехай (G; ∗) – пiвгрупа з нейтральним елементом e. Елемент b пiвгрупи
G називається симетричним до a, якщо b ∗ a = a ∗ b = e. При мульти-
плiкативному записi операцiї елемент b називають оберненим до a, а при
адитивному – протилежним.

Пiдмножина H пiвгрупи (G; ∗) називається пiдпiвгрупою, якщо вона є
пiвгрупою вiдносно операцiї, заданої в G. Непорожня пiдмножина H пiв-
групи (G; ∗) є її пiдпiвгрупою тодi i тiльки тодi, коли разом з будь-якими
своїми елементами x, y вона мiстить елемент x ∗ y.

Непорожня пiдмножина L(R) пiвгрупи (G; ∗) називається її лiвим (пра-
вим) iдеалом, якщо для всiх g ∈ G i x ∈ L(y ∈ R) елемент g ∗ x(y ∗ g)
мiститься в L(R). Пiдмножина I пiвгрупи G називається її iдеалом, якщо
вона є лiвим i правим iдеалом. Кожний лiвий i правий iдел пiвгрупи G є її
пiдпiвгрупою.

Нехай H – непорожня пiдмножина пiвгрупи (G; ∗). Найменша пiдпiв-
група [H] пiвгрупи G, яка мiстить пiдмножину H, називається породженою
цiєю пiдмножиною, а H – системою твiрних для [H]. Пiдпiвгрупа [a], яка
породжена одноелементною пiдмножиною H = {a}, називається моноген-
ною або циклiчною.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Скiлькома способами можна розставити дужки у послiдовностi a, b, c, d
елементiв пiвгрупи (G; ∗) для того, щоб знайти результат операцiї ∗
над цими елементами? Перевiрити, що в пiвгрупi G виконуються рiв-
ностi

((a ∗ b) ∗ c) ∗ d = (a ∗ b) ∗ (c ∗ d) = a ∗ (b ∗ (c ∗ d)).

2. Встановити, чи є пiвгрупою алгебра:
а) (Q+; :); д) (M3(R);×);
б) (Z;−); е) (M3(R);+);
в) ({2n|n ∈ N}; ·); є) (P(A);∪), A 6= ∅ ;
г) ([−2002,+∞);+); ж) (P(A);÷), A 6= ∅ .

3. Встановити, чи є пiвгрупою вiдносно операцiї композицiя вiдношень
множина всiх:
а) бiнарних вiдношень на множинi A; в) сюр’єкцiй множини A на A;
б) вiдображень множини A в A; г) iн’єкцiй множини A в A.

4. У непорожнiй множинi A × A бiнарна операцiя визначена рiвнiстю:
(x, y) ? (z, t) = (x, t). Чи є алгебра (A × A; ?) пiвгрупою? Чи iснує в
данiй алгебрi нейтральний елемент?
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5. Нехай (G; ∗) – пiвгрупа i e /∈ G. Визначимо у множинi G1 = G ∪ {e}
операцiю ◦ так: x ◦ y = x ∗ y, e ◦ x = x ◦ e = x для всiх x, y ∈ G та
e ◦ e = e. Чи є алгебра (G1; ◦) пiвгрупою? Яку роль виконує в нiй e?

6. Чи є мультиплiкативною пiвгрупою множина всiх матриць над полем
дiйсних чисел виду:

а)
(

1 0
a 1

)
; в)

 1 0 0
0 a 0
0 0 1

 ; д)

 a −a 0
2a −a −a
3a −2a −a

;

б)
(
a 0
1 1

)
; г)

 1 0 0
a 1 0
b a 0

; е)

 a a 0
a a 0
0 0 b

?

У якiй з цих пiвгруп є нейтральний елемент?

7. Чи є iдеалом в пiвгрупi (Z; ·) множина всiх:
а) додатних цiлих чисел; б) цiлих чисел, якi дiляться на 5?

8. Чи є циклiчною адитивна пiвгрупа всiх натуральних чисел?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Перевiрити, що наступна операцiя, задана на множинi {a, b, c, d, e} та-
блицею Келi, має властивiсть асоцiативностi:

а)

∗ a b c d e
a a a a a e
b b b b b e
c c c c c e
d a a a a e
e e e e e e

; б)

◦ a b c d e
a a a a a a
b a b c a e
c a c b b e
d c c c c c
e e e e e e

.

10. У множинi R задана операцiя ?: a? b = pa+qb+r, де p, q, r – фiксованi
цiлi числа. При яких значеннях p, q, r алгебра (R; ?) є пiвгрупою?

11. На множинi M задана бiнарна операцiя ∗. Розглянемо множину
A = {a|(∀x, y ∈ M)(x ∗ a) ∗ y = x ∗ (a ∗ y)}. Перевiрити, чи є алгебра
(A; ∗) пiвгрупою.

12. Нехай (G; ∗) – пiвгрупа i g ∈ G. Перевiрити, чи є пiдмножина

H = {gn|n ∈ N} циклiчною пiдпiвгрупою в G.

13. Нехай f є гомоморфiзмом пiвгрупи (A; ∗) на пiвгрупу (B; ◦) з iдемпо-
тентом i ∈ B. Встановити, чи є пiдпiвгрупою множина f−1(i).
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14. Задати з точнiстю до iзоморфiзму всi пiвгрупи, якi мiстять два еле-
менти.

15. В пiвгрупi (M3(R);×) знайти пiдпiвгрупу, твiрним елементом якої є

матриця: а) A =

 −1 0 0
0 0 1
0 0 0

; б) A =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

.

16. Знайти мiнiмальну систему твiрних елементiв:
а) адитивної пiвгрупи натуральних чисел;
б) мультиплiкативної пiвгрупи натуральних чисел.

Задачi на доведення

17. Довести, що множина H всiх матриць n-го порядку, кожен рядок i
стовпець яких мiстить не бiльше однiєї одиницi, а решта елементiв
дорiвнює нулю, є пiдпiвгрупою в (Mn(R);×).

18. У множинi M = {o, a1, a2. . . . , an, b12, . . . , bnn} операцiя ∗ задана так:

x ∗ y =
{

bij , якщо x = ai, y = aj ;
o в iнших випадках.

Довести, що алгебра (M ; ∗) є пiвгрупою.

19. Довести, що алгебра (Z4; ∗) з операцiєю (a, b, c, d) ∗ (x, y, z, t) =
(a, b, z, t) є iдемпотентною пiвгрупою.

20. Довести, що для кожного елемента g пiвгрупи (G; ·) i довiльних n,m ∈
N виконуються рiвностi:
а) gmgn = gm+n; б) (gm)n = gmn.
Як запишуться аналогiчнi рiвностi для адитивної пiвгрупи?

21. Довести, що непорожнiй перетин двох пiдпiвгруп даної пiвгрупи є її
пiдпiвгрупою.

22. Довести, що перетин двох iдеалiв даної пiвгрупи є її iдеалом.

23. Нехай I1 i I2 є iдеалами пiвгрупи (G; ·). Добутком iдеалiв I1 та I2
називають множину I1 · I2 = {x · y|x ∈ I1 ∧ y ∈ I2}. Довести, що
добуток I1 · I2 є iдеалом в G.

24. Довести, що коли I1 i I2 – iдеали пiвгрупи G, то I1I2 ∪ I2I1 ⊂ I1 ∩ I2.

25. Довести, що циклiчна пiвгрупа є скiнченною тодi i тiльки тодi, коли
вона мiстить iдемпотент.
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26. Нехай (G; ∗) – пiвгрупа, g ∈ G i вiдображення lg : G −→ G визнача-
ється рiвнiстю lg(x) = g ∗ x. Його називають лiвим зсувом пiвгрупи
G, який визначається елементом g. Довести, що множина Λ(G) всiх
лiвих зсувiв для елементiв пiвгрупи G є пiвгрупою вiдносно операцiї
композицiя вiдношень.

27. Нехай (G; ∗) – пiвгрупа, g ∈ G i вiдображення rg : G −→ G визначає-
ться рiвнiстю rg(x) = x ∗ g. Його називають правим зсувом пiвгрупи
G, який визначається елементом g. Довести, що множина Π(G) всiх
правих зсувiв для елементiв пiвгрупи G є пiвгрупою вiдносно операцiї
композицiя вiдношень.

28. Довести, що пiвгрупа (G; ∗) з нейтральним елементом iзоморфна пiв-
групi (Π(G); ◦).

29. Довести, що всi нескiнченнi циклiчнi пiвгрупи iзоморфнi мiж собою.

30. Елемент g пiвгрупи G називається регулярним, якщо iснує h ∈ G
такий, що ghg = g. Довести, що для кожного регулярного елемента
g пiвгрупи G iснує елемент g ∈ G такий, що ggg = g i ggg = g
(при цьому елементи g i g називаються регулярно спряженими або
iнверсними).

31. Довести, що у мультиплiкативнiй пiвгрупi матриць n-го порядку, ко-
жен рядок i стовпець яких мiстить не бiльше однiєї одиницi, а решта
елементiв дорiвнює нулю, для кожної матрицi iснує єдина регулярно
спряжена. Така пiвгрупа називається iнверсною.

Творчi задачi

32. Описати систему твiрних елементiв, пiдпiвгрупи, iдеали, iдемпотенти,
регулярнi та регулярно спряженi елементи пiвгрупи:
а) (M ; ∗) (дивись задачу 18); б) (Z4; ∗) (дивись задачу 19).

33. Встановити, чи може комутативна пiвгрупа iдемпотентiв бути iзомор-
фною множинi пiдмножин деякої множини вiдносно операцiї перетину
(об’єднання).

Задачi з олiмпiад

34. Пiвгрупа називається регулярною, якщо всi її елементи є регулярни-
ми. Довести, що пiвгрупа (Mn(R); ·) є регулярною пiвгрупою такою,
що добуток регулярно-спряжених її елементiв є iдемпотентною симе-
тричною матрицею (aij = aji для всiх 1 6 i, j 6 n).
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§ 1.2 Квазiгрупи

Лiтература: [17] стор. 5 – 21; [18] стор. 1-29.

Теоретичнi вiдомостi

Алгебру (G; ∗) з бiнарною операцiєю ” ∗ ” часто називають бiнарним
оперативом. Бiнарний оператив (G; ◦) називають двоїстим до оперативу
(G; ∗), якщо їх операцiї пов’язанi рiвнiстю: (∀x, y ∈ G)(x ◦ y = y ∗ x).

Бiнарний оператив (G; ◦) називають лiвою (правою) квазiгрупою, якщо
для довiльних a, b ∈ G рiвняння x ◦ a = b ( a ◦ y = b ) має єдиний розв’язок.

Якщо оператив (G; ◦) є лiвою квазiгрупою, то єдиний розв’язок рiвняння
x◦a = b визначає у G бiнарну операцiю ”/”, яку називають лiвим дiленням,
а елемент x = b/a – лiвою часткою.

Аналогiчно, якщо (G; ◦) є правою квазiгрупою, то єдиний розв’язок рiв-
няння a ◦ y = b визначає в G бiнарну операцiю \, яку називають правим
дiленням, а елемент y = b\a – правою часткою.

Бiнарний оператив (G; ◦) називають квазiгрупою, якщо вiн є лiвою i
правою квазiгрупою, тобто для довiльних a, b ∈ G рiвняння x ◦ a = b i
a ◦ y = b мають єдиний розв’язок. Квазiгрупа називається лупою, якщо в
нiй є нейтральний елемент. Для позначення бiнарної операцiї квазiгрупи
часто застосовують також мультиплiкативний запис.

Латинським квадратом розмiру n називається числова n× n таблиця,
кожен рядок i стовпець якої мiстить рiзнi числа з заданих n натуральних
чисел. Вивчення латинських квадратiв привело до поняття квазiгрупи.

Нехай G – деяка квазiгрупа. Пiдмножина Nl(Nr;Nm) квазiгру-
пи G називається лiвим (правим, середнiм) ядром цiєї квазiгрупи,
якщо виконується умова a ∈ Nl ←→ (∀x, y ∈ G)(a(xy) = (ax)y)
(a ∈ Nr ↔ (∀x, y ∈ G)((xy)a = x(ya)); a ∈ Nm ↔ (∀x, y ∈ G)((xa)y = x(ay))).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нехай бiнарний оператив G задано таблицею Келi. Яку особливiсть
має ця таблиця, якщо G є:
а) лiвою квазiгрупою; в) квазiгрупою;
б) правою квазiгрупою; г) лупою?

2. Чи для кожного натурального n можна побудувати:
а) лiву квазiгрупу; б) праву квазiгрупу; в) квазiгрупу; г) лупу,
яка мiстить n елементiв?
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3. Нехай G – лiва (права) квазiгрупа. Який висновок можна зробити про
двоїстий бiнарний оператив?

4. Чи можна лупу задати магiчним квадратом, тобто таким латинським
квадратом, у якого суми чисел кожного рядка, стовпця i обох дiагона-
лей однаковi?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

5. Бiнарнi оперативи заданi таблицями Келi:

а)

· 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

д)

· 1 2 3 4
1 1 3 4 2
2 2 4 1 3
3 3 1 2 4
4 4 2 3 1

б)

· a b c d
a c d a b
b b c d a
c d b c d
d a a b c

е)

· 1 2 3 4
1 1 3 4 2
2 4 2 1 3
3 2 4 3 1
4 3 1 2 4

в)

· a b c d e
a e a b d c
b d e c b a
c a d e c b
d c b d a e
e b c a e d

є)

· 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5
2 2 1 5 3 4
3 3 4 1 5 2
4 4 5 2 1 3
5 5 3 4 2 1

г)

· α β γ δ ε
α β γ α δ ε
β α δ γ ε β
γ γ ε δ β α
δ ε α β γ δ
ε δ β ε α γ

ж)

· 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Встановити, якi з них є лiвими або правими квазiгрупами, квазiгрупа-
ми, лупами. Якi серед них є комутативними?

6. Встановити, для яких бiнарних операцiй, заданих у попереднiй задачi,
можна визначити операцiї лiвого i правого дiлення. Побудувати вiдпо-
вiднi їм таблицi Келi.
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7. Знайти ядра всiх квазiгруп з задачi № 5.

8. Перевiрити, чи є квазiгрупою множина всiх цiлих чисел Z вiдносно
операцiї f(x, y) = x− y + 5.

9. У множинi рацiональних чисел Q бiнарна операцiя ”◦” визначена так:
а) a ◦ b = 2a− b; в) a ◦ b = αa+ βb+ γ, α, β, γ ∈ Q;
б) a ◦ b = a+b

α , α ∈ Q \ {0}; г) a ◦ b = a+ b2.
Встановити, чи є така алгебра квазiгрупою.

10. Нехай в алгебрi (Q; f) операцiя f задається так:
f(x, y) = ax+ by + c, a, b ∈ Q \ {0}, c ∈ Q.
Перевiрити, шо (Q; f) є квазiгрупою i знайти аналiтичне задання опе-
рацiй лiвого i правого дiлення.

11. Скласти таблицi Келi для лупи, яка мiстить 4 елементи, та операцiй
лiвого i правого дiлення. Встановити, чи будуть новi алгебри лупами.

Задачi на доведення

12. Довести, що коли (G; ◦) є лiвою квазiгрупою, то для будь-яких еле-
ментiв x, y ∈ G виконуються рiвностi (y/x) ◦ x = y i (y ◦ x)/x = y.

13. Довести, що коли (G; ◦) є правою квазiгрупою, то для будь-яких еле-
ментiв x, y ∈ G виконуються рiвностi x ◦ (x\y) = y i x\(x\y) = y.

14. Довести, що кожну скiнченну квазiгрупу можна задати деяким латин-
ським квадратом.

15. Довести, що бiнарний оператив є квазiгрупою тодi i тiльки тодi, коли
всi його лiвi i правi зсуви є пiдстановками.

16. Довести, що коли (G; ◦) є квазiгрупою, то бiнарнi оперативи (G; /) i
(G; \) також є квазiгрупами.

17. Нехай (G; f) – квазiгрупа, f? – двоїста операцiя, −1f – лiве дiлення
i f−1 – праве дiлення. Довести, що для цих операцiй виконуються
рiвностi:
1. (f−1)−1 = f ; 2. −1(−1f) = f ; 3. (−1(f−1))−1 =−1 ((−1f)−1) = f?.

18. Довести, що алгебра (G; ∗, /, .) з трьома бiнарними операцiями є ква-
зiгрупою вiдносно операцiї ∗ тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких
елементiв x, y ∈ G виконуються умови:
1. x ∗ (y / y) = (y . x) ∗ x = y;
2. x / (x ∗ y) = (y ∗ x) . x = y.
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19. Довести, що алгебра (G; ∗, /, .) з трьома бiнарними операцiями є лу-
пою вiдносно операцiї ∗ тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких елемен-
тiв x, y ∈ G виконуються умови:
1. x ∗ (y / y) = (y . x) ∗ x = y;
2. x / (x ∗ y) = (y ∗ x) . x = y;
3. x / x = y . y.

20. Довести, що квазiгрупа G має непорожнє лiве (праве) ядро тодi i
тiльки тодi, коли вона мiстить лiву (праву) одиницю.

21. Довести, що квазiгрупа G має непорожнє середнє ядро тодi i тiльки
тодi, коли вона є лупою.

22. Довести, що ядро будь-якої квазiгрупи є її пiдгрупою.

Творчi задачi

23. Дослiдити, скiльки iснує неiзоморфних комутативних i некомутатив-
них квазiгруп та луп порядку n < 6.

24. Нехай (G; f) – квазiгрупа, f? – двоїста операцiя, −1f – лiве дiлення
i f−1 – праве дiлення. Дослiдити, при яких умовах алгебри (G; f?),
(G;−1 f) i (G; f−1) є лупами.

Задачi з олiмпiад

25. Скiльки латинських квадратiв можна утворити з даних n натуральних
чисел?

26. Скiльки магiчних квадратiв можна утворити з даних n натуральних
чисел?

27. Скiльки латинських квадратiв, симетричних вiдносно дiагоналi, яка
виходить з лiвого верхнього кута, можна утворити з даних n нату-
ральних чисел?
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§ 1.3 Найпростiшi властивостi груп. Пiдгрупа.
Циклiчнi групи

Лiтература: [1] стор. 156 – 162; [3] стор. 350 – 351, 354 – 357.

Теоретичнi вiдомостi

Алгебра (G; ·) з однiєю бiнарною операцiєю називається групою, якщо
операцiя має властивостi:
1. (G; ·) є пiвгрупою, тобто операцiя асоцiативна.
2. В G iснує нейтральний елемент.
3. Для кожного елемента з G iснує симетричний елемент в G.

Група називається комутативною або абелевою, якщо її операцiя має
властивiсть комутативностi. Група називається скiнченною (нескiнченною),
якщо множина її елементiв скiнченна (нескiнченна). Число елементiв скiн-
ченної групи називається її порядком.

Пiдмножина H групи G називається пiдгрупою цiєї групи, якщо вона є
групою вiдносно заданої в G операцiї.

Непорожня пiдмножина H групи (G; ·) є її пiдгрупою тодi i тiльки тодi,
коли разом з будь-якими своїми елементами x, y вона мiстить елемент x · y
i симетричний до кожного елемента x ∈ H елемент x−1 також є в H.

Нехай H – непорожня пiдмножина групи G. Найменша пiдгрупа [H]
групи G, яка мiстить пiдмножину H, називається породженою цiєю пiд-
множиною, а H – системою твiрних для [H]. Пiдгрупа [a], яка породжена
одноелементною пiдмножиною H = {a}, називається циклiчною. Якщо ци-
клiчна пiдгрупа [a] скiнченна, то її порядок називають порядком твiрного
елемента a. Якщо циклiчна пiдгрупа [a] нескiнченна, то говорять, що твiр-
ний елемент має нескiнченний порядок.

Група називається циклiчною, якщо вона спiвпадає з однiєю з своїх
циклiчних пiдгруп.

Кожна нескiнченна циклiчна група iзоморфна адитивнiй групi цiлих чи-
сел, а скiнченна циклiчна група n-го порядку iзоморфна мультиплiкативнiй
групi коренiв n-го степеня з одиницi.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Перевiрити, якi з аксiом групи виконуються в алгебрi:
а) (Z;−) усiх цiлих чисел з операцiєю вiднiмання;
б) (nZ; +) усiх цiлих чисел,кратних n, з операцiєю додавання;
в) (Q+; :) усiх додатних рацiональних чисел з операцiєю дiлення;
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г) (N; ·) усiх натуральних чисел з операцiєю множення;
д) (Q+; ·) усiх додатних рацiональних чисел з операцiєю множення;
е) (Z[i]; +) усiх цiлих гауссових чисел з операцiєю додавання;
є) (Z[i]\{0}; ·) усiх вiдмiнних вiд 0 цiлих гауссових чисел з операцiєю
множення;
ж) (Sn; ◦) усiх пiдстановок n-го степеня з операцiєю композицiя.

2. Чи є множина всiх цiлих степенiв додатного дiйсного числа групою
вiдносно операцiї множення?

3. Перевiрити, чи є групою вiдносно операцiї множення множина всiх:
а) невироджених матриць другого порядку з невiд’ємними дiйсними
елементами;
б) матриць другого порядку з цiлими елементами, визначник яких до-
рiвнює 1;

в) матриць виду

 0 0 0
0 a 0
0 0 0

 , де a ∈ R \ {0};

г) невироджених дiагональних матриць n-го порядку над полем C;

д) матриць з множини Mn(C) виду


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

, де

a11a22 · · · ann 6= 0;

е) матриць з множини Mn(C) виду


0 a12 . . . a1n

a21 0 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . 0

.

4. Нехай (G; ∗) i (L; ◦) – групи. У множинi G×L визначена операцiя так:
(g1, l1) · (g2, l2) = (g1 ∗ g2, l1 ◦ l2). Перевiрити, що алгебра (G × L; ·) є
групою. Її називають прямим добутком даних груп.

5. Скiльки нейтральних елементiв може мати група?

6. Скiльки iдемпотентiв може мати група?

7. Скiльки симетричних елементiв може бути в групi для її елемента?

8. Якi числа можуть бути твiрними елементами адитивної групи цiлих
чисел?

9. Чи має розв’язок у групi G рiвняння ax = b i, якщо має, то скiльки
їх?
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10. У групi G виконується рiвнiсть ag = bg. Який висновок можна зробити
з цiєї рiвностi?

11. Навести приклади скiнченних циклiчних груп рiзних порядкiв.

12. Нехай елемент g групи G має порядок n. Яким є порядок елемента gk

для довiльного k ∈ N?

13. Нехай H є пiдгрупою групи G i L є пiдгрупою групи H. Чи є L
пiдгрупою групи G?

14. Скiльки iснує неiзоморфних груп другого i третього порядку?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

15. Встановити, чи є групою множина всiх чисел з iнтервалу (−1, 1) вiд-
носно операцiї ∗, яка визначається рiвнiстю a ∗ b = a+b

1+ab .

16. Встановити, чи є групою множина G всiх дiйсних лiнiйних функцiй
fa,b(x) = ax + b таких, що a 6= 0, вiдносно операцiї їх послiдовного
виконання.

17. Скласти таблицю Келi для групи самосумiщень:
а) прямокутника; б) ромба; в) рiвностороннього трикутника.
Знайти всi її пiдгрупи.

18. У скiнченнiй пiвгрупi (G; ·) мають мiсце лiвий i правий закони скоро-
чення, тобто

(∀a, b, c ∈ G) ((a · b = a · c→ b = c) ∧ (b · a = c · a→ b = c)) .

Перевiрити, чи є пiвгрупа (G; ·) групою.

19. Знайти порядок кожного елемента групи: а) (Q \ {0}; ·); б) (Z; +).

20. У мультиплiкативнiй групi всiх вiдмiнних вiд 0 комплексних чисел
знайти пiдгрупу, твiрним елементом якої є:
а) −i; б) − 1

2 + i
√

3
2 ; в)

√
2

2 + i
√

2
2 ; г)

√
1

2 − i
√

3
2 .

21. У мультиплiкативнiй групi всiх невироджених матриць другого поряд-
ку над полем C знайти пiдгрупу, твiрним елементом якої є:

а)
(

1 0
0 −1

)
; б)

(
1 1
0 1

)
; в)

(
i 0
0 −i

)
; г)

(
0 −i
−i 0

)
.
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22. Скласти таблицю Келi для симетричної групи третього степеня (S3; ◦)
та описати її пiдгрупи.

23. Знайти всi пiдгрупи мультиплiкативної групи G коренiв 12 степеня з
одиницi.

24. Геометричне тiло називають n-кутним дiедром, якщо воно склада-
ється з правильної n-кутної пiрамiди i її симетричного вiдображен-
ня вiдносно площини основи. Знайти порядок групи самосумiщень n-
кутного дiедра, якщо n 6= 4.

Задачi на доведення

25. У множинi K = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k} бiнарна операцiя ? задана

таблицею Келi:

? 1 -1 i -i j -j k -k
1 1 -1 i -i j -j k -k
-1 -1 1 -i i -j j -k k
i i -i -1 1 k -k -j j
-i -i i 1 -1 -k k j -j
j j -j -k k -1 1 -i i
j -j j k -k 1 -1 i -i
k k -k j -j -i i -1 1
-k -k k -j j i -i 1 -1

.

Довести, що алгебра (K; ?) є некомутативною групою (її називають
групою кватернiонiв) та знайти всi її пiдгрупи.

26. Довести, що множина всiх матриць n-го порядку з цiлими елемента-
ми i визначником, рiвним одиницi, утворює групу вiдносно операцiї
множення.

27. Довести, що множина Aut(G) всiх автоморфiзмiв групи G (iзоморфi-
зми групи G в себе) є групою вiдносно операцiї композицiя.

28. Довести, що для кожної групи G її пiдмножина
H = {h|(∀g ∈ G)gh = hg} є пiдгрупою. Ця пiдгрупа називається
центром групи G. Коли G = H?

29. Довести, що перетин довiльної множини пiдгруп групи G є пiдгрупою
в G.

30. Довести, що об’єднання двох пiдгруп групи G є пiдгрупою в G тодi i
тiльки тодi, коли одна з них мiститься в iншiй.
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31. Нехай H є пiдгрупою групи G. Довести, що множина:
а) C(H) = {x ∈ G|(∀h ∈ H)xh = hx};
б) g−kHgk = {g−khgk|g ∈ G ∧ h ∈ H ∧ k ∈ Z} є пiдгрупою групи G.

32. Довести, що кожна пiдгрупа циклiчної групи є циклiчною.

33. Довести, що для довiльних елементiв a, b, c групи G виконуються твер-
дження:
а) елементи ab i ba мають однаковий порядок;
б) елементи abc, bca i cab мають однаковий порядок;
в) елементи a i b−kabk мають однаковий порядок для всiх k ∈ N.

34. Довести, що група простого порядку є циклiчною i кожен її елемент,
вiдмiнний вiд нейтрального, є твiрним.

35. Довести, що в скiнченнiй групi непарного порядку кожен її елемент є
квадратом єдиного елемента цiєї групи.

36. Довести, що для кожного простого числа p i натурального k група по-
рядку pk має нетривiальний центр (мiстить бiльше нiж один елемент).

37. Довести, що коли в скiнченнiй абелевiй групi її порядок дiлиться на
просте число p, то в нiй є елемент p-го порядку.

38. Довести, що циклiчну групу порядку n можна гомоморфно вiдобрази-
ти на її пiдгрупу порядку m, якщо m є дiльником n.

39. Нехай на числовому вiдрiзку [0, 1] задана операцiя ⊕: a⊕b є дробовою
частиною числа a + b. Довести, що ([0, 1];⊕) є групою, iзоморфною
мультиплiкативнiй групi комплексних чисел, модуль яких дорiвнює
одиницi.

40. Довести, що множина всiх матриць n-го порядку, кожен рядок i стов-
пець яких мiстить одну одиницю, а решта елементiв рiвнi нулю, є
мультиплiкативною групою, iзоморфною групi Sn всiх пiдстановок n-
го степеня.

Творчi задачi

41. Встановити iстиннiсть або хибнiсть наступних тверджень:
а) в скiнченнiй групi кожен елемент має скiнченний порядок;
б) в нескiнченнiй групi кожен елемент має нескiнченний порядок;
в) нескiнченна група може мiстити скiнченну нетривiальну пiдгрупу;
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г) в будь-якiй групi добуток елементiв скiнченного порядку є елемен-
том скiнченного порядку;
д) в будь-якiй групi добуток елементiв нескiнченного порядку є еле-
ментом нескiнченного порядку;
е) в абелевiй групi добуток елементiв скiнченного порядку є елементом
скiнченного порядку.

42. Нехай f є гомоморфiзмом групи (G; ∗) на групу (G1; ·). Встановити всi
можливi зв’язки, якi можуть iснувати мiж порядками елементiв a ∈ G
i f(a) ∈ G1.

43. Описати всi автоморфiзми циклiчної групи.

44. Описати всi автоморфiзми адитивної групи цiлих гауссових чисел.

45. Якщо iснує послiдовнiсть H1,H2, . . . ,Hn, . . . пiдгруп групи G така, що
кожна попередня є пiдгрупою наступної i G =

⋃
Hi, то говорять, що

дана група є об’єднанням зростаючого ланцюга своїх пiдгруп. Як
можна адитивну групу (Q; +) рацiональних чисел подати у виглядi
об’єднання зростаючого ланцюга її циклiчних пiдгруп?

Задачi з олiмпiад

46. Нехай для довiльних елементiв a, b групи G з одиницею e виконуються
рiвностi aba = ba2b, a3 = e i b2n−1 = e для деякого n ∈ N. Довести, що
b = e.

47. Довести, що для простого числа p iснує єдина з точнiстю до iзомор-
фiзму комутативна нециклiчна група порядку p2.

48. Довести, що абелева група порядку pq, де p, q – рiзнi простi числа, є
циклiчною.

49. Довести, що група автомофiзмiв адитивної групи цiлих гауссових чи-
сел iзоморфна мультиплiкативнiй групi цiлочисельних матриць друго-
го порядку з визначником, рiвним одиницi.

50. Для довiльного простого числа p i натурального k описати всi пiдгрупи
циклiчної групи порядку pk.

51. Нехай для довiльних елементiв a, b, c, d групи G з одиницею e i рiзних
простих чисел p, q виконуються рiвностi ac = ca = bd = db i ap = bp =
cq = dq = e. Довести, що a = b, c = d.
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§ 1.4 Розклад групи за пiдгрупою. Нормальнi
дiльники групи

Лiтература: [1] стор. 123 – 127; [3] стор. 351 – 353, 358 – 359.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай H - пiдгрупа групи G i g ∈ G. Кожну пiдмножину gH (Hg) групи
G називають лiвим(правим) сумiжним класом групи G за пiдгрупою H.

Лiвi (правi) сумiжнi класи групи G за пiдгрупою H мають властивостi:
а) пiдгрупа H є одним з лiвих та правих сумiжних класiв;
б) перетин будь-яких двох рiзних лiвих (правих) сумiжних класiв є поро-
жньою множиною;
в) об’єднання всiх лiвих (правих) сумiжних класiв спiвпадає з G.

Подання групи G у видi об’єднання всiх лiвих (правих) сумiжних кла-
сiв за пiдгрупою H називається лiвим (правим) розкладом групи G за
пiдгрупою H.

Для будь-якої скiнченної групи G порядок кожної її пiдгрупи H є дiль-
ником порядку групи. При цьому частка вiд дiлення порядку G на порядок
H називається iндексом пiдгрупи H.

Пiдгрупа H групи G називається нормальним дiльником G або iнварi-
антною, якщо лiвий i правий розклади групи G за пiдгрупою H спiвпада-
ють.

Пiдгрупа H групи G є її нормальним дiльником тодi i тiльки тодi, коли
виконується одна з умов:

а) (∀g ∈ G)(gH = Hg); б) (∀g ∈ G)(gHg−1 = H).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є пiдмножина M групи G її лiвим або правим сумiжним класом за
пiдгрупою H, якщо:
а) M = {2n|n ∈ Z}, G = Z - адитивна група i H = {0};
б) M = {2n+ 1|n ∈ Z}, G = Z - адитивна група i H = {2n|n ∈ Z};
в) M = {1, i}, G – мультиплiкативна група коренiв четвертого

степеня з одиницi i H = {−1, 1};
г) M = {i, j, k}, G – група кватернiонiв i H = {−1, 1, k,−k}?

2. Якими є правi сумiжнi класи групи:
а) (Z; +) за пiдгрупою H = Z;
б) (R \ {0}; ·) за пiдгрупою H = {−1, 1};
в) (Z; +) за пiдгрупою H = 3Z;
г) (R; +) за пiдгрупою H = Z?
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3. Чи утворює лiвий або правий розклад групи самосумiщень рiвносто-
роннього трикутника G = {e, s1, s2, s3, R1200

0 , R2400

0 } за якоюсь її пiд-
групою система пiдмножин:
а) {e, s1}, {s1, s2}, {s2, s3}, {R1200

0 , R2400

0 };
б) {e, s1}, {s3, R1200

0 };
в) {e,R1200

0 }, {s1, s2}, {s3, R2400

0 };
г) {e, s1}, {s2, R1200

0 }, {s3, R2400

0 }?

4. Знайти лiвий розклад групи G самосумiщень рiвностороннього трику-
тника за пiдгрупою H = {e,R1200

0 , R2400

0 }.

5. Якi пiдгрупи може мати група 123 порядку?

6. Якi пiдгрупи адитивної групи M2(R) всiх матриць другого порядку
над полем дiйсних чисел є її нормальними дiльниками?

7. Чи є перетин нормальних дiльникiв групи її нормальним дiльником?

8. Скiльки нормальних дiльникiв має скiнченна група простого порядку?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Перевiрити, чи є лiвим сумiжним класом групи S5 за деякою її
пiдгрупою множина:
а) H = {(234), (1234)}; в) H = {e, (1234), (1432), (13), (24)};
б) H = {(12), (123), (1234)}; г) H = {(12), (13), (14), (15)}.

10. Знайти лiвий розклад групи:
а) (C; +) за пiдгрупою Z[i] всiх цiлих гауссових чисел;
б) (C \ {0}; ·) за пiдгрупою чисел, модуль яких рiвний одиницi;
в) (C \ {0}; ·) за пiдгрупою всiх додатних дiйсних чисел;
г) (C \ {0}; ·) за пiдгрупою всiх вiдмiнних вiд нуля дiйсних чисел.

11. Знайти лiвий i правий розклади групи самосумiщень квадрата за пiд-
групою симетрiй вiдносно:
а) центра квадрата;
б) серединного перпендикуляра однiєї з сторiн;
в) однiєї з його дiагоналей.

12. Знайти лiвий i правий розклади групи кватернiонiв G за пiдгрупою
H = {−1, 1}.
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13. Знайти лiвий i правий розклади циклiчної групи восьмого порядку за
всiма її пiдгрупами.

14. Скiльки iснує рiзних множин представникiв правого розкладу групи
порядку 15 за пiдгрупою порядку: а) 5; б) 3?

15. Знайти розклад нескiнченної циклiчної групи з твiрним елементом a
за пiдгрупою з твiрним елементом a4.

16. Встановити, чи є нормальним дiльником мультиплiкативної групи всiх
невироджених матриць другого порядку над полем дiйсних чисел пiд-
група:

а) з твiрним елементом
(

1 0
0 −1

)
;

б) з твiрним елементом
(
−1 0

0 −1

)
;

в) всiх матриць, визначник яких рiвний 1;

г) H =
{(

1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
−1 0

0 1

)}
.

17. Знайти всi нормальнi дiльники симетричної групи S3.

18. Знайти з точнiстю до iзоморфiзму всi групи: а) 2-го порядку;
б) 4-го порядку; в) 6-го порядку; г) 8-го порядку.

Задачi на доведення

19. Нехай G – група всiх вiдображень f : R −→ R виду fa,b(x) = ax + b,
де a 6= 0, вiдносно композицiї вiдображень. Довести, що множина
H = {f1,b|b ∈ R} є нормальним дiльником цiєї групи.

20. Довести, що в довiльнiй групi пiдгрупа iндекса 2 є її нормальним
дiльником.

21. Довести, що перетин M ∩ H нормального дiльника M групи G з її
пiдгрупою H є нормальним дiльником H.

22. Довести, що всi пiдгрупи групи кватернiонiв є її нормальними дiльни-
ками.

23. Нехай H1,H2 – нормальнi дiльники групи G i h1 ∈ H1, h2 ∈ H2.
Довести, що h1h2h

−1
1 h−1

2 ∈ H1 ∩H2.
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24. Довести, що добуток скiнченного числа нормальних дiльникiв групи є
її нормальним дiльником.

25. Довести, що кожна пiдгрупа центра групи є її нормальним дiльником.

26. Довести, що знакозмiнна група n-го степеня An є нормальним дiльни-
ком групи пiдстановок Sn.

27. Довести, що елементи групи G, якi переставнi з пiдгрупою H, утво-
рюють пiдгрупу N(H) групи G(називається нормалiзатором H в G),
яка мiстить H в ролi свого нормального дiльника.

28. Довести, що коли H1 i H2 – нормальнi дiльники групи G i H1 ∩H2 =
{e}, то елементи H1 комутують з елементами H2.

29. Довести, що в групi всiх рухiв простору пiдгрупа паралельних пере-
носiв є її нормальним дiльником.

30. Комутатором елементiв g, h групи G називається елемент ghg−1h−1.
Пiдгрупа K групи G, яка породжена всiма її комутаторами, називає-
ться комутантом групи G. Довести, що комутант є нормальним дiль-
ником групи.

Творчi задачi

31. Описати властивостi вiдношення еквiвалентностi на групi G, яке вiд-
повiдає правому розкладу групи G за пiдгрупою H.

32. Описати властивостi вiдношення еквiвалентностi на групi G, яке вiд-
повiдає лiвому розкладу групи G за пiдгрупою H.

33. Описати лiвий i правий розклади групи самосумiщень (групи дiедра)
правильного n-кутника за:
а) пiдгрупами поворотiв навколо його центра;
б) пiдгрупами симетрiй вiдносно його осей симетрiї.

Задачi з олiмпiад

34. Нехай група (2n·m)-го порядку, де m – непарне число, має елемент 2n-
го порядку. Довести, що всi її елементи непарного порядку утворюють
нормальний дiльник m-го порядку.

35. Нехай H є пiдгрупою групи G. Знайти максимальний нормальний
дiльник групи G серед тих, якi мiстяться у пiдгрупi H.
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§ 1.5 Фактор-група. Гомоморфiзми груп

Лiтература: [1] стор. 127 – 132; [3] стор. 359 – 362.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай H – нормальний дiльник групи G. Тодi множини лiвих i правих
сумiжних класiв групи G за пiдгрупою H рiвнi i утворюють розбиття мно-
жини G. Позначимо через G/H множину всiх лiвих сумiжних класiв групи
G за пiдгрупою H i визначимо в нiй операцiю ∗ рiвнiстю

(∀g1, g2 ∈ G)(g1H ∗ g2H) = (g1g2)H.

Алгебра (G/H; ∗) є групою. ЇЇ називають фактор-групою групи G за пiд-
групою H.

Вiдображення f : G −→ L групи (G; ∗) в групу (L; ◦) називається гомо-
морфiзмом G в L, якщо виконується умова:

(∀x, y ∈ G)f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y).

Якщо вiдображення f є сюр’єкцiєю, то f називається гомоморфiзмом групи
(G; ∗) на групу (L; ◦). Гомоморфiзм групи G в себе називають її ендоморфi-
змом.

Якщо вiдображення f : G −→ L є гомоморфiзмом групи (G; ∗) в групу
(L; ◦) i e – нейтральний елемент групи L, то множина f−1(e) є нормальним
дiльником групи G, який називають ядром гомоморфiзму f i позначають
ker f . Отже, ker f = {x|f(x) = e}.

Нехай пiдгрупа H є нормальним дiльником групи G. Задамо вiдображен-
ня ϕH : G −→ G/H так: ϕH(g) = gH для всiх g ∈ G. Вiдображення ϕH є го-
моморфiзмом групи G на фактор-групу G/H. Такий гомоморфiзм називають
природним або канонiчним гомоморфiзмом, який вiдповiдає нормальному
дiльнику H.

Якщо вiдображення f : G −→ L є гомоморфiзмом групи (G; ∗) на групу
(L; ◦), то iснує iзоморфiзм ι фактор-групи G/ ker f на групу L такий, що
f = ι ◦ ϕker f .

Таким чином, вивчення всiх гомоморфiзмiв даної групи G зводиться (з
точнiстю до iзоморфiзму) до вивчення її нормальних дiльникiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нехай G є групою з нейтральним елементом e. Знайти G/G i G/{e}.
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2. Скiльки елементiв мiстить фактор-група групи:
а) коренiв 6-го степеня з одиницi за пiдгрупою H = {−1, 1};
б) (Z; +) за пiдгрупою парних чисел;
в) (Z; +) за пiдгрупою чисел, якi дiляться на 5;
г) (Z[i]; +) за пiдгрупою всiх цiлих чисел?

3. Нехай пiдгрупа H є нормальним дiльником групи G. Перевiрити, яке
з наступних тверджень стосовно фактор-групи G/H є iстинним:
а) якщо група G є абелевою, то фактор-група G/H є абелевою;
б) якщо група G є циклiчною, то фактор-група G/H є циклiчною;
в) якщо група G є скiнченною, то фактор-група G/H є скiнченною;
г) якщо група G є нескiнченною, то фактор-група G/H є нескiнчен-
ною.

4. Скiлькома способами можна задати гомоморфiзм групи:
а) яка мiстить 2 елементи;
б) яка мiстить 5 елементiв;
в) коренiв 5-го степеня з одиницi;
г) всiх цiлих чисел з операцiєю додавання?

5. Вiдображення f : C \ {0} −→ R \ {0} задане рiвнiстю:
а) f(z) = |z|; в) f(z) = 1

|z| ; д) f(z) = |z|2;
б) f(z) = 2|z|; г) f(z) = 1 + |z|; е) f(z) = 1.

Яке з них є гомоморфiзмом вiдповiдних мультиплiкативних груп? Для
кожного гомоморфiзму знайти його ядро.

6. Для елемента g групи G визначимо вiдображення f : G −→ G рiвнi-
стю: fg(x) = g−1xg для всiх x ∈ G. Перевiрити, що таке вiдображення
є автоморфiзмом цiєї групи (тобто iзоморфiзмом на себе).

7. Якою є фактор-група довiльної симетричної групи Sn за її знакозмiн-
ною пiдгрупою An?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Скласти таблицю Келi для фактор-групи групи коренiв 12-го степеня
з одиницi за пiдгрупою коренiв 3-го степеня.

9. Знайти фактор-групу: а) 4Z/16Z; б) 5Z/15Z; в) 3Z/24Z; г) Z/nZ.

10. Знайти фактор-групу групи G всiх дiйсних функцiй fa,b таких, що
fa,b(x) = ax + b i a 6= 0 за пiдгрупою H функцiй виду f1,b (дивись
§1.3, задача 16).
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11. Задати гомоморфiзм фактор-групи C \ {0}/H мультиплiкативної групи
вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел за пiдгрупою H, яка мiстить
всi дiйснi i чисто уявнi числа, на мультиплiкативну групу комплексних
чисел, модуль яких рiвний одиницi.

12. Задати гомоморфiзм групи коренiв 12-го степеня з одиницi на групу
коренiв 3-го степеня з одиницi та знайти його ядро.

13. Знайти всi гомоморфiзми циклiчної групи:
а) 6-го порядку в себе;
б) 14-го порядку в циклiчну групу 10-го порядку;
в) 12-го порядку в циклiчну групу 15-го порядку;
г) 15-го порядку на циклiчну групу 5-го порядку.

14. Задати гомоморфiзм групи (R; +) на мультиплiкативну групу компле-
ксних чисел, модуль яких рiвний одиницi, так, щоб його ядро спiвпало
з множиною Z.

15. Задати гомоморфiзм мультиплiкативної групи невироджених матриць
2-го порядку над полем C на мультиплiкативну групу комплексних
чисел, модуль яких рiвний одиницi, так, щоб його ядро спiвпало з
множиною всiх матриць з додатним визначником.

16. Описати всi ендоморфiзми адитивної групи цiлих чисел.

Задачi на доведення

17. Довести, що фактор-група мультиплiкативної групи невироджених ма-
триць n-го порядку над полем дiйсних чисел за пiдгрупою матриць,
визначник яких рiвний одиницi, iзоморфна групi (R \ {0}; ·).

18. Довести, що фактор-група мультиплiкативної групи невироджених ма-
триць n-го порядку над полем дiйсних чисел за пiдгрупою матриць з
додатними визначниками є циклiчною групою другого порядку.

19. Довести, що при гомоморфiзмi f групи (G; ∗) на групу (L; ◦) рiвнiсть
f(g1) = f(g2) виконується тодi i тiльки тодi, коли елементи g1, g2 ∈ G
мiстяться в одному сумiжному класi групи G за пiдгрупою ker f .

20. Довести, що коли f є гомоморфiзмом скiнченної групи (G; ∗) на групу
(L; ◦), то порядок елемента g ∈ G дiлиться на порядок елемента f(g).

21. Довести, що коли гомоморфним образом групи є некомутативна група,
то дана група також некомутативна. Чи вiрне обернене твердження?
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22. Довести, що порядок гомоморфного образу скiнченної групи є дiльни-
ком порядку групи.

23. Довести, що група L тодi i тiльки тодi є гомоморфним образом скiн-
ченної циклiчної групи G, коли група L теж циклiчна, а її порядок є
дiльником порядку даної групи.

24. Довести, що вiдображення f : R −→ C, яке задане рiвнiстю
f(x) = cos 2πx + i sin 2πx, є гомоморфiзмом адитивної групи дiйсних
чисел на мультиплiкативну групу комплексних чисел, модуль яких
рiвний одиницi. Знайти його ядро.

25. Довести, що всi елементи фактор-групи Q/Z групи (Q; +) за пiд-
групою Z мають скiнченний порядок i для кожного натурального n
фактор-група Q/Z мiстить єдину циклiчну пiдгрупу n-го порядку.

26. Довести, що не iснує гомоморфiзму адитивної групи рацiональних чи-
сел на адитивну групу цiлих чисел.

Творчi задачi

27. Дослiдити можливiсть побудови фактор-групи мультиплiкативної гру-
пи коренiв n-го степеня з одиницi за її пiдгрупою коренiв m-го степеня
з одиницi при рiзних натуральних n i m.

28. Дослiдити можливiсть побудови фактор-групи mZ/kZ при рiзних на-
туральних m i k.

29. Дослiдити групу автоморфiзмiв Aut(G) циклiчної групи G.

Задачi з олiмпiад

30. Група G називається p-групою, якщо кожен її елемент має скiнченний
порядок, рiвний якомусь з невiд’ємних цiлих степенiв простого числа
p. Довести, що скiнченна група G є p-групою тодi i тiльки тодi, коли
її порядок є степенем числа p.

31. Довести, що коли пiдгрупа H1 групи G мiстить пiдгрупу H2 iндекса
n, то H1 мiстить нормальний дiльник, iндексом якого є дiльник n!.

32. Нехай K – комутант групи G. Довести, що:
а) фактор-група G/K групи G за комутантом K є абелевою;
б) фактор-група G/H є абелевою тодi i тiльки тодi, коли K ⊂ H.
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§ 1.6 Вибранi задачi

1. Скiлькома способами можна розставити дужки в послiдовностi
g1, g2, . . . , gn елементiв пiвгрупи G, щоб знайти результат операцiї над
цими елементами.

2. Нехай G – пiвгрупа i G1 – пiвгрупа, утворена з G приєднанням зов-
нiшнiм чином одиницi (дивись задачу № 5 з §1.1). Непорожня пiд-
множина K пiвгрупи G називається нормальним комплексом даної
пiвгрупи, якщо виконується умова

(∀k1, k2 ∈ K)(x, y ∈ G1)(xk1y ∈ K −→ xk2y ∈ K).

Довести, що для будь-якого гомоморфiзму пiвгрупи G на пiвгрупу S
i кожного s ∈ S множина Ks = {g ∈ G|f(g) = s} є нормальним
комплексом даної пiвгрупи. Яким є нормальний комплекс Ks, якщо s
є iдемпотентом пiвгрупи S?

3. Нехай K є нормальним комплексом пiвгрупи G. Довести, що iснує
пiвгрупа S i гомоморфiзм f пiвгрупи G на пiвгрупу S такий, що K =
f−1(s) для деякого s ∈ S.

4. Довести, що скiнченна пiвгрупа має iдемпотенти.

5. Довести, що скiнченна комутативна пiвгрупа єдиним способом розби-
вається на нормальнi комплекси, кожен iз яких є пiдпiвгрупою з одним
iдемпотентом.

6. Нехай в iдемпотентнiй комутативнiй пiвгрупi G визначено вiдношення
(x, y) ∈ ω ←→ x = xy. Довести, що вiдношення ω є вiдношенням
порядку i вивчити його властивостi.

7. Нехай L – лiвий та R – правий iдеали пiвгрупи G. Довести, що:
а) L ∩R 6= ∅; б) LR – iдеал цiєї пiвгрупи.

8. Нехай g ∈ G, [g] – пiдмножина пiвгрупи G, яка мiстить елементи
g, xg, gy, xgy для довiльних елементiв x, y з G. Довести, що:
а) [g] є iдеалом даної пiвгрупи (його називають головним iдеалом,
породженим елементом g);
б) кожний iдеал в G є об’єднанням його головних iдеалiв.

9. Нехай (G; ·) – пiвгрупа, (G1; ·) – пiвгрупа, яка доповнена зовнiшнiм
чином одиницею (дивись §1.1, задача 5) i H ⊂ G1. Пара (εH ,WH)
називається елементарною визначальною парою для пiвгрупи (G; ·),
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якщо εH ⊂ G1 ×G1 i WH ⊂ G1 заданi спiввiдношеннями:
x ≡ y(εH)↔ (∀t ∈ G1)(xt ∈ H ←→ yt ∈ H);
x ∈WH ←→ (∀t ∈ G1)(xt /∈ H).
Довести, що εH є вiдношенням еквiвалентностi на множинi G1, яке
задовольняє умовi x ≡ y(εH) → (∀t ∈ G1)(xt ≡ yt(εH)), а WH є
порожньою множиною або правим iдеалом пiвгрупи G1 таким, що WH

є деяким класом еквiвалентностi εH .

10. Нехай (εH ,WH) є елементарною визначальною парою для пiвгрупи
(G; ·) i A = G1/εH . Для кожного елемента g пiвгрупи G побудуємо
вiдношення PH(g) ⊂ A×A, яке задається спiввiдношенням

(εH < x >, εH < y >) ∈ PH(g)↔ xg ≡ y(εH) ∧ y /∈WH .

Довести, що множина PH(G) = {PH(g)|g ∈ G} з операцiєю компози-
цiя є гомоморфним образом пiвгрупи (G; ·). Пiвгрупу (PH(G); ◦) нази-
вають елементарним гомоморфним зображенням пiвгрупи (G; ·) за
допомогою часткових однозначних перетворень множини A.

11. Довести, що множина G всiх дiйсних функцiй f(x) = ax + b
cx + d

таких, що ad− bc 6= 0, вiдносно операцiї композицiя є групою.

12. Нехай A 6= ∅ i B ⊂ A. Довести, що множина всiх бiєкцiй f множини
A таких, що (∀b ∈ B)f(b) = b, є групою вiдносно операцiї композицiя.

13. Довести, що група G є абелевою, якщо для всiх її елементiв виконує-
ться одна з наступних умов:
а) всi неодиничнi елементи мають порядок 2;
б) gk = gk+2, де k ∈ Z;
в) (gh)2 = g2h2.

14. Нехай G є циклiчною групою порядку n з твiрним елементом g, b = gk.
Довести, що:
а) b є твiрним елементом даної групи тодi i тiльки тодi, коли n i k є
взаємно простими числами;
б) порядок елемента b дорiвнює n

(n,k) ;
в) якщо n i k є взаємно простими числами, то a є k-тим степенем
деякого елемента даної групи i навпаки;
г) якщо n – непарне число, то всi елементи групи G є квадратами
деяких елементiв з G.

15. Нехай у множинi G = (Q \ {0})×Q визначена бiнарна операцiя ∗ так:
(a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc+ d). Довести, що алгебра (G; ∗) є групою.
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16. Побудувати групу самосумiщень куба, описати всi її пiдгрупи та видi-
лити серед них циклiчнi i нормальнi дiльники.

17. Нехай N – нормальний дiльник групи G, H – її пiдгрупа i H∗ =
{hN |h ∈ H}. Довести, що:
а) H∗ є пiдгрупою G/N ; б) якщо N ⊂ H, то N є нормальним дiльни-
ком H i H∗ = H/N ; в) якщо H – нормальний дiльник групи G, то H∗

є нормальним дiльником G/N ; г) якщо H∗ є нормальним дiльником
G/N, то H – нормальний дiльник групи G.

18. Довести, що мультиплiкативна група всiх дiсних функцiй виду f(x) =
ax+ b(a 6= 0) iзоморфна групi (R \ {0})× R з операцiєю ∗, яка визна-
чається рiвнiстю: (a, b) ∗ (c, d) = (ac, bc+ d).

19. Нехай H – центр некомутативної групи G. Довести, що фактор-група
G/H не є циклiчною.

20. Нехай (Z3; ∗) – група з операцiєю

(k1, k2, k3) ∗ (l1, l2, l3) = (k1 + (−1)k3 l1, k2 + l2, k3 + l3)

i H = {(k, 0, 0)|k ∈ Z} – її нормальний дiльник. Довести, що фактор-
група Z3/H iзоморфна адитивнiй групi Z[i] цiлих гауссовиж чисел.

21. Нехай (G; +) – адитивна група многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами,
степiнь яких не перевищує n−1, (Rn; +) – адитивна група n-вимiрних
векторiв i a1, a2, . . . , an ∈ R. Довести, що вiдображення ϕ : G −→ Rn,
задане рiвнiстю ϕ(f(x)) = (f(a1), f(a2), . . . , f(an)), є iзоморфiзмом.

22. Нехай (R[x]; +) – адитивна група всiх многочленiв з дiйсними коефiцi-
єнтами вiд однiєї змiнної, (Rn; +) – адитивна група n-вимiрних векто-
рiв i a1, a2, . . . , an ∈ R. Довести, що вiдображення ϕ : R[x] −→ Rn, за-
дане рiвнiстю ϕ(f(x)) = (f(a1), f(a2), . . . , f(an)), є гоморфiзмом. Зна-
йти ядро цього гомоморфiзму.

23. Довести, що довiльна група дiедра гомоморфно вiдображається на гру-
пу другого порядку.

24. В множинi End(G) всiх ендоморфiзмiв групи G визначимо операцiї
додавання i множення так:
(ϕ+ ψ)(g) = ϕ(g)ψ(g); (ϕ ◦ ψ)(g) = ϕ(ψ(g)).

Довести, що алгебра (End(G);+, ◦) є кiльцем i вивчити його власти-
востi для циклiчної групи.
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25. Довести, що лупи 1,2,3 i 4-го порядку є групами.

26. Знайти лупу 5-го порядку, яка не є групою.

27. Бiнарний оператив (G; ◦) називається iзотопним до бiнарного опе-
ратива (G; ∗), якщо iснують пiдстановки α, β, γ множини G такi,
що (∀x, y ∈ G)γ(x ◦ y) = α(x) ∗ β(y). При цьому трiйка пiдстано-
вок T = (α, β, γ) називається iзотопiєю, а самi пiдстановки лiвим,
правим i головним компонентами iзотопiї вiдповiдно. Iзотопiя ви-
ду T = (α, β,∆G) називається головною, а бiнарний оператив (G; ∗) в
цьому випадку називають головним iзотопом даного оперативу (G; ◦).
Довести, що бiнарний оператив, iзотопний квазiгрупi, є квазiгрупою.

28. Довести, що множина всiх iзотопiй мiж бiнарними оперативами (G; ◦)
i (G; ∗) є групою вiдносно операцiї

T1T2 = (α2 ◦ α1, β2 ◦ β1, γ2 ◦ γ1).

29. Довести, що коли квазiгрупа (G; ◦) iзотопна квазiгрупi (G; ∗), то (G; ◦)
iзоморфна деякому головному iзотопу (G; ∗).

30. Нехай квазiгрупа задана таблицею Келi:

· 1 2 3 4 5
1 3 1 4 2 5
2 5 2 3 1 4
3 1 4 2 5 3
4 4 5 1 3 2
5 2 3 5 4 1

Знайти iзотопний образ цiєї квазiгрупи при iзотопiї T = (α, β, γ) тако-

го виду:

· 1 2 3 4 5
α 2 3 4 1 5
β 2 3 1 4 5
γ 3 3 1 4 5

31. Довести, що кожна квазiгрупа iзотопна лупi.

32. Довести теорему Алберта: якщо лупа iзотопна групi, то вони iзоморфнi
мiж собою.

33. Довести, що коли бiнарний оператив з одиницею iзотопний групi, то
вони iзоморфнi мiж собою.

34. Встановити, чи може бiнарний оператив без одиницi бути iзотопним i
iзоморфним деякiй групi.
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35. Довести, що пiвгрупа всiх взаємно однозначних часткових перетво-
рень множини A є iнверсною.

36. Довести, що пiвгрупа (G; ·) є iнверсною тодi i тiльки тодi, коли вико-
нується одна з умов:
а) G – регулярна пiвгрупа з комутуючими iдемпотентними елемента-
ми;
б) кожен головний лiвий i правий iдеали пiвгрупи G мають єдиний
породжуючий iдемпотент.

37. Довести, що кожна iнверсна пiвгрупа iзоморфна деякiй iнверснiй пiв-
групi взаємно однозначних перетворень деякої множини.

38. Нехай G – регулярна пiвгрупа. Довести, що наступнi властивостi рiв-
носильнi:
а) всi iдемпотенти G комутують мiж собою;
б) якщо ḡ – iнверсний елемент до g ∈ G, то елементи gḡ i ḡg комуту-
ють мiж собою;
в) для кожного елемента g ∈ G iснує не бiльше одного елемента, iн-
версного з ним;
г) для довiльних iдемпотентiв i1, i2 ∈ G рiвнiсть i1i2 = i1 рiвносильна
рiвностi i2i1 = i1;
д) для довiльного iдемпотента g ∈ G та iнверсного для нього елемента
ḡ виконується рiвнiсть gḡ = ḡg;
е) якщо i1, i2 ∈ G – iдемпотенти, то з рiвностей i1i2 = i1, i2i1 = i2
випливає i1 = i2, а з рiвностей i1i2 = i2, i2i1 = i1 випливає i1 = i2.

39. Для того, щоб регулярна пiвгрупа G була iнверсною, необхiдно i до-
статньо, щоб виконувалась одна з перелiчених у попереднiй задачi
умов.

40. Довести, що iнверсну пiвгрупу (G; ·) можна розглядати як алгебру
(G; ·,̄ ) з унарною операцiєю ¯ такою, що для будь-яких елементiв
g, g1, g2 ∈ G виконуються рiвностi:
а) ¯(ḡ) = g; б) (g1g2) = ḡ2ḡ1; в) g1ḡ1g2ḡ2 = g2ḡ2g1ḡ1.

41. Довести, що коли i1, i2 – iдемпотенти в iнверснiй пiвгрупi G, то
Gi1 ∩Gi2 = Gi1i2.

42. Довести, що пiвгрупа (G; ·) є регулярною тодi i тiльки тодi, коли для
будь-яких її правого iдеала R i лiвого iдеала L виконується рiвнiсть
RL = R ∩ L.
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43. Довести, що коли в iнверснiй пiвгрупi G для кожного елемента g ∈ G
виконується рiвнiсть gḡ = ḡg, то G є об’єднанням груп.

44. Довести, що:
а) регулярна пiвгрупа з єдиним iдемпотентом є групою;
б) регулярна пiвгрупа з скороченням є групою;
в) регулярна комутативна пiвгрупа є об’єднанням груп.

45. Довести, що в iнверснiй пiвгрупi G вiдношення <, задане умовою

g1 < g2
df←→ g1ḡ2 = g1ḡ1, є вiдношенням часткового порядку (його

називають канонiчним порядком).

46. Довести, що канонiчний порядок в iнверснiй пiвгрупi G можна задати
однiєю з рiвностей:
а) g2ḡ1 = g1ḡ1; б) ḡ1g2 = g1ḡ1; в) ḡ2g1 = g1ḡ1; г) g1ḡ2g1 = g1;
д) ḡ1g2ḡ1 = ḡ1.

47. Довести, що канонiчний порядок в iнверснiй пiвгрупi G має властиво-
стi:
а) якщо a < b i c < d, то ac < bd;
б) якщо a < b, то ā < b̄.

48. Довести, що канонiчний порядок в iнверснiй пiвгрупi G є стiйким,
тобто для будь-яких x, u, v, y ∈ G з нерiвностей z < xv, z < uv, z < uy
випливає z < xy.



Роздiл 2

Векторнi простори

§ 2.1 Векторний простiр. Пiдпростори

Лiтература: [1] стор. 390 – 393, 405 – 411; [3] стор. 245 – 256.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай у множинi L задана бiнарна операцiя + i зовнiшня операцiя мно-
ження на елементи поля P елементiв з множини L (тобто вiдображення
множини P × L в L), для якої будемо використовувати мультиплiкативний
запис.

Множина L називається векторним або лiнiйним простором над полем
P , якщо виконуються умови:

1) Множина L є абелевою групою вiдносно бiнарної операцiї +.
2) Для всiх елементiв x, y множини L i будь-яких α, β ∈ P виконуються

рiвностi:
а) 1x = x;
б) α(βx) = (αβ)x;
в) α(x+ y) = αx+ αy;
г) (α+ β)x = αx+ βx.

Елементи векторного простору L називають векторами i позначають
~a,~b,~c1,~c2, . . ..

Якщо поле P є полем дiйсних чисел R, то такий векторний простiр
називають дiйсним. Якщо ж поле P є полем комплексних чисел C, то такий
векторний простiр називають комплексним.

35
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Рiзницею векторiв ~b i ~a векторного простору L над полем P називається
вектор ~b + (−~a), який позначають ~b − ~a. Для будь-яких векторiв ~b,~a ∈ L

рiзниця ~b−~a iснує i визначається однозначно як розв’язок рiвняння ~a+~x = ~b.
Пiдмножина U векторного простору L над полем P називається його

пiдпростором, якщо вона є векторним простором над полем P вiдносно
операцiй, заданих в L.

Для того, щоб непорожня пiдмножина U векторного простору L над
полем P була його пiдпростором, необхiдно i достатньо, щоб виконувалася
умова:

(∀~a,~b ∈ U, λ ∈ P )(~a+~b ∈ U ∧ λ~a ∈ U).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Як поводять себе число 0 i нульовий вектор ~0 при виконаннi зовнi-
шньої операцiї множення векторiв простору L на елементи числового
поля P ?

2. Нехай у векторному просторi L над полем P виконується рiвнiсть
λ~x = ~0. Що можна сказати про спiвмножники цього добутку?

3. Чому дорiвнюють добутки α(−~x) i (−α)~x у векторному просторi L над
полем P ?

4. Нехай у звичайному просторi задана деяка система координат i W3 –
множина всiх радiус-векторiв точок цього простору (векторiв, початок
яких є початком координат, а кiнцем – дана точка простору). Якi з
аксiом векторного простору виконуються у W3 вiдносно звичайних
операцiй додавання векторiв i множення вектора на дiйсне число?

5. Чи утворює векторний простiр:
а) множина L = {0} над полем Q;
б) множина чисел {−1, 1} вiдносно операцiй множення i множення

на комплекснi числа;
в) множина комплексних чисел C вiдносно операцiй

додавання i множення на дiйснi числа;
г) множина R+ вiдносно операцiй множення i пiднесення

додатного числа до дiйсного степеня;
д) множина M2(R) вiдносно операцiй додавання матриць i

множення їх на дiйснi числа;
е) множина Z вiдносно операцiй додавання i множення на

елементи поля Z2, яка визначається рiвностями 0n = 0 i
1n = n для всiх n ∈ Z?
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6. Перевiрити, що:
а) поле комплексних чисел є векторним простором над полем

комплексних чисел;
б) поле дiйсних чисел є векторним простором над полем

рацiональних чисел;
в) будь-яке числове поле є векторним простором над полем

рацiональних чисел;
г) будь-яке поле є векторним простором над самим собою.

7. Перевiрити, чи є пiдпростором арифметичного векторного простору
Rn :
а) множина всiх векторiв з парними координатами;
б) множина всiх векторiв, у яких послiдовнi координати утворюють

геометричну прогресiю;
в) множина всiх векторiв, коордиcати яких з парними номерами

дорiвнюють 0;
г) множина всiх векторiв, у яких остання координата рiвна сумi

всiх попереднiх?

8. Чи iснує алгебраїчна структура L над полем P з бiнарною i зовнi-
шньою операцiями, в якiй виконуються всi аксiоми векторноiо просто-
ру, крiм: (∀x ∈ L)(1x = x)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Встановити, чи утворює векторний простiр:
а) множина Mm×n(R) всiх прямокутних m× n-матриць над полем

R вiдносно операцiй додавання матриць i множення матрицi
на дiйсне число;

б) множина всiх вiдображень R в R вiдносно вiдомих з математич-
ного аналiзу операцiй додавання ((f + g)(x) = f(x) + g(x)) i
множення на дiйсне число ((λf)(x) = λf(x));

в) множина P∞ всiх нескiнченних послiдовностей елементiв поля
P вiдносно операцiй покомпонентного додавання i множення
на елементи поля P :
(a1, . . . , an, . . .)⊕ (b1, . . . , bn, . . .) = (a1 + b1, . . . , an + bn, . . .);
λ(a1, a2, . . . , an, . . .) = (λa4, λa2, . . . , λan, . . .);

г) множина P(Mn) всiх пiдмножин множини Mn = {1, 2, . . . , n}
вiдносно операцiй симетричного вiднiмання ÷ i множення на
елементи поля Z2, заданого рiвностями 0̄X = ∅, 1̄X = X
для всiх X ∈ P(Mn).
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10. Встановити, чи можна перетворити групу коренiв третього степеня з
одиницi, шляхом задання зовнiшньої операцiї, у векторний простiр над
полем: а) Z2; б) Z3.

11. Знайти всi дiйснi числа a, при яких множина

U = {(x, y, z, t)|2x+ y − z = a+ 1 ∧ y + 3z − 5t = a2 + 6a+ 5}
є пiдпростором арифметичного векторного простору R4.

12. Встановити, якi з наступних множин матриць n-го порядку над полем
P є пiдпросторами векторного простору Mn(P ):
а) симетричних матриць; в) вироджених матриць;
б) кососиметричних матриць; г) невироджених матриць.

13. Описати всi пiдпростори векторноyо простору H3 всiх радiус-векторiв
звичайного тривимiрного простору над полем дiйсних чисел.

14. Встановити, чи утворює векторний простiр над полем дiйсних чисел
множина всiх дiйсних:
а) парних функцiй; в) монотонно зростаючих функцiй;
б) непарних функцiй; г) дифyренцisовних функцiй

вiдносно операцiй додавання i множення функцiй на дiйснi числа.

Задачi на доведення

15. Довести, що наступнi множини многочленiв вiд однiєї змiнної з дiй-
сними коефiцiєнтами є векторними просторами над полем Q вiдносно
операцiй додавання многочленiв i множення їх на рацiональне число:
а) множина всiх многочленiв, степiнь яких не перевищує 2002

(всi числа вважаємо многочленами не вище нульового степеня);
б) множина всiх многочленiв f(x) таких, що f(−1) = 0;
в) множина всiх многочленiв f(x) таких, що f(6) ∈ Q;
г) множина всiх многочленiв f(x) таких, що f ′′′(x) = 0.

16. Довести, що комутативнiсть операцiї додавання у векторному просторi
випливає з решти аксiом.

17. Довести, що у векторному просторi L над aолем P для всiх векторiв
~a,~b i елементiв α, β поля P виконуються рiвностi α(~a−~b) = α~a− α~b i
(α− β)~a = α~a− β~a.

18. Довести, що у векторному просторi L над полем Z2 для всiх векторiв
виконується рiвнiсть ~a+ ~a = ~0.
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19. Довести, що у векторному просторi L над полем Z1 для всiх векторiв
виконується рiвнiсть ~a+ ~a+ ~a+ ~a+ ~a = ~7.

20. Rовести, що наступнi множини векторiв утворюють пiдпростори
арифметичного векторного простору Pn над полем P :
а) множина всiх векторiв, у яких координати, рiвновiддаленi вmд

кiнцiв, рiвнi;
б) oножина всiх векторiв, у яких сума всiх координат рiвна 0;
в) множина всiх векторiв, у яких суми координат, якi стоять на

парних i непарних мiсцях, однаковi;
г) множина всiх векторiв, у яких координати утворюють

арифметичнi прогресiї.

21. Довести, що множина всiх послiдовностей векторного простору R∞,
якi задовольняють умову Кошi (для будь-якого числа ε > 0 iснує номер
m ∈ N такий, що як тiльки s, t > m, то виконується нерiвнiсть
|xs − xt| < ε), є пiдпростором цього простору.

Творчi задачi

22. Чи можна в адитивнiй групi цiлих чисел Z визнаnити зовнiшню опе-
рацiю множення на елементи деякого поля P так, щоб вона стала
векторним простором?

23. При яких натуральних n в адитивнiй групi Zn можна визначити зов-
нiшню операцiю множення на елементи деякого поля P так, щоб вона
стала векторним простором?

Задачi з олiмпiад

24. Довести, що адитивну групу L можна перетворити у векторний про-
стiр над полем Zp тодi i тiльки тодi, коли зовнiшня операцiя буде
задовольняти умовi: (∀~x ∈ L)(p~x = ~0).

25. Довести, що комутативну групу L можна перетворити у векторний
простiр над полем Q тодi i тiльки тодi, коли в нiй немає вiдмiнних вiд
нуля елементiв скiнченного порядку i для будь-якого натурального n i
довiльного елемента a ∈ L рiвняння nx = a має розв’язок у групi L.
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§ 2.2 Базис i розмiрнiсть векторного простору

Лiтература: [1] стор. 393 – 398; [3] стор. 247 – 248, 256 – 261.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай L – векторний простiр над полем P , ~a1,~a2, . . . ,~ak ∈ L i
λ1, λ2, . . . , λk ∈ P . Кожний вектор ~b = λ1~a1 + λ2~a2 + · · · + λk~ak називають
лiнiйною комбiнацiєю даних векторiв.

Пiдмножина M = {~a1,~a2, . . . ,~as} векторного простору L над полем P
називається лiнiйно залежною, якщо хоча б один з її векторiв є лiнiйною
комбiнацiєю iнших векторiв цiєї множини.

Пiдмножина M = {~a1,~a2, . . . ,~as} векторного простору L над полем P
називається лiнiйно незалежною, якщо нi один її вектор не є лiнiйною
комбiнацiєю iнших векторiв цiєї множини.

Для того, щоб пiдмножина M = {~a1,~a2, . . . ,~as} векторного простору L
над полем P була лiнiйно залежною, необхiдно i достатньо, щоб iснували
елементи λ1, λ2, . . . , λs поля P , з яких хоча б один вiдмiнний вiд нуля, i
виконувалася рiвнiсть λ1~a1 + λ2~a2 + · · ·+ λs~as = ~0.

Для того, щоб пiдмножина M = {~a1,~a2, . . . ,~as} векторного простору L
над полем P була лiнiйно незалежною, необхiдно i достатньо, щоб рiвнiсть
λ1~a1 + λ2~a2 + · · · + λs~as = ~0 виконувалася тiльки в єдиному випадку, коли
λ1 = λ2 = . . . = λs = 0.

Якщо пiдмножина M = {~a1,~a2, . . . ,~as} векторного простору L над полем
P є лiнiйно незалежною i кожен вектор простору L є деякою лiнiйною
комбiнацiєю векторiв цiєї множини, то M називають базисом простору L.

Якщо векторний простiр L над полем P мiстить лiнiйно незалежну пiд-
множину M = {~a1,~a2, . . . ,~as}, а кожна пiдмножина, яка мiстить s + 1 ве-
ктор є лiнiйно залежною, то число s називають розмiрнiстю векторного
простору L i пишуть dim L = s. Простiр розмiрностi s називають також
s-вимiрним i позначають Ls. Векторний простiр L називають нескiнченно-
вимiрним, якщо в ньому iснує будь-яке число лiнiйно незалежних векторiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Перевiрити, що у векторному просторi L над полем P мають мiсце
такi властивостi лiнiйно залежних i незалежних множин векторiв:
а) пiдмножина, яка мiстить нульовий вектор, є лiнiйно залежною;
б) якщо деяка пiдмножина M1 є лiнiйно залежною, то будь-яка iнша
пiдмножина M2, яка мiстить M1, також лiнiйно залежна;
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в) якщо деяка пiдмножина M1 є лiнiйно незалежною, то будь-яка
пiдмножина M2 6= ∅, яка мiститься в M1, також лiнiйно незалежна;
г) якщо деяка пiдмножина M1 є лiнiйно незалежною, а пiдмножина
M2 = M1 ∪ {~b} лiнiйно залежна, то вектор ~b є лiнiйною комбiнацiєю
векторiв з M1.

2. Коли є лiнiйно залежною пiдмножина M1 векторного простору L над
полем P , яка мiстить 2 вектори?

3. Чи iснують у векторному просторi C[a,b] скiнченновимiрнi пiдпростори
розмiрностi 5?

4. Яку розмiрнiсть можуть мати пiдпростори векторного простору R[x]
всiх многочленiв вiд змiнної x над полем R?

5. Яка розмiрнiсть арифметичного векторного простору (Z2)2 та скiльки
базисiв вiн мiстить?

6. Нехай L є векторний простiр над полем P розмiрностi 20. Яку розмiр-
нiсть можуть мати пiдпростори цього простору?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. Встановити, лiнiйно залежною чи незалежною є множина векторiв:

а)
{(

1 0
0 0

)
,

(
2 3
1 0

)
,

(
−2 3

2 1

)}
простору M2(R) над полем R;

б)
{(

1 2
3 4

)
,

(
4 1
2 3

)
,

(
3 4
1 2

)}
простору M2(R) над полем R;

в) f1(x) = x3 + x2 + x+ 1, f2(x) = x3 − x2 + x− 2,
f3(x) = 3x3 + x2 − x− 1 просторуR[x] над полем R;

г) f1(x) = 2x2 + x+ 3, f2(x) = −x2 + x− 2, f3(x) = 5x− 1
просторуR[x] над полем R.

8. Знайти всi значення λ, при яких у векторному просторi L над полем P :
а) з лiнiйної незалежностi множини векторiв {~a1,~a2} слiдує

лiнiйна незалежнiсть множини {λ~a1 + ~a2,~a1 + λ~a2};
б) з лiнiйної незалежностi множини векторiв {~a1,~a2,~a3} слiдує

лiнiйна незалежнiсть множини {~a1 + ~a2, λ~a2, (λ2 − 1)~a3};
в) з лiнiйної незалежностi множини векторiв {~a1,~a2,~a3} слiдує

лiнiйна незалежнiсть множини {~a1,~a2 − λ~a3, (λ+ 1)~a3};
г) з лiнiйної незалежностi множини векторiв {~a1,~a2, . . . ,~an} слiдує

лiнiйна незалежнiсть множини {~a1 + ~a2, . . . ,~an−1 + ~an,~an + λ~a1}.
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9. Встановити, якою є розмiрнiсть векторного простору:
а) W2 над полем Q; в) C над полем R;
б) W3 над полем Q[

√
2]; г) C над полем C.

10. Знайти розмiрнiсть i який-небудь базис векторного простору M2(C)
над полем: а) C; б) R.

11. Перевiрити, що множина всiх векторiв арифметичного векторного про-
стору Rn, кожна координата яких з парним номером є подвоєнням по-
передньої координати з непарним номером, є пiдпростором i знайти
його розмiрнiсть та один з базисiв.

12. Визначити розмiрнiсть та знайти один з базисiв пiдпростору вектор-
ного простору Rn[x] многочленiв вiд однiєї змiнної x з дiйсними
коефiцiєнтами, степiнь яких не перевищує n, якi задовольняють
умовi:
а) f(1) = 0; в) 3f(0)− 2f(1) = 0;
б) f ′′′(x) = 0; г) f(1) + f(2) = 0.

13. Знайти розмiрнiсть i базис векторного простору всiх матриць:
а) M2(R) над полем Q; в) симетричних матриць 5-го порядку;
б) M3(Z3) над полем Z3; г) кососиметричних матриць з Mn(R).

14. Знайти розмiрнiсть векторного простору P(M3) всiх пiдмножин мно-
жини M3 = {1, 2, 3} вiдносно операцiй симетричного вiднiмання ÷ i
множення на елементи поля Z2 (дивись §2.1, задача № 9г).

Задачi на доведення

15. Нехай L1 = {~a1,~a2, . . . ,~as,~as+1} i L2 = {~b1,~b2, . . . ,~bs} – пiдмножини
векторного простору L над полем P . Довести, що коли кожен вектор
з множини L1 є лiнiйною комбiнацiєю векторiв множини L2, то пiд-
множина L1 є лiнiйно залежною.

16. Довести, що у скiнченновимiрному векторному просторi всi базиси
мiстять однакове число векторiв.

17. Довести, що коли векторний простiр L над полем P має розмiрнiсть
n, то кожна лiнiйно незалежна пiдмножина векторiв цього простору,
яка мiстить n векторiв, утворює базис.
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18. Довести, що у скiнченновимiрному векторному просторi будь-яку лi-
нiйно незалежну пiдмножину його векторiв можна доповнити до бази-
су.

19. Довести, що коли вектори ~a,~b,~c простору L над числовим полем P

лiнiйно незалежнi, то вектори ~a+~b,~b+~c,~a+~c також лiнiйно незалежнi.
Чи буде мати мiсце це твердження, якщо поле P мiстить 2 елементи?

20. Довести, що у векторному просторi Rn[x] вектори-многочлени 1, x −
a, (x− a)2, . . . , (x− a)n утворюють базис.

21. Довести, що у векторному просторi Rn[x] базисом є будь-яка множина
ненульових многочленiв, серед яких є по одному i тiльки по одному
многочлену кожного з степенiв 0, 1, 2, . . . , n.

22. У векторному просторi всiх дiйсних функцiй вiд однiєї змiнної над
полем R довести лiнiйну незалежнiсть множини:
а) {sinx, cosx}; в) {x−1, x, x2};
б) {1, sinx, cosx}; г) {2x, 4x, 8x}.

23. Довести, що у векторному просторi над полем R всiх дiйсних функцiй
вiд однiєї змiнної вектори f1(x), f2(x), f3(x) є лiнiйно залежними тодi
i тiльки тодi, коли для будь-яких дiйсних чисел a, b, c виконується
рiвнiсть ∣∣∣∣∣∣

f1(a) f1(b) f1(c)
f2(a) f2(b) f2(c)
f3(a) f3(b) f3(c)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

24. Нехай вектори ~e1, ~e2, . . . , ~en утворюють базис векторного простору Ln

над полем P i ~en+1 = −(~e1 + ~e2 + . . . + ~en). Довести, що кожний
вектор ~a цього простору можна подати у виглядi суми

~a = α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αn~en + αn+1~en+1

такої, що α1 + · · ·+ αn+1 = 0, i таке подання єдине.

25. Нехай P(Mn) – векторний простiр всiх пiдмножин множини Mn =
{1, 2, . . . , n} вiдносно операцiй симетричного вiднiмання ÷ i множен-
ня на елементи поля Z2 (дивись §2.1, задача № 9г), та пiдмножини
X1, X2, . . . , Xn – такi, що нi одна з них не мiститься в об’єднаннi всiх
iнших з цих множин. Довести, що система множин X1, X2, . . . , Xn є
лiнiйно незалежною у просторi P(Mn).
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26. Довести, що у векторному просторi R над полем Q лiнiйно незалежни-
ми є числа:
а) 2r1 , 2r2 , . . . , 2rn , де r1, r2, . . . , rn є рiзними рацiональними

числами з iнтервалу (0, 1);
б) 1,

√
m1,
√
m2, . . . ,

√
mn, де m1,m2, . . . ,mn є рiзними

натуральними числами, кожне з яких не дiлиться на квадрат
простого числа.

Творчi задачi

27. Нехай L є пiдпростором векторного простору L, dimL = k,dimL = m
i k < m. Чи можна вiдшукати базис простору L, в якому:
а) не мiститься жодного вектора з L;
б) мiстяться тiльки s 6 k векторiв з L?

28. Нехай Ln – векторний простiр над полем P , яке мiстить q елементiв.
Знайти:
а) число рiзних базисiв цього простору;
б) число k-вимiрних пiдпросторiв цього простору.

Задачi з олiмпiад

29. Функцiї f1(x) i f2(x) визначенi на вiдрiзку [a, b], причому для будь-
яких c1 i c2 функцiя c1f1(x)+c2f2(x) не змiнює знак на (a, b). Довести,
що f1(x) i f2(x) лiнiйно незалежнi в просторi C[a,b].

30. Нехай f1(x), f2(x), . . . , fn(x) – лiнiйно незалежна пiдмножина про-
стору C[a,b]. Довести, що на вiдрiзку [a, b] iснує множина точок
a1, a2, . . . , an, для яких детермiнант матрицi n-го порядку (fi(aj)) вiд-
мiнний вiд нуля.

31. Нехай O1, O2 – точки перетину медiан трикутникiв A1B1C1 i A2B2C2.
Довести, що ~A1A2 + ~B1B2 + ~C1C2 = 3 ~O1O2.

32. Вiдомо, що 2002-кутник A1A2 . . . A2002 має двi осi симетрiї, якi пере-
тинаються в точцi O. Довести, що ~OA1 + ~OA2 + · · ·+ ~OA2002 = ~0.

33. На координатнiй площинi вiд початку координат вiдкладено 2003 ве-
ктори, сума яких дорiвнює нульовому вектору. Довести, що цi вектори
можна занумерувати так, щоб вектори ~a1,~a1+~a2, . . . , ~a1+~a2+· · ·+~a2003

лежали в однiй координатнiй чвертi.
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§ 2.3 Лiнiйна оболонка i лiнiйний многовид.
Перетин i сума пiдпросторiв

Лiтература: [1] стор. 406 – 411; [3] стор. 250 – 255.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай {~a1,~a2, . . . ,~as} – пiдмножина векторного простору L над полем
P . Множина L(~a1,~a2, . . . ,~as) всiх можливих лiнiйних комбiнацiй з векторiв
даної пiдмножини називається її лiнiйною оболонкою. Лiнiйна оболонка
L(~a1,~a2, . . . ,~as) кожної скiнченної пiдмножини даного векторного простору
є його пiдпростором.

Множина U всiх розв’язкiв однорiдної системи m лiнiйних рiвнянь з n
невiдомими над числовим полем P є пiдпростором векторного простору Pn.
Кожний базис цього пiдпростору називають фундаментальною системою
розв’язкiв даної системи. Якщо ранг головної матрицi системи рiвний r,
то фундаментальна система мiстить n− r векторiв.

Нехай U є пiдпростором векторного простору L над полем P i ~a ∈ L.
Множина ~a + U всiх можливих сум вектора ~a та векторiв з пiдпростору U
називається лiнiйним многовидом, утвореним паралельним перенесенням
пiдпростору U на вектор ~a, а розмiрнiсть dim U називають його розмiрнi-
стю.

Множина V всiх розв’язкiв сумiсної неоднорiдної системи m лiнiйних
рiвнянь з n невiдомими над числовим полем P є лiнiйним многовидом ве-
кторного простору Pn, утвореним паралельним перенесенням простору U
розв’язкiв вiдповiдної однорiдної системи на один з розв’язкiв неоднорiдної
системи.

Нехай U1 i U2 є пiдпросторами векторного простору L над полем P .
Множина U1 ∩ U2 називається перетином пiдпросторiв U1 i U2.
Множина U1 + U2 всiх можливих сум векторiв, перший з яких взято з

пiдпростору U1, а другий – з U2, називається сумою пiдпросторiв U1 i U2.
Перетин i сума пiдпросторiв векторного простору є пiдпростором цього

простору.
Сума U1 + U2 пiдпросторiв U1 i U2 векторного простору L над полем

P називається прямою i позначається U1 ⊕ U2, якщо кожен вектор суми
єдиним чином подається у виглядi суми векторiв пiдпросторiв U1 i U2. Сума
U1 + U2 пiдпросторiв U1 i U2 є прямою тодi i тiльки тодi, коли їх перетин
мiстить тiльки нульовий вектор.
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Для пiдпросторiв U1 i U2 скiнченновимiрного векторного простору L над
полем P має мiсце рiвнiсть:

dim (U1 + U2) = dim U1 + dim U2 − dim (U1 ∩ U2).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. У векторному просторi M2(R) встановити, чи належить лiнiйнiй обо-

лонцi векторiв-матриць A1 =
(

3 1
0 2

)
, A2 =

(
5 2
−1 4

)
матриця

A =
(

1 0
1 0

)
.

2. Який геометричний образ асоцiюється з лiнiйною оболонкою множини
векторiв, яка мiстить:
а) один вектор простору W2;
б) два рiзних вектори простору W2;
в) три рiзних вектори простору W2;
г) чотири рiзних вектори простору W2, серед яких є

одна пара колiнеарних векторiв?

3. З яким геометричним образом асоцiюється лiнiйний многовид у ве-
кторному просторi: а) W2; б) W3?

4. Яким є простiр розв’язкiв рiвняння x + y + z + t = 0 над полем дiй-
сних чисел? Навести приклад фундаментальної системи розв’язкiв для
системи рiвнянь, яка мiстить це одне рiвняння.

5. Знайти однорiдну систему лiнiйних рiвнянь з n невiдомими над чи-
словим полем P , простором розв’язкiв якої є арифметичний векторний
простiр Pn.

6. Знайти однорiдну систему лiнiйних рiвнянь з n невiдомими над чи-
словим полем P , простором розв’язкiв якої є множина всiх n-вимiрних
векторiв, у яких перша координата дорiвнює сумi всiх iнших коорди-
нат.

7. Чи можна узагальнити поняття перетину, суми i прямої суми двох
пiдпросторiв векторного простору на:
а) будь-яке скiнченне число його пiдпросторiв;
б) нескiнченне число його пiдпросторiв?

8. Чому не знайшло застосувань об’єднання пiдпросторiв векторного про-
стору?
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9. Якими є сума i перетин пiдпросторiв U i V векторного простору
Mn(R), якщо:
а) U – всi симетричнi матрицi i V – всi верхнi трикутнi матрицi;
б) U – всi симетричнi матрицi i V – всi кососиметричнi матрицi?

10. Чи мiстить перетин U ∩ V пiдпросторiв U i V векторного простору Ln

ненульовi вектори, якщо dimU + dimV > n?

11. Чи може сума двох пiдпросторiв U та V векторного простору Ln бути
прямою, якщо: а) dimU + dimV > n; б) dimU + dimV 6 n?

12. Який зв’язок iснує мiж пiдпросторами U1 та U2 векторного простору
W3, якщо їх сума не є прямою?

13. Чи може деякий лiнiйний многовид векторного простору L над по-
лем P бути утвореним паралельним перенесенням двох рiзних його
пiдпросторiв?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

14. Нехай V = L(~a1,~a2, . . . ,~as) є лiнiйноюї оболонкою векторiв простору
L над полем P . Перевiрити, що:
а) V є найменшим пiдпростором у L, який мiстить вектори
~a1,~a2, . . . ,~as ;
б) V спiвпадає з перетином всiх пiдпросторiв, якi мiстять вектори
~a1,~a2, . . . ,~as.

15. Який зв’язок iснує мiж розмiрнiстю лiнiйної оболонки скiнченної мно-
жини векторiв арифметичного простору Pn i рангом цiєї множини?

16. Знайти розмiрнiсть i який-небудь базис лiнiйної оболонки системи ве-
кторiв простору C4:
а) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (4, 5, 3, 2), ~a3 = (1, 2, 1, 2), ~a4 = (2, 3, 1, 0);
б) ~a1 = (1, 2,−1,−2), ~a2 = (2, 3, 0,−1), ~a3 = (1, 2, 1, 4),

~a4 = (1, 3,−1, 0);
в) ~a1 = (i, 1, 1, 1), ~a2 = (−1, 1, i, 2), ~a3 = (1 + i, 1− i, 1− i, 0),

~a4 = (2,−1− i,−2i,−3);
г) ~a1 = (1, 1, α, 1), ~a2 = (0, i, 3, 0), ~a3 = (1, 2i, 1, 2),

~a4 = (2,−i, i, 0), де α ∈ C.

17. Знайти найпростiшу однорiдну систему лiнiйних рiвнянь з n невi-
домими над числовим полем P , простором розв’язкiв якої є лiнiйна
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оболонка множини векторiв:
а) ~a1 = (1,−1, 1, 0), ~a2 = (1, 1, 0, 1), ~a3 = (2, 0, 1, 1);
б) ~a1 = (1,−1, 1,−1, 1), ~a2 = (1, 1, 0, 0, 3), ~a3 = (3, 1, 1,−1, 7),

~a4 = (0, 2,−1, 1, 2);
в) ~a1 = (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0), ~a2 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1),

~a3 = (2, 0, 1, 1, 0, 1, 1), ~a4 = (3, 0, 1, 1, 0, 1, 2);
г) ~a1 = (2, 1, 1, 0), ~a2 = (1,−1, 0, 1), ~a3 = (3, 0, 1, 1), ~a4 = (4,−1, 1, 2).

18. Нехай U = {(x1, x2, . . . , xn)|x1 + x2 + · · · + xn = 0} i V =
{(x1, x2, . . . , xn)|x1 = x2 = . . . = xn} – пiдмножини векторiв простору
Rn. Чи iснує якийсь зв’язок мiж цими множинами?

19. Побудувати лiнiйний многовид розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь:

а)

 x1 + x2 + x3 = 6,
2x1 − 3x2 + x3 = 1,
3x1 − 2x2 + 2x3 = 7;

б)

 2x1 − x2 + 7x3 − 7x4 = 3,
−x1 + 2x2 − 8x3 + 5x4 = −3,
x1 − x2 + 5x3 − 4x4 = 2.

20. Знайти систему лiнiйних рiвнянь, множиною розв’язкiв якої є лiнiйний
многовид S = ~a+ L(~a1,~a2,~a3), якщо ~a = (1, 2, 3, 4) i:
а) ~a1 = (1,−1, 1, 0), ~a2 = (1, 1, 0, 1), ~a3 = (2, 0, 1, 1);
б) ~a1 = (1, 0, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (0,−1, 0, 1).

21. Нехай S i T – лiнiйнi многовиди векторного простору L над полем P ,
одержанi паралельним перенесенням пiдпросторiв U i V на вектори ~a
i ~b вiдповiдно. Знайти умову, при якiй лiнiйнi многовиди S i T мають
непорожнiй перетин.

22. Знайти необхiднi i достатнi умови належностi лiнiйних многовидiв Q
i S розмiрностi 1 векторного простору Ln до лiнiйного многовиду T
розмiрностi 2 цього простору.

23. Знайти спiльний елемент лiнiйних многовидiв ~a0 + L(~a) i ~b0 + L(~b)
векторного простору Ln, якщо:
а) ~a0 = (1, 1, 1), ~a = (2, 1, 1), ~b0 = (−2,−3, 1), ~b = (1, 3,−1);
б) ~a0 = (1, 2, 1, 0, 1), ~a = (0,−1, 1,−1, 2), ~b0 = (1, 1, 2, 1, 2),

~b = (1, 2, 0, 1, 1);
в) ~a0 = (2, 1, 1, 0, 1), ~a = (0,−1, 1,−1, 2), ~b0 = (1, 1,−1, 1,−4),

~b = (1, 2, 0, 1, 1);
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г) ~a0 = (3, 1, 2, 1, 3), ~a = (1, 0, 1, 1, 2), ~b0 = (2, 2,−1,−1,−2),
~b = (2, 1, 0, 1, 1).

24. Знайти спiльний елемент лiнiйних многовидiв A0 + L(A) i

B0 + L(B) векторного простору M2(R), якщо A0 =
(
−1 −2
−1 2

)
,

A =
(

2 1
0 −1

)
, B0 =

(
1 2
0 0

)
, B =

(
−1 2

1 0

)
.

25. Знайти спiльний елемент лiнiйних многовидiв ~a0 +L(~a) i ~b0 +L(~b1,~b2)
векторного простору R4, якщо ~a0 = (1, 0, 1, 3), ~a = (1, 2, 1,−1),
~b0 = (1, 1, 1, 1), ~b1 = (1, 1, 0, 0), ~b2 = (0, 0, 1, 1).

26. Знайти лiнiйний многовид найменшої розмiрностi, який мiстить векто-
ри ~a1,~a2, . . . ,~ak векторного простору L над полем P .

27. Встановити, чи є операцiя знаходження суми пiдпросторiв векторного
простору комутативною i асоцiативною.

28. В якому випадку для пiдпросторiв U i V простору L виконується
рiвнiсть U + V = U?

29. Знайти яке-небудь подання векторного простору всiх многочленiв з
дiйсними коефiцiєнтами, степiнь яких не перевищує 2002, у видi пря-
мої суми його нетривiальних пiдпросторiв.

30. Знайти розмiрнiсть суми i перетину лiнiйних оболонок систем векторiв
~a1,~a2, . . . ,~ak i ~b1,~b2, . . . ,~bs вiдповiдного простору:
а) ~a1 = (4, 3, 2, 1), ~a2 = (−1, 0,−1, 2), ~a3 = (3, 3, 1, 3),

~b1 = (−2, 0,−2, 4);
б) ~a1 = (1, 1, 1, 1, 1), ~a2 = (−1, 1, 0,−1, 1), ~a3 = (1, 3, 2, 1, 3),

~a4 = (1, 5, 3, 1, 5),
~b1 = (1, 2,−2,−2,−2), ~b2 = (0, 0, 1, 0, 0), ~b3 = (3, 6,−5,−6,−6),
~b4 = (2, 4,−3,−4,−4);

в) ~a1 = (1, 0, 1), ~a2 = (−1, 2, 1), ~a3 = (0, 2, 2),
~b1 = (3, 2, 1), ~b2 = (2, 1, 0), ~b3 = (1, 1, 1);

г) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (1,−1, 1,−1), ~a3 = (1, 3, 1, 3),
~b1 = (1, 2, 0, 2), ~b2 = (1, 2, 1, 2), ~b3 = (3, 1, 3, 1).

31. Знайти який-небудь базис суми i перетину лiнiйних оболонок систем
векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak i ~b1,~b2, . . . ,~bs вiдповiдного простору:
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а) ~a1 = (1, 2, 1), ~a2 = (1, 1,−1), ~a3 = (1, 3, 3),
~b1 = (2, 3,−1), ~b2 = (1, 2, 2), ~b3 = (1, 1,−3);

б) ~a1 = (1, 2, 1,−2), ~a2 = (2, 3, 1, 0), ~a3 = (1, 2, 2,−3),
~b1 = (1, 1, 1, 1), ~b2 = (1, 0, 1,−1), ~b3 = (1, 3, 0,−4);

в) ~a1 = (1, 0, 0,−1), ~a2 = (0, 1, 0,−1), ~a3 = (0, 1,−1, 0),
~b1 = (1,−1, 0, 1), ~b2 = (0,−1, 1, 1), ~b3 = (0, 0, 0, 1);

г) ~a1 = (1, 1, 1, 0), ~a2 = (0, 1, 0, 0), ~a3 = (−1, 2, 0, 1),
~b1 = (0, 1, 0, 0), ~b2 = (2, 1, 1, 0), ~b3 = (0, 2, 1, 1).

Задачi на доведення

32. Нехай ~a1,~a2, . . . ,~ak,~b1,~b2, . . . ,~bs – вектори з простору L. Довести, що

L(~a1,~a2, . . . ,~ak,~b1,~b2, . . . ,~bs) = L(~a1,~a2, . . . ,~ak) + L(~b1,~b2, . . . ,~bs).

33. Нехай у векторному просторi L над полем P виконується рiвнiсть
~a + β~b + γ~c = ~0 для деяких β, γ 6= 0. Довести, що L(~a,~b) = L(~b,~c) =
L(~a,~c).

34. Нехай U i V – пiдпростори векторного простору L над полем P . До-
вести, що dim(U + V ) = dim(U ∩ V ) тодi i тiльки тодi, коли U = V .

35. Нехай U1, U2 i U3 – пiдпростори векторного простору Ln над полем P
i Ln = U1 +U2 +U3. Довести, що Ln = U1⊕U2⊕U3 тодi i тiльки тодi,
коли dimU1 + dimU2 + dimU3 = n.

36. Довести, що сума U = U1 + U2 + · · · + Uk пiдпросторiв U1, U2, . . . , Uk

векторного простору L над полем P є прямою тодi i тiльки тодi, коли
перетин кожного з них з сумою всiх решти цих пiдпросторiв мiстить
тiльки нульовий вектор.

37. Довести, що коли розмiрнiсть суми двох пiдпросторiв арифметичного
простору Rn на 1 бiльша вiд розмiрностi їх перетину, то сума спiвпадає
з одним з них, а перетин – з iншим.

38. Довести, що dim(U1 ⊕U2 ⊕ · · · ⊕Uk) = dimU1 + dimU2 + · · ·+ dimUk.

39. Довести, що n-вимiрний векторний простiр Ln при n > 2 можна подати
у видi прямої суми n його одновимiрних пiдпросторiв.

40. Нехай маємо лiнiйнi многовиди S = ~a + U i Q = ~b + V векторного
простору Ln. Довести, що S = Q тодi i тiльки тодi, коли U = V i
~a−~b ∈ U .
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41. Довести, що для рiзних векторiв ~a,~b векторного простору L над по-
лем P iснує єдиний одновимiрний лiнiйний многовид, який мiстить
множину векторiв H = {α~a+ β~b|α+ β = 1}.

42. Довести, що коли лiнiйний многовид S розмiрностi 1 має два спiльних
елементи з лiнiйним многовидом Q, то S ⊂ Q.

43. Довести, що два лiнiйнi многовиди S = ~a + U i Q = ~b + V розмiрно-
стi 1 рiвнi тодi i тiльки тодi, коли вони мають принаймнi 2 спiльних
елементи.

44. Довести, що два лiнiйнi многовиди S = ~a+ U i Q = ~b+ U векторного
простору Ln або рiвнi або не мають спiльних елементiв.

45. Довести, що векторний простiр C[0, 1] є прямою сумою пiдпросторiв:
а) U = {f(x)|f(0) = 0} та R;
б) U = {f(x)|f(0) = 0 ∧ f(1) = 0} та V = {f(x)|f(x) = ax+ b}.

Творчi задачi

46. Чи iснує якийсь зв’язок мiж просторами розв’язкiв систем лiнiйних
однорiдних рiвнянь x1 − x2 + · · · − x2n = 0 i x1 = x2 = . . . = x2n та
простором R2n?

47. Дослiдити, при яких натуральних n два лiнiйнi многовиди S = ~a + U

i Q = ~b+ V розмiрностi 2 векторного простору Ln мiстяться в одному
лiнiйному многовидi цього простору.

Задачi з олiмпiад

48. Нехай U, V,W є пiдпросторами векторного простору Ln. Встановити
умови, при яких має мiсце рiвнiсть

U ∩ (V +W ) = (U ∩ V ) + (U ∩W ).

49. Знайти нетривiальне подання простору M3(R) у видi прямої суми його

пiдпросторiв та подати матрицю

 1 1 1
0 1 1
0 0 1

 як суму елементiв цих

пiдпросторiв.

50. Нехай U , V i W – пiдпростори векторного простору Ln над полем P .
Довести, що:
а) коли U ⊂ V , то U + (V ∩W ) = (U + V ) ∩W ;
б) (U + V ) ∩ (W + V ) ∩ (U +W ) = (U + V ) ∩W + (U +W ) ∩ V .
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§ 2.4 Координати вектора. Зв’язок мiж базиса-
ми

Лiтература: [1] стор. 398 – 402; [3] стор. 295 – 296.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай Ln – векторний простiр над числовим полем P i {~a1,~a2, . . . ,~an}
– деякий його базис. Для зручностi надалi базис векторного простору Ln

будемо вважати лiнiйно упорядкованою множиною i записувати його як
послiдовнiсть векторiв ~a1,~a2, . . . ,~an. Це дає можливiсть кожному вектору
з простору Ln поставити у взаємно однозначну вiдповiднiсть упорядковану
n-ку чисел з поля P .

Якщо ~a = α1~a1 + α2~a2 + . . . + αn~an, то упорядковану n-ку чисел
(α1, α2, . . . , αn) з поля P називають координатним рядком вектора у да-
ному базисi.

Координатний рядок вектора у даному базисi визначається однозначно.
Якщо розглядати координатний рядок вектора як елемент арифметичного

векторного простору Pn, то координатний рядок суми двох векторiв дорiв-
нює сумi координатних рядкiв цих векторiв, а координатний рядок добутку
вектора на число дорiвнює добутку координатного рядка вектора на це чи-
сло у заданому базисi.

Нехай у просторi задано два базиси ~e1, ~e2, . . . , ~en (1) i ~a1,~a2, . . . ,~an. (2)
Кожний вектор ~ai з другого базису має координатний рядок (τi1, τi2, . . . , τin)
у першому базисi. Тодi матриця

T =


τ11 τ12 . . . τ1n

τ21 τ22 . . . τ2n

. . . . . . . . . . . .
τn1 τn2 . . . τnn


називається матрицею переходу вiд першого до другого базису. Iнодi її
зручно позначати через T a

e . Тут букви e i a вказують вiд якого i до якого
базису здiйснюється перехiд.

Матриця переходу вiд одного базису до iншого є невиродженою.
Кожна невироджена матриця n-го порядку над числовим полем P є ма-

трицею переходу вiд одного базису векторного простору Ln над полем P до
деякого iншого базису цього простору.

Нехай (α1, α2, . . . , αn) i (β1, β2, . . . , βn) – координатнi рядки одного i того
ж вектора ~a з простору Ln у першому та другому базисах вiдповiдно. Якщо
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розглядати цi координатнi рядки як матрицi з одним рядком i n стовпцями,
то мають мiсце формули:

(α1, α2, . . . , αn) = (β1, β2, . . . , βn)T ; (β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)T−1.

З них випливає, що T e
a = (T a

e )−1.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нехай Ln – векторний простiр над числовим полем P i ~a ∈ Ln. Що
називають координатами вектора ~a i скiльки їх у нього може бути?

2. В аналiтичнiй геометрiї на площинi розглядають лiву i праву прямоку-
тнi системи координат. Скiльки прямокутних систем координат можна
розглядати, маючи стандартну систему ~i,~j або ~i,~j,~k:
а) на площинi; б) у звичайному просторi?

3. Як узагальнити поняття лiвої i правої прямокутних систем координат
площини на n-вимiрний векторний простiр над числовим полем P ?

4. Число 5 − 3i можна розглядати як вектор у просторах C всiх ком-
плексних чисел над полями C i R. Якими будуть його координати в
одиничних базисах цих просторiв?

5. Знайти координатний рядок матрицi A =
(

6 4
2 8

)
векторного про-

стору M2(R) у базисi:

B1 =
(

3 0
0 0

)
, B2 =

(
0 2
0 0

)
, B3 =

(
0 0
−1 0

)
, B4 =

(
0 0
0 4

)
.

6. Чи може матриця переходу вiд одного до iншого базису векторного
простору Ln бути: а) одиничною; б) скалярною; в) дiагональною?

7. Як змiниться матриця переходу вiд одного до iншого базису векторно-
го простору Ln, якщо:
а) замiнити мiсцями перший i останнiй вектор у другому базисi;
б) замiнити мiсцями перший i останнiй вектор у першому базисi;
в) змiнити послiдовнiсть векторiв у другому базисi на зворотну;
г) змiнити послiдовнiсть векторiв у обох базисах на зворотну?

8. Чи може матриця:

а)
(
−1 0 0

0 0 1

)
; б)

 −1 0 0
0 i 1
0 0 i

; в)

 −1 2 0
0 0 1
3 0 −1
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бути матрицею переходу вiд одного до iншого базису у векторному
просторi M3(R)?

9. Якою є матриця переходу вiд базису ~i,~j векторного простору W2 до
базису:
а) ~i,−~j; б) −~i,~j; в) −~i,−~j; г)−~j,~i+~j; д) ~i−~j,~i+~j;
е) ~i−~j,−~i−~j; є) −~i−~j,−~i+~j; ж) 2~i− 3~j,−5~i+ 4~j;
з) отриманого поворотом даних базисних векторiв навколо початку
координат на кут α?

10. Записати формули перетворення координат довiльного вектора ~a про-
стору W2 при переходi вiд одного до будь-якого iншого з базисiв по-
передньої задачi.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Знайти координатний рядок матрицi A =
(

13 12
−1 −5

)
векторного

простору M2(R) у базисi:

B1 =
(

1 −1
1 1

)
, B2 =

(
1 1
1 0

)
, B3 =

(
1 1
0 0

)
, B4 =

(
1 0
0 0

)
.

12. Знайти матрицю переходу вiд базису ~a1 = (1, 1),~a2 = (2,−1) до базису
~b1 = (2, 3),~b2 = (3, 1), вектори яких задано своїми координатами у
одиничному базисi простору R2.

13. Знайти матрицю переходу у просторi M2(R) вiд базису

B1 =
(

1 −1
1 1

)
, B2 =

(
1 1
1 0

)
, B3 =

(
1 1
0 0

)
, B4 =

(
1 0
0 0

)
до базису

C1 =
(

0 0
0 1

)
, C2 =

(
1 1
1 1

)
, C3 =

(
0 1
1 0

)
, C4 =

(
0 0
1 0

)
.

14. Нехай у просторi W3 задано прямокутний базис~i,~j,~k. Знайти матрицю
переходу до базису, отриманого з даного:
а) поворотом даних базисних векторiв навколо осi Oz на 450;
б) поворотом даних базисних векторiв навколо осi Ox на 600;
в) симетричним вiдображенням вiдносно площини xOz;
г) симетричним вiдображенням вiдносно площини yOz.

15. Вектори ~a1,~a2, . . . ,~an i ~x простору Ln задано своїми координатами у
деякому базисi:
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а) ~a1 = (1, 1,−1), ~a2 = (1, 2, 1), ~a3 = (3, 2, 1), ~x = (2,−3, 1);
б) ~a1 = (1, 1, 1), ~a2 = (0, 3, 0), ~a3 = (1, 1, 2), ~x = (3, 0, 1);
в) ~a1 = (1, 1, 0, 1), ~a2 = (2, 1, 0,−1), ~a3 = (1, 2, 1, 0),

~a4 = (1, 3,−1, 0), ~x = (−1, 1, 2, 1);
г) ~a1 = (1,−1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (1, 1, 1, 0),

~a4 = (0,−1, 0, 1), ~x = (2, 2, 1, 1).
Перевiрити, що вектори ~a1,~a2, . . . ,~an утворюють базис i знайти
координати вектора ~x ∈ Ln у цьому базисi.

Задачi на доведення

16. Довести, що многочлени 1 + x3, x + x3, x2 + x3, x3, x4 + x3, x5 + x3 з
простору многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами вiд однiєї змiнної, сте-
пiнь яких не перевищує 5, утворюють його базис i знайти координати
многочлена f(x) = x5 + x4 − x3 − x2 + x+ 1 у цьому базисi.

17. Довести, що кожна з двох систем векторiв даного векторного простору
Ln є його базисом, i знайти зв’язок мiж координатами вектора ~x в
цих двох базисах:
а) ~a1 = (1, 1, 1), ~a2 = (1, 2, 1), ~a3 = (3, 2, 1);

~b = (1,−1, 1), ~b = (1, 2,−1), ~b = (2, 2,−1);
б) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (1, 1, 1, 0), ~a3 = (1, 1, 0, 0), ~a4 = (1, 0, 0, 0);

~b1 = (1,−1, 0, 0), ~b2 = (0, 1, 1, 0), ~b3 = (1, 1, 1, 0), ~b4 = (0,−1, 0, 1).

18. Нехай вектор ~a з простору L2 над числовим полем P в деякому базисi
має координати ~a = (1, 2). Довести, що iснує базис цього простору, у
якому даний вектор має координати ~a = (3, 4), i знайти його.

Творчi задачi

19. Встановити, чи iснують рiзнi базиси векторного простору Ln над чи-
словим полем P такi, щоб у одному базисi координатний рядок вектора
~a ∈ Ln був ~a = (α1, α2, . . . , αn), а в другому – ~a = (β1, β2, . . . , βn).

Задачi з олiмпiад

20. Нехай Rn[x] – векторний простiр всiх многочленiв з дiйсними коефi-
цiєнтами вiд однiєї змiнної, степiнь яких не перевищує n. Перевiрити,
що системи многочленiв 1, x, x2, . . . , xn i 1, x− a, (x− a)2, . . . , (x− a)n

утворюють базиси, знайти матрицю переходу вiд одного базису до iн-
шого та розкласти многочлен f(x) = x5−2x3+5x2+2x−1 за степенями
x+ 1.



56 Роздiл 2. Векторнi простори

§ 2.5 Векторний простiр з скалярним множен-
ням. Процес ортогоналiзацiї. Евклiдовий про-
стiр

Лiтература: [1] стор. 411 – 421; [3] стор. 270 – 273, 276 – 281.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай L – векторний простiр над числовим полем P . Вiдображення o
множини L× L у множину P , для якого виконуються умови:

1. (∀~a,~b ∈ L)(o(~a,~b) = o(~b, a));

2. (∀~a,~b,~c ∈ L)(∀α, β ∈ P )(o(α~a+ β~b,~c) = αo(~a,~c) + βo(~b,~c)),
називають операцiєю скалярного множення у векторному просторi L. Чи-
сло o(~a,~b) називають скалярним добутком даних векторiв i позначають
так: o(~a,~b) = ~a~b. Операцiю скалярного множення називають виродженою,
якщо (∀~a,~b ∈ L)~a~b = 0, i невиродженою – у протилежному випадку.

У будь-якому скiнченновимiрному просторi над числовим полем P можна
визначити операцiю скалярного множення векторiв.

Нехай L – векторний простiр з скалярним множенням. Вектори ~a,~b з
простору L називають ортогональними, якщо ~a~b = 0.

Множина векторiв {~a1,~a2, . . . ,~an} векторного простору L з скалярним
множенням називається ортогональною, якщо всi її рiзнi вектори є попарно
ортогональними. Множину, яка мiстить один вектор, будемо також вважати
ортогональною. Кожна ортогональна множина ненульових векторiв є лiнiйно
незалежною. Лiнiйно незалежну множину векторiв можна перетворити в
ортогональну (говорять: ортогоналiзувати).

Базис векторного простору з скалярним множенням Ln називають орто-
гональним, якщо вiн є ортогональною множиною векторiв. Кожну ортого-
нальну множину ненульових векторiв можна доповнити до ортогонального
базису.

У кожному скiнченновимiрному векторному просторi з скалярним мно-
женням Ln iснують ортогональнi базиси.

Векторний простiр з скалярним множенням L над полем дiйсних чисел
R називають евклiдовим i позначають через E, якщо операцiя скалярного
множення векторiв є додатно визначеною, тобто (∀~a 6= ~0)(~a~a > 0).
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Довжиною або нормою вектора ~a у евклiдовому векторному просторi E
називається арифметичне значення квадратного кореня з скалярного ква-
драту даного вектора. Позначення: |~a| =

√
~a~a. Вектор називають одиничним

або нормованим, якщо його довжина дорiвнює одиницi. Базис векторного
простору називають ортонормованим, якщо вiн є ортогональним i всi його
вектори нормованi.

Кутом мiж двома ненульовими векторами ~a i ~b у евклiдовому вектор-
ному просторi E називається число 0 6 ϕ 6 π, для якого виконується
рiвнiсть

cosϕ =
~a~b

|~a| · |~b|
.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Перевiрити, що у векторному просторi з скалярним множенням L над
числовим полем P для всiх векторiв ~a,~b,~c i чисел α, β ∈ P виконую-
ться рiвностi:
а) ~a(~b+ ~c) = ~a~b+ ~a~c; в) ~a(α~b) = α(~a~b);
б) ~a(~b− ~c) = ~a~b− ~a~c; г) ~a~0 = 0.

2. Чи буде векторний простiр L3 над полем дiйсних чисел евклiдовим,
якщо за скалярний добуток векторiв ~a = (α1, α2, α3),~b = (β1, β2, β3)
взяти число:
а) ~a~b = α1β1 − α2β2 + α3β3;
б) ~a~b = 5α1β1 + 5α2β2 + 5α3β3;
в) ~a~b = 2α1β1 + 3α2β2 + 4α3β3;
г) ~a~b = α1β2 + α2β1 + 5α3β3?

3. Якi з властивостей має бiнарне вiдношення ортогональностi векторiв
на евклiдовому векторному просторi E:
а) рефлексивнiсть, нерефлексивнiсть, антирефлексивнiсть;
б) симетричнiсть, несиметричнiсть, антисиметричнiсть;
в) транзитивнiсть, нетранзитивнiсть;
г) досконалiсть, недосконалiсть?

4. Обчислити скалярний добуток векторiв у арифметичному векторному
просторi з стандартним скалярним множенням (добуток дорiвнює сумi
добуткiв однойменних координат):

а)
~a1 = (1, 1,−1),
~a2 = (2,−3, 1); в)

~a1 = (n, n− 1, . . . , 1),
~a2 = (3, 3, . . . , 3);

б)
~a1 = (1, 2, . . . , 10),
~a2 = (10, 9, . . . , 1); г)

~a1 = (1, 2, . . . , 3n),
~a2 = (1, 1, . . . , 1).
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5. Якими повиннi бути дiйснi числа a, b, c, щоб вектори ~a1 = (2, 1,−1),
~a2 = (a, 1,−1), ~a3 = (b, 3, c) з арифметичного простору R3 з стандар-
тним скалярним множенням були попарно ортогональними?

6. Вектор ~a евклiдового векторного простору E ортогональний до векто-
рiв ~b1,~b2, . . . ,~bk цього простору. Чи буде вiн ортогональний до кожного
з векторiв лiнiйної оболонки L(~b1,~b2, . . . ,~bk)?

7. Чи можна ортогоналiзувати систему векторiв у вiдповiдному евклiдо-
вому просторi з стандартним скалярним множенням:
а) ~a1 = (1, 1,−1), ~a2 = (2,−3, 1);
б) ~a1 = (1, 1, 0, 1), ~a2 = (1, 1, 0,−1), ~a3 = (2, 2, 0, 0);
в) ~a1 = (1, 1, 1), ~a2 = (3, 3, 3);
г) ~a1 = (1,−1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (1, 1, 1, 0)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Ортогоналiзувати систему векторiв евклiдового векторного простору
En з стандартним скалярним множенням:
а) ~a1 = (1, 1,−1), ~a2 = (1, 2,−1), ~a3 = (2,−3, 1);
б) ~a1 = (1, 1, 0, 1), ~a2 = (1, 1, 0,−1), ~a3 = (2, 2, 0, 0);
в) ~a1 = (1, 1, 1), ~a2 = (1, 1,−1), ~a3 = (3, 3, 3);
г) ~a1 = (1,−1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0), ~a3 = (1, 1, 1, 0).

9. Ортонормувати базис ~a1 = (1,−1, 0, 1), ~a2 = (0,−1, 1, 0), ~a3 =
(1, 0, 1, 1), ~a4 = (0, 1,−2, 1) евклiдового векторного простору R4 з
стандартним скалярним множенням.

10. Застосуйте процес ортогоналiзацiї до системи многочленiв 1, x, x2, x3

евклiдового векторного простору R[x] з скалярним множенням

~f(x) ~g(x) =

1∫
−1

f(x)g(x)dx.

11. Перевiрити, чи є вектори ортогональними у вiдповiдному евклiдовому
просторi з стандартним скалярним множенням, i, коли так, доповнити
цю систему до ортогонального базису цього простору:

а)
~a1 = (1, 1, 3),
~a2 = (2,−5, 1); в)

~a1 = (1, 0, 1),
~a2 = (3, 3,−3);

б)
~a1 = (−1, 1, 0, 1),
~a2 = (2, 2, 0, 0); г)

~a1 = (1,−1, 0, 0),
~a2 = (1, 1,−1, 0).
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12. Знайти вектори, якi доповнюють дану систему векторiв до ортонормо-
ваного базису у просторi Rn з стандартним скалярним множенням:
а) ~a1 = (1

5 ,
4
5 ,

2
√

2
5 ); в) ~a1 = (

√
6

4 ,−
1
4 ,

3
4 );

б)
~a1 = (− 1

2 ,
1
2 ,−

1
2 ,

1
2 ),

~a2 = (
√

2
2 ,

√
2

2 , 0, 0);
г)

~a1 = ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
, 0),

~a2 = (0, 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
).

13. Знайти який-небудь ортонормований базис лiнiйної оболонки системи
векторiв у просторi R4 з стандартним скалярним множенням:
а) ~a1 = (1,−1, 0, 0), ~a2 = (1, 2, 3, 4);
б) ~a1 = (2, 2, 1,−1), ~a2 = (1,−5, 1, 3), ~a3 = (3, 3, 4,−4).

14. Знайти довжини сторiн i внутрiшнi кути трикутника, вершини якого
задано своїми координатами:
а) A = (2, 1, 0), B = (1,−2, 0), C = (0, 1, 1);
б) A = (1, 1, 1, 1), B = (2, 3, 3, 1), C = (1, 1, 1,−3).

15. Знайти косинус кута мiж ребром куба i його дiагоналлю.

Задачi на доведення

16. Довести, що в евклiдовому векторному просторi E для векторiв ~a,~b
виконується нерiвнiсть Кошi-Буняковського

(~a~b)2 6 |~a|2|~b|2.

17. Довести, що в евклiдовому векторному просторi E кут мiж будь-якими
ненульовими векторами завжди iснує i визначається однозначно.

18. Довести, що в евклiдовому векторному просторi E:
а) сума квадратiв дiагоналей паралелограма дорiвнює сумi

квадратiв довжин його сторiн;
б) квадрат довжини сторони трикутника дорiвнює сумi квадратiв

довжин двох його iнших сторiн без подвоєного добутку цих
сторiн на косинус кута мiж ними;

в) для ортогональних векторiв ~a i ~b виконується рiвнiсть
|~a+~b|2 = |~a|2 + |~b|2(теорема Пiфагора);

г) рiвнiсть у нерiвностi Кошi-Буняковського виконується тодi
i тiльки тодi, коли цi вектори лiнiйно залежнi.

19. Довести, що в евклiдовому векторному просторi E виконуються нерiв-
ностi:
а) |~a+~b| 6 |~a|+ |~b|; б) |~a| − |~b| 6 |~a+~b|; в) |~a| − |~b| 6 |~a−~b|.
Встановити, коли виконуються рiвностi.
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20. Довести, що в евклiдовому векторному просторi всiх не-
перервних на вiдрiзку [−π, π] функцiй з скалярним мно-

женням ~f(x) ~g(x) =
π∫
−π

f(x)g(x)dx множина функцiй

1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, . . . , sinnx, cosnx є ортогональною.

21. Нехай U, V – пiдпростори евклiдового векторного простору En i
dimU < dimV . Довести, що в V iснує ненульовий вектор ~a такий,
що (∀~b ∈ U)(~a~b = ~0).

22. Нехай ~e – одиничний вектор евклiдового векторного простору En.
Довести, що кожний вектор ~a ∈ En однозначно подається у вигля-
дi ~a = α~e + ~b, де ~b~e = 0 i α ∈ R . При цьому число α називається
проекцiєю вектора ~a на напрям ~e i позначається pr~e~a.

23. Довести, що для довiльного ортонормованого базису евклiдового
векторного простору En виконуються рiвностi:
а) pr~ei

(~a+~b) = pr~ei
~a+ pr~ei

~b; в) pr~ei
(λ~a) = λpr~ei

~a;
б) pr~ei

~a = ~a~ei; г) ~a = (pr ~e1~a)~e1 + · · ·+ (pr ~en
~a) ~en.

24. Довести, що для векторiв ~a,~b евклiдового векторного простору E рiв-
нiсть |~a~b| = |~a||~b| виконується тодi i тiльки тодi, коли цi вектори лiнiй-
но залежнi.

25. Визначником Грама системи векторiв ~a1,~a2, . . . ,~an ев-
клiдового векторного простору E називається визначник∣∣∣∣∣∣∣∣
~a1 ~a1 ~a1 ~a2 . . . ~a1 ~an

~a2 ~a1 ~a2 ~a2 . . . ~a2 ~an

. . . . . . . . . . . .
~an ~a1 ~an ~a2 . . . ~an ~an

∣∣∣∣∣∣∣∣ . Довести, що визначник Грама не

змiнюється в процесi ортогоналiзацiї.

26. Довести, що визначник Грама будь-якої скiнченної системи векторiв
евклiдового векторного простору E:
а) невiд’ємний;
б) рiвний нулю тодi i тiльки тодi, коли система лiнiйно залежна;
в) не перевищує добутку квадратiв довжин векторiв системи;
г) дорiвнює добутку квадратiв довжин векторiв системи тодi i

тiльки тодi, коли вона ортогональна або один з них є нульовим
вектором.
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27. Довести, що в евклiдовому векторному просторi E визначник Грама:
а) двох векторiв дорiвнює квадрату площi паралелограма, побудовано-
го на цих векторах;
б) трьох векторiв дорiвнює квадрату об’єму паралелепiпеда, побудова-
ного на цих векторах.

Творчi задачi

28. У евклiдовому векторному просторi Rn (n > 1) з стандартним ска-
лярним множенням iснує ортогональний базис ~a1,~a2, . . . ,~an такий, що
всi його координати дорiвнюють 1 або −1. Дослiдити, яким може бути
число n.

29. Нехай маємо трикутник ABC. Встановити, якi значення для довiльної
точки O може приймати довжина вектора SA

−→
OA+ SB

−−→
OB + SC

−−→
OC, де

SA, SB , SC – площi трикутникiв BCO,CAO,ABO вiдповiдно.

Задачi з олiмпiад

30. На площинi задано правильний n-кутник i вектор ~a. Знайти суму ор-
тогональних проекцiй ~a на сторони n-кутника або на їх продовження.

31. Нехай в евклiдовому векторному просторi виконується рiвнiсть ~a+~b+
~c+ ~d = ~0. Довести, що |~a|+ |~b|+ |~c|+ |~d| > |~a+ ~d|+ |~b+ ~d|+ |~c+ ~d|.

32. Довести, що висоти трикутної пiрамiди перетинаються в однiй точцi
тодi i тiльки тодi, коли суми квадратiв протилежних ребер пiрамiди
рiвнi мiж собою.

33. На площинi кожен iз заданих n векторiв має довжину 1, а їх сума
дорiвнює нульовому вектору. Довести, що цi вектори можна зануме-
рувати так, щоб при k = 1, 2, . . . , n сума перших k векторiв мала
довжину, яка не перевищує 2.

34. Який найменший периметр може бути у випуклого 32-кутника, всi
вершини якого лежать у вузлах клiтчатої бумаги зi стороною клiтки,
рiвною 1?

35. Всерединi трикутника ABC взято точку O i на променях OA,OB,OC
побудовано вектори довжиною 1. Довести, що довжина суми цих ве-
кторiв менша 1. Що можна сказати про таку суму у випадку, коли
замiсть трикутника розглянути довiльний n-кутник?
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§ 2.6 Ортогональне доповнення до пiдпростору.
Iзоморфiзм векторних просторiв

Лiтература: [1] стор. 411 – 423; [3] стор. 270 – 283.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай E – евклiдовий векторний простiр, U – його пiдпростiр i ~a ∈ E.
Вектор ~a називається ортогональним до пiдпростору U , якщо вiн ортого-
нальний до кожного вектора з цього пiдпростору. Множину всiх векторiв
простору E, якi ортогональнi до пiдпростору U , називають ортогональним
доповненням до пiдпростору U i позначають U⊥.

Вектор ~a евклiдового векторного простору En є ортогональним до його
пiдпростору U тодi i тiльки тодi, коли вiн ортогональний до кожного вектора
довiльного базису цього пiдпростору.

Пiдпростори U i V евклiдового векторного простору E називаються ор-
тогональними, якщо кожен вектор першого пiдпростору ортогональний до
будь-якого вектора другого пiдпростору.

Кожний скiнченновимiрний евклiдовий векторний простiр En є прямою
сумою будь-якого нетривiального пiдпростору i його ортогонального допов-
нення.

Якщо E = U ⊕U⊥ i ~a = ~x+~y для деяких ~x ∈ U , ~y ∈ U⊥, то ~x називають
ортогональною проекцiєю вектора ~a на пiдпростiр U i позначають ~aU , а
~y – ортогональною складовою вектора ~a або проектуючим вектором, i
позначають ~aU⊥ .

Кутом мiж вектором ~a у евклiдовому просторi E = U⊕U⊥ i його пiд-
простором U називається кут мiж цим вектором i ортогональною проекцiєю
вектора ~aU на пiдпростiр U .

Вiдстанню вiд точки, заданої вектором ~x у евклiдовому просторi E =
U ⊕U⊥, до лiнiйного многовиду T = ~a0 +U називається мiнiмум вiдстаней
вiд даної точки до точок многовиду, тобто мiнiмум довжин векторiв ~x−~t, де
~t ∈ T. Ця вiдстань дорiвнює довжинi |(~x − ~a0)U⊥ | ортогональної складової
(~x− ~a0)U⊥ вектора ~x− ~a0 на пiдпростiр U .

Нехай L i T – векторнi простори над одним i тим же числовим полем
P . Взаємно однозначне вiдображення f простору L на T називається
iзоморфiзмом векторних просторiв, якщо виконуються умови:

1. (∀~a,~b ∈ L)(f(~a+~b) = f(~a) + f(~b));
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2. (∀~a ∈ L)(∀λ ∈ P )(f(λ~a) = λf(~a)).
При цьому векторнi простори L i T називаються iзоморфними.

Два скiнченновимiрнi простори над одним i тим же числовим полем P
iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли їх розмiрностi однаковi.

Евклiдовi векторнi простори E i E′ називаються iзоморфними, якщо
вони iзоморфнi як векторнi простори i (∀~a,~b ∈ E)(~a~b = f(~a)f(~b)).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нехай ~a – ненульовий вектор евклiдового простору E3. Якою може
бути розмiрнiсть пiдпростору, ортогонального до вектора ~a?

2. Нехай U i V – пiдпростори евклiдового векторного простору E, при-
чому розмiрнiсть U менша за розмiрнiсть V . Чи iснує в просторi U
ненульовий вектор, ортогональний до V ?

3. Описати ортогональнi пiдпростори у просторi W3.

4. Нехай U i V – пiдпростори евклiдового векторного простору E, при-
чому U = V ⊥ i V = U⊥. Що можна сказати про перетин U ∩ V i суму
U + V ?

5. Перевiрити, що ортогональне доповнення до пiдпростору евклiдового
векторного простору En має властивостi:
а) {~0}⊥ = En; б) E⊥n = {~0}; в) (U⊥)⊥ = U .

6. Нехай векторнi простори L i T , якi заданi над одним i тим же числовим
полем P , iзоморфнi. Якщо f : L→ T є iзоморфiзмом, то що є образом
векторiв ~0 i −~a для кожного ~a ∈ L?

7. Нехай f – iзоморфiзм векторних просторiв L i T . Перевiрити, що:
а) лiнiйно незалежна система векторiв простору L переходить у лiнiй-
но незалежну систему векторiв простору T ;
б) базис простору L переходить у базис простору T ;
в) розмiрнiсть простору L дорiвнює розмiрностi простору T .

8. При якiй умовi скiнченновимiрнi евклiдовi векторнi простори En i Em

є iзоморфними?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Знайти необхiдну i достатню умову, при якiй пiдпростори U i V евклi-
дового векторного простору En ортогональнi мiж собою.
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10. У векторному просторi Rn[x] скалярний добуток многочленiв f(x) =
anx

n + · · ·+amx
m + · · ·+a1x+a0 i g(x) = bmx

m + · · ·+ b1x+ b0 таких,
що n > m, задано формулою fg = a0b0 + a1b1 + · · ·+ ambm.
Знайти ортогональне доповнення:
а) пiдпростору всiх многочленiв таких, що f(1) = 0;
б) пiдпростору всiх многочленiв парного степеня.

11. Знайти базис ортогонального доповнення U⊥ пiдпростору U =
L(~a1, . . . ,~ak) евклiдового векторного простору En, якщо:
а) ~a1 = (1,−1, 1),~a2 = (2, 0, 1);
б) ~a1 = (1, 1, 0,−2),~a2 = (2, 1,−1, 1);
в) ~a1 = (1, 0, 1,−1),~a2 = (2,−1, 3, 0);
г) ~a1 = (1, 1,−1, 2),~a2 = (2, 0, 1, 3),~a3 = (4, 2,−1, 7).

12. Знайти ортогональну проекцiю ~aU i ортогональну складову ~aU⊥ ве-
ктора ~a на лiнiйний пiдпростiр U вiдповiдного евклiдового простору,
якщо:
а) ~a = (−1, 2) i U = L((2, 3));
б) ~a = (1,−2, 0) i U = L((−1, 2, 1));
в) ~a = (5, 2,−2, 2) i U = L((2, 1, 1,−1), (1, 1, 3, 0), (1, 2, 8, 1));
г) ~a = (8, 5,−3, 6) i U є пiдпростором розв’язкiв системи x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x1 − x2 − x3 − 3x4 = 0,
3x1 + x2 + x3 − x4 = 0.

13. Знайти кут мiж вектором ~a i лiнiйною оболонкою L(~a1,~a2,~a3), якщо:
а) ~a = (2, 2, 1, 1),~a1 = (3, 4,−4,−1),~a2 = (0, 1,−1, 2);
б) ~a = (1, 0, 3, 0),~a1 = (5, 3, 4,−3),~a2 = (1, 1, 4, 5),~a3 = (2,−1, 1, 2).

14. Знайти вiдстань вiд точки, заданої вектором ~a, до лiнiйного многовиду
T вiдповiдного евклiдового простору, якщо:
а) ~a = (1, 3) i T заданий рiвнянням x− 2y = 3;
б) ~a = (1, 1, 1) i T = (1, 2, 1) + L((0, 0, 1), (1, 0, 0));
в) ~a = (1, 2,−1) i T заданий рiвнянням 2x− 2y + z = 3;
г) ~a = (2, 4,−4, 2) i T заданий системою рiвнянь{

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1,
x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 2.

Задачi на доведення

15. Довести, що ортогональне доповнення до пiдпростору евклiдового ве-
кторного простору En має властивостi:
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а) (U + V )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥; в) (U ∩ V )⊥ = U⊥ + V ⊥;
б) (U⊥ + V ⊥)⊥ = U ∩ V ; г) (U⊥ ∩ V ⊥)⊥ = U + V.

16. Довести, що для будь-яких пiдпросторiв U, V, T евклiдового векторно-
го простору En виконуються рiвностi:
а) (U ∩ V ∩ T )⊥ = U⊥ + V ⊥ + T⊥;
б) (U + V + T )⊥ = U⊥ ∩ V ⊥ ∩ T⊥.

17. Довести, що серед всiх векторiв пiдпростору U евклiдового вектор-
ного простору E найменший кут з даним вектором ~a утворює його
ортогональна проекцiя ~aU на пiдпростiр U .

18. Нехай ~a1,~a2, . . . ,~as – ортогональний базис пiдпростору U ев-
клiдового векторного простору En i ~b1,~b2, . . . ,~bk – ортогональ-
ний базис ортогонального доповнення U⊥. Довести, що система
~a1,~a2, . . . ,~as,~b1,~b2, . . . ,~bk є ортогональний базис En.

19. Нехай U i V – пiдпростори евклiдового векторного простору En та
U + V 6= En. Довести, що iснує ненульовий вектор ~a ∈ En такий, що
~a ортогональний до U i V .

20. Довести, що задання пiдпростору U евклiдового векторного простору
En i його ортогонального доповнення U⊥ в ортонормованому базисi за
допомогою систем лiнiйних рiвнянь пов’язанi так:
коефiцiєнти лiнiйно незалежної системи лiнiйних рiвнянь, яка задає
один з цих пiдпросторiв, є координатами векторiв базису другого пiд-
простору.

21. Довести, що довжина проекцiї вектора ~x = (x1, x2, x3) на вектор
~a = (a1, a2, a3) евклiдового векторного простору W3 з стандартним
скалярним множенням дорiвнює

a1x1 + a2x2 + a3x3√
a2
1 + a2

2 + a2
3

.

22. Довести, що проекцiя вектора ~v евклiдового векторного простору W3

з стандартним скалярним множенням на площину ax + by + cz = d
знаходиться за формулою ~v − ~u~v

|~u|2 ~u, де ~u = (a, b, c).

23. Довести, що ортогональна проекцiя довiльного вектора многовиду
~a+U на ортогональне доповнення U⊥ спiвпадає з ортогональною про-
екцiєю ~a⊥U вектора ~a на U⊥.
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24. Нехай U, V1, V2 є пiдпросторами евклiдового векторного простору E i
U = V1⊕V2. Довести, що коли вектор ~a ортогональний до пiдпростору
V1, то вiдстанi мiж цим вектором i пiдпросторами U та V2 рiвнi.

25. У векторному просторi Rn[x] з скалярним множенням многочленiв
f(x) = anx

n + · · ·+amx
m + · · ·+a1x+a0 i g(x) = bmx

m + · · ·+ b1x+ b0,
яке при n > m задано формулою

fg = a0b0 + a1b1 + · · ·+ ambm,

розглянемо пiдпростiр U = {f(x)|f(1) = 0}. Довести, що вiдстань мiж
довiльним многочленом g(x) i пiдпростором U дорiвнює g(1)√

n+1
.

26. Довести, що дiйсний векторний простiр симетричних матриць другого
порядку над полем R iзоморфний арифметичному векторному простору
R3.

27. Довести, що дiйсний векторний простiр кососиметричних матриць тре-
тього порядку над полем R iзоморфний арифметичному векторному
простору R3.

28. Довести, що при iзоморфiзмi f евклiдових векторних просторiв E i E′:
а) ортогональна система векторiв з E переходить в ортогональну си-
стему з E′;
б) ортонормована система векторiв з E переходить в ортонормовану
систему з E′;
в) якщо U пiдпростiр простору E, то f(U⊥) = (f(U))⊥.

Творчi задачi

29. Встановити, чи виконуються рiвностi з задач 5,15,16 для довiльного
евклiдового векторного простору E. Якщо рiвнiсть не виконується, то
вивчити взаємозв’язки, якi iснують мiж цими пiдпросторами.

30. Нехай L – нескiнченновимiрний простiр над полем P i Vn – скiнчен-
новимiрний простiр над цим самим полем. Чи можна задати хоча б
один iзоморфiзм одного з цих просторiв у iнший?

Задачi з олiмпiад

31. Нехай Lk i Un – векторнi простори над скiнченним полем Zp, роз-
мiрностi яких задовольняють нерiвностi k 6 n. Скiльки iснує рiзних
iзоморфiзмiв простору Lk у Un?
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§ 2.7 Вибранi задачi

1. Якi з аксiом векторного простору можна довести, виходячи з решти?

2. Описати всi пiдпростори векторного простору Rn[x] всiх многочленiв
вiд однiєї змiнної x над полем R, степiнь яких не перевищує числа n.

3. Нехай Zn
p – арифметичний векторний простiр над полем Zp для деяко-

го простого числа p. Скiльки пiдпросторiв є у просторi Zn
p ?

4. При яких умовах групу коренiв n-го степеня з одиницi можна пере-
творити у векторний простiр над полем Zp для деякого простого числа
p? Скiльки пiдпросторiв мiстить такий векторний простiр?

5. Чи можна вздовж кожного ребра 2003-кутної пiрамiди спрямувати ве-
ктор, поставивши стрiлку у певному напрямку так, щоб сума всiх
таких векторiв дорiвнювала ~0?

6. На площинi дано 2002 вектори, серед яких є неколiнеарнi. Вiдомо, що
сума довiльних 2001 векторiв iз них колiнеарна до вектора, який не
ввiйшов у суму. Довести, що сума всiх 2002 векторiв рiвна ~0.

7. Нехай U1, U2, . . . , Uk – пiдпростори векторного простору L над число-
вим полем P . При якiй умовi виконується рiвнiсть L = U1∪U2∪· · ·∪Uk?

8. Чи iснує векторний простiр L над скiнченним полем Zp такий, що L =
U1 ∪ U2 ∪ U3 для деяких нетривiальних його пiдпросторiв U1, U2, U3?

9. У векторному просторi R10[x] всiх дiйсних многочленiв вiд однiєї змiн-
ної, степiнь яких не перевищує 10, вибранi пiдмножини U – всiх мно-
гочленiв, степiнь яких не перевищує 3, i V – всiх многочленiв парного
степеня, який не перевищує 8. Довести, що U i V є пiдпросторами, та
знайти розмiрностi U, V, U ∩ V,U + V .

10. Знайти лiнiйний многовид найменшої розмiрностi, який мiстить мно-
говиди ~a + U , ~b + V векторного простору Ln над полем P , та його
розмiрнiсть.

11. Описати всi можливi випадки спiввiдношень мiж лiнiйними многови-
дами S = ~a + L(~a1, ~a2) i T = ~b + L(~b1,~b2) векторного простору Ln

над полем P та знайти необхiднi i достатнi умови, якi описують цi
спiввiдношення та виражаються через вектори ~a,~a1, ~a2,~b,~b1,~b2.
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12. Нехай U, V,W є пiдпросторами векторного простору Ln. Довести, що

(U +W ) ∩ (V +W ) ∩ (U + V ) = [(W + V ) ∩ U ] + [(U + V ) ∩W ].

13. Нехай U, V,W є пiдпросторами векторного простору Ln. Довести, що

dim[(U + V ) ∩W ] + dim(U ∩ V ) = dim[(W + V ) ∩ U ] + dim(V ∩W ).

14. Нехай U, V,W є пiдпросторами векторного простору Ln. Довести, що

(U ∩ V ) + (V ∩W ) + (U ∩W ) ⊂ (U + V ) ∩ (U +W ) ∩ (V +W )

i рiзниця розмiрностей цих пiдпросторiв є парним числом.

15. Довести, що два лiнiйнi многовиди S = ~a+U i Q = ~b+ V розмiрностi
1 векторного простору Ln при n > 3 мiстяться в одному лiнiйному
многовидi розмiрностi 3 цього простору.

16. Довести, що два лiнiйнi многовиди S = ~a+U i Q = ~b+ V розмiрностi
2 векторного простору Ln при n > 5 мiстяться в одному лiнiйному
многовидi, розмiрнiсть якого не перевищує 5.

17. Довести, що два лiнiйнi многовиди S = ~a+U i Q = ~b+V розмiрностей
k i l векторного простору Ln при n > k + l + 1 мiстяться в деякому
лiнiйному многовидi, розмiрнiсть якого не перевищує k + l + 1.

18. Знайти лiнiйний многовид розмiрностi 1, який має непорожнiй перетин
з кожним лiнiйним многовидом ~a0+L(~a) i ~b0+L(~b) векторного простору
Ln, i мiстить вектор ~c, якщо:

а)

~a0 = (1, 1, 1, 1),
~a = (1, 2, 1, 0),
~b0 = (2, 2, 3, 1),
~b = (1, 0, 1, 3),
~c = (4, 5, 2, 7);

б)

~a0 = (9, 3, 6, 4),
~a = (−1, 0, 2,−1),
~b0 = (7, 4, 11, 3),
~b = (1, 1,−1, 2),
~c = (4, 5, 2, 7).

19. Довести, що скалярне множення в R2 можна визначити формулою

~a~b = αa1b1 + βa1b2 + βa2b1 + γa2b2

тодi i тiльки тодi, коли α > 0 i αγ > β2.

20. Довести, що для дiйсних чисел має мiсце числова нерiвнiсть

(a1b1+a2b2+· · ·+anbn)2 6 (c1a1+c2a2+· · ·+cnan)2·
(
b1
c1

+
b2
c2

+ · · ·+ bn
cn

)2

.
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21. Довести нерiвностi:
а)
∑n

i=1

√
aibi 6

√∑n
i=1 a

2
i +

√∑n
i=1 b

2
i , якщо ai, bi ∈ R+;

б)
√∑n

i=1(ai − bi)2 6
√∑n

i=1 a
2
i +

√∑n
i=1 b

2
i .

22. Нехай A ∈Mn(R). Довести, що |A|2 6
n∏

i=1

n∑
j=1

a2
ij(нерiвнiсть Адамара).

23. Довести, що рiвнiсть у нерiвностi Адамара виконується тодi i тiльки
тодi, коли система рядкiв матрицi A ортогональна або один з рядкiв є
нульовим.

24. Вектор ~a евклiдового векторного простору En має одиничну довжину
i рацiональнi координати. При яких умовах iснує ортогональний до ~a
вектор одиничної довжини з рацiональними координатами?

25. На сферi одиничного радiуса розмiщено n > 2 точок. Довести, що сума
квадратiв довжин усiх вiдрiзкiв, якi визначаються цими точками, не
перевищує n2. Чи може ця сума дорiвнювати n2?

26. Нехай ~a1,~a2, . . . ,~as – деяка система векторiв евклiдового векторного
простору E. Довести, що коли в процесi ортогоналiзацiї цiєї системи
одержали ненульовi вектори ~c1,~c2, . . . ,~ck , а вектор ~ck+1 = ~0, то си-
стема векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak лiнiйно незалежна та вектор ~ak+1 лiнiйно
виражається через цi вектори.

27. Векторний простiр всiх многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами, сте-
пiнь яких не перевищує 3, перетворено довiльним чином в евклiдовий.
Довести, що в ньому:
а) iснує ортогональний базис, який мiстить по одному многочлену ко-
жного з степенiв 0, 1, 2, 3;
б) якщо f0(x), f1(x), f2(x), f3(x) i g0(x), g1(x), g2(x), g3(x) – два ор-
тогональнi базиси, якi мають властивiсть а), то многочлени у другому
базисi можна перенумерувати так, що вони будуть вiдрiзнятися вiд
fi(x)(0 6 i 6 3) тiльки сталими дiйсними множниками.

28. Нехай ~a1,~a2, . . . ,~an – ортонормований базис евклiдового векторного
простору En i ~a ∈ En – одиничний вектор. Довести, що координати
вектора ~a у цьому базисi дорiвнюють косинусам кутiв α1, α2, . . . , αn,
якi вектор ~a утворює з вiдповiдними базисними векторами та має мiсце
рiвнiсть

cos2 α1 + cos2 α2 + . . .+ cos2 αn = 1.
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29. Нехай пiдпростори U, V простору Rn заданi системами рiвнянь x1 +
x2 + · · · + xn = 0 i x1 = x2 = · · · = xn вiдповiдно. Довести, що
Rn = U ⊕ V , i знайти ортогональнi проекцiї одиничних векторiв на цi
пiдпростори.

30. Довести, що простiр Mn(R) є прямою сумою його пiдпросторiв си-
метричних i кососиметричних матриць, та знайти проекцiї матрицi
A = (aij) такої, що aij = 1 при i 6 j, i aij = 0 при i > j, на кожний з
цих пiдпросторiв паралельно iншому.

31. Довести, що вiдстань d вiд точки, заданої вектором ~a, до лiнiйно-
го многовиду ~a0 + L(~a1,~a2, . . . ,~ak) можна обчислити з застосуванням
визначникiв Грама за формулою

d2 =
G(~a1,~a2, . . . ,~ak,~a− ~a0)

G(~a1,~a2, . . . ,~ak)
.

32. Вiдстанню мiж лiнiйними многовидами S = ~a1 + U i Q = ~a2 + V
евклiдового векторного простору En називається найменша вiдстань
мiж довiльними двома точками, одна з яких належить S, а друга – Q.
Довести, що ця вiдстань дорiвнює довжинi ортогональної складової
|(~a1 − ~a2)U⊥ | вектора ~a1 − ~a2 на пiдпростiр U⊥.

33. Знайти вiдстань мiж двома многовидами ~a0 + L(~a1,~a2), ~b0 + L(~b1,~b2)
простору R4, якщо ~a0 = (5, 5, 3, 2),~a1 = (1, 2, 2, 2),~a2 = (2,−2, 1, 2),
~b0 = (1,−2, 1,−3),~b1 = (2, 0, 2, 1),~b2 = (1,−2, 0,−1).

34. Двi системи векторiв ~a1,~a2, . . . ,~an i ~b1,~b2, . . . ,~bn евклiдового векторно-
го простору називаються бiортогональними, якщо для всiх 1 6 i 6 n

виконується рiвнiсть ~ai
~bi = 1 i ~ai

~bj = 0 при всiх i 6= j. Довести, що
кожна з бiортогональних систем векторiв є лiнiйно незалежною.

35. Довести, що для будь-якого базису евклiдового векторного простору
En iснує єдиний бiортогональний базис.

36. Нехай ~a1,~a2, . . . ,~an i ~b1,~b2, . . . ,~bn – пара бiортогональних базисiв
евклiдового векторного простору En i 1 6 k 6 n. Довести, що
L(~a1,~a2, . . . ,~ak)⊥ = L(~bk+1,~bk+2, . . . ,~bn).

37. Знайти бiортогональний базис до базису евклiдового векторного
простору Rn з стандартним скалярним множенням:
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а) ~a1 = (1, 1), ~a2 = (2,−2);
б) ~a1 = (1, 0, 1), ~a2 = (0, 0, 1), ~a3 = (0, 3, 0);
в) ~a1 = (−1, 1, 0, 1), ~a2 = (0, 1, 0, 1), ~a3 = (0, 0,−1, 1), ~a4 = (0, 9, 0, 1);
г) ~a1 = (1,−1, 1,−1), ~a2 = (1, 1, 1, 1), ~a3 = (−1, 1, 1,−1),

~a4 = (1, 1,−1,−1).

38. Кутом мiж вектором ~a i лiнiйним многовидом ~a + U евклiдового
векторного простору E називається найменший кут, який вектор ~a
утворює з векторами лiнiйного многовиду ~a+U . Довести, що кут мiж
вектором ~a i лiнiйним многовидом ~a + U дорiвнює куту мiж ~a i його
ортогональною проекцiєю на U .

39. Довести, що сума кутiв, якi вектор ~a евклiдового векторного просто-
ру E утворює з пiдпростором U i його ортогональним доповненням,
дорiвнює π

2 .

40. Нехай евклiдовий векторний простiр E розкладено у пряму суму його
попарно ортогональних пiдпросторiв E = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk i вектор
~a утворює кути α1, α2, . . . , αk з вiдповiдними пiдпросторами. Довести,
що виконується рiвнiсть

cos2 α1 + cos2 α2 + . . .+ cos2 αk = 1.

41. Нехай ~a1,~a2, . . . ,~ak – лiнiйно незалежна система векторiв евклi-
дового векторного простору E. Паралелепiпедом, побудованим на
цих векторах, називається множина точок, якi є кiнцями векторiв
α1~a1 + α2~a2 + · · · + αk~ak, де 0 6 αi 6 1 для всiх 0 6 i 6 1. Якщо
дана система ортонормована, то вiдповiдний паралелепiпед називають
k-вимiрним кубом. Об’єм V (~a1,~a2, . . . ,~ak) такого k-вимiрного парале-
лепiпеда визначимо iндуктивно:
а) V (~a1) = |~a1|;
б) V (~a1,~a2, . . . ,~ak) = V (~a1,~a2, . . . ,~ak−1) · hk, де hk – довжина ортого-
нальної складової вектора ~ak на пiдпростiр (L(~a1,~a2, . . . ,~ak−1))⊥.
Довести, що:
а) V (~a1,~a2, . . . ,~ak) =

√
G(~a1,~a2, . . . ,~ak), де G(~a1,~a2, . . . ,~ak) є визна-

чником Грама;
б) V (~a1,~a2, . . . ,~ak) = |D|, де D – визначник, рядками якого є коор-
динати векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak вiдносно якого-небудь ортонормованого
базису лiнiйної оболонки L(~a1,~a2, . . . ,~ak);
в) V (~a1,~a2, . . . ,~ak) 6 |~a1||~a2| · · · |~ak|;
г) рiвнiсть V (~a1,~a2, . . . ,~ak) = |~a1||~a2| · · · |~ak| виконується тодi i тiльки
тодi, коли система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak ортогональна.



Роздiл 3

Лiнiйнi оператори

§ 3.1 Властивостi лiнiйних операторiв. Матри-
ця лiнiйного оператора

Лiтература: [1] стор. 429 – 436; [3] стор. 283 – 286, 289 – 291.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай L – векторний простiр над полем P . Вiдображення f : L → L
називається лiнiйним оператором векторного простору L, якщо викону-
ються умови:

1. (∀~x ∈ L, λ ∈ P )(f(λ~x) = λf(~x));
2. (∀~x, ~y ∈ L)(f(~x+ ~y) = f(~x) + f(~y)).
Нехай у векторному просторi Ln задано базис ~e1, ~e2, . . . , ~en i f є лiнiйним

оператором простору Ln. Тодi образи базисних векторiв можна записати у
виглядi

f(~e1) = σ11~e1 + σ12~e2 + . . . + σ1n~en,
f(~e2) = σ21~e1 + σ22~e2 + . . . + σ2n~en,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f(~en) = σn1~e1 + σn2~e2 + . . . + σnn~en.

Матриця

Ae
f =


σ11 σ12 . . . σ1n

σ21 σ22 . . . σ2n

. . . . . . . . . . . .
σn1 σn2 . . . σnn
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називається матрицею лiнiйного оператора f у заданому базисi, який ми
позначили буквою e i вiдобразили це у верхньому iндексi. Таким чином, у
вибраному базисi векторного простору Ln кожному лiнiйному оператору f
цього простору можна поставити у вiдповiднiсть матрицю n-го порядку над
полем P . Лiнiйний оператор f визначається цiєю матрицею однозначно.

Якщо ~x = α1~e1 + α2~e2 + · · ·+ αn~en i f(~x) = β1~e1 + β2~e2 + · · ·+ βn~en, то
мiж координатними рядками векторiв ~x i f(~x) iснує така залежнiсть:

(β1, β2, . . . , βn) = (α1, α2, . . . , αn)Ae
f .

Нехай у просторi Ln задано два базиси ~e1, ~e2, . . . , ~en та ~a1,~a2, . . . ,~an

i T a
e – матриця переходу вiд першого до другого базису. З § 2.4 вiдомо, що

T e
a = (T a

e )−1. Тому, якщо лiнiйний оператор f простору Ln у цих базисах
має матрицi Ae

f i Aa
f вiдповiдно, то мають мiсце спiввiдношення

Aa
f = T a

e A
e
fT

e
a = T a

e A
e
f (T a

e )−1.

Матрицi A i B з векторного простору Mn(P ) називаються подiбними,
якщо iснує невироджена матриця Q така, що A = QBQ−1.

Матрицi лiнiйного оператора скiнченновимiрного векторного простору у
рiзних базисах подiбнi мiж собою.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Яке з вiдображень простору W2 в себе є лiнiйним оператором:
а) гомотетiя з центром в початку координат i коефiцiєнтом 5;
б) паралельне перенесення на вектор ~a = (1, 1);
в) поворот навколо початку координат на кут π

6 ;
г) проектування на вiсь Oy?
Для лiнiйних операторiв записати їх матрицi у базисi ~i,~j.

2. Яке з вiдображень простору W2 в себе є лiнiйним оператором:
а) f(x, y) = (y, x); в) f(x, y) = (x,−y); д) f(x, y) = (−y,−x);
б) f(x, y) = (−x,−y); г) f(x, y) = (−x, y); е) f(x, y) = (−y, x)?

Яку назву мають в геометрiї цi оператори?

3. Яка з операцiй у векторному просторi R[x] є лiнiйним оператором:
а) диференцiювання; б) iнтегрування?

4. Що ви можете сказати про лiнiйнi оператори одновимiрного дiйсного
векторного простору? Якими є матрицi таких лiнiйних операторiв?
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5. Лiнiйний оператор f простору R3 переводить одиничний базис ~e1, ~e2, ~e3
у вектори ~a1 = (1,−2, 1),~a2 = (3, 0, 3),~a3 = (1, 2, 3), якi заданi своїми
координатами у цьому ж базисi. Якою є матриця Ae

f ?

6. У базисi ~i,~j векторного простору W2 задано вектор ~a = (−1, 2). Якими

будуть координати вектора R
7
6 π

O (~a) у цьому ж базисi?

7. Лiнiйний оператор f простору W3 в одиничному базисi ~i,~j,~k має ма-

трицю

 0 −2 3
1 1 1
−2 2 −3

. Знайти координати вектора f(~x) у цьому

базисi, якщо ~x = (1,−1, 1).

8. Як змiниться матриця лiнiйного оператора f арифметичного векторно-
го простору Rn, якщо в базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en:
а) помiняти мiсцями вектори ~e1 i ~en;
б) записати всi вектори в зворотному порядку?

9. Чи iснує лiнiйний оператор простору R3, який вiдображає вектори
~a1 = (1, 1, 1),~a2 = (3, 3, 3),~a3 = (1, 2, 3), на вектори ~b1 = (1, 1, 1),~b2 =
(1, 2, 3),~b3 = (0, 0, 3) вiдповiдно?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Перевiрити, чи є лiнiйним оператор f арифметичного векторного про-
стору Rn, якщо:
а) f((x1, x2, x3)) = ~a, де ~a – фiксований вектор простору R3;
б) f((x1, x2, x3, x4)) = (x2, x4, x3, x1);
в) f((x1, x2, x3, x4)) = (x1 − 3x2, 2x2, 3x3, x4 + x1);
г) f((x1, x2, x3, x4)) = (x1 + x2, 0, x3, x4).
У випадку, коли оператор f є лiнiйним, знайти його матрицю в оди-
ничному базисi. Якщо оператор не є лiнiйним, то вказати причину.

11. Нехай A =
(

2 3
1 2

)
. Перевiрити, що вiдображення f векторного

простору M2(R) в себе, при якому f(X) = A−1XA, є лiнiйним опера-
тором i знайти його матрицю у базисi

E1 =
(

1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 0
1 0

)
, E3 =

(
0 1
0 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
.

12. Перевiрити, що оператор f(A) = At простору Mn(P ) є лiнiйним, i
знайти його матрицю в одному з базисiв цього простору.
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13. Встановити, чи iснує лiнiйний оператор арифметичного векторного
простору R3, який переводить вектори ~a1,~a2,~a3 у вектори ~b1,~b2,~b3
вiдповiдно, що заданi своїми координатами у одиничному базисi:
а) ~a1 = (2, 0, 3),~a2 = (1, 1,−1),~a3 = (2, 1, 0),

~b1 = (1, 2,−1),~b2 = (−2, 1, 3),~b3 = (1,−1, 1);
б) ~a1 = (−1, 2,−2),~a2 = (0, 1, 1),~a3 = (0, 0, 3),

~b1 = (1, 0, 0),~b2 = (0, 1, 0),~b3 = (1, 2, 0);
в) ~a1 = (1, 2, 3),~a2 = (−1,−2, 0),~a3 = (0, 1, 0),

~b1 = (1, 1,−1),~b2 = (1, 1, 1),~b3 = (2, 1, 2);
г) ~a1 = (1, 0,−1),~a2 = (0, 1, 2),~a3 = (1, 1, 1),

~b1 = (1, 0, 0),~b2 = (0, 1, 0),~b3 = (1, 1, 0).

14. Встановити, чи iснує лiнiйний оператор арифметичного векторного
простору R4, який переводить вектори базису ~a1,~a2,~a3,~a4 у вектори
базису ~b1,~b2,~b3,~b4 i якщо так, то скiльки їх.

15. Знайти матрицю лiнiйного оператора f векторного простору W3 в оди-
ничному базисi ~i,~j,~k, якщо вiн є:
а) ортогональним проектуванням на координатну вiсь вектора ~j;
б) ортогональним проектуванням на площину, яка мiстить вектори ~j,~k;
в) ортогональним проектуванням на пряму, яка утворює рiвнi кути з
векторами ~i,~j,~k;
г) ортогональним проектуванням на площину, яка проходить через ве-
ктор ~k i дiлить кут мiж векторами ~i,~j пополам;
д) поворотом на кут α навколо координатної осi вектора ~i;
е) поворотом на кут 2

3π навколо прямої, яка утворює рiвнi кути з ве-
кторами ~i,~j,~k.

16. Перевiрити, що оператор f евклiдового векторного простору E3

з стандартним скалярним множенням, який задано формулою
f((x1, x2, x3)) = ((1, 0,−1)(x1, x2, x3))(2, 1,−1), є лiнiйним, i знайти
його матрицю у одиничному базисi.

17. Знайти матрицю лiнiйного оператора диференцiювання векторного
простору R2[x] у базисi 1, x, x2.

18. Описати всi лiнiйнi оператори векторного простору R+ над полем R, в
якому операцiя додавання є звичайною операцiєю множення додатних
дiйсних чисел, а множення на скаляр λ ∈ R додатного числа є пiд-
несенням цього числа до степеня λ. Якими є їх матрицi у вибраному
базисi?
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19. Знайти матрицi Ae
f , Aa

f , Ab
f лiнiйного оператора f арифметичного ве-

кторного простору R2, який переводить вектори ~a1 = (−1, 1),~a2 =
(1, 2) у вектори ~b1 = (−1, 2),~b2 = (2, 2) вiдповiдно, що заданi своїми
координатами у одиничному базисi ~e1, ~e2.

20. Лiнiйний оператор f арифметичного векторного простору Rn в одини-
чному базисi задано матрицею Ae

f . Знайти координати вектора f(~x) у
цьому самому базисi, якщо:

a) Ae
f =

 1 −1 1
−2 2 −2

3 −3 3

 , ~x = (3, 2, 1);

б) Ae
f =

 2 1 0
−1 3 1
−1 −2 1

, ~x = (−2, 0, 2);

в) Ae
f =


1 0 0 1
−2 1 0 2

0 0 1 1
3 1 −1 0

, ~x = (2, 3, 4, 5);

г) Ae
f =


2 1 3 6
0 1 −1 4
0 0 3 1
0 0 0 4

, ~x = (−4,−3,−2,−1).

21. Лiнiйний оператор f арифметичного векторного простору R3 у ба-
зисi ~a1 = (1,−2, 1),~a2 = (3, 0, 3),~a3 = (1, 2, 3) має матрицю Aa

f = 2 1 3
0 1 1
0 0 3

 . Знайти матрицю цього самого оператора у базисi

~b1 = (1, 0, 0),~b2 = (0, 1, 0),~b3 = (0, 1, 1).

22. Лiнiйний оператор f арифметичного векторного простору R4 в оди-

ничному базисi ~e1, ~e2, ~e3, ~e4 має матрицю Ae
f =


2 1 3 1
0 1 −1 4
0 0 3 1
1 0 0 4

 .

Знайти матрицю цього самого оператора у базисах:
а) ~e2, ~e1, ~e4, ~e3; б) ~e1 + ~e2, ~e2, ~e3, ~e3 − ~e4.

Задачi на доведення

23. Довести, що матрицi лiнiйного оператора в двох рiзних базисах рiвнi
тодi i тiльки тодi, коли матриця переходу вiд одного з них до другого
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переставна з матрицею цього лiнiйного оператора в одному з даних
базисiв.

24. Лiнiйний оператор f евклiдового векторного простору E називають
самоспряженим (або симетричним), якщо для будь-яких векторiв ~x
i ~y цього простору виконується рiвнiсть f(~x)~y = ~xf(~y).
Довести, що лiнiйний оператор f евклiдового векторного простору E
є самоспряженим тодi i тiльки тодi, коли в ортонормованому базисi
цього простору вiн має симетричну матрицю Af .

25. Довести, що iснує єдиний лiнiйний оператор f векторного простору Ln

над полем P , який переводить базис ~e1, ~e2, . . . , ~en у базис ~a1,~a2, . . . ,~an.

26. Довести, що коли хоч одна з двох матриць A,B невироджена, то ма-
трицi AB i BA подiбнi.

27. Довести, що коли хоч одна з двох матриць A,B невироджена, то ма-
трицi ABAB i BABA подiбнi.

28. Довести, що iснують виродженi матрицi A,B такi, що матрицi AB i
BA не подiбнi.

29. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору Ln переводить лiнiйно
незалежнi вектори ~a1,~a2, . . . ,~an у вектори ~b1,~b2, . . . ,~bn вiдповiдно. До-
вести, що матрицю Ae

f цього оператора у деякому базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en

можна знайти з рiвностi Ae
f = C−1D, де рядки матриць C i D мiстять

координати векторiв ~a1,~a2, . . . ,~an i ~b1,~b2, . . . ,~bn вiдповiдно у цьому ж
базисi.

Творчi задачi

30. Нехай матрицi A i B з векторного простору Mn(P ) подiбнi. Описати
множину всiх невироджених матриць Q таких, що A = Q−1BQ.

Задачi з олiмпiад

31. Задати лiнiйний оператор векторного простору R3, який залишав би
на мiсцi:

а) пряму
{
x1 + x2 + x3 = 0,
x1 − x2 + x3 = 0;

б) площину x1 − 2x2 + x3 = 0.
Якою є матриця такого оператора у одиничному базисi?
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§ 3.2 Операцiї над лiнiйними операторами. Лi-
нiйнi алгебри та їх iзоморфiзм

Лiтература: [1] стор. 438 – 443; [3] стор. 298 – 303.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай у множинi A визначенi бiнарнi операцiї додавання, множення i
зовнiшня операцiя множення на скаляри з поля P . Таку алгебру називають
лiнiйною, якщо вона є кiльцем вiдносно операцiй додавання i множення,
векторним простором вiдносно операцiй додавання i множення на скаляри з
поля P та виконується умова

(∀x, y ∈ A, λ ∈ P )(λ(xy) = (λx)y = x(λy)).

Прикладом такої алгебри є множина Mn(P ) всiх матриць n-го порядку над
полем P з операцiями додавання, множення i множення матриць на скаляри
з поля P .

Нехай L∗ - множина всiх лiнiйних операторiв векторного простору L над
полем P , f, g ∈ L∗ i λ ∈ P . Сумою лiнiйних операторiв f i g називається
вiдображення f+g, яке задовольняє умову (∀~x ∈ L)((f+g)(~x) = f(~x)+g(~x)).
Сума f + g лiнiйних операторiв f i g є лiнiйним оператором, а операцiю
знаходження суми в L∗ називають додаванням лiнiйних операторiв i по-
значають знаком +.

Добутком fg лiнiйних операторiв f i g називають вiдображення g ◦ f
таке, що (∀~x ∈ L)((fg)(~x) = g(f(~x))). Добуток fg лiнiйних операторiв є
лiнiйним оператором, а операцiю знаходження добутку в L∗ називають мно-
женням лiнiйних операторiв i вживають мультиплiкативний запис.

Алгебра (L∗; +, ·) є кiльцем.
Добутком скаляра λ ∈ P на лiнiйний оператор f ∈ L∗ називають

вiдображення λf таке, що (∀~x ∈ L)((λf)(~x) = λf(~x)). Добуток скаляра
λ ∈ P на лiнiйний оператор f ∈ L∗ є лiнiйним оператором, а операцiю
знаходження такого добутку називають множенням лiнiйних операторiв
на скаляр.

Алгебра L∗ з операцiями додавання i множення на скаляри з поля P є
векторним простором над полем P .

В алгебрi L∗ з операцiями додавання, множення i множення на скаляри
з поля P виконуються рiвностi: (∀f, g ∈ L∗, λ ∈ P )(λ(fg) = (λf)g = f(λg)).
Отже, алгебра L∗ є лiнiйною алгеброю над полем P .
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Лiнiйна алгебра лiнiйних операторiв L∗n над числовим полем P iзоморфна
лiнiйнiй алгебрi Mn(P ) всiх матриць n-го порядку над полем P . Шуканим
iзоморфiзмом є вiдображення Φ : L∗n →Mn(P ), яке кожному f ∈ L∗ ставить
у вiдповiднiсть матрицю Af цього оператора у вибраному базисi.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нехай hλ
o – гомотетiя з центром у початку координат O i коефiцiєнтом

λ ∈ R у векторному просторi W3 та α ∈ R. Яким лiнiйним оператором
є αhλ

o ?

2. Нехай rα
o , r

β
0 – повороти навколо початку координат O у векторному

просторi W2 на кути α i β вiдповiдно. Що можна сказати про лiнiйнi
оператори:
а) rα

o r
β
o ; б) rβ

o r
α
o ; в) rα

o + rβ
o ; г) rα

o − rβ
o ?

3. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору Ln над полем P у ба-
зисi ~a1,~a2, . . . ,~an має матрицю Aa

f i α ∈ P . Якою є матриця лiнiйного
оператора αf у цьому самому базисi?

4. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору Ln над полем P у
базисi ~a1,~a2, . . . ,~an має матрицю Aa

f , а лiнiйний оператор g у цьому
самому базисi має матрицю Aa

g . Якими є матрицi лiнiйних операторiв
f + g, g + f , f − g, g − f , g ◦ f та f ◦ g у цьому самому базисi?

5. Що можна сказати про розмiрнiсть векторного простору L∗1?

6. Чи є лiнiйною алгеброю над полем R поле:
а) рацiональних чисел; б) дiйсних чисел; в) комплексних чисел?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. Нехай лiнiйнi оператори f i g векторного простору Ln над полем P у
базисi ~a1,~a2, . . . ,~an мають матрицi Aa

f i Aa
g вiдповiдно i α ∈ P \ {0}.

Знайти матрицi лiнiйних операторiв f2 ◦ g2 i α−1f2 у цьому самому
базисi.

8. Нехай у векторному просторi R3 заданi лiнiйнi оператори
f(x1, x2, x3) = (x2, x3, x1) i g(x1, x2, x3) = (x2 + x3, x3, x1 − x2). Задати
аналiтично оператори f+g, fg i gf та знайти їх матрицi в одиничному
базисi.
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9. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору R2 над полем R у

базисi ~a1 = (2, 7),~a2 = (1, 4) має матрицю Aa
f =

(
2 5
1 3

)
, а лiнiйний

оператор g у базисi ~b1 = (3, 8),~b2 = (1, 3) має матрицю Ab
g =

(
3 2
1 1

)
.

Знайти матрицю лiнiйного оператора 3f − 2g у базисi, в якому задано
координати всiх векторiв.

10. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору R2 над полем R у ба-
зисi ~a1,~a2 має матрицю Aa

f , а лiнiйний оператор g у базисi ~b1,~b2 має
матрицю Ab

g. Знайти матрицю лiнiйного оператора f + g:
а) у базисi ~a1,~a2, якщо ~a1 = (1,−2),~a2 = (3,−5), Aa

f =(
37 −13

108 −38

)
, ~b1 = (1, 2),~b2 = (2, 5), Ab

g =
(

1 1
2 2

)
;

б) у базисi ~b1,~b2, якщо ~a1 = (7, 3),~a2 = (2, 1), Aa
f =

(
3 5
1 2

)
,

~b1 = (6, 1),~b2 = (5, 1), Ab
g =

(
3 −2
6 −6

)
.

11. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору R2 у базисi ~a1 =

(−3,−1),~a2 = (7, 2) має матрицю Aa
f =

(
2 −1
−2 2

)
, а лiнiйний

оператор g у базисi ~b1 = (3, 2),~b2 = (4, 3) має матрицю Ab
g =(

−14 10
−21 15

)
. Знайти матрицю лiнiйних операторiв fg i gf у бази-

сi, в якому задано координати всiх векторiв.

12. Лiнiйнi оператори f i g векторного простору R3 заданi матрицями:

а) Ae
f =

 1 2 3
0 1 2
0 0 1

 у одиничному базисi i Aa
g =

 3 2 1
2 1 0
1 0 0

 у

базисi ~a1 = (1, 1, 0),~a2 = (0, 1, 1),~a3 = (1, 0, 1).
Знайти матрицi лiнiйних операторiв f + g i gf у одиничному базисi.

б) Aa
f =

 1 0 0
1 1 0
1 1 1

 у базисi ~a1 = (1, 1, 0),~a2 = (1, 1, 1),~a3 = (0, 2, 2)

i Ab
g =

 1 2 1
3 1 2
2 −1 1

 у базисi ~b1 = (1, 2, 2),~b2 = (1, 0, 1),~b3 = (0, 0, 1).

Знайти матрицi лiнiйних операторiв f + g i gf у одиничному базисi.
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13. Встановити, чи є лiнiйною алгеброю поле P над:
а) його пiдполем S;
б) полем T , яке є розширенням поля P ?

Задачi на доведення

14. Нехай векторний простiр L = U⊕V є прямою сумою своїх пiдпросторiв
U i V . Тодi кожний вектор ~a ∈ L однозначно подається у видi суми
~a = ~u+ ~v, де ~u ∈ U,~v ∈ V. Довести, що:
а) вiдображення f(~a) = ~u є лiнiйним оператором простору L, який
задовольняє умовi f2 = f (його називають оператором проектування
простору L на пiдпростiр U паралельно до V );
б) вiдображення g(~a) = ~u− ~v є лiнiйним оператором простору L, який
задовольняє умовi g2 = e (його називають оператором вiдбиття або
симетричного вiдображення простору L вiдносно пiдпростору U
паралельно до пiдпростору V ), де e – тотожний оператор.

15. Довести, що лiнiйний оператор f векторного простору L над числовим
полем є проектуванням тодi i тiльки тодi, коли f2 = f .

16. Довести, що лiнiйний оператор g векторного простору L над числовим
полем є вiдбиттям тодi i тiльки тодi, коли g2 = e.

17. Лiнiйний оператор f дiйсного векторного простору Ln має властивiсть
f2 = e. Довести, що простiр Ln є прямою сумою пiдпросторiв U i V
таких, що (∀~x ∈ U)(f(~x) = ~x) i (∀~x ∈ V )(f(~x) = −~x).

18. Лiнiйний оператор f дiйсного векторного простору Ln має властивiсть
f2 = f . Довести, що простiр Ln є прямою сумою пiдпросторiв U i V
таких, що (∀~x ∈ U)(f(~x) = ~x) i (∀~x ∈ V )(f(~x) = ~0).

19. Нехай f, g – самоспряженi лiнiйнi оператори евклiдового векторного
простору En. Довести, що:
а) сума f + g є самоспряженим оператором;
б) для будь-яких α, β ∈ R оператор αf + βg є самоспряженим;
в) добуток fg є самоспряженим оператором тодi i тiльки тодi, коли
fg = gf ;
г) самоспряженим є оператор fg + gf .

20. Нехай f ∈ L∗. Довести, що множина всiх лiнiйних операторiв g ∈ L∗
таких, що fg = o (o – нульовий оператор: ((∀~x ∈ L)(o(~x) = ~0))), є
пiдпростором векторного простору L∗.
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21. Нехай f, g – лiнiйнi оператори повороту проти годинникової стрiлки на
кут π

2 у векторному просторi W3 навколо координатних осей векторiв
~i та ~j вiдповiдно. Довести, що:
а) fg 6= gf ; б) f4 = g4 = e.

22. Нехай f, g – лiнiйнi оператори простору L над полем P , o – нульовий
оператор i f + g = e. Довести, що:
а) fg = o тодi i тiльки тодi, коли gf = o;
б) fg = o тодi i тiльки тодi, коли f2 = f i g2 = g.

23. Нехай f, g – лiнiйнi оператори простору L, f2 = f i g2 = g. Довести,
що (fg)2 = fg тодi i тiльки тодi, коли fg = gf.

24. Лiнiйний оператор f ∈ L∗ називається нiльпотентним, якщо iснує
натуральне число k таке, що fk = o. Найменше з таких натуральних
чисел k називають iндексом нiльпотентностi для f . Довести, що
лiнiйний оператор f диференцiювання у векторному просторi R3[x] є
нiльпотентним i знайти його iндекс нiльпотентностi.

25. Нехай f – лiнiйний оператор диференцiювання, а g – лiнiйний
оператор множення на x у векторному просторi R[x]. Довести, що
gnf − fgn = ngn−1 при всiх n > 1.

26. Довести, що лiнiйний оператор f диференцiювання у векторному про-
сторi Rn[x] при n + 1-кратному виконаннi переводить будь-який мно-
гочлен у число 0. Якою є матриця лiнiйного оператора fn+1?

27. Нехай L – векторний простiр над числовим полем. Довести, що:
а) якщо f – оператор проектування, то 2f − e – оператор вiдбиття;
б) якщо g – оператор вiдбиття, то 1

2 (f + e) – оператор проектування.

28. Довести, що векторний простiр Ca,b усiх функцiй вiд дiйсної змiнної
x, неперервних на вiдрiзку [a, b], є лiнiйною алгеброю над полем R.

29. Довести, що множина K = {a + bi + cj + dk|a, b, c, d ∈ R} є лiнiйною
алгеброю вiдносно операцiй:
1. (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k) = a1 + a2 + (b1 + b2)i+
(c1 + c2)j + (d1 + d2)k;
2. (a1 + b1i + c1j + d1k) · (a2 + b2i + c2j + d2k) = a1a2 − b1b2 − c1c2 −
d1d2 +(a1b2 +b1a2 +d1c2−c1d2)i+(a1c2 +c1a2−b1d2 +d1b2)j+(a1d2 +
d1a2 + b1c2 − c1b2)k;
3. λ(a+ bi+ cj + dk) = (λa) + (λb)i+ (λc)j + (λd)k.
Цю алгебру називають алгеброю кватернiонiв.



83

30. Довести, що пiдмножина U матриць виду
(

a+ bi c+ di
−c+ di a− bi

)
лiнiй-

ної алгебри M2(C) є лiнiйною алгеброю над полем R.

31. Довести, що пiдмножина V матриць виду


a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a

 лi-

нiйної алгебри M4(R) є лiнiйною алгеброю над полем R.

32. Довести, що лiнiйнi алгебри K, U i V з попереднiх трьох задач iзо-
морфнi мiж собою.

Творчi задачi

33. Нехай f – нiльпотентний лiнiйний оператор iндексу k i вектор ~a такий,
що fk−1(~a) 6= ~0. Що можна сказати про лiнiйну залежнiсть векторiв
~a, f(~a), . . . , fk−1(~a)?

Задачi з олiмпiад

34. Нехай лiнiйнi оператори f, g векторного простору L над полем P за-
довольняють рiвностi gf = o i g + f = e. Довести, що оператори f, g є
операторами проектування.

35. Нехай лiнiйнi оператори f, g векторного простору L над полем P за-
довольняють рiвнiсть gf = fg. Довести, що оператор gf є оператором
проектування.
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§ 3.3 Область значень i ядро, ранг i дефект лi-
нiйного оператора

Лiтература: [1] стор. 443 – 448; [3] стор. 307 – 309.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f – лiнiйний оператор векторного простору L над полем P . Мно-
жина Imf = {f(~x)|~x ∈ L} називається областю значень або образом лi-
нiйного оператора f .

Множина Kerf = {~x|~x ∈ L ∧ f(~x) = ~0} називається ядром лiнiйного
оператора f .

Область значень i ядро лiнiйного оператора f є пiдпросторами векторно-
го простору L.

Якщо dimL = n i f ∈ L∗n, то dim Imf називають рангом, а dimKerf –
дефектом лiнiйного оператора f .

Для кожного лiнiйного оператора f скiнченновимiрного векторного про-
стору Ln виконується рiвнiсть

dim Imf + dimKerf = n.

Лiнiйний оператор f ∈ L∗n називається невиродженим, якщо dim Imf =
n, i виродженим – якщо dim Imf < n .

Лiнiйний оператор f ∈ L∗ називається оборотним, якщо iснує оператор
g ∈ L∗ такий, що f ◦ g = g ◦ f = e для тотожного лiнiйного оператора e.
Якщо такий оператор g iснує, то вiн єдиний. Його називають оберненим до
f i позначають через f−1.

Множина всiх оборотних лiнiйних операторiв векторного простору Ln

над полем P є групою. ЇЇ називають повною лiнiйною групою i позначають
GL(n, P ) або GLn(P ).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якими є образи i ядра тотожного e i нульового o лiнiйних операторiв
векторного простору L над полем P ? Чи залежать вони вiд поля, над
яким розглядається векторний простiр?

2. Якими є ранг i дефект тотожного e i нульового o лiнiйних операторiв
векторного простору L над полем P ?
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3. Якi особливостi має матриця лiнiйного оператора f простору Rn у оди-
ничному базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en, якщо першi його k векторiв ~e1, ~e2, . . . , ~ek

утворюють базис: а) Ker f ; б) Imf?

4. Якими є образ, ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора:
а) ортогонального проектування на координатну вiсь вектора ~j у про-
сторi W2;
б) ортогонального проектування на координатну вiсь вектора ~k у про-
сторi W3?

5. Якими є образ, ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора ортогонального
проектування на координатну площину векторiв ~i,~j у просторi W3?

6. Якими є образ, ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора повороту на
кут α навколо початку координат у просторi W2?

7. Якими є образ, ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора гомотетiї з
центром у початку координат i коефiцiєнтом λ 6= 0 у просторi W3?

8. Описати образ i ядро лiнiйного оператора диференцiювання в просторi
R2[x].

9. Який з лiнiйних операторiв є оборотним:
а) ортогональне проектування на координатну вiсь вектора ~i простору
W2;
б) поворот на кут α навколо початку координат простору W2;
в) гомотетiя з центром у початку координат i коефiцiєнтом λ 6= 0 у
просторi W3?

10. Навести приклад лiнiйного оператора f векторного простору W2 тако-
го, що W2 = Imf ⊕Ker f .

11. Навести приклад лiнiйного оператора f векторного простору L такого,
що Imf ⊕Ker f 6= L.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

12. Нехай векторний простiр L = U ⊕ V є прямою сумою своїх пiдпросто-
рiв U i V . Знайти образ, ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора:
а) проектування простору L на пiдпростiр U паралельно до V ;
б) вiдбиття простору L вiдносно пiдпростору U паралельно до пiдпро-
стору V .
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13. Лiнiйний оператор f арифметичного векторного простору Rn задано
так:
а) f((x1, x2, x3)) = (x1 + 2x2 + 3x3, 0, 0);
б) f((x1, x2, x3)) = (x1 − x2, 0, x3);
в) f((x1, x2, x3, x4)) = (3x1 − x2, 2x2 − x3, x3 − x4, 0);
г) f((x1, x2, x3, x4)) = (x1 + x2, x2, x3, x4).
Знайти ранг i дефект, ядро i образ цього лiнiйного оператора.

14. Якими є образ, ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора диференцiю-
вання у просторi Rn[x]?

15. Знайти в просторi R2[x] два рiзних лiнiйних оператори, якi мають
однаковi образи i ядра.

16. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору Ln над полем R у
деякому базисi цього простору задано матрицею:

а) Af =
(

2 3
−4 −6

)
; д) Af =

(
2 2
0 2

)
;

б) Af =

 4 0 0
0 0 0
0 0 0

 ; е) Af =

 1 2 3
1 2 −3
0 0 1


в) Af =

 2 2 3
−2 −2 −3

4 4 6

 ; є) Af =

 1 0 3
2 1 −3
−2 0 1

 ;

г) Af =


1 0 1 0
−1 1 −1 1

0 1 0 1
−1 0 1 −1

 ; ж) Af =


1 −2 1 2
2 1 0 1
3 −1 1 3
4 −3 2 5

 .

Знайти ранг i дефект цього лiнiйного оператора. Побудувати його
образ i ядро.

17. Лiнiйний оператор f дiйсного векторного простору Ln має властивiсть
f2 = f . Знайти зв’язок мiж образами i ядрами лiнiйних операторiв f i
e− f .

18. Перевiрити, що оператор диференцiювання:
а) є виродженим у просторi R2[x];
б) є невиродженим у пiдпросторi L(sinx, cosx) простору C[a,b].

19. Нехай лiнiйний оператор f векторного простору Ln над полем R у
деякому базисi цього простору задано матрицею:
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а) Af =
(

2 3
−4 −5

)
; г) Af =

(
2 0
−4 2

)
;

б) Af =

 4 0 0
1 3 0
−1 1 2

 ; д) Af =

 1 2 3
1 2 −3
0 0 1

 ;

в) Af =


1 0 0 0
−1 1 0 0

0 1 1 0
−1 0 1 1

 ; е) Af =


1 0 1 0
−1 1 −1 1

0 1 0 1
−1 0 1 −1

 .

Встановити, чи є даний оператор оборотним. Якщо так, то знайти
матрицю оберненого оператора f−1 у цьому ж самому базисi.

20. Знайти обернений оператор до лiнiйного оператора диференцiювання
у пiдпросторi L(sinx, cosx) простору C[a,b].

Задачi на доведення

21. Нехай U i V – пiдпростори векторного простору Ln i dimU +dimV =
n. Довести, що iснує лiнiйний оператор f простору Ln такий, що
U = Imf i V = Ker f .

22. Довести, що для довiльних лiнiйних операторiв f i g векторного про-
стору Ln виконуються спiввiдношення:
а) dim Im(f + g) 6 dim Imf + dim Img;

б) dimKer(fg) 6 dimKer f + dimKer g.

23. Лiнiйний оператор f дiйсного векторного простору Ln має властивiсть
f2 = f . Довести, що простiр Ln є прямою сумою пiдпросторiв образу
i ядра цього оператора.

24. Довести, що лiнiйний оператор f простору Ln є невиродженим тодi i
тiльки тодi, коли:
а) Imf = Ln; б) Ker f = {~0}; в) dimKer f = 0;
г) матриця лiнiйного оператора f простору Ln у деякому базисi є
невиродженою;
д) вiдображення f є взаємно однозначним;
е) f є оборотним.

25. Довести, що добуток лiнiйних операторiв f i g є невиродженим тодi i
тiльки тодi, коли кожний з них невироджений. При цьому
(fg)−1 = g−1f−1.
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26. Довести, що коли лiнiйний оператор f векторного простору Ln є неви-
родженим, то для будь-якого оператора g ∈ L∗n виконуються рiвностi
dim Im(fg) = dim Im(gf) = dim Img.

27. Довести, що для невиродженого лiнiйного оператора f ∈ L∗ i довiль-
ного оператора g ∈ L∗ виконується рiвнiсть

(f + g)f−1(f − g) = (f − g)f−1(f + g).

28. Довести, що повна лiнiйна група GL(n, P ) iзоморфна групi всiх неви-
роджених матриць n-го порядку над полем P .

Творчi задачi

29. Чи може бути так, щоб лiнiйнi оператори f, g ∈ L∗n були рiзними i в
той же час Imf = Img та Ker f = Ker g?

Задачi з олiмпiад

30. Довести, що для лiнiйного оператора f ∈ L∗n рангу 1 хоча б один з
лiнiйних операторiв f − e i e− f є невиродженим.

31. Нехай f ∈ L∗n i r – його ранг. Довести, що множина всiх лiнiйних
операторiв g простору Ln таких, що gf = o, є векторним простором.
Знайти його розмiрнiсть.

32. Довести, що множина H всiх векторiв простору Rn, якi вiдображаю-
ться лiнiйним оператором f цього простору в один i той же вектор ~a, є
лiнiйним многовидом у Rn. Знайти базис напрявляючого пiдпростору
U i вектор ~a0 паралельного перенесення многовиду H = ~a0 + U лiнiй-
ного оператора f ∈ R∗

4, який в одиничному базисi заданий матрицею

Ae
f =


3 2 4 7
4 −3 11 −2
−5 3 −13 1

7 −2 16 3

 i ~a = (−3, 13,−14, 13).
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§ 3.4 Iнварiантнi пiдпростори. Власнi вектори i
власнi значення лiнiйного оператора

Лiтература: [1] стор. 448 – 453; [3] стор. 307 – 311.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f є лiнiйний оператор векторного простору L над полем P i U
– пiдпростiр L. Пiдпростiр U називається iнварiантним вiдносно f , якщо
f(U) ⊂ U . Ненульовий вектор ~a ∈ L називається власним вектором лiнiй-
ного оператора f цього простору, якщо iснує λ ∈ P такий, що f(~a) = λ~a.
При цьому λ називають власним значенням лiнiйного оператора f , яке
вiдповiдає власному вектору ~a.

Власнi вектори ~a1,~a2, . . . ,~ak лiнiйного оператора f ∈ L∗, яким вiдповiд-
ають попарно рiзнi власнi значення λ1, λ2, . . . , λk, є лiнiйно незалежними.

Нехай A ∈ Mn(P ) i P – числове поле. Матриця A − λE називається
характеристичною матрицею матрицi A, а рiвняння |A − λE| = 0 на-
зивається характеристичним рiвнянням матрицi A (тут E – одинична
матриця, а λ – деяке невiдоме число).

Характеристичнi рiвняння подiбних матриць однаковi.
Нехай Af –матриця лiнiйного оператора f векторного простору Ln над

числовим полем P у деякому базисi. Матриця Af − λE називається хара-
ктеристичною матрицею лiнiйного оператора f , а рiвняння |Af−λE| = 0
називається характеристичним рiвнянням цього оператора. Коренi цього
рiвняння називаються характеристичними коренями лiнiйного оператора
f .

Число λ є власним значенням лiнiйного оператора f для деякого власно-
го вектора ~a ∈ Ln тодi i тiльки тодi, коли λ є характеристичним коренем
цього оператора.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi пiдпростори векторного простору L над полем P є iнварiантними
щодо тотожного e i нульового o лiнiйних операторiв цього простору ?

2. Якi пiдпростори векторного простору W2 є iнварiантними щодо лiнiй-
ного оператора:
а) ортогональне проектування на координатну вiсь вектора ~i;
б) ортогональне проектування на пряму, яка утворює рiвнi кути з ко-
ординатними осями;
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в) поворот на кут α навколо початку координат;
г) гомотетiя з центром у початку координат i коефiцiєнтом λ?

3. Якi пiдпростори векторного простору W3 є iнварiантними щодо лiнiй-
ного оператора:
а) ортогональне проектування на координатну вiсь вектора ~k;
б) ортогональне проектування на площину, яка мiстить вектори ~i,~k;
в) ортогональне проектування на пряму, яка утворює рiвнi кути з ве-
кторами ~i,~j,~k;
г) ортогональне проектування на площину, яка проходить через вектор
~k i дiлить кут мiж векторами ~i,~j пополам;
д) поворот на кут α навколо координатної осi вектора ~i;
е) поворот на кут 2

3π навколо прямої, яка утворює рiвнi кути з векто-
рами ~i,~j,~k?

4. Якi пiдпростори векторного простору Rn[x] є iнварiантними вiдносно
лiнiйного оператора диференцiювання?

5. Матриця лiнiйного оператора f ∈ L∗n у деякому базисi має дiагональ-
ний вид. Що можна сказати про власнi значення цього оператора?

6. Скiльки власних значень може вiдповiдати одному власному вектору
лiнiйного оператора f ∈ L∗?

7. Скiльки власних векторiв може вiдповiдати одному власному значенню
лiнiйного оператора f ∈ L∗n?

8. Записати характеристичну матрицю i характеристичне рiвняння лiнiй-
ного оператора векторного простору W2:
а) ортогональне проектування на координатну вiсь вектора ~i;
б) ортогональне проектування на пряму, яка утворює рiвнi кути з ко-
ординатними осями;
в) поворот на кут α навколо початку координат;
г) гомотетiя з центром у початку координат i коефiцiєнтом α.

9. Знайти всi власнi вектори лiнiйного оператора векторного простору
W3:
а) ортогональне проектування на координатну вiсь вектора ~k;
б) ортогональне проектування на площину, яка мiстить вектори ~i,~k;
в) ортогональне проектування на пряму, яка утворює рiвнi кути з ве-
кторами ~i,~j,~k;
г) ортогональне проектування на площину, яка проходить через вектор
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~k i дiлить кут мiж векторами ~i,~j пополам;
д) поворот на кут α навколо координатної осi вектора ~i;
е) поворот на кут 2

3π навколо прямої, яка утворює рiвнi кути з векто-
рами ~i,~j,~k.

10. Якими є характеристичнi коренi матрицi:

а) A =
(

3 5
−2 −4

)
; в) A =

(
1 1
−2 −1

)
;

б) A =
(

3 −2
−2 3

)
; г) A =

(
2 i

−2i 1

)
?

11. Записати характеристичне рiвняння матрицi:

а) A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 3 1
0 0 1 3

 ; б) A =


9 −1 5 7
8 3 2 −4
0 0 3 6
0 0 −1 8

.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

12. Якi пiдпростори дiйсного векторного простору L2 є iнварiантними що-
до лiнiйного оператора f , який у базисi ~e1, ~e2 цього простору задано
матрицею:

а) Af =
(

1 2
−1 3

)
; б) A =

(
1 2
1 3

)
?

13. Скiльки iснує iнварiантних пiдпросторiв у просторi Ln вiдносно лiнiй-
ного оператора f , матриця якого у деякому базисi є дiагональною з
рiзними елементами на дiагоналi?

14. Порiвняти власнi значення i множини власних векторiв лiнiйних опе-
раторiв простору L3, якi в деякому базисi заданi матрицями:

а) Af =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

; в) Ag =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

;

б) Ah =

 2 1 0
0 2 0
0 0 2

; г) At =

 2 1 1
0 2 1
0 0 2

.

15. Знайти власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора f дiйсно-
го векторного простору, заданого в деякому базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en цього
простору матрицею Ae

f , якщо:
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а) Ae
f =

(
3 5
−2 −4

)
; б) Ae

f =
(
−1 −2

2 4

)
; в) Ae

f =
(

3 0
−2 3

)
;

г) Ae
f =

 6 1 −5
3 2 −3
7 1 −6

 ; є) Ae
f =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 ;

д) Ae
f =

 4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

 ; ж) Ae
f =

 1 1 −1
−1 3 −1
−1 1 1

 ;

е) Ae
f =


3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 2 1
0 0 1 2

 ; з) Ae
f =


1 1 0 0
−1 1 0 0

0 0 2 4
0 1 1 2

 .

16. Знайти власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора f , який є
диференцiюванням у векторному просторi R2[x].

17. Знайти всi пiдпростори дiйсного векторного простору Ln, iнварiантнi
щодо лiнiйного оператора f ∈ L∗n, який у деякому базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en

цього простору задано матрицею:

а) Ae
f =

 −7 12 −6
−3 5 −3

3 −6 2

; б) Ae
f =

 4 −2 2
2 0 2
−1 1 1

 ;

в) Ae
f =

 4 6 0
−3 −5 0
−3 −6 1

 ; г) Ae
f =

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

 .

18. Знайти всi пiдпростори дiйсного векторного простору L3, iнварiантнi
одночасно вiдносно двох лiнiйних операторiв f, g ∈ L∗3, якi у деякому
базисi ~e1, ~e2, ~e3 цього простору задано матрицями:

а) Ae
f =

 −7 12 −6
−3 5 −3

3 −6 2

 i Ae
g =

 4 −2 2
2 0 2
−1 1 1

 ;

б) Ae
f =

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5

 i Ae
g =

 −6 2 3
2 −3 6
3 6 2

.

19. Перевiрити, що матриця A =
(

3 5
−2 −4

)
є коренем рiвняння

X2 +X − 2 = O.

20. Перевiрити, що кожна матриця A ∈Mn(R) задовольняє своє характе-
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ристичне рiвняння, тобто, якщо

|A− λE| = anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0,

то anA
n + an−1A

n−1 + · · ·+ a1A+ a0E = O.

21. Використовуючи попередню задачу, знайти матрицю

A8 − 3A5 +A4 +A2 − 4E, якщо A =

 1 0 2
0 −1 1
0 1 0

.

22. Використовуючи задачу № 20, обчислити обернену матрицю до

A =

 1 0 1
−1 1 3

2 2 4

.

23. Знайти власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора f
векторного простору Cn, заданого в деякому базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en цього
простору матрицею Ae

f , якщо:

а) Ae
f =

(
0 1
−1 0

)
; б) Ae

f =
(

1 5
−2 3

)
; в) Ae

f =
(

5 −2
1 3

)
;

г) Ae
f =

(
1 −2
1 3

)
; д) Ae

f =
(

0 1
−8 4

)
; е) Ae

f =
(

5 −5
1 1

)
;

є) Ae
f =

(
4 3
−3 4

)
;

Задачi на доведення

24. Довести, що комплексне число λ є власним значенням матрицi A ∈
Mn(C) тодi i тiльки тодi, коли спряжене число λ є власним значенням
матрицi A, яка утворена з A замiною всiх її елементiв спряженими
комплексними числами.

25. Якщо ~x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn, то позначимо ~x = (x1, x2, . . . , xn).
Довести, що ~xA = λ~x тодi i тiльки тодi, коли ~xA = λ~x.

26. Довести, що сума i перетин iнварiантних пiдпросторiв простору L що-
до лiнiйного оператора f є iнварiантними вiдносно цього оператора.

27. Довести, що всi власнi значення дiйсної симетричної матрицi є дiй-
сними числами.
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28. Довести, що нiльпотентний оператор не має вiдмiнних вiд нуля вла-
сних значень.

29. Довести, що всi вiдмiннi вiд нуля вектори простору L тодi i тiльки тодi
є власними векторами лiнiйного оператора f ∈ L∗, коли цей оператор
є оператором подiбностi, тобто (∀~x)f(~x) = λ~x для деякого λ.

30. Довести, що лiнiйна оболонка кожної множини власних векторiв лi-
нiйного оператора f ∈ L∗ є iнварiантним пiдпростором простору L
вiдносно оператора f .

31. Довести, що множина всiх власних векторiв лiнiйного оператора
f ∈ L∗, якi належать одному i тому самому власному значенню λ0,
разом з нульовим вектором, утворюють пiдпростiр простору L, iнварi-
антний вiдносно оператора f . Його називають власним пiдпростором
лiнiйного оператора f ∈ L∗, вiдповiдним власному значенню λ0.

32. Довести, що сума власних пiдпросторiв лiнiйного оператора f ∈ L∗n є
прямою сумою.

33. Довести, що кожний пiдпростiр U векторного простору L, iнварiан-
тний вiдносно невиродженого лiнiйного оператора f ∈ L∗, є одночасно
iнварiантним i вiдносно оберненого оператора f−1.

34. Довести, що образ Imf i ядро Kerf лiнiйного оператора f ∈ L∗ є
iнварiантними пiдпросторами простору L вiдносно оператора f .

35. Нехай лiнiйнi оператори f, g ∈ L∗ такi, що fg = gf . Довести, що образ
Img i ядро Kerg лiнiйного оператора g є iнварiантними пiдпросторами
простору L вiдносно оператора f .

36. Довести, що лiнiйна оболонка L(−2~e1 + ~e2,−~e1 + ~e2) є iнварiантним
пiдпростором у просторi L4 вiдносно лiнiйного оператора f ∈ L∗4, який

у базисi ~e1, ~e2, ~e3, ~e4 задано матрицею Ae
f =


1 0 2 −1
0 1 4 −2
2 −1 0 1
2 −1 −1 2

 .

37. Довести, що число лiнiйно незалежних власних векторiв лiнiйного
оператора f ∈ L∗n, якi належать одному i тому самому власному зна-
ченню λ0, не перевищує кратностi числа λ0 як кореня характеристи-
чного рiвняння оператора f .
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38. Нехай A,B ∈ Mn(P ) i хоча б одна з цих матриць є невиродженою.
Довести, що характеристичнi рiвняння матриць AB i BA однаковi.

39. Довести, що лiнiйний оператор f ∈ L∗n є невиродженим тодi i тiльки
тодi, коли вiн не має власного значення 0.

40. Довести, що для кожного невиродженого лiнiйного оператора f про-
стору W3 iснує пряма, яка проходить через початок координат i є
iнварiантною вiдносно f .

41. Довести, що коли лiнiйний оператор f ∈ L∗n є виродженим, то будь-
який пiдпростiр, який мiстить його образ Imf , є iнварiантним вiдно-
сно оператора f .

42. Довести, що:
а) власнi вектори лiнiйного оператора f ∈ L∗n, якi вiдповiдають вла-
сному значенню 0, i тiльки вони, належать його ядру Kerf ;
б) власнi вектори лiнiйного оператора f ∈ L∗n, якi вiдповiдають нену-
льовим власним значенням, належать його образу Imf .

43. Довести,що всi характеристичнi коренi самоспряженого лiнiйного опе-
ратора f ∈ E∗n є дiйсними i вiн має n власних значень.

44. Довести, що власнi вектори самоспряженого оператора f ∈ E∗n, якi
вiдповiдають рiзним власним значенням, ортогональнi мiж собою.

Творчi задачi

45. Нехай f ∈ L∗ – невироджений лiнiйний оператор. Який зв’язок iснує
мiж власними векторами i власними значеннями лiнiйних операторiв
f i f−1?

46. Нехай f – лiнiйний оператор дiйсного векторного простору Ln та
an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R. Який зв’язок iснує мiж власними векторами i
власними значеннями лiнiйних операторiв f та
anf

n + an−1f
n−1 + · · ·+ a1f + a0?

47. Чи вiрним є твердження про те, що матрицi, якi мають однаковi хара-
ктеристичнi многочлени, є подiбними?

Задачi з олiмпiад
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48. Довести, що будь-який многочлен третього степеня, з старшим кое-
фiцiєнтом рiвним 1, є характеристичним многочленом деякої матрицi
третього порядку.

49. Знайти власнi значення i власнi вектори лiнiйного оператора f дiйсно-
го векторного простору, заданого в деякому базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en цього
простору матрицею Ae

f , якщо:

а) Ae
f =


2002 2002 . . . 2002
2002 2002 . . . 2002
. . . . . . . . . . . .

2002 2002 . . . 2002

 ;

б) Ae
f =


2002 2003 . . . 2003
2003 2002 . . . 2003
. . . . . . . . . . . .

2003 2003 . . . 2002

 .

50. Знайти характеристичний многочлен, власнi значення i власнi векто-

ри матрицi A =


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1
1 0 0 . . . 0 0

 в полi комплексних

чисел.
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§ 3.5 Квадратичнi форми i їх звязок з матриця-
ми

Лiтература: [1] стор. – ; [3] стор. – .

Теоретичнi вiдомостi

Квадратичною формою вiд n змiнних над полем дiйсних чисел нази-
вається функцiя F (x1, x2, · · · , xn) з областю визначення Rn, яка приймає
значення у полi R i задається формулою

F (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

16i6j6n

aijxixj .

Числа aij ∈ R називають коефiцiєнтами даної квадратичної форми.
Кожнiй квадратичнiй формi F (x1, x2, · · · , xn) вiдповiдає симетрична ма-

триця n-го порядку

AF =


a11

1
2a12 . . . 1

2a1(n−1)
1
2a1n

1
2a12 a22 . . . 1

2a2(n−1)
1
2a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
1
2a1n

1
2a2n . . . 1

2a(n−1)n ann

 .

Очевидно, що кожнiй симетричнiй матрицi n-го порядку A над полем R
вiдповiдає квадратична форма F (x1, x2, · · · , xn), яка задається формулою

F (x1, x2, · · · , xn) = (x1, x2, · · · , xn)A(x1, x2, · · · , xn)t,

або у векторнiй формi
F (~x) = ~xA~xt.

Як вiдомо (дивись § 2.4), при переходi вiд одного до iншого базису у
векторному просторi Rn координати одного i того ж вектора змiнюються за
формулою ~x = ~yT , де T - матриця переходу вiд першого до другого базису i
вектори другого базису є рядками матрицi переходу T . В той же час замiною
змiнних у квадратичнiй формi F (x1, x2, · · · , xn) називається перетворення,
яке задається формулами:

x1 = a11y1 + a21y2 + . . .+ an1yn,
x2 = a12y1 + a22x2 + . . .+ an2yn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = a1ny1 + a2ny2 + . . .+ annyn
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У векторнiй формi цi рiвностi якраз i перетворюються у записану ви-
ще формулу. Тому пiсля замiни змiнної, тобто переходу до нової системи
координат, дана квадратична форма прийме вигляд:

F (~y) = (~yT )A(~yT )t = ~y(TAT t)~yt.

Якщо матриця B = TAT t має дiагональний вид i матриця T є ортогональ-
ною (тобто, TT t = E), то T t = T−1 i очевидно, що квадратична форма має
вигляд:

F (y1, y2, · · · , yn) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

В нiй немає добуткiв рiзних змiнних. В цьому випадку вектори з другого
базису (тобто, вектор-рядки матрицi T ) називають головними осями ква-
дратичної форми та говорять, що квадратична форма має в ньому канонiчну
форму. Вiдомо також (§ 3.5), що λ1, λ2, · · · , λn є власними значеннями ма-
трицi A.

Квадратична форма F (~x) називається:
а) додатно визначеною, якщо F (~x) > 0 для всiх ~x 6= ~0;
б) вiд’ємно визначеною, якщо F (~x) < 0 для всiх ~x 6= ~0;
в) невизначеною, якщо F (~x) приймає додатнi та вiд’ємнi значення.
Для кожної симетричної матрицi A квадратична форма F (~x) = ~xA~xt є:
а) додатно визначеною тодi i тiльки тодi, коли всi власнi значення ма-

трицi A є додатними;
б) вiд’ємно визначеною тодi i тiльки тодi, коли всi власнi значення ма-

трицi A є вiд’ємними;
в) невизначеною тодi i тiльки тодi, коли A має додатнi та вiд’ємнi власнi

значення.
Нехай F (~x) = ~xA~xt - квадратична форма простору R2 i матриця A є

оборотною. Тодi для будь-якого дiйсного числа λ графiк рiвняння

~xA~xt = λ

є однiєю з фiгур: елiпсом (або колом), гiперболою, двома прямими, якi пе-
ретинаються, точкою або порожною множиною.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є дана функцiя квадратичною формою:
а) F (x1, x2) = −2x2

1 + 5x2
2 − 5;

б) F (x1, x2) = 4x2
1 − 6x1x2 + x2

2;
в) F (x1, x2, x3) = −16x1x2 + x2

2 + x2
3 − x1x4;

г) F (x1, x2, x3) = 4x2
1 − x2

2 − 8x2x3 + 3x2
3.
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2. Записати найпростiшу ненульову квадратичну форму у векторному та
координатному виглядi вiд:
а) двох змiнних; б) трьох змiнних; в) n змiнних.
Яка особливiсть матриць цих форм i скiльки їх є в кожному випадку?

3. Записати матрицю квадратичної форми:
а) F (x1, x2) = −2x2

1 + 5x2
2;

б) F (x1, x2) = 4x2
1 − 6x1x2 + x2

2;
в) F (x1, x2, x3) = −16x1x2 + x2

2 + x2
3;

г) F (x1, x2, x3) = 4x2
1 − 6x1x2 + x2

2 − 8x2x3 + 3x2
3.

4. Записати квадратичну форму у векторному виглядi:
а) F (x1, x2) = x1x2 − 2x2

2;
б) F (x1, x2) = 4x2

1 − x1x2 + x2
2;

в) F (x1, x2, x3) = −4x2
1 − x1x2 + x2

2 + x2
3;

г) F (x1, x2, x3) = 4x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 8x2x3 + 3x2
3.

5. Записати квадратичну форму в координатному виглядi, якщо її матри-
ця є такою:

а) A =
(

0 −1
−1 0

)
; в) A =

(
3 2
2 2

)
;

б) A =
(

0 1
1 1

)
; г) A =

(
1 3
3 0

)
.

6. Обчислити значення квадратичної форми F (~x) = ~xA~xt, якщо

A =
(

1 3
3 0

)
та:

а) ~x = (1, 1); б) ~x = (a1, a2); в) ~x = (2,−1); г) ~x = (−2, 3).

7. Чи має квадратична форма F (~x) = 3x2
1 +5x2

2 найменше числове значе-
ння?

8. Пояснити, яке з наступних тверджень вiдносно матриць з кiльця
Mn(R) i векторiв з простору Rn та квадратичних форм є iстиним та
яке хибним:
а) матриця квадратичної форми є симетричною;
б) квадратична форма не мiстить добуткiв рiзних змiнних тодi i тiльки
тодi, коли матриця квадратичної форми є дiагональною;
в) головнi осi квадратичної форми F (~x) = ~xA~xt є власними векторами
для матрицi A;
г) додатно визначена квадратична форма F (~x) = ~xA~xt задовольняє не-
рiвнiсть F (~x) > 0 для всiх ~x ∈ Rn;
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д) якщо всi власнi значення симетричної матрицi A є додатними, то
квадратична форма F (~x) = ~xA~xt є додатно визначеною;
е) вираз F (~x) = |~x|2 є квадратичною формою;
є) якщо A симетрична i P ортогональна матриця, то замiна змiнної
~x = ~yP зводить квадратичну форму F (~x) = ~xA~xt до канонiчного виду;
ж) якщо A є симетричною матрицею другого порядку, то рiвняння
~xA~xt = −1 є рiвнянням елiпса.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Обчислити значення квадратичної форми F (~x) = ~xA~xt, якщо

A =

 4 3 0
3 2 1
0 1 1

 та:

а) ~x = (1, 1,−1); б) ~x = (a1, a2, a3); в) ~x = (2,−1, 5);
г) ~x = (

√
2

2 ,
√

2
2 ,

√
2

2 ).

10. Знайти матрицю квадратичної форми та записати квадратичну форму
у векторному виглядi:
а) F (x1, x2, x3) = x2

1 + x2
2 − 2x2

3;
б) F (x1, x2, x3) = 4x2

1 − x1x2 + x2
2 + x2

3 + 6x1x3;
в) F (x1, x2, x3, x4) = −4x2

1 − x1x2 + x2
2 + x2

3 + 4x1x4;
г) F (x1, x2, x3, x4) = 4x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 8x2x3 + 3x2

3 + 4x1x4 − x2
4.

11. Для наступних квадратичних форм зробити замiну змiнної ~x = ~yT
пiсля якої форма зведеться до канонiчного виду та записати матрицю
T i нову квадратичну форму:
а) F (x1, x2) = 3x2

1 − 4x1x2 + 6x2
2; г) F (x1, x2) = 2x2

1 + 10x1x2 + 2x2
2;

б) F (x1, x2) = 9x2
1 − 8x1x2 + 3x2

2; д) F (x1, x2) = −5x2
1 + 4x1x2 − 2x2

2;
в) F (x1, x2) = x2

1 − 6x1x2 + 9x2
2; е) F (x1, x2) = 6x2

1 + 9x1x2.

12. Звести квадратичну форму до канонiчного виду:
а) F (x1, x2, x3) = x2

1 − 4x2x3 + 4x1x3;
б) F (x1, x2, x3) = 9x2

1 − 8x1x2 + 7x2
2 + 11x2

3 + 8x1x3;
в) F (x1, x2, x3, x4) = 11x2

1 − 12x1x2 − x2
2 − 12x1x3 − 12x1x4 − 2x3x4;

г) F (x1, x2, x3, x4) = x2
1 + 9x1x2 + x2

2 + 12x2x3 + x2
3 − 12x1x4 + x2

4 + 9x3x4.

13. Встановити, якими є наступнi лiнiї другого порядку:
а) x2

1 − 4x2x3 + 4x1x3 = 0;
б) 9x2

1 − 8x1x2+ = 0;
в) 11x2

1 − 12x1x2 − x2
2 = 0;

г) x2
1 + 9x1x2 + x2

2 + 12x2x3+ = 0.
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14. Знайти найбiльше значення квадратичної форми F (~x) = 5x2
1 + 8x2

2,
якщо ~x~xt = 1.

Задачi на доведення

15. Матриця квадратичної форми F (~x) = ~xA~xt має вид A =
(
a b
b d

)
i

|A| 6= 0. Довести, що її власнi значення λ1 i λ2 задовольняють умови
λ1 + λ2 = a+ d та λ1λ2 = |A|.

16. Для квадратичної форми F (~x) = ~xA~xt з попередньої задачi довести
або заперечити твердження:
а) F (~x) є додатно визначеною, якщо |A| > 0 i a > 0;
б) F (~x) є вiдємно визначеною, якщо |A| < 0 i a < 0;
в) F (~x) є невизначеною, якщо |A| < 0 .

17. Матриця A ∈ Mn(R) називається додатно визначеною, якщо такою є
вiдповiдна їй квадратична форма. Довести, що для додатно визначеної
матрицi A iснує додатно визначена матриця B така, що A = BBt.

18. Нехай A,B ∈Mn(R) є симетричними матрицями з додатними власни-
ми значеннями. Довести, що всi власнi значення матрицi A+B також
є додатними.

19. Нехай A ∈ Mn(R) є симетричною оборотною матрицею. Довести, що
коли квадратична форма F (~x) = ~xA~xt є додатно визначеною, то такою
є i квадратична форма F (~x) = ~xA−1~xt

20.
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§ 3.6 Зведення матрицi до дiагонального виду

Лiтература: [1] стор. 453 – 457; [3] стор. 311 – 315.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f – лiнiйний оператор векторного простору Ln над числовим по-
лем P . Множина всiх власних значень лiнiйного оператора називається його
спектром. Говорять, що f має простий спектр, якщо вiн має n попарно
рiзних власних значень.

Якщо лiнiйний оператор f ∈ L∗n має простий спектр, то iснує базис
простору Ln, у якому матриця Af цього оператора має дiагональний вид.

Матриця Af лiнiйного оператора f ∈ L∗n у деякому базисi є дiагональною
тодi i тiльки тодi, коли цей базис складається з власних векторiв даного
оператора.

Задачу знаходження для матрицi A ∈Mn(P ) подiбної їй i такої, яка має
дiагональний вид, називається зведенням даної матрицi до дiагонального
виду.

Достатньою умовою для зведення матрицi лiнiйного оператора f ∈ L∗n
до дiагонального виду є наявнiсть у даного оператора простого спектру,
причому дiагональними елементами будуть саме цi власнi значення.

Якщо лiнiйний оператор має менше як n дiйсних власних значень, при-
чому враховується їх кратнiсть як коренiв характеристичного рiвняння, то
матриця такого оператора не зводиться до дiагонального виду.

Якщо лiнiйний оператор має менше як n рiзних власних значень, а вра-
ховуючи кратностi кожного як коренiв характеристичного рiвняння їх рiвно
n, то треба дослiдити ще, яке число k лiнiйно незалежних власних векторiв
визначає кожний корiнь λ кратностi s. Оскiльки число лiнiйно незалежних
власних векторiв довiльного лiнiйного оператора, якi належать одному вла-
сному значенню λ, не певищує s, то:

а) матриця не зводиться до дiагонального виду, коли хоча б для одного λ
виконується нерiвнiсть k < s (тодi не набереться стiльки власних векторiв,
скiльки їх повинно бути в базисi);

б) матриця зводиться до дiагонального виду, коли для всiх λ виконує-
ться рiвнiсть k = s, причому дiагональними елементами є власнi значення
оператора, що повторюються стiльки раз, яка їх кратнiсть.

Задачу знаходження для матрицi A ∈ Mn(R) подiбної їй i такої, яка
має трикутний вид, називається зведенням даної матрицi до трикутного
виду.
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Якщо всi характеристичнi коренi матрицi A ∈ Mn(R) є дiйсними числа-
ми, то її можна звести до трикутного виду.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Яким є спектр лiнiйного оператора:
а) ортогональне проектування на координатну вiсь вектора ~i вектор-
ного простору W2;
б) поворот на кут α навколо початку координат простору W2;
в) ортогональне проектування на площину, яка мiстить вектори ~j,~k у
векторному просторi W3;
г) гомотетiя з центром у початку координат i коефiцiєнтом λ у вектор-
ному просторi W3?

2. Яким є геометричний змiст лiнiйного оператора з простим спектром
векторного простору: а) W2; б) W3?

3. Якими є спектри тривiальних лiнiйних операторiв (тотожного e i ну-
льового o) для будь-якого дiйсного векторного простору Ln?

4. Чи може матриця A =
(

2 2
2 2

)
бути подiбною:

а) до двох рiзних дiагональних матриць;
б) до трьох рiзних дiагональних матриць?

5. При якiй умовi матриця A ∈ Mn(R) подiбна кiльком дiагональним
матрицям?

6. Який вигляд мають матрицi другого порядку над полем Q, коли вiдо-
мо, що їх власними значеннями є −1 i 1?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. При якiй умовi матрицю A =
(

3 0
a 3

)
з кiльця M2(R) можна звести

до дiагонального виду?

8. Знайти дiагональну матрицю, яка подiбна над полем рацiональних чи-
сел матрицi:

а) A =
(

0 −1
−1 0

)
; в) A =

(
3 2
1 2

)
;

б) A =
(

3 1
4 1

)
; г) A =

(
1 3
2 6

)
.
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9. Знайти дiагональну матрицю, яка подiбна над полем дiйсних чисел
матрицi:

а) A =
(

0 −1
−1 0

)
; в) A =

(
3 4
1 2

)
;

б) A =
(

3 1
1 3

)
; г) A =

(
1 −3
2 6

)
.

10. Звести дану матрицю до дiагонального виду, якщо це можливо:

а) A =

 2 0 0
1 2 0
−2 −1 1

 ; г) A =

 4 −3 −2
2 −1 −2
3 −3 −1

 ;

б) A =

 1 0 4
0 2 0
3 1 −3

 ; д) A =

 7 10 −12
3 8 −9
4 8 −9

 ;

в) A =


9 −1 5 7
8 3 2 −4
0 0 3 6
0 0 −1 8

 ; е) A =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

11. Скiльком дiагональним матрицям може бути подiбною матриця A ∈
Mn(R)?

12. Лiнiйний оператор f евклiдового векторного простору En у деякому
ортонормованому базисi задано матрицею:

а) A =
(

2 1
1 2

)
; в) A =

(
5 2
2 5

)
;

б) A =

 11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

 ; г) A =

 17 −8 4
−8 17 −4

4 −4 11

 .

Знайти ортонормований базис з власних векторiв лiнiйного оператора
i його матрицю в цьому базисi.

13. Перевiрити, що матрицю A =
(

1 −1
1 3

)
не можна звести до дiаго-

нального виду, але вона подiбна трикутнiй матрицi B =
(

2 0
−2 2

)
.

Знайти невироджену матрицю Q таку, що B = QAQ−1.

14. Знайти трикутну матрицю B, подiбну до даної матрицi A, та невиро-
джену матрицю Q таку, що B = QAQ−1, якщо:

а) A =
(

3 −1
1 1

)
; б) A =

(
1 1
−1 3

)
.
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15. Звести дану матрицю A до трикутного виду, якщо це можливо:

а) A =

 2 1 1
2 3 4
−1 −1 −2

 ; д) A =

 5 2 1
−8 −3 −2

7 4 3

 ;

б) A =

 5 0 0
3 2 6
−2 1 3

 ; е) A =

 1 0 1
−1 −1 −1

0 1 0

 ;

в) A =

 −1 1 2
0 −1 −1
−1 1 2

 ; є) A =

 1 −3 0
−1 −2 3
−1 −4 4

 ;

г) A =

 4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

 ; ж) A =

 4 −1 1
−1 4 −1

1 −1 4

 .

16. Нехай лiнiйний оператор f дiйсного векторного простору Ln має тiль-
ки одне власне значення кратностi n. Знайти необхiднi i достатнi умо-
ви, при яких матриця цього оператора зводиться до дiагонального ви-
ду.

Задачi на доведення

17. Нехай матриця A ∈ Mn(R) подiбна до дiагональної. Довести, що для
будь-якого натурального числа k матриця Ak також подiбна до дiаго-
нальної матрицi.

18. Довести, що для довiльного самоспряженого оператора f ∈ E∗n завжди
iснує ртонормований базис з власних векторiв, в якому цей оператор
має дiагональну матрицю.

19. Довести, що коли матриця A ∈Mn(R) подiбна до дiагональної, то всi
її арактеристичнi коренi є дiйсними числами.

20. Довести, що коли лiнiйний оператор f дiйсного векторного простору
Ln має n рiзних власних значень, то кожний лiнiйний оператор g,
який переставний з f , має базис з власних векторiв, причому будь-
який власний вектор лiнiйного оператора f є одночасно i власним
вектором лiнiйного оператора g.

21. Довести, що коли матриця n-го порядку A ∈ Mn(R) має дiйсний ха-
рактеристичний корiнь λ, то вона подiбна матрицi
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B =


λ 0 . . . 0

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

 . Якою є невироджена матриця Q така,

що B = QAQ−1?

22. Довести, що матриця n-го порядку A ∈ Mn(R), яка має n дiйсних
характеристичних коренiв, рахуючи кожен з його кратнiстю, подiбна
до деякої трикутної матрицi (теорема Шура).

Творчi задачi

23. Знайти умови, при яких матриця A ∈ Mn(R), яка має на побiчнiй
дiагоналi числа α1, α2, . . . , αn, а на iнших мiсцях нулi, подiбна до дiа-
гональної матрицi.

24. Що можна сказати про характеристичнi коренi та власнi вектори ма-
трицi A ∈Mn(R), яка подiбна до трикутної матрицi B? Яку характерну
властивiсть має матриця Q така, що B = QAQ−1?

Задачi з олiмпiад

25. Знайти трикутну матрицю, подiбну до матрицi:

а) A =


3 −1 5 7
1 1 2 −4
0 0 3 6
0 0 −1 8

 ; б) A =


9 −1 5 7
8 3 2 −4
0 0 1 1
0 0 −1 3

 .

26. Для матрицi A =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

 знайти невироджену ма-

трицю T таку, щоб матриця B = T−1AT була дiагональною. Вказати
вигляд матрицi B.
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§ 3.7 Вибранi задачi

1. Нехай матрицi A i B з векторного простору Mn(P ) є дiагональними.
Знайти умову їх подiбностi.

2. Нехай f – iн’єктивний лiнiйний оператор простору Ln. Довести, що
система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~am є лiнiйно незалежною тодi i тiльки тодi,
коли система їх образiв f(~a1), f(~a2), . . . , f(~an) лiнiйно незалежна.

3. Нехай лiнiйнi оператори f, g векторного простору L над полем P задо-
вольняють рiвнiсть gf + f + e = o. Довести, що оператор f оборотний
i f−1 = −e− g.

4. Нехай f, g – лiнiйнi оператори евклiдового векторного простору En.
Оператор g називають спряженим до f , якщо виконується умова

f(~x)~y = ~xg(~y).

Довести, що спряжений оператор до даного оператора f є єдиним.
Його позначають f∗.

5. Довести, що операцiя переходу вiд лiнiйного оператора до спряженого
лiнiйного оператора має такi властивостi:
а) (f∗)∗ = f ; в) (fg)∗ = g∗f∗;
б) (f + g)∗ = f∗ + g∗; г) (∀λ ∈ R)((λf)∗ = λf∗);

д) якщо лiнiйний оператор f невироджений, то (f−1)∗ = (f∗)−1.

6. Лiнiйний оператор f евклiдового векторного простору E називають
ортогональним, якщо (∀~x, ~y ∈ E)f(~x)f(~y) = ~x~y. Довести, що :
а) добуток двох ортогональних операторiв простору E є ортогональним
оператором;
б) ортогональним оператором є кожен лiнiйний оператор, який зберiгає
довжини всiх векторiв.

7. Нехай ~e1, ~e2 – ортонормований базис евклiдового векторного простору
E2 i лiнiйний оператор f цього простору в базисi ~e1, ~e1 +~e2 має матри-

цю A =
(

1 2
1 −1

)
. Знайти матрицю спряженого лiнiйного оператора

f∗ у цьому самому базисi.

8. Нехай f – лiнiйний оператор простору Ln, H – мiнiмальний нетривi-
альний пiдпростiр, який iнварiантний вiдносно f . Знайти базис H.
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9. Нехай лiнiйнi оператори f, g комплексного векторного простору Cn

задовольняють рiвностi f2 = g2 = e. Довести, що iснує одновимiрний
або двовимiрний пiдпростiр в Cn, який iнварiантний вiдносно обох
лiнiйних операторiв.

10. Довести, що в просторi Rn кожний лiнiйний оператор має iнварiантнi
пiдпростори розмiрностi n− 1 або n− 2.

11. Довести, що коли пiдпростiр евклiдового векторного простору E iнва-
рiантний вiдносно лiнiйного оператора f , то ортогональне доповнення
U⊥ є iнварiантним вiдносно спряженого оператора f∗.

12. Для даного вектора ~a евклiдового векторного простору E3 знайти всi
iнварiантнi пiдпростори вiдносно лiнiйного оператора f цього просто-
ру, який задано рiвнiстю f(~x) = [~a, ~x] (векторний добуток вектора ~a на
вектор ~x).

13. Нехай лiнiйний оператор f ∈ L∗n має просту структуру, тобто iснує
базис простору Ln, який складається з власних векторiв оператора f .
Довести, що у оператора f :
а) образ Imf є лiнiйною оболонкою власних векторiв, якi вiдносяться
до ненульових власних значень;
б) перетин ядра i образу мiстить тiльки нульовий вектор, тобто
Kerf ∩ Imf = {−→0 }.

14. Нехай лiнiйний оператор f ∈ L∗n має просту структуру. Довести, що
для будь-якого натурального числа k оператор fk також має просту
структуру.

15. Довести, що лiнiйнi оператори проектування i вiдбиття векторного
простору Ln над числовим полем є операторами простої структури.

16. Нехай лiнiйний оператор f ∈ L∗n має просту структуру, Ae
f – його

матриця i B = T−5Ae
fT – дiагональна матриця, подiбна до матрицi

Ae
f . Довести, що:

а) дiагональнi елементи матрицi B є власними значеннями, а вектор-
стовпцi матрицi T – власними векторами лiнiйного оператора f ;
б) якщо вектор-стовпцi матрицi T є власними векторами лiнiйного
оператора f , то матриця трансформує матрицю Ae

f до дiагональної
матрицi B.

17. Довести, що коли невироджений лiнiйний оператор f ∈ L∗n має просту
структуру, то лiнiйний оператор f−1 також має просту структуру.
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18. Довести, що коли лiнiйний оператор f векторного простору L над
числовим полем P має просту структуру, то будь-який многочлен вiд
оператора f з коефiцiєнтами з цього поля також має просту структуру.

19. Довести, що коли лiнiйнi оператори f, g ∈ L∗n мають просту структуру
i fg = gf , то iснує базис простору Ln, який складається з спiльних
власних векторiв цих операторiв.

20. Нехай лiнiйний оператор f ∈ L∗n над числовим полем P має простий
спектр. Довести, що кожний лiнiйний оператор g такий, що fg = gf ,
має просту структуру.

21. Довести, що в умовах попередньої задачi лiнiйний оператор g можна
подати у виглядi многочлена вiд оператора f з коефiцiєнтами з цього
поля.

22. Довести, що довiльний многочлен f ∈ Rn[x] степеня n > 1 з коефi-
цiєнтом (−1)n при старшому членi є характеристичним многочленом
матрицi A ∈ Mn(R), а його коренi є власними значеннями деякого
лiнiйного оператора.

23. Довести, що у записi характеристичного многочлена з протилежним
знаком матрицi A, записаного за спадними степенями λ,

|λE −A| = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0,

коефiцiєнт ak дорiвнює сумi всiх головних мiнорiв порядку n − k ма-
трицi A, взятiй зi знаком (−1)n−k.

24. Довести, що для будь-яких матриць A,B ∈ Mn(P ) матрицi AB i BA
мають однаковий характеристичний многочлен.

25. Довести, що для характеристичних многочленiв f(λ) матрицi A i g(λ)
матрицi A− λ0E виконується рiвнiсть g(λ) = f(λ+ λ0).

26. Довести, що для характеристичних многочленiв f(λ) невиродженої ма-
трицi A i g(λ) матрицi A−1 виконується рiвнiсть g(λ) = (−λ)n 1

|A|f( 1
λ ).

27. Довести, що для будь-яких матриць A,B ∈ Mn(P ) характеристичний

многочлен матрицi M =
(
A B
B A

)
дорiвнює добутку характеристи-

чних многочленiв матриць A+B i A−B.



Роздiл 4

Системи лiнiйних
нерiвностей та їх
застосування

§ 4.1 Числовi нерiвностi. Нерiвностi зi змiнни-
ми

Лiтература: [2] стор. 5 – 11.

Теоретичнi вiдомостi

Поле дiйсних чисел R є упорядкованим, тобто в множинi R можна задати
вiдношення строгого лiнiйного порядку >, яке має властивостi:

1. (∀a, b, c ∈ R)(a > b→ a+ c > b+ c);

2. (∀a, b, c ∈ R)(a > b ∧ c > 0→ ac > bc).

Запис a > b називають числовою нерiвнiстю i говорять "a бiльше b". Обер-
нене вiдношення до > позначають знаком < i, коли b < a, говорять – "b
менше a".

Вiдношення > має такi властивостi:

1. (∀a, b,∈ R)(a > b↔ a− b > 0);

2. (∀a ∈ R)(a > 0↔ −a < 0);
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3. (∀a ∈ R)(a 6= 0↔ a2 > 0).

4. (∀a ∈ R)(a > 0↔ 1
a > 0).

Вiдношення > на множинi R визначається так:

a > b
df↔ a > b ∨ a = b.

Обернене до нього вiдношення позначають 6.
Модулем (або абсолютною величиною) дiйсного числа a називають не-

вiд’ємне з чисел a та −a i позначають через |a|. Iншими словами:

|a| df
=
[

a, якщо a > 0,
−a, якщо a < 0.

Мають мiсце спiввiдношення:

1. (∀a1, a2, . . . an ∈ R)(|a1 + a2 + . . .+ an| 6 |a1|+ |a2|+ . . . |an|).

2. (∀a1, a2, . . . an ∈ R)(|a1 · a2 · . . . · an| = |a1| · |a2| · . . . · |an|);

3. (∀a1, a2, . . . an ∈ R)((∃1 6 i 6 n)ai 6= 0↔ a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n > 0).

Нехай f1 i f2 – частковi вiдображення множини Rn в множину R, тобто
дiйснi функцiї вiд n дiйсних змiнних x1, x2, ..., xn.

Нерiвнiстю вiд n змiнних x1, x2, ..., xn називають вираз

f1(x1, x2, ..., xn) ∨ f2(x1, x2, ..., xn),

де ∨ — один iз знакiв >, <, >, 6, який є символiчним записом задачi про
знаходження всiх упорядкованих наборiв значень змiнних, при яких дана
нерiвнiсть перетворюється у вiрну числову нерiвнiсть.

Областю допустимих значень (ОДЗ) або областю визначення нерiв-
ностi називають перетин областей визначення функцiй f1 i f2.

Вiдомо, що Rn є арифметичним векторним простором над полем R. Тому
кожен елемент з ОДЗ нерiвностi є n-вимiрним вектором ~x = (x1, x2, ...xn).
Його будемо називати допустимим для даної нерiвностi.

Розв’язком нерiвностi називають кожний допустимий вектор для даної
нерiвностi, при пiдстановцi вiдповiдних координат якого в нерiвнiсть отри-
маємо вiрну числову нерiвнiсть.

Розв’язати нерiвнiсть — це означає знайти множину всiх її розв’язкiв.
Якщо множина всiх розв’язкiв нерiвностi є порожня, то її називають

суперечливою або тотожно хибною.



112 Роздiл 4. Системи лiнiйних нерiвностей та їх застосування

Двi нерiвностi вiд одних i тих же n змiнних називають рiвносильними,
якщо множини їх розв’язкiв спiвпадають.

Розв’язування нерiвностi з n змiнними полягає в замiнi даної нерiвностi
рiвносильною їй, але такою, що її множину розв’язкiв простiше знайти.

Якщо до обох частин даної нерiвностi додати функцiю g(x1, x2, ..., xn),
яка визначена при всiх допустимих векторах для даної нерiвностi, то дiста-
немо рiвносильну данiй нерiвнiсть
g(x1, x2, ..., xn) + f1(x1, x2, ..., xn) ∨ g(x1, x2, ..., xn) + f2(x1, x2, ..., xn).

Якщо функцiя g(x1, x2, ..., xn) приймає додатнi значення при всiх допу-
стимих векторах для даної нерiвностi, то дана нерiвнiсть рiвносильна такiй:
g(x1, x2, ..., xn) · f1(x1, x2, ..., xn) ∨ g(x1, x2, ..., xn) · f2(x1, x2, ..., xn).

Якщо функцiя g(x1, x2, ..., xn) приймає вiд’ємнi значення при всiх допу-
стимих векторах, то дана нерiвнiсть рiвносильна такiй:
g(x1, x2, ..., xn) · f1(x1, x2, ..., xn) ∧ g(x1, x2, ..., xn) · f2(x1, x2, ..., xn)
(тут знак ∧ є оберненим до знака ∨).

Якщо ОДЗ даної нерiвностi дорiвнює її множинi розв’язкiв, то в цьому
випадку нерiвнiсть називають тотожною i замiсть розв’язування говорять
про доведення нерiвностi. Прикладом такої нерiвностi є нерiвнiсть Кошi-
Буняковського, яка була доведена в § 2.5, задача № 16:
(x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn)2 6 (x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n)(y2
1 + y2

2 + . . .+ y2
n).

Середнi величини додатних чисел x1, x2,. . . , xn визначаються так:

• середнє геометричне — C0(x1, x2, . . . , xn)
df
= n
√
x1 · x2 · . . . · xn;

• середнє арифметичне — C1(x1, x2, . . . , xn)
df
= x1+x2+...+xn

n ;

• середнє квадратичне — C2(x1, x2, . . . , xn)
df
= n

√
x2
1+x2

2+...+x2
n

n ;

• середнє гармонiйне — C−1(x1, x2, . . . , xn)
df
= n

1
x1

+ 1
x2

+...+ 1
xn

.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Як визначається вiдношення > на множинi дiйсних чисел R в середнiй
школi?

2. Якi способи доведення числових нерiвностей ви знаєте?

3. Якi зв’язки можуть iснувати мiж областю визначення i множиною
розв’язкiв нерiвностi зi змiнними?

4. Що означає довести нерiвнiсть зi змiнними?



113

5. Чи рiвносильнi нерiвностi:
а) 1

x−1 >
3
x та x > 3(x− 1);

б) 1
x < 3x та 1

x − 3x < 0;
в) (x− 1)

√
x2 − x− 2 > 0 та x− 1 > 0;

г) f(x)g(x) < 0 та f(x)
g(x) < 0;

д) f(x)g(x) 6 0 та f(x)
g(x) 6 0?

6. Яким необхiдним i достатним умовам повиннi задовольняти числа
a, b, c для того, щоб нерiвнiсть ax+ by + c 6 0 була тотожною?

7. Яким умовам повиннi задовольняти числа a, b, c, d для того, щоб не-
рiвнiсть ax+ by + cz + d > 0 була суперечливою?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Встановити, чи виконується нерiвнiсть:
а) 3

√
47 >

√
13; д) 3

√
58 <

√
15;

б) 2
√

17 6 8, (24); е) 2
√

14 > 7, (48);
в) −3+

√
17

2 <
√

3
3 ; є) 9√

11−
√

2
> 6

3−
√

3
;

г)
√

13 > 22 log4(1− 1
10 )+3 log27 9; ж)

√
11 < 9

1
2 log3(1+

1
9 )+ 3

2 log8 2.

9. Встановити, додатним чи вiд’ємним є число
√

4 +
√

7−
√

4−
√

7− 2.

10. Знайти область визначення нерiвностi:
а) (x− 3)

√
x2 + x− 2 > 0; в) 1

log2(7x−4) 6 1
log6(9x2−2x+2) ;

б)
√

2x−3
ln(x2−3x+3) < 0; г) 5

log2(
2

sin x )
> 1

log2 sin x 2 .

11. Розв’язати нерiвностi:
а)

√
x >
√
−2x; в)

√
x− 3 6 3− |x− 6|;

б) x+7
x−2 < x− 1; г)

√
7 + 21−x > 7− ( 1

2 )x−2.

12. При яких значеннях параметра a є суперечливою нерiвнiсть:
а) (a2 − 9)x1 − (a2 + 5a+ 6)x2 + (a+ 3)x3 − (a− 2) 6 0;
б) (a2 + 2a)x1 + (a2 + 5a+ 6)x2 + (a2 − 4)x3 + a3 > 0?

13. Знайти необхiдну i достатню умови, при яких лiнiйна нерiвнiсть
а) a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + a > 0 є тотожно iстинною;
б) a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + a > 0 є суперечливою.

14. Знайти всi значення параметра a, при яких з нерiвностi:
а) x2 − 2a2x− a2(1− a2) < 0 випливає нерiвнiсть x2 − 4 < 0;
б) x2 − 1 < 0 випливає нерiвнiсть x2 + 2a2x− 3a4 < 0.
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Задачi на доведення

15. Довести такi властивостi числових нерiвностей:
а) (∀a, b, c ∈ R)(a < b→ a+ c < b+ c);
б) (∀a, b, c ∈ R)(a < b ∧ c > 0→ ac < bc);
в) (∀a, b, c ∈ R)(a < b ∧ c < 0→ ac > bc);
г) (∀a, b, c, d ∈ R) ((a > b ∧ c > d→ a+ c > b+ d)∧

(a > b ∧ c < d→ a− c > b− d));
д) (∀a, b, c ∈ R) ((a+ c > b+ c→ a > b) ∧ (a+ c < b+ c→ a < b));
е) (∀a, b, c ∈ R) ((ac > bc ∧ c > 0→ a > b) ∧ (ac > bc ∧ c < 0→ a < b));
є) (∀a, b, c, d ∈ R+)(a > b ∧ c > d→ ac > bd).

16. Довести нерiвностi:
а) sin 2 > sin 3; г) 3

√
7 + 5

√
2 > 6

√
5;

б) log2 3 < log3 2; д) log5 8 > log5 4;

в)
√

1− 2 sin 3
2π >

3
√

5 ctg π
4 ; е) log2 7 + (3 + cos 15

7 ) log7 2 < 4.

17. Квадратний тричлен x2 +bx+c має два коренi, якi належать iнтервалу
(2, 3). Довести, що 5b+ 2c+ 12 < 0.

18. Довести, що поле комплексних чисел C не можна упорядкувати.

19. Довести, що для будь-яких додатних чисел x та y виконується нерiв-
нiсть 1

(x+y)2 + 1
x2 + 1

y2 > 9
4xy .

20. Довести, що для будь-яких невiд’ємних чисел x, y виконується нерiв-
нiсть x4 + y3 + x2 + y + 1 > 9

2xy.

21. Довести, що для будь-яких додатних чисел x1, x2, x3 виконується не-
рiвнiсть:
а) x1+x2+x3

3 > 3
√
x1 · x2 · x3;

б) x1 + x2 + x3 >
√
x1x2 +

√
x1x3 +

√
x2x3;

в) x4
1 + x4

2 + x4
3 > x1x2x3(x1 + x2 + x3);

г) x3
1 + x3

2 + x3
3 > x2

3

√
x1x2 + x2

2

√
x1x3 + x2

1

√
x2x3.

22. Довести, що коли xyz > 0, то виконується нерiвнiсть
xy
z + yz

x + zx
y > x+ y + z.

23. Довести, що для будь-яких додатних чисел x1, x2, x3, x4 виконується
нерiвнiсть:√

(x1 + x2)(x3 + x4) +
√

(x1 + x3)(x2 + x4) +
√

(x1 + x4)(x3 + x2) 6
6 4
√
x1x2x3x4.
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Творчi задачi

24. Встановити, яке з двох чисел бiльше:
√

1997+2
√

1999+2
√

2001+
√

2003
чи 2
√

1998 + 2
√

2000 + 2
√

2002.

25. Довести, що для будь-яких невiд’ємних чисел x1, x2, . . . , xn виконує-
ться нерiвнiсть:

x1 + x2 + . . .+ xn

n
6

n

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

n
.

26. Нехай n > 2 та x1, x2, . . . , xn – дiйснi числа з вiдрiзка [1, 2]. Довести,
що виконується нерiвнiсть√

x2
1 − 1
x2

+

√
x2

2 − 1
x3

+ · · ·+
√
x2

n − 1
x1

6

√
2

2
n.

Задачi з олiмпiад

27. Довести, що для будь-яких невiд’ємних чисел x1, x2, . . . , xn виконує-
ться нерiвнiсть:

x1 + x2 + . . .+ xn

n
> n
√
x1 · x2 · . . . · xn.

28. Довести, що для будь-яких додатних чисел x1, x2, . . . , xn виконується
нерiвнiсть:

n
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

6
n

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

n
.

29. Довести, що для будь-яких невiд’ємних чисел x1, x2, . . . , xn виконує-
ться нерiвнiсть:√
x1x2 +

√
x1x3 + · · ·+√xn−1xn > n−1

2 (x1 + x2 + · · ·+ xn).

30. Довести, що коли добуток будь-яких невiд’ємних чисел x1, x2, . . . , xn

дорiвнює 1, то виконується нерiвнiсть

(1 + 4x1)(1 + 4x2) · · · (1 + 4xn) > 4n.

31. Довести, що коли добуток додатних чисел x1, x2, . . . , x2003 дорiвнює 1,
то виконується нерiвнiсть (1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + x2003) > 22003.
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§ 4.2 Системи лiнiйних нерiвностей з двома та
трьома змiнними

Лiтература: [2] стор. 11 – 17; [7] стор. 317 – 326.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай дано нерiвностi з n змiнними (надалi — невiдомими)
f1(x1, x2, ..., xn) ∨ g1(x1, x2, ..., xn), . . . , fm(x1, x2, ..., xn) ∨ gm(x1, x2, ..., xn),
спiльна ОДЗ яких є деяка пiдмножина множини Rn.

Кажуть, що данi нерiвностi утворюють систему нерiвностей
f1(x1, x2, ..., xn) ∨ g1(x1, x2, ..., xn),
f2(x1, x2, ..., xn) ∨ g2(x1, x2, ..., xn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fm(x1, x2, ..., xn) ∨ gm(x1, x2, ..., xn),

якщо треба знайти всi допустимi вектори, кожен з яких є розв’язком всiх
даних нерiвностей. Вектор ~a=(α1, α2, . . . , αn), який є розв’язком кожної з
нерiвностей системи, називають розв’язком цiєї системи нерiвностей.

Розв’язок ~a = (α1, α2, . . . , αn) системи називають додатним, якщо всi
координати α1, α2, . . . , αn, — додатнi, i невiд’ємним, якщо всi координати —
невiд’ємнi.

Розв’язати систему нерiвностей — це означає знайти множину всiх її
розв’язкiв. Якщо A — множина розв’язкiв системи та A1, A2, . . ., Am —
множини розв’язкiв даних нерiвностей цiєї системи, то

A = A1 ∩A2 ∩ . . . ∩Am.

Система називається сумiсною, якщо A 6= ∅ i несумiсною, якщо A = ∅.
Двi системи нерiвностей з n невiдомими x1, x2, ..., xn називають рiвно-

сильними, якщо множини їх розв’язкiв рiвнi.
Розв’язування системи нерiвностей полягає в замiнi даної системи рiв-

носильною, розв’язок якої знайти простiше.
Якщо в системi нерiвностей будь-яку нерiвнiсть замiнити рiвносильною

їй нерiвнiстю, то дiстанемо систему нерiвностей, рiвносильну данiй.
Лiнiйною нерiвнiстю з n невiдомими називають нерiвнiсть виду

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + b ∨ 0,

де a1, a2, . . ., an, b ∈ R, а ∨ – один iз знакiв <,6, >,>.
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Числа a1, . . . , an називають коефiцiєнтами, а число b — вiльним чле-
ном.

Лiнiйну нерiвнiсть, у якої вiльний член b дорiвнює нулю, називають
лiнiйною однорiдною нерiвнiстю.

Систему нерiвностей, яка складається з лiнiйних нерiвностей, називають
системою лiнiйних нерiвностей. У загальному видi її записують так:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + b1 ∨ 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + b2 ∨ 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + bm ∨ 0.

Якщо в системi всi вiльнi члени b1, . . . , bm дорiвнюють нулю, тобто всi
нерiвностi є однорiдними, то систему називають однорiдною системою лi-
нiйних нерiвностей.

Лiнiйну нерiвнiсть a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + b∨ 0 називають наслiдком
даної системи нерiвностей, якщо кожен розв’язок системи є розв’язком цiєї
нерiвностi.

Множину розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей з однiєю змiнною (да-
лi будемо говорити: з одним невiдомим) можна знайти алгебраїчним та гео-
метричним способом i вони вiдомi ще з шкiльної математики.

Нехай маємо лiнiйну нерiвнiсть з двома невiдомими ax+ by + c 6 0,
де a2 + b2 6= 0. ЇЇ областю допустимих значень є множина R2, тобто вся
координатна площина. Вiдомо, що графiком рiвняння ax+ by + c = 0 є пря-
ма лiнiя, координати точок (α1, α2) якої є множиною всiх розв’язкiв цього
рiвняння. Ця пряма розбиває координатну площину на двi пiвплощини так,
що всi точки однiєї з них є множиною розв’язкiв нерiвностi ax+ by+ c > 0,
а iншої — нерiвностi ax + by + c 6 0. Для розв’язання такої нерiвностi до-
статньо встановити, яка нерiвнiсть має мiсце в початку координат, якщо
c 6= 0.

Нехай маємо систему лiнiйних нерiвностей з двома невiдомими
a1x+ b1y + c1 6 0,
a2x+ b2y + c2 6 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
amx+ bmy + cm 6 0.

Систему лiнiйних нерiвностей, в якiй зустрiчаються знаки 6 i >, завжди
можна звести до такого вигляду. Дiйсно, нерiвнiсть ax + by + c > 0 рiвно-
сильна нерiвностi −ax− by − c 6 0 i, пiсля вiдповiдних замiн, прийдемо до
такої системи.
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Множиною розв’язкiв даної системи нерiвностей з геометричної точки
зору є перетин пiвплощин, якi є множинами розв’язкiв нерiвностей системи.
Ця множина є опуклою областю на площинi (опуклiсть означає, що разом
з будь-якими двома точками цiєї множини всi точки вiдрiзка, який їх з’єд-
нує, також належать цiй множинi). Її границя може складатися з прямих,
променiв i вiдрiзкiв. Якщо границя множини розв’язкiв складається тiльки
з вiдрiзкiв, то цю область називають многокутником розв’язкiв системи.

Розглянемо систему лiнiйних нерiвностей з трьома невiдомими
a1x+ b1y + c1z + d1 6 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 6 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
amx+ bmy + cmz + dm 6 0.

Областю допустимих значень цiєї системи є арифметичний векторний про-
стiр R3. Будемо вважати, що в кожнiй нерiвностi хоча б один коєфiцiєнт
бiля невiдомих x, y, z є вiдмiнним вiд нуля. Якщо це не так, то ця не-
рiвнiсть перетвориться в числову i її множиною розв’язкiв є одна з двох
множин – R3 або ∅. В першому випадку нерiвнiсть можна опустити, а в
другому — вона є несумiсною, а отже i вся система є несумiсною.

З геометрiї вiдомо, що рiвняння ax+by+cz+d = 0, у випадку коли
a2 +b2 +c2 6= 0, визначає у звичайному тривимiрному просторi площину, яка
розбиває цей простiр на два пiвпростори, координати (α, β, γ) точок одного
з яких є розв’язками нерiвностi ax+ by + cz + d > 0, а iншого — нерiвностi
ax+ by + cz + d 6 0.

Тому множиною розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей з трьома невi-
домими є деяка опукла многогранна область М, яка є перетином пiвпро-
сторiв, що є розв’язками всiх нерiвностей системи. Вона може бути необме-
женою, многогранником, порожньою та "вироджуватися" в рiзнi фiгури на
площинi i навiть точку.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Навести приклад системи лiнiйних нерiвностей з двома невiдомими,
розв’язком якої на площинi є:
а) пряма лiнiя; д) порожня множина;
б) промiнь; е) паралелограм;
в) вiдрiзок; є) квадрат;
г) одна точка; ж) многокутник.

2. Чи може розв’язок системи лiнiйних нерiвностей мiстити тiльки три
точки, якi не лежать на однiй прямiй?
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3. Яка з даних нерiвностей є наслiдком iншої:
а) 2x+ 3y > 4 та 4x+ 6y > 10;
б) −x− 4y 6 1 та 2x+ 8y + 3 > 0;
в) 5x− 4y 6 1 та 10x− 8y < 0;
г) −2x+ 5y < 0 та 3x− 2y > 0?

4. Навести приклад системи лiнiйних нерiвностей, яка є наслiдком даної
системи:

5x1 + x2 − 6x3 > 0,
x1 − x2 − x3 6 0,
−x1 + 6x2 + 2x3 > 0,
x1 + x2 + x3 > 0.

5. Чи рiвносильнi такi системи лiнiйних нерiвностей:

а)

 x− 2y 6 0,
x+ y 6 5,

−2x+ y 6 −3
та

 −x+ 2y > 0,
x+ y − 5 6 0,

2x− y − 3 > 0;

б)

 x− 2y 6 0,
x+ y 6 5,

−2x+ y 6 −3
та

 2x− y 6 5,
x+ y 6 5,

−2x+ y 6 −3?

6. У якому вiдношеннi мiж собою (рiвносильнi, одна є наслiдком iншої,
жодна не є наслiдком iншої) перебувають системи лiнiйних нерiвно-
стей:

а)

 x− 2y 6 0,
x+ y 6 5,

−2x+ y 6 −3
та

{
x+ y − 8 6 0,

2x− y − 3 > 0;

б)
{
x− 2y 6 0,
x+ y 6 5, та

{
x+ y − 8 6 0,
x− 2y − 3 > 0;

в)

 x− 2y 6 0,
x+ y 6 3,

−2x+ y > −6
та

 2x− y 6 5,
x+ y 6 1,

−x+ 2y > 3?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. Розв’язати систему лiнiйних нерiвностей:

а)


2x + 3 > 0,
−4x + 5 > 0,

3x − 2 > 0,
−7x + 5 > 0;

д)


2x − cos π

5 > 0,
−x + sin π

5 > 0,
cos π

3 · x − sin π
3 < 0,

log4 3 · x + 1 > 0;
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б)

 −3x + 2y 6 0,
2x − 3y > 0,
−2x + 5y > 0;

е)

 4x + 5y > 0,
−4x + 5y < 0,
x 6 2;

в)


2x − 7y > 0,
−7x + 5y > 0,
x > 0,

y 6 0;

є)


−x + 2y > 0,
−2x + y 6 0,
x 6 2,

y < 5;

г)

 8x + 3y > 0,
x + 2y 6 0,

5y > 1;
ж)

 4x − 3y < 0,
x + y > 0,

2x + 3y 6 0.

8. Знайти область розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей:

а)

 2x − 3y − 6 6 0,
2x + 3y − 6 6 0,
x 6 0;

д)

 x − y > 0,
y − 3 > 0,

4x + 4y + 16 6 0;

б)

 2x + 3y − 6 6 0,
−2x − 3y − 6 6 0,

2x + 3y + 18 > 0;
е)

 x − 2y 6 0,
x − 3y − 2 6 0,
−x + y + 2 6 2;

в)


3x − 3y − 24 > 0,
x − y − 8 6 0,

2x + 2y + 16 > 0,
x + y − 8 6 0;

є)


x − y 6 0,
−x + y − 4 6 0,
x − y + 8 > 2,

2x − 2y + 5 6 −3;

г)


−2x + y + 1 > 0,
x > 2,
x + y > −2,

−0, 5x + y 6 0;

ж)


x + 4y > −1,

−4x + y 6 1,
5x + 2y 6 10,

10x + 4y > 20.

9. Зобразити на рисунку область розв’язкiв системи лiнiйних нерiвно-
стей:

а)


x− 2y + 3z 6 6,

x > 0,
y 6 1,
z > 0;

в)


−2x+ y + 3z > 6,

x 6 0,
y > 0,
z > 0;

б)


2x+ 3y + 4z > 12,
2x+ 3y + 4z 6 24,

x > 0,
y > 0,
z > 0;

г)


−x+ 2y − z > −2,
−2x+ y − z 6 −4,

x > 0,
y 6 0,
z > 0.
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Задачi на доведення

10. Довести, що множина розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей з дво-
ма i трьома невiдомими є опуклою (тобто, разом з довiльними двома
точками мiстить i всi точки вiдрiзка, який з’єднує їх).

11. Довести, що нерiвнiсть ax + by 6 0 є наслiдком системи нерiвностей{
a1x+ b1y 6 0,
a2x+ b2y 6 0

тодi i тiльки тодi, коли iснують невiд’ємнi числа k1, k2 такi, що
ax+ by = k1(a1x+ b1y) + k2(a2x+ b2y).

12. Довести, що нерiвнiсть ax+ by + cz 6 0 є наслiдком системи нерiвно-

стей
{
a1x+ b1y + c1z 6 0,
a2x+ b2y + c2z 6 0

тодi i тiльки тодi, коли iснують невiд’ємнi числа k1, k2 такi, що
ax+ by + cz = k1(a1x+ b1y + c1z) + k2(a2x+ b2y + c2z).

13. Довести, що коли нерiвнiсть ax+ by 6 0 є наслiдком системи нерiвно-

стей


a1x+ b1y 6 0,
a2x+ b2y 6 0,
. . . . . . . . . . . . . .
asx+ bsy 6 0,

то рiвняння ax + by = 0 є наслiдком системи

рiвнянь


a1x+ b1y = 0,
a2x+ b2y = 0,
. . . . . . . . . . . . . .
asx+ bsy = 0.

14. Довести, що коли нерiвнiсть ax + by + cz 6 0 є наслiдком системи

нерiвностей


a1x+ b1y + c1z 6 0,
a2x+ b2y + c2z 6 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
asx+ bsy + csz 6 0,

то рiвняння ax + by + cz = 0 є

наслiдком системи рiвнянь


a1x+ b1y + c1z = 0,
a2x+ b2y + c2z = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
asx+ bsy + csz = 0.

15. Довести, що коли система нерiвностей


a1x+ b1y 6 d1,
a2x+ b2y 6 d2,
. . . . . . . . . . . . . . .
asx+ bsy 6 ds

є несумiсною, то iснують невiд’ємнi числа k1, k2, . . . , ks такi, що
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k1(a1x+ b1y) + k2(a2x+ b2y) + · · ·+ ks(asx+ bsy) = 0 i
k1d1 + k2d2 + · · ·+ ksds < 0.

16. Довести, що коли система нерiвностей


a1x+ b1y + c1z 6 d1,
a2x+ b2y + c2z 6 d2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
asx+ bsy + csz 6 ds

є несумiсною, то iснують невiд’ємнi числа k1, k2, . . . , ks такi, що

k1(a1x+ b1y+ c1z) + k2(a2x+ b2y+ c2z) + · · ·+ ks(asx+ bsy+ csz) = 0
i k1d1 + k2d2 + · · ·+ ksds < 0.

Творчi задачi

17. Описати всi можливi фiгури на площинi, якi можуть зображати мно-
жину розв’язкiв системи двох нерiвностей з двома невiдомими, серед
яких одна є лiнiйною, а друга – квадратною.

18. Описати всi вiдомi з шкiльної математики правильнi многогранники
за допомогою систем лiнiйних нерiвностей.

19. Описати всi можливi фiгури звичайного простору, якi можна задати за
допомогою:
а) системи трьох лiнiйних нерiвностей з трьома невiдомими;
б) системи n лiнiйних нерiвностей з трьома невiдомими.

Задачi з олiмпiад

20. На координатнiй площинi задано правильний семикутник з центром в
початку координат, одна з вершин якого лежить на координатнiй осi.
Знайти систему лiнiйних нерiвностей, розв’язком якої є цей семику-
тник.

21. На координатнiй площинi задано правильний n-кутник з центром в
початку координат, одна з вершин якого лежить на координатнiй осi.
Знайти систему лiнiйних нерiвностей, розв’язком якої є цей n-кутник.
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§ 4.3 Розв’язування систем лiнiйних нерiвно-
стей методом виключення невiдомих

Лiтература: [21] стор. 58 – 71, 103 – 110.

Теоретичнi вiдомостi

Розглянемо систему лiнiйних нерiвностей
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + b1 > 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + b2 > 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + bm > 0.

При вивченнi систем лiнiйних рiвнянь важливу роль вiдiгравало поняття
лiнiйної комбiнацiї рiвнянь. Аналогiчне поняття для нерiвностей є вужчим.

Для зручностi позначимо лiву частину кожної з нерiвностей даної систе-
ми через L1, L2, . . . , Lm вiдповiдно.

Нерiвнiсть виду

k1L1 + k2L+ . . .+ kmLm > 0,

де k1, k2, . . . , km —невiд’ємнi дiйснi числа, називається лiнiйною комбiна-
цiєю нерiвностей даної системи.

Легко перевiрити, що:
а)кожний розв’язок даної системи лiнiйних нерiвностей є розв’язком

будь-якої її лiнiйної комбiнацiї;
б) кожна лiнiйна комбiнацiя лiнiйних комбiнацiй нерiвностей даної си-

стеми є знову лiнiйною комбiнацiєю нерiвностей цiєї системи.
Лiнiйну нерiвнiсть з n невiдомими a1x1 + a2x2 + . . . + anxn + b > 0

називають суперечливою, якщо a1 = a2 = . . . = an = 0 i b < 0.
Очевидно, що суперечлива нерiвнiсть є несумiсною.
Всi лiнiйнi нерiвностi, крiм суперечливих, є сумiсними.
Система лiнiйних нерiвностей є несумiсною тодi i тiльки тодi, коли деяка

лiнiйна комбiнацiя нерiвностей цiєї системи є суперечливою.
Система m лiнiйних нерiвностей з n невiдомими

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + b1 > 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + b2 > 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + bm > 0
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рiвносильна такiй:

F1 > 0,
. . . . . . . .
F` > 0,

− I блок,

xn > Φ1,
. . . . . . . .
xn > Φs,

− II блок,

xn 6 Ψ1,
. . . . . . . .
xn 6 Ψt,

− III блок

де Fγ ,Φβ ,Ψα – вирази виду a1x1 + · · · + an−1xn−1 + a, γ 6 `, β 6 s,
α 6 t, `, s, t ∈ N ∪ {0} (рiвнiсть `, s, t нулю означає, що у системi вiдсутнiй
вiдповiдний блок) i `+ s+ t = m.

Система лiнiйних нерiвностей
{
Fγ > 0,
Ψα > Φβ ,

де 1 6 α 6 t, 1 6 β 6 s,

1 6 γ 6 `, називається супутньою до даної системи. Якщо в побудова-
нiй системi немає другого або третього блоку, то супутня система мiстить
тiльки нерiвностi першого блоку. Якщо в побудованiй системi немає першо-
го i другого або першого i третього блоку, то будемо вважати, що супутня
система складається з однiєї нерiвностi 0 > 0.

Зауважимо, що супутня до даної системи не мiстить невiдоме xn.
Якщо з будь-якого розв’язку даної системи m лiнiйних нерiвностей з n

невiдомими вилучити значення невiдомого xn, то отримаємо розв’язок супу-
тньої їй системи. До кожного розв’язку супутньої системи можна вибрати
i приєднати значення невiдомого xn так, щоб отримати розв’язок даної си-
стеми.

Таким чином, дана система m лiнiйних нерiвностей з n невiдомими є
сумiсною тодi i тiльки тодi, коли сумiсною є супутня їй система.

Розв’язування даної системи m лiнiйних нерiвностей з n невiдомими ме-
тодом виключення невiдомих полягає у побудовi ланцюга супутнiх систем,
остання з яких мiстить одне невiдоме, i нагадує подiбний метод розв’язува-
ння систем лiнiйних рiвнянь.

Нехай маємо однорiдну систему лiнiйних нерiвностей
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn > 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn > 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn > 0,
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i A ⊂ Rn множина всiх її розв’язкiв.
Якщо ~a = (α1, α2, . . . , αn) є розв’язком даної системи, то для будь-якого

невiд’ємного числа λ вектор λ~a також є розв’язком цiєї системи.
Сума будь-яких двох розв’язкiв даної системи є знову розв’язком цiєї

системи нерiвностей.
Якщо ~a1,~a2, . . . ,~ak є розв’язками однорiдної системи лiнiйних нерiвно-

стей i λ1, λ2, . . . , λk — невiд’ємнi числа, то вектор ~a = λ1~a1 + · · · + λk~ak

також є розв’язком цiєї системи.
При цьому вектор ~a називають невiд’ємною лiнiйною комбiнацiєю ве-

кторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak. Зауважимо, що множина A не є пiдпростором просто-
ру Rn.

Система векторiв ~a1,~a2, . . . ,~as, якi є розв’язками даної однорiдної си-
стеми лiнiйних нерiвностей, називається фундаментальною системою
розв’язкiв цiєї системи, якщо кожен елемент множини розв’язкiв A є
невiд’ємною лiнiйною комбiнацiєю цих векторiв. При цьому вектор ~a =
k1~a1 +k2~a2 + · · ·+ks~as, де k1, k2, . . . , ks – невiд’ємнi цiлi числа, називається
загальним розв’язком даної системи.

Для будь-якої однорiдної системи лiнiйних нерiвностей iснує така фун-
даментальна система розв’язкiв.

Теорема Мiнковського. Кожна однорiдна лiнiйна нерiвнiсть, яка є на-
слiдком деякої сумiсної однорiдної системи лiнiйних нерiвностей, може бути
подана у виглядi лiнiйної комбiнацiї нерiвностей цiєї системи.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Навести приклад системи лiнiйних нерiвностей та лiнiйної комбiнацiї
нерiвностей цiєї системи.

2. Побудувати супутню систему для системи лiнiйних нерiвностей:

а)
{

2x− y > 0,
5x+ y − 4 > 0; в)

 y + 3 > 0,
x < 0,
x+ y − 1 > 0;

б)
{

2x− y > 0,
y − 4 > 0; г)

 x− 2y + 3 > 0,
x < 0,
3x+ y − 2 > 0.

3. Чи для кожної системи лiнiйних нерiвностей можна побудувати супу-
тню систему?

4. Скiльки супутнiх систем можна побудувати для даної системи лiнiй-
них нерiвностей?
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5. Чи є сумiсною довiльна однорiдна система лiнiйних нерiвностей з n
невiдомими?

6. Перевiрити iстиннiсть твердження: Якщо ~a = (α1, α2, . . . , αn) є
розв’язком даної однорiдної системи m лiнiйних нерiвностей з n не-
вiдомими, то для будь-якого невiд’ємного числа λ вектор λ~a також є
розв’язком цiєї системи.

7. Показати, що сума будь-яких двох розв’язкiв ~a та ~b однорiдної системи
лiнiйних нерiвностей є знову розв’язком даної системи.

8. Показати, що будь-яка невiд’ємна лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв
~a1,~a2, . . . ,~ak однорiдної системи лiнiйних нерiвностей є знову розв’яз-
ком даної системи.

9. Перевiрити, що вектори ~a = (1, 2) та ~b = (4, 2) утворюють фундамен-

тальну систему розв’язкiв системи:
{

2x− y > 0;
x− 2y 6 0.

10. Знайти яку-небудь фундаментальну систему розв’язкiв та загальний
розв’язок системи:

а)
{
x 6 0;
y > 0; б)

{
x 6 0;
y 6 0.

11. Проаналiзувати схожiсть i вiдмiннiсть в означеннi понять наслiдку,
рiвносильностi, лiнiйної комбiнацiї i фундаментальної системи розв’яз-
кiв та загального розв’язку для систем лiнiйних рiвнянь та нерiвно-
стей.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

12. Побудувати супутню систему для системи лiнiйних нерiвностей:

а)

 x− y > 0,
2x+ 4y + 3 6 0,
10x+ 7y − 14 > 0;

в)

 x− y + 3 > 0,
7x+ y − 11 > 0,
3x+ 5y + 9 > 0;

б)

 x− y + 12 < 0,
3x+ 4y − 6 6 0,
5x+ 7y − 12 > 0;

г)

 6x− y + 8 = 0,
−x+ 4y + 2 6 0,
5x+ 3y − 4 > 0.

13. Побудувати ланцюжок супутнiх систем до системи:
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а)


7x + 2y − 2z − 4 > 0,
−x − y − z + 4 > 0,
−2x + 3y + z − 1 6 0,

5x − y + z + 2 > 0;

б)


x1 − x2 − 6x3 > 1,
x1 − x2 − x3 6 −2,
−x1 + 6x2 + 2x3 6 5,
x1 + x2 + x3 > 0;

в)

 x+ 2y − 3 = 0,
2x− y + 1 > 0,
3x+ y − 30 > 0;

г)


−x+ 4y + 2 = 0,
5x+ 3y − 4 > 0,
2x− y − 3 = 0,
x+ 5 6 0;

д)


x1 − x2 + 2x3 + x4 > 1,

2x1 − x2 + x3 − x4 6 0,
x1 − 2x2 + x3 − x4 > 0,
x1 + x2 + x3 + 2x4 > 5,

е)


5x1 + x2 − 6x3 > 0,
x1 − x2 − x3 6 0,
−x1 + 6x2 + 2x3 = 0,
x1 + x2 + x3 > 0;

Встановити, чи є дана система сумiсною. Якщо дана система сумiсна,
то знайти один iз її частинних розв’язкiв.

14. Знайти яку-небудь фундаментальну систему розв’язкiв системи:

а)
{

2x− y 6 0,
x− 2y > 0; в)

{
2x− 4y > 0,
6x+ 2y > 0;

б)
{

2x+ 3y 6 0,
−x+ 2y > 0; г)

{
4x− y > 0,
x+ 5y > 0.

15. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв системи:{
x− y − z 6 0,
x > 0, y > 0, z > 0.

Задачi на доведення

16. Довести,що:
а) кожний розв’язок даної системи лiнiйних нерiвностей є розв’язком
будь-якої лiнiйної комбiнацiї нерiвностей цiєї системи;
б) кожна лiнiйна комбiнацiя будь-якої множини лiнiйних комбiнацiй
нерiвностей даної системи лiнiйних нерiвностей є лiнiйною комбiнацi-
єю нерiвностей цiєї системи.
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17. Довести, що кожна система лiнiйних нерiвностей рiвносильна деякiй
системi, записанiй у видi системи з трьох блокiв, як це записано в
теоретичних вiдомостях до цього параграфу.

18. Довести, що коли вiд будь-якого розв’язку ~a = (α1, α2, . . . , αn) даної
системи лiнiйних нерiвностей вiдкинути значення xn = αn, то одержи-
мо деякий розв’язок супутньої до даної системи лiнiйних нерiвностей.

19. Довести, що для будь-якого розв’язку ~a1 = (α1, α2, . . . , αn−1) супу-
тньої до даної системи лiнiйних нерiвностей можна знайти таке зна-
чення xn = αn, що, приєднавши його до ~a1, одержимо розв’язок
~a = (α1, α2, . . . , αn) вихiдної системи.

20. Довести, що кожна нерiвнiсть супутньої системи є лiнiйною комбiна-
цiєю нерiвностей даної системи.

21. Довести, що система лiнiйних нерiвностей є несумiсною тодi i тiльки
тодi, коли деяка лiнiйна комбiнацiя нерiвностей цiєї системи є супе-
речливою нерiвнiстю.

22. Довести, що коли система лiнiйних нерiвностей не має невiд’ємних
розв’язкiв, то iснує лiнiйна комбiнацiя нерiвностей цiєї системи, яка є
суперечливою нерiвнiстю.

23. Нехай маємо однорiдну систему m лiнiйних нерiвностей з n невiдоми-
ми. Довести, що будь-яку однорiдну нерiвнiсть, яка є наслiдком даної
системи, можна подати як деяку лiнiйну комбiнацiю нерiвностей цiєї
системи.

Творчi задачi

24. Побудувати фундаментальну систему розв’язкiв системи, яка мiстить
одну нерiвнiсть{

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn > 0,
в якiй хоча б одне з чисел a1, a2, · · · , an не дорiвнює нулю.

25. Нехай маємо однорiдну систему m лiнiйних нерiвностей з n невiдо-
мими i ~a1,~a2, . . . ,~as – її фундаментальна система розв’язкiв. Описа-
ти спосiб побудови фундаментальної системи розв’язкiв для системи,
одержаної приєднанням до даної ще однiєї лiнiйної нерiвностi з n не-
вiдомими.
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26. Чи кожна однорiдна система m лiнiйних нерiвностей з n невiдомими
має фундаментальну систему розв’язкiв?

27. Яким може бути мiнiмальне чи максимальне число розв’язкiв у фун-
даментальнiй системi для даної однорiдної системи m лiнiйних нерiв-
ностей з n невiдомими?

Задачi з олiмпiад

28. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв системи{
x+ y − z + t > 0.

29. Знайти всi частиннi розв’язки системи лiнiйних нерiвностей
x1 − 4x2 + 3x3 > 0,
x2 − 4x3 + 3x4 > 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
x2002 − 4x2003 + 3x1 > 0,
x2003 − 4x1 + 3x2 > 0,

у яких x1 = 1.
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§ 4.4 Задачi лiнiйного програмування i графi-
чний спосiб їх розв’язування

Лiтература: [1] стор. 25 – 44.

Теоретичнi вiдомостi

Теорiя систем лiнiйних нерiвностей знаходить широкi застосування при
розв’язуваннi задач лiнiйного програмування. Детально такi задачi розгля-
даються в навчальних дисциплiнах "Чисельнi методи" i "Математичi методи
в економiцi". Тому сформулюємо лише деякi найпростiшi поняття, пов’язанi
з такими задачами.

Нехай маємо змiшану систему m лiнiйних рiвнянь i k нерiвностей з n
невiдомими над полем R:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,
a(m+1)1x1 + a(m+1)2x2 + . . .+ a(m+1)nxn 6 bm+1,
a(m+2)1x1 + a(m+2)2x2 + . . .+ a(m+2)nxn 6 bm+2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a(m+k)1x1 + a(m+k)2x2 + . . .+ a(m+k)nxn 6 bm+k.

Дану систему можна також записати у векторно-скалярнiй та матричнiй
формах. Вектор ~a = (α1, α2, . . . , αn), який є розв’язком даної змiшаної си-
стеми, називається невiд’ємним, якщо всi його координати невiд’ємнi, тобто
α1 > 0, α2 > 0, . . . , αn > 0.

Розрiзняють 3 типи задач лiнiйного програмування.
Загальна задача лiнiйного програмування полягає у виборi серед мно-

жини невiд’ємних розв’язкiв даної змiшаної системи лiнiйних рiвнянь та
нерiвностей з n невiдомими x1, x2, . . . , xn такого, при якому лiнiйна фун-
кцiя

f(x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn

приймає максимальне (або мiнiмальне) значення. При цьому систему лi-
нiйних рiвнянь i нерiвностей називають системою обмежень, а функцiю
f(x1, x2, . . . , xn) — цiльовою функцiєю даної задачi.

Загальну задачу лiнiйного програмування називають стандартною,
якщо в систему її обмежень входять тiльки нерiвностi, тобто m = 0.

Загальну задачу лiнiйного програмування називають канонiчною, якщо
в систему її обмежень входять тiльки рiвняння, тобто k = 0.
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Вектор ~a = (α1, α2, . . . , αn), який задовольняє всiм умовам даної задачi
лiнiйного програмування, називають допустимим вектором цiєї задачi.
Задачу, яка має допустимий розв’язок, називають допустимою. Допустимий
розв’язок називають оптимальним, якщо вiн максимiзує (мiнiмiзує) цiльову
функцiю.

Всi три типи задач лiнiйного програмування зводяться одна до їншої на
пiдставi таких перетворень.

1. Кожне рiвняння a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b1 рiвносильне системi
нерiвностей{
a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn 6 b1,
−a1x1 − a2x2 − . . .− anxn 6 −b1.

2. Кожна нерiвнiсть a1x1 + a2x2 + . . . + anxn 6 b1 рiвносильна змiшанiй
системi{
a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn + xn+1 = b1,
xn+1 > 0.

Крiм того, оскiльки max(f(x1, x2, . . . , xn)) = −min(−f(x1, x2, . . . , xn)),
то задачу максимiзацiї цiльової функцiї f(x1, x2, . . . , xn) можна замiнити на
рiвносильну задачу мiнiмiзацiї функцiї g(x1, x2, . . . , xn) = −f(x1, x2, . . . , xn)
при тiй самiй системi обмежень, i навпаки.

Кожнiй задачi лiнiйного програмування можна поставити у вiдповiднiсть
двоїсту до неї задачу.

Нехай, наприклад, маємо стандартну задачу лiнiйного програмування:
знайти невiд’ємний розв’язок системи k лiнiйних нерiвностей

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + b1 6 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + b2 6 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ak2x2 + . . .+ aknxn + bk 6 0

з n невiдомими x1, x2, . . . , xn , при якому лiнiйна функцiя
f(x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn приймає максимальне значення.

Двоїстою до даної стандартної задачi лiнiйного програмування є та-
ка: серед множини невiд’ємних розв’язкiв системи n лiнiйних нерiвностей

a11y1 + a21y2 + . . .+ ak1yk + c1 > 0,
a12y1 + a22x2 + . . .+ ak2yk + c2 > 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1ny1 + a2ny2 + . . .+ aknyk + cn > 0

з k невiдомими y1, y2, . . . , yk знайти такий, при якому лiнiйна функцiя
g(y1, y2, . . . , yk) = b1y1 + b2y2 + . . . + bkyk приймає мiнiмальне значення.
Тут: число нерiвностей у другiй системi рiвне числу невiдомих у першiй i
навпаки; коефiцiєнти цiльової функцiї першої задачi є вiльними членами
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нерiвностей двоїстої задачi, а вiльнi члени нерiвностей першої задачi є ко-
ефiцiєнтами цiльової функцiї другої задачi; матриця коефiцiєнтiв системи
обмежень першої задачi є транспонованою до матрицi коефiцiєнтiв систе-
ми обмежень двоїстої задачi; всi нерiвностi першої задачi мають знак 6, а
двоїстої – >.

Наведенi вище задачi є взаємно двоїстими, тобто вихiдна задача є дво-
їстою до побудованої.

Якщо кожна з двох взаємно двоїстих стандартних задач допустима, то
обидвi вони мають оптимальнi розв’язки i значення їх однаковi, тобто вико-
нується рiвнiсть c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn = b1y1 + b2y2 + . . . + bkyk.. Якщо
хоч одна з цих задач не є допустимою, то жодна з них не має оптимального
розв’язку.

Для канонiчної i загальної задач лiнiйного програмування також iснують
двоїстi задачi i має мiсце аналогiчне твердження.

Задачi лiнiйного програмування з двома i трьома невiдомими можна
розв’язувати графiчним способом. Для цього слiд спочатку знайти розв’я-
зок системи обмежень даної задачi. Пiсля цього надають цiльовiй функцiї
довiльного значення (наприклад, 0) i отримують рiвняння c1x1 + c2x2 = 0
або c1x1 + c2x2 + c3x3 = 0. В першому випадку це рiвняння прямої, а в
другому – площини, якi проходять через початок координат. Перемiщуючи
тепер паралельно пряму або вiдповiдно площину так, щоб вона "дотика-
лася"до множини всiх розв’язкiв системи обмежень, ми знаходимо макси-
мальне або мiнiмальне значення цiльової функцiї i вiдповiдний йому опти-
мальний розв’язок в точцi дотику. З геометричної точки зору оптимальний
розв’язок задачi лiнiйного програмування з двома або трьома невiдомими
знаходиться у вершинi многокутної або многогранної областi, яка є множи-
ною розв’язкiв системи обмежень даної задачi.

Використання двоїстої задачi лiнiйного програмування iнодi дає можли-
вiсть застосувати графiчний спосiб до розв’язування задач, якi мiстять бiль-
ше трьох невiдомих.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Задано такi канонiчнi задачi лiнiйного програмування:
на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь

а)

 2x1 − 3x2 + x3 = −1,
x1 + x2 + x3 = 6,

4x1 − 3x2 − 2x3 = −8;

б)

 2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 = 5,
6x1 − x2 + x3 − 4x4 = −1,
4x1 − 2x2 − 2x3 + 4x4 = 3
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знайти такий, який би максимiзував (мiнiмiзував) цiльову функцiю
а) f = 4x1 + 7x2 − x3; б) f = 11x1 − x2 + 2x3 − x4.

Записати цi задачi у формi стандартних задач лiнiйного програмуван-
ня.

2. Задано такi стандартнi задачi лiнiйного програмування:
на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей

а)


5x1 + x2 − 6x3 6 0,
x1 − x2 − x3 6 0,
−x1 + 6x2 + 2x3 6 0,
x1 + x2 + x3 6 0;

б)

 5x1 + 4x2 − 6x3 > 0,
−x1 + 2x2 + 2x3 > 0,
3x1 + x2 − x3 > 0

знайти такий, який би максимiзував (мiнiмiзував) цiльову функцiю
а) f = 2x1 + x2 + 5x3; б) f = −3x1 − x2 − x3.

Записати цi задачi у формi канонiчних задач лiнiйного програмування.

3. Задано такi загальнi задачi лiнiйного програмування:
на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь i нерiв-
ностей

а)


5x1 + x2 − 6x3 6 1,
x1 − x2 − x3 6 −2,
−x1 + 6x2 + 2x3 = 0,
x1 + x2 + x3 6 5

знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю
f = −x1 + 6x2 − x3;

б)

 x1 − 3x2 − x3 − 2x4 > 0,
−2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 4,

5x1 + x2 + x3 > 3
знайти такий, який би мiнiмiзував цiльову функцiю
f = 2x1 − x2 − 5x3 + x4.
Записати цi задачi у формi стандартних та канонiчних задач лiнiйного
програмування.

4. Побудувати двоїсту задачу до такої задачi:
на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей{

2x1 − x2 + 3x3 + x4 > 1,
x1 + 2x2 − x3 − 3x4 > 2

знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю
f = 2x1 − x2 + x3 − 3x4.
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5. Записати математичну модель задачi оптимального розкрою. Для ви-
готовлення 90 штук виробiв з листового прокату певної форми по-
трiбно вирiзати деяку кiлькiсть заготовок двох типiв T1 i T2. Для
одного виробу потрiбно 2 заготовки типу T1 i 10 заготовок типу
T2. Можливi 4 варiанти розкрою одного листа прокату. Число за-
готовок кожного типу, що отримується при кожному варiантi роз-
крою одного листа прокату, та вiдходи при розкрою вказанi в таблицi:
Варiант розкрою Заготовки (штук) Вiдходи розкрою (%)

T1 T2

1 4 0 12
2 3 3 5
3 1 9 3
4 0 12 0

Яку кiлькiсть прокату треба розкроїти кожним варiантом для виготов-
лення 90 штук виробiв, щоб вiдходи вiд розкроїв були найменшими?

6. Записати математичну модель задачi оптимального вирощування сiль-
ськогосподарських культур. Агрофiрма вiдвела три земельнi участки
розмiрами 5000 га, 8000 га i 9000 га пiд посiви жита, пшеницi i куку-
рудзи. Середня врожайнiсть (в центнерах на 1 га) по масивах вказана
в таблицi

Сiльськогосподарська
культура I II III
Жито 16 14 15

Пшениця 36 42 51
Кукурудза 30 35 28

За 1 ц жита агрофiрма отримує 40 грн., за 1 ц пшеницi – 50 грн. i за
1 ц кукурудзи – 28 грн. прибутку. Скiльки гектарiв i на яких масивах
агрофiрма повинна вiдвести пiд кожну культуру, щоб отримати макси-
мальний прибуток, якщо вона повинна здати державi в якостi податку
не менше 1900 т жита, 15 800 т пшеницi i 30 000 т кукурудзи?

7. Записати математичну модель задачi про оптимальне планування ви-
пуску продукцiї. Фiрма випускає продукцiю 4 видiв P1, P2, P3, P4,
для виготовлення якої потрiбно використовувати сировину 5 видiв
S1, S2, S3, S4, S5. Вiдомо, що запаси сировини кожного виду станов-
лять вiдповiдно b1, b2, b3, b4, b5 умовних одиниць та для виготовлення
одиницi продукту Pi необхiдно затратити aij сировини Sj . Вiд реалiза-
цiї одиницi продукцiї Pi фiрма отримує прибуток ci гривень. Скласти
план випуску продукцiї фiрмою, при якому прибуток вiд реалiзацiї
продукцiї був би найбiльшим.
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8. Записати математичну модель транспортної задачi. На кожнiй з
m агрофiрм F1, F2, . . . , Fm вирощено вiдповiдно p1, p2, . . . , pm тонн
цукрового буряка. Автомобiльному пiдприємству потрiбно доставити
весь цей буряк на n цукрових заводiв S1, S2, . . . , Sn, причому sk тонн
на завод Sk. Транспортнi витрати, що пов’язанi з перевезенням 1 тонни
бурякiв, заданi m× n-матрицею T = (cij), де cij – вартiсть в гривнях
витрат при перевезеннi 1 тонни бурякiв з агрофiрми Fi на цукровий
завод Sj . Скласти такий план перевезень, при якому загальнi транс-
портнi витрати були б найменшими.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Задача лiнiйного програмування має вигляд:
на множинi розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь i нерiвностей:

а)


3x1 − x2 + x3 α 1,

2x2 − x3 β 3,
−x1 + 3x2 + 2x3 γ 2,
x1, x3 > 0

знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю
f = 4x1 + x2 + 3x3;

б)

 x1 − 3x2 − x4 α 3,
2x1 + x2 + x3 β 2,

2x2 − 3x3 + x4 γ 0
знайти такий, який би мiнiмiзував цiльову функцiю
f = 11x1 − x2 + 2x3 − x4.
Записати цю задачу у формi загальної, стандартної та канонiчної задач
лiнiйного програмування, якщо буквам α, β, γ вiдповiдають символи:
1) =,6,>; 2) >,>,6.

10. Сформулювати двоїсту задачу до задачi лiнiйного програмування:
на множинi розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь i нерiвностей:

6x1 + 5x2 α 2,
−4x1 + 3x2 β 1,

8x1 − 7x2 γ 3,
x1 > 0

знайти такий розв’язок, який би максимiзував цiльову функцiю f =
2x1 + x2, якщо буквам α, β, γ вiдповiдають символи:
1) >,6,=; 2) 6,>,6.

11. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей
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 x1 + x2 − 4 > 0,
−x1 + x2 − 4 6 0,

x2 − 1 > 0,
при якому функцiя f = x1 + x2 досягає мiнiмуму (максимуму).
Як змiниться вiдповiдь, якщо:
а) до даної системи дописати нерiвнiсть x1 + x2 − 10 6 0;
б) iз даної системи вилучити нерiвнiсть x1 + x2 − 4 > 0?

12. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей
x1 − x2 − 6 6 0,

3x1 + 2x2 − 2 6 0,
2x1 + 3x2 − 6 > 0,
x1 + 3 > 0,

при якому функцiя f = −2x1 + 3x2 досягає мiнiмуму (максимуму).
Як змiниться вiдповiдь, якщо:
а) до даної системи дописати нерiвнiсть 3x1 + 2x2 − 6 6 0;
б) iз даної системи вилучити нерiвнiсть x1 + 3 > 0?

13. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей x1 − 6 > 0,
3x1 − 4x2 − 2 6 0,

x2 − 2 > 0,
при якому функцiя f = −3x1 − 4x2 досягає мiнiмуму (максимуму).
Як змiниться вiдповiдь, якщо:
а) до даної системи дописати нерiвнiсть 3x1 + 4x2 − 24 > 0;
б) узяти нову цiльову функцiю f = 3x1 + 4x2?

14. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей x1 + x2 − 4 > 0,
x1 − x2 − 2 > 0,

x2 − 3 6 0,
при якому функцiя f = 3x1 − x2 досягає мiнiмуму (максимуму).

15. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей −x1 − x2 − 2 > 0,
7x1 + 9x2 − 63 6 0,
x1 + x2 + 1 6 0,

при якому функцiя f = 7x1 + 9x2 досягає мiнiмуму (максимуму).
Як змiниться вiдповiдь, якщо iз даної системи вилучити нерiвностi
−x1 − x2 − 2 > 0 i x1 + x2 + 1 6 0 та дописати −x1 − x2 − 2 6 0 i
x1 + x2 + 1 > 0?
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16. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей x1 + x2 − 5 > 0,
x2 − 4 6 0,

x1 − 5 6 0,
при якому функцiя f = −6x1 + x2 досягає мiнiмуму (максимуму).
Як змiниться вiдповiдь, якщо:
а) у данiй системi нерiвнiсть x1 − 5 6 0 замiнити нерiвнiстю −6x1 +
x2 + 30 6 0;
б) у данiй системi вилучити нерiвностi x1 − 5 6 0 i x2 − 4 6 0 та
дописати такi: −6x1 + x2 + 30 > 0 i −6x1 + x2 + 2 6 0?

17. Чи є допустимою задача № 4 лiнiйного програмування i, якщо так, то
знайти її оптимальний розв’язок?

Задачi на доведення

18. Довести, що вектори ~y0 i ~x0 є оптимальними розв’язками даної i дво-
їстої задач
а) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей{

2y1 + y2 − y3 + 5y4 > 5,
3y1 + 3y2 + y3 + 4y4 > 4,

при якому функцiя f = 3y1 + 4y2 + 5y3 + 6y4 досягає мiнiмуму, ~y0 =
(0, 0, 0, 1) i ~x0 = ( 6

5 , 0);
б) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей{

y1 − 2y2 − 3y3 − y4 > 7,
y1 − 3y2 − y3 + y4 > −2,

при якому функцiя f = 5y1 + 6y2 − 2y3 + 3y4 досягає мiнiмуму, ~y0 =
( 17

5 ,
9
5 , 0, 0) i ~x0 = ( 21

5 ,
4
5 );

в)знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей
5x1 − 2x2 6 3,
x1 + x2 > 1,

−3x1 + x2 6 3,
3x1 + 3x2 6 9,

при якому функцiя f = x1 + 2x2 досягає мiнiмуму, ~y0 = ( 1
7 ,

12
7 , 0, 0) i

~x0 = ( 5
7 ,

2
7 );

г) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей
x1 + x2 6 4,

3x1 + x2 > 4,
x1 6 3,

x2 6 3,
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при якому функцiя f = 3x1 + 3x2 досягає максимуму, ~y0 = (0, 0, 3, 0) i
~x0 = (1, 3).

Творчi задачi

19. Знайти всi значення параметра a, при яких функцiя:
а) f = ax1 +x2 досягає максимуму в точцi (2, 6) на множинi розв’язкiв
системи лiнiйних нерiвностей x1 + 2x2 6 4,

4x1 + x2 6 16,
2x1 + x2 6 10;

б) функцiя f = x1 + 3x2 досягає максимуму в точцi (0, 4) на множинi
розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей 2x1 − x2 6 2,

3ax1 + 2x2 6 8,
ax1 + x2 > 4;

в) функцiя f = −x1 +7ax2 +2ax3 досягає максимуму в точцi (−1, 0, 3)
на множинi розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей

−3x1 + 2x2 − x3 6 0,
x1 + x2 + x3 = 2,

2x1 − x2 + 2x3 6 0,
x2 > 0;

г) функцiя f = 4x1 − x2 + ax3 досягає максимуму в точцi (0, 1, 3) на
множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей 4x1 − 3x2 + 2x3 > 3,

3ax1 − 2x2 + 3x3 > 7,
5ax1 − 4x2 + x3 6 1.

20. Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей x1 + x2 − 4 > 0,
x1 − x2 − 2 > 0,

x2 − 3 6 0,
при якому функцiя f = ax1 + bx2 досягає мiнiмуму (максимуму) в
залежностi вiд рiзних значень дiйсних чисел a i b.
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§ 4.5 Симплекс-метод та його застосування

Лiтература: [2] стор. 49 – 69; [7] стор. 335 – 344.

Теоретичнi вiдомостi

Описаний в попередньому параграфi графiчний спосiб розв’язування за-
дачi лiнiйного програмування на випадок n невiдомих узагальнюється так.
Розв’язком системи обмежень такої задачi є певна випукла многогранна
область G (перетин пiвпросторiв) у n-вимiрному векторному просторi Rn,
а цiльова функцiя f(x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn для кожного
свого значення є гiперплощиною цього простору. Цi гiперплощини не мають
спiльних точок для рiзних значень функцiї i тому їх можна називати пара-
лельними. Взявши довiльну з них i перемiщуючи її у векторному просторi
паралельно в напрямку нормального вектора ~p = (c1, c2, . . . , cn), ми отрима-
ємо "точку входу" A i "точку виходу"B гiперплощини у область G. В цих
точках цiльова функцiя досягає свого максимуму та мiнiмуму. Може трапи-
тися так, що цi точки єдинi i тодi вони є вершинами многогранної областi
G. У випадку, коли одна з граней областi G паралельна до гiперплощи-
ни, таких "точок входу чи виходу" буде безлiч, i тому задача матиме безлiч
оптимальних розв’язкiв. Якщо ж многогранна область G є необмеженою,
то таких точок може не iснувати i тодi задача може не мати оптимального
розв’язку.

Таким чином, знаходження оптимальних розв’язкiв задачi лiнiйного про-
грамування з n невiдомими зводиться до обчислення значень цiльової фун-
кцiї у всiх вершинах многогранної областi G, яка є розв’язком системи
обмежень даної задачi. Однак при великому числу невiдомих пошук всiх
вершин та обчислення значень цiльової функцiї в них стає складним, а iно-
дi i неможливим, навiть для сучасних комп’ютерiв. Тому були розробленi
спецiальнi числовi методи розв’язування таких задач.

Одним з найбiльш загальних i поширених методiв розв’язування таких
задач є симплексний метод (коротко: симплекс-метод). Ця назва похо-
дить вiд поняття симплексу. Симплекс – це найпростiша фiгура у n-вимiрнiй
геометрiї, тобто пiрамiда, координати всiх точок якої задовольняють нерiв-
нiсть x1 + x2 + · · ·+ xn 6 1, де всi xi > 0.

Вперше на такий метод вказав радянський математик-економiст Канто-
рович Л.В. у 1939 роцi. Його розвинув i вдосконалив американський ма-
тематик Дж.Б.Данцiг у 1946-48 роках. Суть цього методу полягає у цiле-
напрямленому переборi та пошуку потрiбних вершин многогранної областi
G. Спочатку визначають який-небудь допустимий базисний розв’язок (одну
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з вершин), пiсля чого шляхом послiдовних полiпшень допустимого розв’яз-
ку знаходять оптимальний, або переконуються, що такого не iснує. Число
таких полiпшень практично не перевищує числа змiнних задачi лiнiйного
програмування з n невiдомими.

Схему застосування симплекс-методу розглянемо для канонiчної задачi
лiнiйного програмування при знаходженнi максимуму цiльової функцiї та
лiнiйно незалежнiй системi обмежень. Якщо область G порожня, то задача
лiнiйного програмування розв’язку немає.

Симплекс-метод полягає у послiдовному виконаннi таких дiй:
1. Зведення системи обмежень до лiнiйно незалежної сумiсної системи

лiнiйних рiвнянь.
2. Знаходження одного з базисних розв’язкiв.
3. Дослiдження отриманого розв’язку на оптимальнiсть.
4. Якщо базисний розв’язок не оптимальний, то взяти iнший базисний

розв’язок шляхом замiни одного iз значень базисних змiнних, значення цi-
льової функцiї для якого "ближче" до оптимального, нiж в попередньому
випадку. Далi виконують знову п. 3.

5. Якщо базисний розв’язок оптимальний, то завершити задачу.
Для вказаного алгоритму складають програму i знаходять розв’язок за-

дачi лiнiйного програмування за допомогою ЕОМ. При розв’язуваннi ручним
способом зручно на кожному кроцi iтерацiї (полiпшеннi базисного допусти-
мого розв’язку) складати вiдповiднi симплекс-таблицi.

Нехай потрiбно на множинi невiд’ємних розв’язкiв даної системи m лi-
нiйних рiвнянь з n невiдомими x1, x2, . . . , xn

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

знайти такий, при якому лi-

нiйна функцiя f(x1, x2, . . . , xn) = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn приймає макси-
мальне значення. Розв’язуючи дану систему методом Гаусса, зведемо її до
виду 

x1 + a?
1,r+1xr+1 + . . .+ a?

1nxn = b?1,
x2 + a?

2,r+1xr+1 + . . .+ a?
2nxn = b?2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xr + a?

r,r+1xr+1 + . . .+ a?
rnxn = b?r .

Як вiдомо, вихiдну систему у векторнiй формi записують так:

x1~p1 + x2~p2 + · · ·+ xn~pn = ~b,

де ~p1, ~p2, . . . , ~pn – вектор-стовпцi системи, а ~b – вектор-стовпець вiльних
членiв. Будемо вважати, що числа b?1, b

?
2, . . . , b

?
r невiд’ємнi. При цьому змiннi
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x1, x2, . . . , xr будемо називати базисними, а xr+1, . . . , xn – вiльними. Якщо
вiльним змiнним надати значення xr+1 = . . . = xn = 0, то отримаємо допу-
стимий розв’язок даної задачi ~x0 = (b?1, b

?
2, . . . , b

?
r , 0, . . . , 0) . Його називають

допустимим базисним розв’язком.
Початкова симплекс-таблиця має вигляд
i Баз. Баз. ~p c1 c2 . . . cr cr+1 . . . cn

зм. век. ~p′ ~b ~p1 ~p2 . . . ~pr ~pr+1 . . . ~pn

1 x1 ~e1 c1 b?1 1 0 . . . 0 a?
1,r+1 . . . a?

1n

2 x2 ~e2 c2 b?2 0 1 . . . 0 a?
2,r+1 . . . a?

2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
r xr ~er cr b?r 0 0 . . . 1 a?

r,r+1 . . . a?
r,n

j ∆0 ∆1 ∆2 . . . ∆r ∆r+1 . . . ∆n

Таблиця мiстить r+3 рядки i n+5 стовпцiв. У перших двох рядках запи-
санi коефiцiєнти цiльової функцiї та позначення ~p′ – укороченого до перших
r координат вектора ~p, ~b – вектор-стовпця вiльних членiв i вектор-стовпцiв
~p1, ~p2, . . . , ~pn при вiдповiдних невiдомих системи обмежень даної задачi. В
другому i третьому стовпцях – позначення базисних змiнних та вiдповiдних
їм одиничних векторiв, а у четвертому – вiдповiднi їм коефiцiєнти цiльової
функцiї. В iнших стовпцях знаходяться координати вiдповiдних векторiв,
якi стоять у другому рядку. В останньому рядку записуються оцiнки допу-
стимого базисного розв’язку, якi обчислюються за формулою ∆j = ~p′~pj − cj .

Пiсля заповнення таблицi проводиться її аналiз на основi алгоритму
симплекс-методу. Перш за все за допомогою останнього рядка перевiряє-
ться допустимий базисний розв’язок на оптимальнiсть:

1. якщо всi ∆j > 0 , то цей розв’язок є оптимальним;
2. якщо iснує j таке, що ∆j < 0 i ~pj 6 0, то цiльова функцiя необмежена

зверху i задача оптимального розв’язку не має;
3. якщо iснує j таке, що ∆j < 0 i в вектор-стовпцi ~pj iснують додатнi

координати, то цей розв’язок можна полiпшити за рахунок переходу до но-
вого допустимого базисного розв’язку, при якому значення цiльової функцiї
може збiльшитися.

Для такого переходу серед коефiцiєнтiв при вiльних невiдомих (вектор-
стовпцi ~pr+1, ~pr+2, . . . , ~pn) вибираємо розв’язувальний коефiцiєнт a?

lk так:
1. ∆k повинно бути найменшим серед вiд’ємних ∆j ;

2. вiдношення b?
l0

a?
lk

повинно бути найменшим серед додатних a?
lk в k-ому

стовпцi.
Пiсля цього для зручностi складаємо нову симплекс-таблицю, яку отри-

муємо з попередньої шляхом таких перетворень:
1. базисну змiнну xl з вiдповiдним значенням cl та вектором ~el замiнимо
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на нову базисну змiнну xk з вiдповiдним значенням ck та вектором ~ek;
2. розв’язувальний l-ий рядок дiлимо на a?

lk;
3. всi iншi рядки отримаємо шляхом утворення нулiв над i пiд елементом

a?
lk у k-ому стовпцi (як при методi Гаусса).

Таке полiпшення проводимо до тих пiр, поки не отримаємо невiд’ємний
останнiй рядок, або ж поки не знайдеться j таке, що ∆j < 0 i ~pj 6 0.

Iнодi на деякому з крокiв симплекс-методу можна натрапити на виро-
джений базисний розв’язок (коли одна з базисних координат дорiвнює ну-
лю). Тодi може вiдбутися зациклення в розрахунках, коли знову поверта-
ємося до ранiше знайденого базисного розв’язку. В такому випадку слiд
вибрати iнший розв’язувальний коефiцiєнт.

В багатьох конкретних задачах лiнiйного програмування знаходжен-
ня початкового допустимого базисного розв’язку не викликає труднощiв.
Одним з загальних методiв побудови початкового допустимого базисно-
го розв’язку є метод штучного базису. Вiн полягає в тому, що за-
мiсть даної канонiчної задачi розглядають таку: на множинi невiд’єм-
них розв’язкiв даної системи m лiнiйних рiвнянь з n + m невiдомими
x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + xn+1 = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + xn+2 = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + xn+m = bm

знайти такий, при

якому лiнiйна функцiя f = c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn−Mxn+1− . . .−Mxn+m

приймає максимальне значення, де M – достатньо велике число i всi bi > 0.
Можна показати, що дана задача має оптимальний розв’язок, коли вiд-
повiдна остання задача має оптимальний розв’язок. Остання задача має
ту перевагу, що за її початковий допустимий базисний розв’язок можна
взяти n + m-вимiрний вектор, у якого першi n координат рiвнi 0, тобто
~x0 = (0, . . . , 0, b1, . . . , bm). В результатi її розв’язування отримаємо один iз
таких трьох випадкiв:

а) цiльова функцiя останньої задачi необмежена зверху – це означає, що
i вихiдна функцiя необмежена зверху i, отже, цi задачi не мають оптималь-
ного розв’язку;

б) вiдбулася повна замiна всiх базисних змiнних i одиничних векторiв
штучного базису, що може привести до оптимального розв’язку обох задач;

в) оптимальний розв’язок останньої задачi, але не всi базиснi змiннi
i одиничнi вектори штучного базису вдалося замiнити – це означає, що
вихiдна задача не має оптимального розв’язку.

Задача знаходження невiд’ємного розв’язку системи лiнiйних рiвнянь
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a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

де всi bi > 0, рiвносильна задачi:

на множинi невiд’ємних розв’язкiв даної системи m лiнiйних рiвнянь з n+m
невiдомими x1, x2, . . . , xn, xn+1, . . . , xn+m

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + xn+1 = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + xn+2 = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn + xn+m = bm

знайти такий, при

якому лiнiйна функцiя f = −xn+1 − . . . − xn+m приймає максимальне зна-
чення.

Дана система лiнiйних рiвнянь має невiд’ємний розв’язок тодi i тiльки
тодi, коли максимальне значення останньої цiльової функцiї дорiвнює нулю.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чому до розв’язування задач лiнiйного програмування не вдається за-
стосувати прийоми диференцiального числення?

2. Сформулювати алгоритм симплекс-методу для канонiчної задачi лiнiй-
ного програмування на мiнiмум.

3. Який вигляд має алгоритм симплекс-методу для стандартної задачi
лiнiйного програмування?

4. Чи можна метод штучного базису застосувати до розв’язування до-
вiльної задачi лiнiйного програмування?

5. Розв’язати наступнi задачi лiнiйного програмування еврiстичними мiр-
куваннями без застосування симплекс-методу.
Знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних рiвнянь:

а)

 x1 − 2x2 + x3 = 1,
−2x1 + x2 + x4 = 2,

3x1 + x2 + x5 = 3,
при якому функцiя f = −5x1 + 5x2 досягає максимуму;

б)
{
x1 − x2 + x3 = 1,
x1 − 2x2 + x4 = 2,

при якому функцiя f = 2x2 + 3x3 досягає максимуму;

в)
{

x2 + x4 = 1,
x1 + x2 + 2x3 − x4 = 3,

при якому функцiя f = 10x1 − 2x3 досягає мiнiмуму;
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г)
{
x1 − 2x2 + x3 = 1,
x1 + 3x2 + x4 = 3,

при якому функцiя f = x1 − x3 досягає мiнiмуму.

6. Встановити, чи мають невiд’ємнi ненульовi розв’язки такi системи:

а)
{

5x1 − 2x2 − 3x3 = 0,
−4x1 + x2 + 2x3 = 0; б)

{
5x1 − 4x2 6 7,
3x1 − 3x2 > 5.

7. Знайти всi базиси вершини ~x0 многогранника G простору Rn, який є
множиною невiд’ємних розв’язкiв системи рiвнянь, якщо:

а)

 4x1 + 7x2 + 2x3 − 3x4 + x5 + 4x6 = 4,
x1 + 2x2 − x3 − x4 + x6 = 1,

x2 − 3x3 − x4 − x5 + 2x6 = 0,
n = 6, ~x0 = (0, 1, 0, 1, 0, 0);

б)

 kx1 + x2 + 3x3 + 5x4 + 6x5 = 4,
3x1 + 2x2 + x3 + 5x4 + 2x5 = 1,

− x2 + x3 + (k − 5)x4 + 2x5 = 1,
n = 5, ~x0 = (0, 0, 1, 0, 0).

8. Встановити за допомогою симплекс-методу, яке з наступних твер-
джень: А: вектор ~x0 є розв’язком; Б: задача не має розв’язку;
В: iснує вершина, в якiй цiльова функцiя приймає бiльше значення,
нiж при ~x0, – має мiсце для такої задачi лiнiйного програмування.

На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь:

а)
{

5x1 − 6x2 + 7x3 − x4 − 14x5 = 7,
x1 − 5x2 − 10x3 − 4x4 + 20x5 = −10

дослiдити цiльову функцiю f = 2x1−4x2 +x3−x4 +3x5 на максимум,
якщо ~x0 = (2, 0, 0, 3, 0);

б)
{

5x1 + x2 − x3 − 4x4 = −1,
4x1 − x2 − 2x3 − 5x4 − 3x5 = −5

дослiдити цiльову функцiю f = −x1+5x2+x3+4x4+2x5 на максимум,
якщо ~x0 = (0, 1, 2, 0, 0);

в)
{

10x1 + 4x2 − 9x3 + 2x4 − x5 = 3,
−2x1 + x3 + 2x4 + x5 = 1

дослiдити цiльову функцiю f = 3x2−7x3 +x4−x5 на максимум, якщо
~x0 = (0, 1, 0, 0, 1);

г)
{

x1 − x2 + x3 − x4 = 1,
2x1 − 2x3 − 6x4 + 2x5 = 4

дослiдити цiльову функцiю f = x1− 3x2 + 4x3− 2x4− 3x5 на мiнiмум,
якщо ~x0 = (2, 1, 0, 0, 0).
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Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Розв’язати симплекс-методом задачi з № 5.

10. Розв’язати симплекс-методом задачу, розпочавши з вказаного допусти-
мого базисного розв’язку:
На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь:

а)
{

x1 − x2 + x3 = 1,
2x1 + x2 + x4 = 5

дослiдити цiльову функцiю f = 5x1 +x2 +2x3 +x4 на максимум, якщо
~x0 = (0, 0, 1, 5);

б)
{

x1 + 2x2 + x4 = 3,
−x1 + x2 + x3 = −5

дослiдити цiльову функцiю f = −x1 − 3x2 − x3 + x4 на мiнiмум, якщо
~x0 = (0, 0, 1, 3);

в)
{

x1 − 3x2 − 2x3 − x4 − x5 − 3x6 = −3,
4x1 − 2x2 − 3x3 − 4x4 + x5 − 7x6 = −2

дослiдити цiльову функцiю f = 3x1 + 7x2 + 4x3 − 3x4 + 2x5 + 2x6 на
максимум, якщо ~x0 = (0, 0, 1, 0, 1, 0);

г)

 x1 + x3 − 2x4 = −2,
2x1 + x2 + 5x4 + x5 = 7,

x2 − x3 + x4 − 2x5 = 0
дослiдити цiльову функцiю f = x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4− 2x5 на мiнiмум,
якщо ~x0 = (3, 1, 1, 0, 0).

11. Розв’язати задачi лiнiйного програмування в стандартнiй формi, по-
передньо звiвши їх до канонiчного вигляду. На множинi невiд’ємних
розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей:

а)
{

2x1 + 4x2 − x3 − x4 6 3,
−x1 − x2 + x3 + 4x4 6 4

дослiдити цiльову функцiю f = −x1 − x2 + 3x3 + x4 на максимум;

б)

 x1 + 7x2 − 4x3 > −8,
x1 + 2x2 − x3 > −2,
x1 − 5x2 − 2x3 6 2

дослiдити цiльову функцiю f = −x1 + 2x2 − 3x3 на мiнiмум;

в)

 x1 + 2x2 − x3 − 2x4 + x5 6 3,
−x1 − x2 + x3 + 2x4 + x5 6 1,
2x1 + x2 + x3 − x4 6 1

дослiдити цiльову функцiю f = −x1 +x2−2x3 +3x4 +x5 на максимум;

г)

 x1 − x2 − x3 + x4 6 1,
2x1 − x2 + x3 6 3,
x1 − 3x2 + 2x3 + x4 > −2
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дослiдити цiльову функцiю f = −x1 − 2x2 + 4x3 на мiнiмум.

12. Методом замiщення одиничних базисних векторiв розв’язати систему
рiвнянь:

а)

 2x1 − x2 + x3 = 3,
2x1 − 3x2 + 2x3 = 4,
11x1 + 3x2 + x3 = 2;

в)

 3x1 + 2x2 + x3 = 10,
−2x1 + 3x2 + 2x3 = 10,

6x1 − 4x2 − 3x3 = −11;

б)

 x1 + x2 + x3 = 3,
2x1 − x2 − x3 = 5,
4x1 + x2 + x3 = 8;

г)
{

2x1 − x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5 = 8,
−3x1 + 2x2 − 2x3 − 4x4 − 2x5 = 10.

13. Методом штучного базису розв’язати задачi лiнiйного програмування.
На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь:

а)

 x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 = 4,
−2x1 + x2 − x3 − x4 = 1,
−x1 + x2 − x5 = 4

дослiдити цiльову функцiю f = −2x1+2x2+x3+2x4−3x5 на максимум;

б)

 8x1 + 2x2 + 3x3 + 9x4 + 9x5 = 30,
5x1 + x2 + 2x3 + 5x4 + 6x5 = 19,
x1 + x2 + 3x4 = 3

дослiдити цiльову функцiю f = 2x1 + x2 − x3 + 3x4 − 2x5 на мiнiмум;

в)

 x1 + 2x2 + 3x3 = 15,
2x1 + x2 + 5x3 = 20,
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

дослiдити цiльову функцiю f = 2x1 + 4x2 + 6x3 − 2x4 на максимум;

г)

 x1 + 3x2 − x3 + 2x5 = 7,
− 2x2 + 4x3 + x4 = 12,
− 4x2 + 3x3 + 8x5 + x6 = 10

дослiдити цiльову функцiю f = x2 − 3x3 + 2x5 на мiнiмум.

14. Знайти всi базиснi розв’язки системи рiвнянь:

а)


x1 + 3x2 − 2x3 − 2x4 = 7,
x1 − 2x2 + x4 = −3,

2x1 + x2 − 2x3 − x4 = 4,
3x1 − x2 − 2x3 = 1;

б)

 x1 + 2x2 + x3 = −2,
5x1 + 6x2 + 17x3 − 4x4 = 22,

x3 + 2x4 = 5;

в)


3x1 + 10x2 − 5x3 − 8x4 = −6,
2x1 + 3x2 + 5x3 + x4 = −9,
x1 + 2x2 + 2x3 − 3x4 = −13,

x3 + x4 = 1;
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г)

 2x1 + 7x2 − 7x3 + 3x4 = 1,
3x1 + 10x2 − 8x3 + x4 = −7,
x1 − 3x2 − 2x3 + 4x4 = 5.

15. Знайти всi невiд’ємнi базиснi розв’язки системи рiвнянь:

а)

 x1 − 3x4 + 2x5 = −3,
x2 + 2x4 − 3x5 = 8,
x3 − 2x4 − 5x5 = −7;

б)


x1 − 5x5 + 2x6 = −3,
x2 − 2x5 − x6 = 5,
x3 − 3x5 + x6 = −7,
x4 + x5 − 3x6 = −4;

в)


x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4,
x1 + 3x2 − 3x4 = 1,

x2 − x3 + x4 = −3,
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3.

Задачi на доведення

16. Довести, що канонiчна задача лiнiйного програмування має оптималь-
ний розв’язок, коли вiдповiдна їй канонiчна задача з штучним базисом
має оптимальний розв’язок.

17. Довести, що цiльова функцiя канонiчної задачi лiнiйного програмува-
ння необмежена, якщо цiльова функцiя вiдповiдної канонiчної задачi
з штучним базисом необмежена.

18. Довести, що канонiчна задача лiнiйного програмування не має опти-
мального розв’язку, коли вiдповiдна їй канонiчна задача з штучним
базисом має оптимальний розв’язок, який мiстить ненульовi значення
деяких штучних базисних змiнних.

19. Довести, що коли система лiнiйних рiвнянь має невiд’ємнi розв’язки,
то вона має i базиснi невiд’ємнi розв’язки.

Творчi задачi

20. Сформулювати наступну задачу як задачу лiнiйного програмування:
помiститy в обмежений многогранник G простору Rn, який задано
системою лiнiйних нерiвностей, сферу найбiльшого радiуса.
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21. Знайти сферу найбiльшого радiуса, що лежить всерединi обмеженого
многогранника G простору Rn, який задано системою лiнiйних нерiв-
ностей, всi коефiцiєнти i вiльнi члени якої є додатними числами.

22. Розробити критерiй того, коли канонiчна задача лiнiйного проyраму-
вання має безлiч розв’язкiв.

Задачi з олiмпiад

23. В дитячому таборi вiдпочинку проводився конкурс на кращий малю-
нок. Органiзатори конкурсу доручили студенту-практиканту:

а) на суму 30гр. закупити для нагород акварельнi фарби по цiнi 3 гр.,
альбоми для малювання по цiнi 1 гр., кольоровi олiвцi – по 0 гр. та
лiнiйки – по 9.5 гр.;

б) потрiбно купити не менше трьох коробок фарб, лiнiйок – не бiльше
5, альбомiв – стiльки, скiльки коробок олiвцiв i фарб разом;

в) нwобхiдно купити найбiльшу кiлькiсть предметiв.

Студент витратив всi грошi i купив 3 коробки фарб, 6 коробок олiвцiв
i 9 альбомiв. Чи повнiстю виконав доручення практикант?

24. Для участi у мiжшкiльних змаганнях з легкої атлетики школа повин-
на виставити команду, яка складається з спортсменiв 1 та 2 розря-
дiв. Змагання проводяться по бiгу, стрибках у довжину та висоту. В
стрибках у висоту повиннi приймати участь 5 спортсменiв, у стрибках
у довжину – 8 спортсменiв, а у бiгу – не бiльше 10 спортсменiв. Кiль-
кiсть очок, що гарантується спортсмену кожного розряду кожного з
рiзних видiв спорту, вказана в таблицi

Розряд Бiг Стрибки у висоту Стрибки у довжину
перший 5 4 5
другий 3 2 3

Розподiлити спортсменiв команди так, щоб сума очок команди була
найбiльшою, якщо в командi перший розряд мають лише 10 спортсме-
нiв.



149

§ 4.6 Вибранi задачi

1. Для яких натуральних n виконується нерiвнiсть n+1
√
n+ 1 > n

√
n?

2. Довести, що 2
12
√
|x| + 2

4
√
|x| > 2 · 2 6

√
|x|.

3. Нехай a0 = 1, a1 = 1, an = an−1 + an – числа Фiбоначчi. Довести, що∑n
i=1

an

2n < 2.

4. Довести, що
∣∣∣√∑n

i=1 a
2
i −

√∑n
i=1 b

2
i

∣∣∣ 6∑n
i=1 |ai − bi|.

5. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв i загальний розв’язок лi-
нiйної нерiвностi x1 − 4x2 + 3x3 > 0.

6. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв i загальний розв’язок си-
стеми лiнiйних нерiвностей 3x1 − 3x2 + x3 > 0,

3x1 + 2x2 + x3 > 0,
x1, x2, x3 > 0.

7. Знайти всi невiд’ємнi розв’язки системи лiнiйних нерiвностей{
−3x1 − 4x2 + 5x3 − 6x4 > 0,

2x1 + 3x2 − 3x3 + x4 > 0.

8. Пiдмножина H – n-вимiрного арифметичного простору Rn називає-
ться опуклою, якщо вона разом iз своїми векторами ~a1,~a2 мiстить
довiльний вектор ~a = α1~a1 +α2~a2, де 0 6 α1, α2 6 1, α1 +α2 = 1, який
називається опуклою комбiнацiєю векторiв ~a1,~a2. Довести, що:
а) пiдпростiр H простору Rn є опуклою множиною;
б) перетин H1 ∩H2 опуклих множин H1 i H2 є опуклою множиною;
в) сума H1 +H2 опуклих множин H1 i H2 є опуклою множиною.

9. Довести, що пiдможина H арифметичного векторного простору Rn

опукла тодi i тiльки тодi, коли вона разом iз своїми векторами
~a1,~a2, . . . ,~ak мiстить довiльний вектор ~a = α1~a1 + α2~a2 + · · · + αk~ak,
де
∑n

i=1 αi = 1, 0 6 αi 6 1, який називається опуклою комбiнацiєю
векторiв ~a1,~a2, . . . ,~ak.

10. Множина M(~a1,~a2, . . . ,~ak), яка мiстить всi опуклi комбiнацiї векто-
рiв ~a1,~a2, . . . ,~ak, називається опуклим многогранником, породженим
цими векторами. Довести, що опуклий многогранник є опуклою мно-
жиною.
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11. Вектор ~a опуклої множини H називається вершиною H, якщо вiн
не є внутрiшньою точкою нi жодного вiдрiзка M(~a1,~a2), кiнцi якого
~a1,~a2 належать цiй множинi ( вiдрiзок M(~a1,~a2) – це опуклий мно-
гогранник, породжений векторами ~a1,~a2, а довiльний вектор ~a цього
вiдрiзка, що не спiвпадає з кiнцями ~a1,~a2, називається внутрiшнiм).
Довести, що опуклий многогранник має скiнченне число вершин.

12. Довести, що множина всiх розв’язкiв:
а) лiнiйного однорiдного рiвняння з n змiнними;
б) лiнiйної однорiдної нерiвностi з n змiнними;
в) однорiдної системи лiнiйних рiвнянь з n змiнними;
г) однорiдної системи лiнiйних нерiвностей з n змiнними
є опуклою множиною простору Rn.

13. Пiвпростором арифметичного векторного простору Rn, вiдповiд-
ним заданiй лiнiйнiй нерiвностi з n змiнними, називається множина
всiх розв’язкiв цiєї нерiвностi. Многогранною областю простору Rn,
вiдповiдною заданiй системi лiнiйних нерiвностей з n змiнними,
називається множина всiх розв’язкiв цiєї системи. Довести, що:
а) многогранна область опукла;
б) многогранна область є опуклим многогранником, якщо вона обме-
жена ( область вважається обмеженою, якщо довжина довiльного її
вектора не перевищує певного заданого числа);
в) многогранна область має скiнченне число вершин.

14. Довести, що множина всiх допустимих розв’язкiв задачi лiнiйного про-
грамування опукла i є многогранною областю.

15. Довести, що кожний опуклий многогранник з вершинами ~a1,~a2, . . . ,~ak

є породженим своїми вершинами.

16. Довести, що довiльний опуклий многогранник є множиною всiх
розв’язкiв певної системи лiнiйних нерiвностей.

17. Довести, що мiж невiд’ємними ров’язками лiнiйної нерiвностi
a1x1 + a2x2 + . . . + anxn > b i невiд’ємними розв’язками лiнiйного
рiвняння a1x1+a2x2+ . . .+anxn+xn+1 = b можна встановити взаємно
однозначну вiдповiднiсть.

18. Непорожня пiдмножина H арифметичного векторного простору Rn на-
зивається опуклим конусом, якщо вона замкнута вiдносно додавання
i множення векторiв на невiд’ємнi скаляри. Довести, що:
а) пiдпростiр є опуклим конусом;
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б) множина всiх розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних нерiвностей є
опуклим конусом;
в) опуклий конус є опукла множина;
г) множину всiх розв’язкiв сумiсної системи лiнiйних нерiвностей мо-
жна подати як суму опуклого многогранника i опуклого конуса, поро-
дженого скiнченною множиною векторiв.

19. Допустимий розв’язок ~a0 = (a10, a20, . . . , an0) канонiчної задачi лiнiй-
ного програмування називається базисним, якщо вiн мiстить точно r
ненульових координат, де r ранг вiдповiдної матрицi системи лiнiйних
рiвнянь цiєї задачi. Довести, що:
а) допустимий розв’язок задачi лiнiйного програмування є вершиною
опуклої множини всiх розв’язкiв даної задачi тодi i тiльки тодi, коли
вiн є базисним розв’язком;
б) якщо канонiчна задача лiнiйного програмування має оптимальний
розв’язок, то вона має i оптимальний базисний розв’язок.

20. Довести, що коли одна iз взаємно двоїстих задач лiнiйного програму-
вання має розв’язок, то друга задача теж має розв’язок, причому тодi
оптимальнi значення вiдповiдних функцiй цих задач спiвпадають.

21. Довести що, коли ~x0 – допустимий розв’язок i ~p = (c1, c2, . . . , cn)
–вектор коефiцiєнтiв цiльової функцiї прямої задачi лiнiйного програ-
мування, а ~y0 – допустимий розв’язок i ~b = (b1, b2, . . . , bm) –вектор
коефiцiєнтiв цiльової функцiї вiдповiдної двоїстої задачi, то виконує-
ться нерiвнiсть ~p~x0 6 ~b~y0.

22. Для виробництва двох видiв продукцiї фiрма використовує 4 групи
устаткування S1 – 18 штук, S2 – 12 штук, S3 – 24 штуки, S4 – 18
штук. На виготовлення одного виробу A протягом 1 години працюють
1,0,5,2, а на виготовлення одного виробу B – 1,1,0,2 устаткувань груп
S1, S2, S3, S4 вiдповiдно. Скiльки штук виробiв A i B повинна виго-
товити фiрма, щоб отримати максимальний прибуток, якщо з одного
виробу A вона має 80 грн, а з одного виробу B – 12 грн прибутку?

23. Iз залiзничного вокзалу можна вiдправити швидкi та кур’єрськi поїзди.
Мiсткiсть вагонiв та наявний на станцiї парк вагонiв вказанi в таблицi:

Тип вагонiв Багаж. Пошт. Жорст. Куп. М’якi Поїзд
Число 1 - 5 6 3 К
вагонiв 1 1 8 4 1 Ш

Мiсць у вагонi - - 58 40 32
Парк вагонiв 12 8 81 70 27
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Необхiдно вибрати таке спiввiдношення мiж числом швидких та кур’-
єрських поїздiв, щоб число щоденно вiдправлених пасажирiв було ма-
ксимальним.

24. Звiроферма вирощує чорнобурих лисиць i песцiв. На фермi є 10000
клiток, причому в кожнiй можна розмiстити 2 лисицi або 1 песця. По
плану на фермi повинно бути не менше 3000 лисиць i 6000 песцiв. Що-
доби однiй лисицi потрiбно видавати 4 одиницi їжi i кожному песцю
– 5 одиниць їжi. Скiльки лисиць i песцiв слiд тримати на фермi, щоб
отримати максимальний прибуток, якщо вiд реалiзацiї однiєї шкiрки
лисицi ферма отримує 100 грн, а песця – 500 грн?

25. Дослiдити на екстремум функцiю f на множинi невiд’ємних розв’язкiв
системи лiнiйних нерiвностей, якщо:

а) f(x1, x2) = 3x1 + 3x2 i


5x1 + 3x2 > 15,
2x1 + 6x2 > 12,

> 2x1 > 6,
> 2x2 > 3;

б) f(x1, x2) = 2x1 + x2 i


3x1 + 8x2 6 12,
x1 − x2 > 3,
x1 + x1 > 7,

x2 6 1;

в) f(x1, x2, x3) = −3x1 +6x2−2x3 i
{

3x1 + 3x2 + 2x3 > 6,
x1 + 4x2 + 8x3 > 8;

г) f(x1, x2, x3) = −10x1 + x3 i

 3x1 − 3x2 + x3 > 6,
3x1 + 2x2 + x3 > 6,

x3 > 3.

26. Застосовуючи принцип двоїстостi та графiчний метод, розв’язати такi
задачi:
а) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей{
−y1 + 6y2 + 2y3 − 4y4 > 2,
y1 + 7y2 − 3y3 − y4 > 1,

при якому функцiя f = 3y1 + 42y2 + 6y3 − 4y4 досягає мiнiмуму;
б) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей{

2y2 + 3y3 + y4 > 1,
y1 + 3y2 + y3 − y4 > 1,

при якому функцiя f = 4y1 + 15y2 + 12y3 + 2y4 досягає мiнiмуму;
в) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей{
y1 − 3y2 − y3 + y4 > 3,
y1 − y2 − 5y3 + y5 > 3,
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при якому функцiя f = 4y1 − 4y2 − 4y3 + 3y4 + 3y5 досягає мiнiмуму;
г) знайти невiд’ємний розв’язок системи лiнiйних нерiвностей{

2y1 − y2 + y3 + y4 = 3,
y1 + 3y2 − y4 + y5 = 5,

при якому функцiя f = 3y1 + 4y2 + y3 + 6y4 досягає максимуму.

27. Знайти невiд’ємнi розв’язки рiвняння:
а) 3x1 + 2x2 + x3 = 5;
б) x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = −4.

28. Знайти невiд’ємнi розв’язки системи рiвняннь:

а)


2x1 − x2 − x3 + 3x4 = 3,
4x1 − 2x2 − x3 + x4 = 2,
6x1 − 3x2 − x3 − x4 = 1,
−2x1 + x2 − 2x3 + 12x4 = 9;

б)

 x2 − 5x3 + 3x4 + x5 = 1,
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = 5,
x1 − x2 + 2x3 − 2x4 = 4;

г)

 x1 + 4x2 − 5x3 − 5x4 − 3x5 − x6 = 1,
x1 + 2x2 − 3x3 + 3x4 + x5 + x6 = 1,

−4x1 + 4x2 − 12x3 − 2x5 + 2x6 = 1;

д)

 x1 + 2x2 + 4x3 − x4 − 5x5 = 1,
x1 − 2x2 − 2x3 + x4 + 5x5 = 3,

2x1 − x2 − x3 + x4 + x5 = 4.

29. Знайти сферу найбiльшого радiуса, яку можна розмiстити всерединi
многогранника G ⊂ R4, заданого системою

x1 + x2 + x3 + x4 6 15,
4x1 + 2x2 + 5x3 + 2x4 6 40,
x1 + 7x2 + 7x3 + x4 6 60,
x1, x2, x3, x4 > 0.
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Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки.

Роздiл 1: Групи

§ 1.1. Пiвгрупи та їх властивостi

1. 4 способи. 2. а) нi; б) нi; в) так; г) нi; д) так; е) так; є) так; ж) так.
3. а), б), в), г) – так. 4. Так; нi. 5. Так. 6. а) Так; нейтральний еле-

мент
(

1 0
0 1

)
; б), г), д) – нi; в) Так; нейтральний елемент

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ;

е) Так; нейтральний елемент

 1
2

1
2 0

1
2

1
2 0

0 0 1

. 7. а) Нi; б) так. 8. Так. 9.

а) Так; б) так. 10. p = q = 1 або p = q = 0 або p = r = 0 i q = 1 або p = 1
i q = r = 0. 11. Так.

12. Так. 13. Так. 14. Таких пiвгруп є 4. Операцiї в них задаються
таблицями Келi:

∗ a b
a a b
b a b

;
∗ a b
a a a
b b b

;
∗ a b
a a a
b a a

;
∗ a b
a a a
b a b

.

15. а) [A] = {A,A2, A3}; б) [A] = {A,A2}. 16. а) {1}; б) 1 i всi простi
числа.

22. Нехай I1, I2 – iдеали пiвгрупи G, I = I1 ∩ I2 та i1 ∈ I1, i2 ∈ I2.
Розглянемо добуток i1i2. За означенням iдеала пiвгрупи i1i2 ∈ I1 та i1i2 ∈
I2. тобто i1i2 ∈ I. Це означає, що I 6= ∅. Покажемо тепер, що I є лiвим
i правим iдеалом пiвгрупи G. Нехай i ∈ I та g ∈ G. Тодi з i ∈ I1 маємо
gi ∈ I1, а з i ∈ I2 – gi ∈ I2. Отже, gi ∈ I. Аналогiчно перевiряється, що
ig ∈ I, тобто I є iдеалом пiвгрупи G.

28. Нехай rg – правий зсув пiвгрупи G, який визначається елементом
g ∈ G, тобто rg(x) = xg. Вiдображення f : G → Π(G), яке визначається
рiвнiстю f(g) = rg, є сюр’єкцiєю. Якщо f(g1) = f(g2), тобто rg1 = rg2 , то
xg1 = xg2 для кожного елемента x ∈ G. Зокрема, ця рiвнiсть має мiсце i для
нейтрального елемента e ∈ G, тобто eg1 = eg2. Отже, g1 = g2 i вiдображення
f є бiєкцiєю. Залишається перевiрити виконання рiвностi f(g1g2) = f(g2) ◦
f(g1), rg1g2 = rg2 ◦ rg1 . Це слiдує з того, що для кожного x ∈ G маємо
rg1g2(x) = x(g1g2) = (xg1)g2 = rg2(xg1) = rg2(rg1(x)) = (rg2 ◦ rg1)(x). Таким
чином, вiдображення f є iзоморфiзмом.

30. Нехай g – регулярний елемент пiвгрупи G. Тодi iснує елемент h ∈ G
такий, що ghg = g. Розглянемо елементи g i ḡ = hgh. Вони є регулярно
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спряженими. Дiйсно, gḡg = g(hgh)g = (ghg)hg = ghg = g. Крiм цього,
ḡgḡ = (hgh)g(hgh) = h(ghg)(hgh) = (hg)(hgh) = h(ghg)h = hgh = ḡ, що i
потрiбно було довести.

31. Вказiвка. До кожної матрицi A даного виду в ролi регулярно спря-
женої взяти транспоновану до неї матрицю At.

§ 1.2. Квазiгрупи

1. а) Нi один стовпець не повинен мiстити однакових елементiв; б) нi
один рядок не мiстить однакових елементiв; в) кожен рядок i стовпець не мi-
стять однакових елементiв; г) кожен рядок i стовпець не мiстять однакових
елементiв та є рядок i стовпець, якi спiвпадають з вихiдними.

2. Можна. Для прикладу можна розглянути адитивну алгебру (Zn;⊕)
остач вiд дiлення на число n.

3. Є правою (лiвою) квазiгрупою. 4. Можна.
5. Всi бiнарнi оперативи є лiвими квазiгрупами; всi, крiм б), є прави-

ми квазiгрупами; всi, крiм б), є квазiгрупами; а),є),ж) – лупи; а), ж) –
комутативнi лупи.

6. До б) iснує тiльки лiве дiлення, а у всiх iнших випадках визначенi
обидвi операцiї. Наприклад, у випадку г) вони є такими:
/ a b c d e
a c a e d b
b e d a b c
c d e b c a
d b c d a e
e a b c e d

\ a b c d e
a b c e d a
b e d c a b
c a e d b c
d d b a c e
e c a b e d

8. Так. 9. а),б),в) –так; г) – нi. 10. Операцiї задаються так:
−1f(x, y) = x−by−c

a – лiве дiлення i f−1(x, y) = −ax+y−c
b – праве дiлення.

§ 1.3. Найпростiшi властивостi груп. Пiдгрупа. Циклiчнi групи

1. а), в) Не виконується жодна з аксiом; б), д), е), ж) – є групою; г),є)
– асоцiативнiсть, є нейтральний елемент. 2. Так. 3. а),в),е) – нi; б),г),д)
– так. 5. Єдиний нейтральний елемент.

6. Завжди один iдемпотент – це нейтральний елемент. 7. Для кожного
елемента є єдиний симетричний елемент. 8. −1, 1.

9. Має єдиний розв’язок x = a−1b. 10. a = b. 11. Мультиплiка-
тивна група всiх коренiв n−го степеня з одиницi; адитивна група ли-
шкiв цiлих чисел за модулем n. 12. n

(k,n) . 13. Так. 14. Одна друго-
го i одна третього порядкiв. 15. Так. 16. Так. Доведемо це. Перевiримо
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спочатку, чи замкнута дана множина G вiдносно вказаної операцiї. Нехай
fa,b(x) = ax+ b, fc,d(x) = cx+ d i ac 6= 0. Тодi

(fc,d ◦ fa,b)(x) = fc,d(fa,b(x)) = fc,d(ax+ b) = acx+ (cb+ d) = fac,cb+d(x),

тобто fc,d ◦ fa,b ∈ G.
Те, що алгебра (G; ◦) є пiвгрупою, випливає з асоцiативностi операцiї

композицiя (послiдовне виконання) вiдображень.
Нейтральним елементом є функцiя f1,0(x) = x.
Оберненим елементом до функцiї fa,b є функцiя f 1

a ,− b
a
. Справдi,

(f 1
a ,− b

a
◦ fa,b)(x) = f 1

a ,− b
a
(fa,b(x)) = f 1

a ,− b
a
(ax+ b) = x,

(fa,b ◦ f 1
a ,− b

a
)(x) = fa,b(f 1

a ,− b
a
(x)) = fa,b(

1
a
x− b

a
) = x,

тобто fa,b ◦ f 1
a ,− b

a
= f 1

a ,− b
a
◦ fa,b = f1,0. Отже, алгебра (G; ◦) є групою.

17. а),б) – Циклiчними є пiдгрупи {e}, {e, sa}, {e, sb}, {e,R1800

O }, а та-

блиця Келi така:

◦ e R1800

O sa sb

e e R1800

O sa sb

R1800

O R1800

O e sb sa

sa sa sb e R1800

O

sb sb sa R1800

O e

; в) Циклiчними

є пiдгрупи {e}, {e, sa}, {e, sb}, {e, sc}, {e,R1200

O , R2400

O }, а таблиця Келi така:

◦ e R1200

O R2400

O sa sb sc

e e R1200

O R2400

O sc sa sb

R1200

O R1200

O R2400

O e sb sc sa

R2400

O R2400

O e R1200

O sb sc sa

sa sa sb sc e R1200

O R2400

O

sb sb sc sa R2400

O e R1200

O

sc sc sa sb R1200

O R2400

O e

.

18. Так. 19. а) 1 має порядок 1; -1 має порядок 2; всi iншi числа мають
нескiнченний порядок; б) 0 має порядок 1; всi iншi мають нескiнченний по-
рядок. 20. а) {1,−1, i,−i}; б) {1, ,− 1

2 +i
√

3
2 ,−

1
2−i

√
3

2 }; в) {1,−1, i,−i,
√

2
2 +

i
√

2
2 ,−

√
2

2 + i
√

2
2 ,

√
2

2 − i
√

2
2 ,−

√
2

2 − i
√

2
2 }; г) {1,−1,

√
1

2 − i
√

3
2 ,

√
1

2 + i
√

3
2 ,−

√
1

2 +

i
√

3
2 ,−

√
1

2 −i
√

3
2 }. 21. а)

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)}
; б)

{(
1 n
0 1

)
|n ∈ Z

}
;
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в)
{(

1 0
0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
i 0
0 −i

)
,

(
−i 0
0 i

)}
;

г)
{(

0 −i
−i 0

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
1 0
0 1

)}
. 22. S3 =

{e, α, β, s1, s2, s3}. {e}, S3, {e, s1}, {e, s2}, {e, s3}, A3 = {e, α, β} – зна-

козмiнна група. Таблиця Келi така:

◦ e α β s1 s2 s3
e e α β s1 s2 s3
α α β e s2 s3 s1
β β e α s3 s1 s2
s1 s1 s3 s2 e β α
s2 s2 s1 s3 α e β
s3 s3 s2 s1 β α e

.

23. G, {ε01}, {ε01, ε61}, {ε01, ε41, ε81}, {ε01, ε31, ε61, ε81}, {ε01, ε21, ε41, ε61, ε81 ε101 },
де ε1 = cos π

6 + i sin π
6 . 24. 4n. 25. Пiдгрупи: {1}, {1,−1},

{1,−1, i,−i}, {1,−1, j,−j}, {1,−1, k,−k}, {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k}. 28.
G = H тодi, коли G – комутативна.

32. Нехай G = [g] i H – пiдгрупа циклiчної групи G. Якщо H є тривi-
альною пiдгрупою, то H = {g0} або H = G = [g].

Нехай H – нетривiальна пiдгрупа i k – найменше натуральне число
таке, що gk ∈ H. Тодi з необхiдних i достатнiх умов для пiдгрупи слiдує,
що gkn ∈ H для всiх n ∈ Z, тобто [gk] ⊂ H. Навпаки, нехай h ∈ H. Тодi
iснує цiле число l таке, що h = gl. З попереднiх мiркувань випливає, що
|l| > k. Виконаємо дiлення з остачею числа l на число k. Будемо мати
l = km+ r, де m ∈ Z i 0 6 r < k. Але g−km ∈ H. Тому gl · g−km = gr ∈ H.
Оскiльки число k є найменшим, для якого ця умова виконується, то r = 0,
тобто l дiлиться на k. Отже, h ∈ [gk] i H ⊂ [gk]. Таким чином, H = [gk] є
циклiчною пiдгрупою.

33. а) Нехай e – нейтральний елемент групи G, а p i s – порядки еле-
ментiв ab i ba вiдповiдно. Тодi (ab)p = e i (ba)s = e, причому числа p i s
є найменшими з тих, якi мають цю властивiсть. Розглянемо елемент (ba)p.
(ba)p = e · (ba)(ba) · · · (ba)︸ ︷︷ ︸

p

= (a−1a) (ba)(ba) · · · (ba)︸ ︷︷ ︸
p

= a−1 (ab)(ab) · · · (ab)︸ ︷︷ ︸
p

a =

a−1(ab)pa = a−1ea = a−1a = e. Отже, p дiлиться на s. Аналогiчно перевiря-
ється, що s дiлиться на p. Це означає, що p = s.

Задачi б) i в) випливають з а).

§ 1.4. Розклад групи за пiдгрупою. Нормальнi дiльники групи

1. а) Нi; б) так; в) нi; г) нi. 2. а) Єдиний клас Z; б) класами є множини
{−a, a|a ∈ R\{0}}; в) {3Z, 3Z+1, 3Z+2}; г) множини всiх дiйсних чисел, у
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яких однакова дробова частина. 3. а) Нi, оскiльки двi пiдмножини мають
спiльний елемент; б) нi, оскiльки об’єднання пiдмножин не дорiвнює G;
в) нi, оскiльки серед пiдмножин немає жодної пiдгрупи; г) так, утворює
лiвий розклад групи G за пiдгрупою {e, s1}. 4. H, {s1, s2, s3}. 5. 1,3,41.
6. Всi пiдгрупи є нормальними дiльниками. Вони мають вигляд Ha,b,c,d ={(

ka kb
kc kd

)
|k ∈ Z

}
де a, b, c, d ∈ R. 7. Так. 8. Два: обидвi тривiальнi

пiдгрупи.
9. а),в) – так; б),г) – нi. 10. а) Сумiжними класами є множини ком-

плексних чисел z, у яких сталими є дробовi частини Rez i Imz; б) класами
є множини комплексних чисел, якi лежать на колах радiуса r > 0; в) кла-
сами є множини комплексних чисел, якi лежать на променях, що виходять
з початку координат; г) класами є множини комплексних чисел, якi лежать
на прямих, що проходять через початок координат, без початку координат.

11. Група самосумiщень квадрата є такою G = {e, r1, r2, r3, sa, sb, sm, sn}.
Тут e, r1, r2, r3 – повороти навколо центра квадрата на 00, 900, 1800, 2700

вiдповiдно, sa, sb – симетрiї вiдносно його дiагоналей i sm, sn – симетрiї
вiдносно серединних перпендикулярiв до сторiн. а) Лiвий i правий розклади
однаковi: G = {e, r1, r2, r3}∪ {sa, sb, sm, sn}; б) лiвий розклад: G = {e, sm}∪
{r1, sb}∪{r2, sn}∪{r3, sa}; правий розклад: G = {e, sm}∪{r1, sa}∪{r2, sn}∪
{r3, sb}; в) лiвий розклад: G = {e, sa} ∪ {r1, sm} ∪ {r2, sb} ∪ {r3, sn}; правий
розклад: G = {e, sa} ∪ {r1, sn} ∪ {r2, sb} ∪ {r3, sm}.

12. Лiвий i правий розклади однаковi: G = {−1, 1} ∪ {−i, i} ∪ {−j, j} ∪
{−k, k}.

13. Нехай G = [g] i елемент g має порядок 8. Пiдгрупами цiєї групи є
тривiальнi та {e, g4} i {e, g2, g4, g6}. Лiвi i правi розклади однаковi i є таки-
ми: G = {e, g4}∪{g, g5}∪{g2, g6}∪{g3, g7}; G = {e, g2, g4, g6}∪{g, g3, g5, g7}.
14. а) 125; б) 243. 15. [a] = [a4]∪ [a4]a∪ [a4]a2 ∪ [a4]a3. 16. а) Нi; б) так;
в) так; г) нi. 17. H1 = {e};H2 = S3;H3 = {e, α, β}, де α2 = β, β2 =
α, αβ = βα = e (дивись вiдповiдь до задачi № 22 з §3). 18. а) Циклiчна
група; б) циклiчна група i четверна група Клейна; в) циклiчна група i група
{e, a, a2, b, ab, a2b} така, що a3 = b2 = e, (ab)2 = e; г) 5 груп: циклiчна;
{e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}, де a4 = b2 = e, ab = ba; {e, a, b, c, ab, ac, bc, abc}, де
a2 = b2 = c2 = e, ab = ba, ac = ca, bc = cb; група дiедра; група кватернiонiв.

21. В задачi 29 попереднього параграфа було показано, що D = M ∩H є
пiдгрупою в G, а отже, i в H. Нехай d ∈ D. Тодi для кожного h ∈ H маємо
hdh−1 ∈ M (оскiльки M є нормальним дiльником в G) i hdh−1 ∈ H. Це
означає, що hdh−1 ∈M ∩H, тобто hDh−1 ⊂ D.

Навпаки, нехай d ∈ D. Тодi для кожного h ∈ H маємо d =
(hh−1)d(hh−1) = h(h−1dh)h−1 ∈ hDh−1, тобто D ⊂ hDh−1. Таким чином,
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D = hDh−1 та hD = Dh для кожного h ∈ H.
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§ 1.5. Фактор-група. Гомоморфiзми груп

1. G/G = {G}; G/{e} = {{g}|g ∈ G}. 2. а) 3; б) 2; в) 5; г) безлiч;
фактор-група має вигляд Z[i]/Z = {Z + bi|b ∈ Z}. 3. а), б), в) – iстиннi; г)
хибне. 4. а) 2; б) 2; в) 2; г) безлiч способiв. 5. а),в), д) – гомоморфiзми i
ker f = {z||z| = 1}; е) гомоморфiзм i ker f = C\{0}; б),г) – не гомоморфiзми.

7. Sn/An = {An, Sn \ An}. 8. Нехай G = {ε0, ε1, . . . , ε11}. Тодi H =
{ε0, ε4, ε8} i три iнших класи є такими: H1 = {ε1, ε5, ε9}, H2 = {ε2, ε6, ε10},
H3 = {ε3, ε7, ε11}. Таблиця Келi для фактор-групи G/H є такою:

∗ H H1 H2 H3

H H H1 H2 H3

H1 H1 H2 H3 H
H2 H2 H3 H H1

H3 H3 H H1 H2

.

9. а) 4Z/16Z = {16Z, 16Z + 4, 16Z + 8, 16Z + 12}; б) 5Z/15Z = {15Z, 15Z +
5, 15Z + 10}; в) 3Z/24Z = {24Z, 24Z + 3, 24Z + 6, 24Z + 9, 24Z + 12, 24Z +
15, 24Z+18, 24Z+21} г) Z/nZ = {nZ, nZ+1, nZ+2, . . . , nZ+(n−1)}. 10.
G/H = {Ha|a ∈ R \ {0}}, де Ha = {fa,b|b ∈ R}. 11. f(zH) = z

|z| .

12. Нехай G = {ε1, ε21, . . . , ε121 } i G′ = {ω1, ω
2
1 , ω

3
1} – групи коренiв 12-

го i 3-го степеня з одиницi вiдповiдно. Шуканий гомоморфiзм єдиний i
задається рiвнiстю f(εn

1 ) = ωr
1, де r є остача вiд дiлення n на 3. Його ядро

ker f = {1, ε31, ε61, ε91}.
13. а) Таких гомоморфiзмiв є 4: f1(εk

1) = 1, f2(εk
1) = εk

1 , f3(ε
k
1) = ε2k

1 ,
f4(εk

1) = ε3k
1 ; б) таких гомоморфiзмiв 2: f1(gk) = 1 i f2(g2n) = 1, f2(g2n+1) =

ε51; в) таких гомоморфiзмiв 2: f1(gk) = 1 i f2(g3n+r) = ε5r
1 ; г) такий гомомор-

фiзм один: f(g5n+r) = ε5r
1 . 14. f(x) = cos 2πx + i sin 2πx, де x ∈ R. 15.

f(A) = Re(δA)+Im(δA)i
|δA| , де δA – визначник A. 16. fk(z) = kz, де k, z ∈ Z.

17. Нехай GMn(R) – мультиплiкативна група всiх невироджених ма-
триць n-го порядку над полем R та H – пiдмножина всiх таких матриць,
визначник яких дорiвнює одиницi. Доведемо спочатку, що H є нормаль-
ним дiльником в GMn(R). Якщо A,B ∈ H, тобто |A| = |B| = 1, то
|AB| = |A||B| = 1 i AB ∈ H. Крiм того, для матрицi A iснує обернена
A−1 i |E| = |AA−1| = |A||A−1| = |A−1| = 1, тобто A−1 ∈ H. Отже, H
є пiдгрупою. Далi, для будь-яких матриць A ∈ GMn(R) i B ∈ H маємо
|ABA−1| = |A||B||A−1| = 1, тобто ABA−1 ∈ H i AHA−1 ⊂ H. З останньо-
го включення слiдує, що H ⊂ A−1HA, тобто H є нормальним дiльником.
Вiдзначимо, що всi матрицi, якi належать до одного сумiжного класу за
пiдгрупою H, мають однаковi визначники.
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Розглянемо фактор-групу (GMn(R)/H; ∗). Задамо вiдображення f :
GMn(R)/H → R \ {0} рiвнiстю f(AH) = |A| для кожного лiвого сумiжного
класу групи GMn(R) за пiдгрупою H. Оскiльки для кожного a ∈ R \ {0}
можна вказати матрицю, визначник якої дорiвнює a, то дане вiдображення є
сюр’єкцiєю. З припущення про те, що f(AH) = f(BH), випливає |A| = |B|,
тобто AH = BH, i тому f є бiєкцiєю. Нарештi

f(AH ∗BH) = f((AB)H) = |AB| = |A||B| = f(AH)f(BH),

тобто задане вiдображення f є iзоморфiзмом. Отже, данi групи iзоморфнi.
21. Нi, невiрне. 24. ker f = Z. 25. Адитивна група (Z; +) є пiдгрупою

i нормальним дiльником групи (Q; +). Розглянемо фактор-групу (Q/Z;⊕).
Операцiя в нiй визначається рiвнiстю (r1 + Z) ⊕ (r2 + Z) = (r1 + r2) + Z
для всiх чисел r1, r2 ∈ Q, а всi числа з одного сумiжного класу мають
однакову цiлу частину. Розглянемо довiльний сумiжний клас r + Z. Якщо
r = p

q – нескоротний дрiб, то rq = p i (r + Z)⊕ (r + Z)⊕ · · · ⊕ (r + Z)︸ ︷︷ ︸
q

= Z.

Це означає, що клас r + Z має скiнченний порядок q.
Нехай n ∈ N. Вiзьмемо m ∈ Z таке, щоб дрiб m

n був нескоротним. Тодi
клас m

n + Z має порядок n i вiн єдиний такого порядку. Пiдгрупа [m
n + Z] є

єдиною циклiчною пiдгрупою n-го порядку фактор-групи (Q/Z;⊕).

Роздiл 2: Векторнi простори

§ 2.1. Векторний простiр. Пiдпростори

1. (∀~a ∈ L,α ∈ P )(0~a = ~0∧α~0 = ~0). 2. Якщо α~a = ~0, то α = 0 або ~a = ~0.
3. −(α~x). 4. Всi. 5. а),в),г),д),е) – так; б) нi. 7. а),б) – нi; в),г) – так.
8. Так. Множення елементiв a абелевої ненульової групи A на скаляри α з
поля P можна визначити так: αa = 0.

9. а),б),в),г) – так. 10. а) – не можна; б) – зовнiшню операцiю множе-
ння на скаляри поля Z3 = {0, 1, 2} в множинi {1, ε1, ε21} можна задати так:

1 ε1 ε21
0 1 1 1
1 1 ε1 ε21
2 1 ε21 ε1

. 11. a = −1. 12. а),б) – так; в),г) – нi.

13. Пiдпросторами є W3, {~0} i множини векторiв, кiнцi яких лежать на
окремих прямих та на площинах, що проходять через початок координат.
14. а),б),г) – так; в) – нi.

15. Для доведення достатньо перевiрити, що сума многочленiв певного
виду i добуток будь-якого числа на многочлен даного виду є многочленом
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цього ж виду. Доведемо, наприклад г). Якщо f ′′′(x) = 0 i g′′′(x) = 0, то
(f + g)′′′(x) = f ′′′(x) + g′′′(x) = 0 + 0 = 0 i (λf)′′′(x) = λf ′′′(x) = λ · 0 = 0.
Отже, множина многочленiв з задачi г) є пiдпростором.

§ 2.2. Базис i розмiрнiсть векторного простору

2. Пiдмножина M1 = {~a1,~a2} є лiнiйно залежною, якщо вона мiстить
нульовий вектор або ~a1 = λ~a2 для деякого λ ∈ P . 3. Так. Наприклад,
множина всiх многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами, степiнь яких не пе-
ревищує 4, є пiдпростором C[a,b] розмiрностi 5. 4. Будь-якої скiнченної
розмiрностi. 5. Розмiрнiсть рiвна 2, а базисами можуть бути 3 пiдмножи-
ни: {(0, 1), (1, 0)}, {(0, 1), (1, 1)}, {(1, 1), (1, 0)}. 6. Вiд 0 до 20. 7. а), б), в),
г) – нi.

8. а) λ 6= ±1; б) λ 6= ±1, λ 6= 0; в) λ 6= −1; г) λ 6= (−1)n. 9. а) Не-
скiнченновимiрний; б) нескiнченновимiрний; в) 2; г) 1. 10. а) 4; один з

базисiв: E1 =
(

1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
, E3 =

(
0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
;

б) 8; один з базисiв: E1, E2, E3, E4, iE1, iE2, iE3, iE4. 11. Розмiрнiсть до-
рiвнює 1; один з базисiв: ~a = (1, 2, 1, 2, . . .). 12. а) Розмiрнiсть дорiвнює
n; один з базисiв: x − 1, x2 − 1, x3 − 1, . . . , xn − 1; б) розмiрнiсть дорiв-
нює 3; один з базисiв: 1, x, x2; в) розмiрнiсть дорiвнює n; один з бази-
сiв: x + 2, x2 + 2, . . . , xn + 2; г) розмiрнiсть дорiвнює n; один з базисiв:
f1 = (2n−1 +1)xn−(2n +1)xn−1, f2 = (2n−2 +1)xn−(2n +1)xn−2, . . . , fn−1 =
5nxn − (2n + 1)x, fn = 2xn − (2n + 1). 13. а) Нескiнченновимiрний; б) 9;
всi матрицi Mij , в яких елемент aij = 1, а всi iншi – 0; в) 15; всi матрицi
Mij , в яких елементи aij = aji = 1, а всi iншi – 0; г) n(n−1)

2 ; всi матрицi
Mij(i 6= j), в яких aij = −aji = 1, а всi iншi – 0.

14. Розмiрнiсть рiвна 3. Дiйсно, P(M3) =
{∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}. Множина {{1}, {2}, {3}}
є лiнiйно незалежною, оскiльки жоден з її елементiв не може дорiвнювати
симетричнiй рiзницi двох iнших. Крiм того, ∅ = 0̄{1}, {1, 2} = {1} ÷ {2},
{1, 3} = {1} ÷ {3}, {2, 3} = {2} ÷ {3}, {1, 2, 3} = {1} ÷ {2} ÷ {3}.

§ 2.3. Лiнiйна оболонка i лiнiйний многовид. Перетин i сума
пiдпросторiв

1. Так. 2. а) Пряма, яка проходить через початок координат; б) якщо
вектори колiнеарнi, то пряма, яка проходить через початок координат; якщо
вектори неколiнеарнi, то вся площина; в) якщо всi три вектори колiнеарнi,
то пряма, яка проходить через початок координат; якщо є пара неколiне-
арних векторiв, то вся площина; г) якщо всi чотири вектори колiнеарнi,
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то пряма, яка проходить через початок координат; якщо є пара неколiне-
арних векторiв, то вся площина. 3. а) Пряма або вся площина; б) пряма,
площина або весь простiр. 4. U = {(−y − z − t, y, z, t)|y, z, t ∈ R}. 5.
0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = 0.

6. {x1 − x2 − x3 − · · · − xn = 0 . 7. а) Так; б) перетин – так; сума i
пряма сума – нi. 8. Об’єднання пiдпросторiв не є пiдпростором. 9. а)
U+V = Mn(R), U ∩V – всi дiагональнi матрицi; б) U+V = Mn(R), U ∩V =
{O}. 10. Так. 11. а) Нi; б) може бути. 12. U1 ∩ U2 6= {~0}. 13. Нi.
Якщо ~a+U1 = ~b+U2, то U1 = U2. Дiйсно, U1 = (~b−~a)+U2 i (~a−~b)+U1 = U2.
Звiдки ~b − ~a ∈ U1,~a − ~b ∈ U2. Тому ~b − ~a ∈ U2 i ~a − ~b ∈ U1. Отже,
(~b− ~a) + U2 = U2 = U1.

14. а) Якщо U – пiдпростiр L i ~a1,~a2, . . . ,~an ∈ U , то, за необхiдною
i достатньою умовою пiдпростору, для будь-яких скалярiв λi ∈ P вектор
λ1~a1 +λ2~a2 + · · ·+λn~an є елементом U . Тому V ⊂ U, тобто V є найменшим
вiдносно включення пiдпростором в L.

б) Якщо U1, U2, . . . , Un, . . . – пiдпростори, якi мiстять данi вектори, то
серед них є також V . Тому

⋂
Ui ⊂ V . Оскiльки V ⊂ Ui для всiх пiдпросторiв

Ui, то V ⊂
⋂
Ui. Отже, V =

⋂
Ui. 15. Вони рiвнi.

16. а) dimL(~a1,~a2,~a3,~a4) = 3; ~a1,~a2,~a3 – базис; б) dimL(~a1,~a2,~a3,~a4) =
4; ~a1,~a2,~a3,~a4 – базис; в) dimL(~a1,~a2,~a3,~a4) = 4; ~a1,~a2,~a3,~a4 – базис; г)
якщо α = 1

4 (7 + 11i), то dimL(~a1,~a2,~a3,~a4) = 3; ~a1,~a2,~a3 – базис; якщо
α 6= 1

4 (7 + 11i), то dimL(~a1,~a2,~a3,~a4) = 4; ~a1,~a2,~a3,~a4 – базис.

17. а)
{
x1 − x2 − 2x3 = 0,
x1 + x2 − 2x4 = 0;

б)

 x1 − x2 − 2x3 = 0,
x3 + x4 = 0,

3x1 − 2x3 − x5 = 0;

в)
{

2x3 − x4 − x6 = 0,
−x1 + x3 + x7 = 0; г)

{
x1 + x2 − 3x3 = 0,
x1 − 2x2 − 3x4 = 0.

18. Так. U ⊕ V = Rn. 19. а) V = (−5, 0, 11) + L((4, 1,−5));
б) V = (−1, 2, 1, 0) + L((−2, 3, 1, 0), (3,−1, 0, 1)). 20. а){
x1 − x2 − 2x3 = −7,
x1 + x2 − 2x4 = −5; б) {x2 − x3 + x4 = 3. 21.

~a − ~b ∈ U + V . 22. Якщо Q = ~a1 + L(~a) i S = ~b1 + L(~b), то во-
ни мiстяться у лiнiйному многовидi розмiрностi 2 тодi i тiльки тодi,
коли ~a,~b,~a1 − ~b1 є лiнiйно незалежними. 23. а) (−1, 0, 0); б) спiль-
ного елемента немає; в) (2, 3,−1, 2,−3); г) (0, 1,−1,−2,−3). 24.

C =
(

3 0
−1 −4

)
. 25. ~c = (2, 2, 2, 2). 26. S = ~a1 +L(~a2−~a1, . . . ,~ak−~a1).
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27.Так, так. 28. V ⊂ U . 29. Нехай A = {f(x)|deg f(x) 6 1001},
B = {f(x)|1001 < deg f(x) 6 2002} ∪ {0}. Тодi R2002[x] = A⊕B.

30. а) dim(L(~a1,~a2,~a3)+L(~b1)) = 3, dim(L(~a1,~a2,~a3)∩L(~b1)) = 1; б) 3;1;
в)3;2; г) 4;0.

31. а) Базис суми не може перевищувати 3. Оскiльки ~a1 = 1
2 (~a2 + ~a3) i

вектори ~a1,~a2,~b2 лiнiйно незалежнi, то їх можна взяти за базис суми. Роз-
мiрнiсть кожної лiнiйної оболонки рiвна 2 i за базиси можна взяти вектори
~a1,~a2 та ~b2,~b3 вiдповiдно. Базис перетину оболонок складається тiльки з
одного вектора. Будемо шукати його у видi ~c = x1~a1 + x2~a2 = x3

~b2 + x4
~b3.

Маємо систему рiвнянь: x1 + x2 − x3 − x4 = 0,
x1 − x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

2x1 + x2 − 2x3 − x4 = 0.
Її загальний розв’язок такий: x1 = 2x4, x2 = x4, x3 = 2x4, x4 ∈ R,
а одним iз частинних розв’язкiв є x1 = x3 = 2, x2 = x4 = 1. То-
му ~c = (3, 5, 1). б) За базис суми можна взяти вектори ~a1,~a2,~b1,~b2. Ба-
зис перетину складається з векторiв ~c1 = (1, 1, 1, 1),~c2 = (2, 4, 1,−3). в)
За базис суми можна взяти вектори ~a1,~a2,~a3,~b3. Базис перетину скла-
дається з векторiв ~c1 = (1,−1, 0, 0),~c2 = (0,−1, 1, 0). г) За базис суми
можна взяти вектори ~a1,~a2,~a3,~b2. Базис перетину складається з векторiв
~c1 = (0, 1, 0, 0),~c2 = (0, 2, 1, 1).

§ 2.4. Координати вектора. Зв’язок мiж базисами

1. У вибраному базисi простору Ln кожен вектор має n координат.
2. а) 8; б) 48. 3. Права~i,~j i лiва ~j,~i системи координат на площинi вiд-

рiзняються тiльки порядком запису векторiв у базисi. Вiдповiдно у просторi
Ln з кожного базису ~a1,~a2, . . . ,~an можна утворити n! нових базисiв. 4.
5 − 3i; (5,−3). 5. Координатний рядок даної матрицi є таким: (2, 2,−2, 2).
6. а) Тiльки у випадку, коли це той самий базис; б) так; в) так. 7. а)
Помiняються мiсцями перший i останнiй рядки; б) помiняються мiсцями
перший i останнiй стовпцi; в) змiниться послiдовнiсть рядкiв на зворотну;
г) матриця змiниться на симетричну вiдносно свого центра.

8. а) Нi, оскiльки матриця не квадратна; б) нi, оскiльки серед елемен-

тiв матрицi є комплекснi числа; в) так. 9. а)
(

1 0
0 −1

)
; б)

(
−1 0

0 1

)
;

в)
(
−1 0

0 −1

)
; г)

(
0 −1
1 1

)
; д)

(
1 −1
1 1

)
; е)

(
1 −1
−1 −1

)
; є)(

−1 −1
−1 1

)
; ж)

(
2 −3
−5 4

)
; з)

(
cosα sinα
− sinα cosα

)
. 10. Нехай маємо
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3 базиси простору Ln, T 2
1 – матриця переходу вiд першого до другого бази-

су, T 3
1 – матриця переходу вiд першого до третього базису, (α1, α2, . . . , αn),

(β1, β2, . . . , βn) i (γ1, γ2, . . . , γn) – координатнi рядки вектора ~a у першому,
другому i третьому базисах вiдповiдно. Тодi мають мiсце формули:
(α1, α2, . . . , αn) = (β1, β2, . . . , βn)T 2

1 i (α1, α2, . . . , αn) = (γ1, γ2, . . . , γn)T 3
1 .

З них маємо (β1, β2, . . . , βn)T 2
1 = (γ1, γ2, . . . , γn)T 3

1 або (β1, β2, . . . , βn) =
(γ1, γ2, . . . , γn)T 3

1 (T 2
1 )−1. Використовуючи тепер матрицi, отриманi при роз-

вязуваннi задач 8 а)–з), можна записати всi формули перетворення коорди-
нат. Так, наприклад, при переходi вiд базису −~i,−~j до базису −~i−~j,−~i+~j

отримаємо формулу (β1, β2) = (γ1, γ2)
(
−1 1

1 1

)
.

11. Нехай координатний рядок матрицi A у даному базисi
має вид (α1, α2, α3, α4), тобто виконується рiвнiсть A = α1B1 +
α2B2 + α3B3 + α4B4. Порiвнюючи матрицi, отримуємо систему рiвнянь:

α1 + α2 + α3 + α4 = 13,
−α1 + α2 + α3 = 12,
α1 + α2 = −1,
α1 = −5,

тобто α1 = −5, α2 = 4, α3 =

3, α4 = 11. Отже, шуканий координатний рядок є (−5, 4, 3, 11).

12. T b
a = T b

1 (T a
1 )−1 =

(
2 3
3 1

)(
1 1
2 −1

)−1

= − 1
3

(
−8 1
−5 −2

)
.

13. Введемо в розгляд базис E1 =
(

1 0
0 0

)
, E2 =

(
0 1
0 0

)
,

E3 =
(

0 0
1 0

)
, E4 =

(
0 0
0 1

)
. Тодi TB

E =


−1 1 1 1

1 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

 ,

TC
E =


0 0 0 1
1 1 1 1
0 1 1 0
0 0 1 0

 . TC
B = TB

E (TC
E )−1 =


0 0 0 1
−1 2 −2 1
−1 2 −2 0
−1 1 −1 0

 .

14. а)


√

2
2

√
2

2 0
−
√

2
2

√
2

2 0
0 0 1

 ; б)

 1 0 0
0 1

2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2

 ; в)

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ;

г)

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ; 15. а) (2,−3, 1) = (x, y, z)

 1 1 −1
1 2 1
3 2 1

 ;



166 Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки.

(x, y, z) = (2, 3,−1)

 0 − 1
2

1
2

1
3

2
3 − 1

3
− 2

3
1
6

1
6

 = (− 5
3 ,

17
6 ,

13
6 ) = 1

6 (−10, 17, 13);

б) (x, y, z) = (3, 0, 1)

 1 1 1
0 3 0
1 1 2

−1

= (3, 0, 1)

 2 − 1
3 −1

0 1
3 0

−1 0 1

 =

(5,−1,−2); в) (x, y, z, t) = (−1, 1, 2, 1)


1 1 0 1
2 1 0 −1
1 2 1 0
1 3 −1 0


−1

=

(−1, 1, 2, 1) 1
9


7 3 −2 −2
−6 0 3 3

5 6 8 −1
8 −3 −1 −1

 = 1
9 (11, 6, 20, 2); г) (x, y, z, t) =

(2, 2, 1, 1)


1 −1 0 0
0 1 1 0
1 1 1 0
0 −1 0 1


−1

= (2, 2, 1, 1)


0 −1 1 0
−1 −1 1 0

1 2 −1 0
−1 −1 1 1

 =

(−2,−3, 4, 1).

§ 2.5. Векторний простiр з скалярним множенням. Процес
ортогоналiзацiї. Евклiдовий простiр

1. Випливають безпосередньо з означення операцiї скалярного множення
векторiв. 2. а) Нi, оскiльки ~a~a = α2

1 − α2
2 + α2

3 i для вектора ~a = (1, 2, 1)
отримаємо ~a~a = −2 < 0; б) так; в) так; г) нi, оскiльки для вектора ~a =
(−1, 2, 0) маємо ~a~a = −4. 3. а) Нi, так, нi; б) так, нi, нi; в) нi, так; г) нi,
так. 4. а) -2; б) 220; в) 3n(n+1)

2 ; г) 3n(3n+1)
2 . 5. a = −1, b = 0, c = 3. 6.

Так. 7. а) Так; б) нi; в) нi; г) так. 8. а) Знайдемо ранг системи векторiв: 1 1 −1
1 2 −1
2 −3 1

 ∼
 1 1 −1

0 1 0
0 −5 3

 ∼
 1 1 1

0 1 0
0 0 1

 .

Отже, ранг рiвний 3 i дана система векторiв лiнiйно незалежна.
Застосуємо процес ортогоналiзацiї. Виберемо вектор ~c1 = ~a1. Вектор

~c2 = λ~c1 + ~a2 знайдемо так, щоб ~c1~c2 = 0. Тому
λ = −~c1~a2

~c1~c1
= − 4

3 i ~c2 = − 4
3 (1, 1,−1) + (1, 2,−1) = 1

3 (−1, 2, 1).
Тепер вектор ~c3 будемо шукати у видi ~c3 = α1~c1 + α2~c2 + ~a3 так, щоб

~c1~c3 = 0 i ~c2~c3 = 0. Пiдставляючи значення ~c3 у останнi рiвностi по черзi,
отримаємо: α1 = −~c1~a3

~c1~c1
= 2

3 i α2 = −~c2~a3
~c2~c2

= 7
6 . Тодi ~c3 = 2

3 (1, 1,−1) +
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7
6 (−1, 2, 1) + (2,−3, 1) = 3

2 (1, 0, 1). Таким чином, в процесi ортогоналiзацiї
ми отримали ортогональну систему векторiв

~c1 = (1, 1,−1), ~c2 = 1
3 (−1, 2, 1), ~c3 = 3

2 (1, 0, 1). б) Дану систе-
му векторiв ортогоналiзувати не можна, оскiльки ~a3 = ~a1 + ~a2; в) да-
ну систему векторiв ортогоналiзувати не можна, оскiльки ~a3 = 3~a1; г)
~c1 = ~a1, ~c2 = ~a3, ~c3 = 1

6 (−1,−1, 2, 0).
9. В процесi ортогоналiзацiї знайдемо ортогональний базис

~a1, ~a4, ~c3 = 1
6 (−2,−1, 0, 1), ~c4 = 2

3 (0, 1, 1, 1). Подiливши тепер
кожен з цих векторiв на його довжину, отримаємо ортонормований базис
~b1 = 1√

3
~a1, ~b2 = 1√

6
~a4, ~b3 =

√
6~c3, ~b4 =

√
3

2 ~c4. 10. Нехай ~c1 = 1.

Оскiльки
∫ 1

−1
xdx = 0, то вiзьмемо ~c2 = x. Далi ~c3 = λ1~c1 + λ2~c2 + x2. Тодi

λ1 = −
R 1
−1 x2dx
R 1
−1 xdx

= − 1
3 , λ2 = −

R 1
−1 x3dx
R 1
−1 x2dx

= 0 i ~c3 = − 1
3 + x2. Аналогiчно

~c4 = α~c1 + β~c2 + γ~c3 + x3. Тодi α = −
R 1
−1 x3dx
R 1
−1 dx

= 0, β = −
R 1
−1 x4dx
R 1
−1 x2dx

= − 3
5 ,

γ = −
R 1
−1(−

1
3 x3+x5)dx

R 1
−1(−

1
3+x2)2dx

= 0 i ~c4 = − 3
5x

2 + x3. Отже, ортогоналiзованим є

базис 1, x, − 1
3 + x2, − 3

5x+ x3.
11. а) Так; ~a3 = (−16,−5, 7); б) так; ~a3 = (−1, 1, 0,−2),~a4 = (0, 0, 1, 0);

в) так; ~a3 = (−1, 2, 1); г) так; ~a3 = (1, 1, 2, 0),~a4 = (0, 0, 0, 1).
12. а) ~a2 = 1√

17
(−4, 1, 0), ~a3 = 1√

425
(−2
√

2,−8
√

2, 17); б) ~a3 =
1√
6
(−1, 1, 0,−2), ~a4 = 1√

2
(−1, 1, 3, 1); в) ~a2 = 1√

10
(0, 3, 1), ~a3 =

1√
160

(10,
√

6,−3
√

6); г) ~a3 = 1√
3
(−1,−1, 0, 1), ~a4 = 1√

3
(1, 0,−1, 1).

13. а) ~a1√
2
, (3,3,6,8)√

118
; б) ~a1√

10
, (3,−3,2,2)√

26
, (−1,−1,2,−2)√

10
.

14. а) cosA = −
√

2
5 , cosB = 10√

110
, cosC = 3√

55
, AB =

√
10, BC =

√
11,

AC =
√

5; б) ∠A = 90◦, cosB = 3
5 , cosC = 4

5 , AB = 3, BC = 5, AC = 4.
15. cosα = 1√

3
.

§ 2.6. Ортогональне доповнення до пiдпростору. Iзоморфiзм
векторних просторiв

1. 1,2. 2. Якщо U ⊂ V, то такого вектора не iснує. Якщо U 6⊂ V , то
такий вектор iснує. Його можна знайти так: вiзьмемо ~a ∈ U \ V , розгляне-
мо базис ~b1,~b2, . . . ,~bk пiдпростору V i ортогоналiзуємо лiнiйно незалежну
систему векторiв ~b1,~b2, . . . ,~bk,~a. Вектор ~ck+1 буде шуканим. 3. Множини
векторiв, якi лежать на взаємно перпендикулярних прямих i площинах, що
проходять через початок координат. 4. U ∩ V = {~0}, U + V = U ⊕ V. 5.
Рiвностi а), б) випливають з означення ортогонального доповнення пiдпро-
стору; в) (U⊥)⊥ – це множина всiх векторiв простору En, якi ортогональнi
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до векторiв з U⊥. Але всi вектори пiдпростору U є ортогональними до пiд-
простору U⊥. Тому U ⊂ (U⊥)⊥. Оскiльки En = U ⊕ U⊥ = U⊥ + (U⊥)⊥, то
dimU + dimU⊥ = dimU⊥ + dim(U⊥)⊥ = n. Це означає, що пiдпростори U
i (U⊥)⊥ мають однакову розмiрнiсть i базис, тобто U = (U⊥)⊥. 6. f(~0)
є нульовим вектором у T ; вектор f(−~a) є протилежним до вектора f(~a) у
просторi T . 8. n = m.

9. Кожен вектор довiльного базису U ортогональний до кожного вектора
довiльного базису в V . 10. а) Одновимiрний пiдпростiр всiх многочленiв,
у яких рiвнi коефiцiєнти; б) пiдпростiр всiх непарних многочленiв. 11. а)
~b = (−1, 1, 2); б) ~b1 = (−3, 5, 0, 1),~b2 = (1,−1, 1, 0); в) ~b1 = (−1, 1, 1, 0),~b2 =
(1, 2, 0, 1); г) ~b1 = (3, 1, 0,−2),~b2 = (−5, 0, 1, 3).

12. а) ~aU = ( 8
13 ,

12
13 ), ~aU⊥ = (− 21

13 ,
14
13 ); б) ~aU = 5

6 (1,−2,−1), ~aU⊥ =
1
6 (1,−2, 5); в) ~aU = 2(2, 1, 1,−1) − (1, 1, 3, 0) = (3, 1,−1,−2), ~aU⊥ =
(2, 1,−1, 4); г) Легко перевiрити, що розмiрнiсть простору розв’язкiв U
даної системи лiнiйних рiвнянь дорiвнює 2 i вектори ~c1 = (0,−1, 1, 0),
~c2 = (1,−2, 0, 1) утворюють його базис. Тодi ~a = ~aU + ~aU⊥ i ~aU =
x~c1 + y~c2, тобто ~a = x~c1 + y~c2 + ~aU⊥ . Помножимо останню рiвнiсть по-
членно скалярно на вектори ~c1,~c2. Оскiльки вектори ~c1,~c2 ортогональнi
до пiдпростору U⊥, то ~c1~aU⊥ = ~c2~aU⊥ = 0. Отримаємо систему рiвнянь{
~a~c1 = x~c1~c1 + y~c1~c2,
~a~c2 = x~c1~c2 + y~c2~c2,

або
{
x + y = −4,
x + 3y = 2. З останньої си-

стеми маємо x = −7, y = 3 i ~aU = (3, 1,−7, 3), ~aU⊥ = ~a − ~aU = (5, 4, 4, 3).
13. а) π

3 ; б) π
6 .

14. а) 8
√

5
5 ; б) 1; в) Многовид розв’язкiв T даної системи лiнiйних рiв-

нянь можна записати у видi T = ~a0 +U , де ~a0 = (0, 0, 3) – один з розв’язкiв
даної системи лiнiйних рiвнянь i U – простiр розв’язкiв вiдповiдної однорi-
дної системи лiнiйних рiвнянь, базисом якого є ~c1 = (1, 0, 1),~c2 = (0, 1, 5).
Тодi ~a − ~a0 = x~c1 + y~c2 + (~a − ~a0)U⊥. Помножимо останню рiвнiсть по-
членно скалярно на вектори ~c1,~c2. Оскiльки вектори ~c1,~c2 ортогональнi до
пiдпростору U⊥, то ~c1(~a − ~a0)U⊥ = ~c2(~a − ~a0)U⊥ = 0. Отримаємо систе-

му рiвнянь
{

2x + 5y = −3,
5x + 26y = −18. Її розв’язком є x = 4

9 , y = − 7
9 . Тодi

~a − ~a0 = 1
9 (4,−7,−31) i (~a − ~a0)U⊥ = 1

9 (5,−11,−5). Нарештi шукана

вiдстань є |(~a− ~a0)U⊥ | =
√

171
9 ; г) 2.

Роздiл: Лiнiйнi оператори

§ 3.1. Властивостi лiнiйних операторiв. Матриця лiнiйного оператора
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1. а) Так. Af =
(

5 0
0 5

)
; б) нi; в) так; Af =

( √
3

2
1
2

− 1
2

√
3

2

)
; г) так;

Af =
(

0 0
0 1

)
. 2. а) Так; симетрiя вiдносно бiсектриси першого i третьо-

го координатних кутiв; б) так; симетрiя вiдносно початку координат або
гомотетiя з центром у початку координат i коефiцiєнтом −1; в) так; симе-
трiя вiдносно осi Ox; г) так; симетрiя вiдносно осi Oy; д) так; симетрiя
вiдносно бiсектриси другого i четвертого координатних кутiв; е) так; без
назви.

3. а) Так; б) так. 4. Всi є гомотетiями з коефiцiєнтом

λ ∈ R. Матриця має вид (λ). 5. Ae
f =

 1 −2 1
3 0 3
1 2 3

. 6.

R
7
6 π
o (~a) = (−1, 2)

(
−
√

3
2 − 1

2
1
2 −

√
3

2

)
= (1 +

√
3

2 ,
1
2 −

√
3). 7. f(~x) =

(1,−1, 1)

 0 −2 3
1 1 1
−2 2 −3

 = (−3,−1,−1). 8. а) У матрицi помiняються

мiсцями перший i останнiй рядки та перший i останнiй стовпцi; б) Всi
рядки матрицi запишуться у зворотному порядку, а в кожному рядку еле-
менти також будуть записанi у зворотному порядку.

9. Нi. 10. а) Якщо ~a = ~0, то вiн є лiнiйним (це нульовий оператор).
Якщо ~a 6= ~0, то такий оператор не є лiнiйним, оскiльки f(2~a) 6= 2f(~a).

б) Так; Af =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0

; в) так; Af =


1 0 0 1
−3 2 0 0

0 0 3 0
0 0 0 1

; г)

так; Af =


1 0 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

. 11. AE
f =


4 −2 6 −3
−6 4 −9 6

2 −1 4 −2
−3 2 −6 4

. 12.

Так. Наприклад, у просторi M2(R) та базисi з попередньої задачi має-

мо Af =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

. 13. а) Так; б) так; в) так; г) нi. 14.

Так, єдиний. 15. а) Af =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

; б) Af =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

;
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в) Af = 1
3

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

; г) Af = 1
2

 1 1 0
1 1 0
0 0 2

; д) Af = 1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα

; е) Af =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

, якщо ~i переходить в ~j, i

Af =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

, якщо ~j переходить в~i. 16. Ae
f =

 2 1 −1
0 0 0
−2 −1 1

 .

17. Af =

 0 0 0
1 0 0
0 2 0

. 18. Кожний лiнiйний оператор цього простору є

пiднесенням до фiксованого для нього дiйсного степеня всiх додатних дiй-
сних чисел.

19. Ae
f = 1

3

(
4 −2
1 4

)
; Aa

f = Ab
f = 1

3

(
4 1
−2 4

)
. 20. а)

f(~x) = (2,−2, 2); б) f(~x) = (−6,−6, 2); в) f(~x) = (11, 8,−1, 12); г)
f(~x) = (−8,−7,−15,−42). 21. За вiдомою формулою маємо Ab

f =

T b
aA

a
f (T b

a)−1. Оскiльки T b
a = T b

e (T a
e )−1, T a

e =

 1 −2 1
3 0 3
1 2 3

 i T b
e = 1 0 0

0 1 0
0 1 1

, то обчислюємо (T a
e )−1 = 1

6

 −3 4 −3
−3 1 0

3 −2 −3

. Тодi T b
a =

1
6

 −3 4 −3
−3 1 0

0 −1 −3

. Далi (T b
a)−1 = 1

12

 1 −5 −1
3 −3 3
−1 1 −3

. Нарештi Ab
f =

T b
aA

a
f (T b

a)−1 = 1
6

 −3 4 −3
−3 1 0

0 −1 −3

 2 1 3
0 1 1
0 0 3

 1
12

 1 −5 −1
3 −3 3
−1 1 −3

 =

1
72

 11 13 51
−4 28 24

7 −7 27

. 22. а) Af =


1 0 4 −1
1 2 1 3
0 1 4 0
0 0 1 3

; б) Af =


2 0 7 −5
0 1 3 −4
0 0 4 −1
−1 0 0 3

.

§ 3.2. Операцiї над лiнiйними операторами
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1. Гомотетiя з центром у початку координат i коефiцiєнтом αλ. 2.
а) Поворот на кут α + β; б) Поворот на кут α + β. 3. αAa

f . 4. Af+g =
Af + Ag = Ag+f , Af−g = Af − Ag, Ag−f = Ag − Af , Af◦g = AgAf , Ag◦f =
AfAg. 5. dimL∗1 = 1. 6. а) Нi; б) так; в) так. 7. Af2◦g2 = (Aa

g)2(Aa
f )2;

Aa
α−1f2 = α−1(Aa

f )2. 8. (f + g)((x1, x2, x3)) = (2x2 + x3, 2x3, 2x1 − x2);
(fg)((x1, x2, x3)) = g(f(x1, x2, x3)) = g((x2, x3, x1)) = (x1 + x3, x1, x2 − x3);
(gf)((x1, x2, x3)) = f(g(x1, x2, x3)) = f((x2 + x3, x3, x1 − x2)) = (x3, x1 −
x2, x2 + x3). 9. Вiдомо, що Ae

3f−2g = Ae
3f − Ae

2g = 3Ae
f − 2ge. Крiм того, з

Aa
f = T a

e A
e
f (T a

e )−1 маємо Ae
f = (T a

e )−1Aa
fT

a
e . Аналогiчно Ae

g = (T b
e )−1Ab

gT
b
e .

Але T a
e =

(
2 7
1 4

)
i T b

e =
(

3 8
1 3

)
. Тепер обчислюємо послiдовно

(T a
e )−1 =

(
4 −7
−1 2

)
i (T b

e )−1 =
(

3 −8
−1 3

)
. Далi Ae

f =
(

1 3
1 4

)
i

Ae
g =

(
1 2
1 3

)
та нарештi Ae

3f−2g = 3
(

1 3
1 4

)
−2
(

1 2
1 3

)
=
(

1 5
1 6

)
.

10. а)
(

1 0
0 1

)
; б)

(
1 1
1 1

)
. 11. Afg = Agf =

(
2 −2

−10 10

)
.

12. а) Ae
f+g =

 2 5 2
1 5 1
0 2 0

 , Ae
gf =

 3 17 −6
1 8 −3
0 2 −1

 ; б) Ae
f+g = 1 0 2

4 0 1
1 0 5

 , Ae
gf =

 3 −2 0
5 −5 8
2 −4 8

 . 13. а) Так; б) нi. 24. Iндекс

нiльпотентностi рiвний 4.

§ 3.3. Область значень i ядро, ранг i дефект лiнiйного оператора

1. Ime = L, Ker e = {~0}, Im o = {~0}, Ker o = L. Образ i ядро цих
операторiв не залежать вiд поля, над яким розглядається векторний простiр.
2. Ранг e дорiвнює dimL, а дефект рiвний 0. Ранг o дорiвнює 0, а дефект
рiвний dimL. 3. а) Першi k рядкiв мiстять тiльки нулi, а iншi – лiнiйно
незалежнi; б) першi k рядкiв лiнiйно незалежнi а iншi – мiстять тiльки
нулi. 4. а) Imf = {α~j|α ∈ R},Kerf = {α~i|α ∈ R}, ранг i дефект рiвнi 1;
б) Imf = {α~k|α ∈ R},Kerf = {α~i+β~j|α, β ∈ R}, ранг рiвний 1, а дефект 2.
5. Imf = {α~i + β~j|α, β ∈ R},Kerf = {α~k|α ∈ R}, ранг рiвний 2, а дефект
1. 6. Образ W3, ядро {~0}, ранг 3, дефект 0. 7. Образ W3, ядро {~0}, ранг
3, дефект 0. 8. Образ R1[x], ядро R. 9. а) Нi; б) так; в) так. 10. Дивись
задачу № 3а. 11. Лiнiйний оператор диференцiювання у просторi R2[x].

12. а) Imf = U , Kerf = V , rangf = dimU, defectf = dimV ; б) Imf =
U , Kerf = V , rangf = dimU, defectf = dimV .
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13. а) Ранг рiвний 1, а дефект – 2; Imf = {α(1, 0, 0)|α ∈ R},Kerf =
{α(0, 1, 0) + β(0, 0, 1)|α, β ∈ R}; б) ранг рiвний 2, а дефект – 1; Imf =
{α(1, 0, 0) + β(0, 0, 1)|α, β ∈ R},Kerf = {α(0, 1, 0)|α ∈ R}; в) ранг рiвний
3, а дефект – 1; Imf = {α(1, 0, 0, 0) + β(0, 1, 0, 0) + γ(0, 0, 1, 0)|α, β, γ ∈
R},Kerf = {α(0, 1, 0)|α ∈ R}; г) ранг рiвний 4, а дефект – 0; Imf =
R,Kerf = {~0}.

14. Imf = Rn−1[x], Ker f = R, ранг рiвний n− 1, а дефект – 1. 15. f
– похiдна; g = 3f .

16. а) Ранг i дефект рiвнi 1; Imf = {α(2, 3)|α ∈ R},Kerf =
{(2α, α)|α ∈ R}; б) ранг рiвний 1, а дефект – 3; Imf = {(4α, 0)|α ∈
R},Kerf = {(0, α, β, γ)|α, β, γ ∈ R}; в) ранг рiвний 1, а дефект – 2; Imf =
{α(1, 1, 1)|α ∈ R},Kerf = {α(1, 1, 0) + β(−2, 0, 1)|α, β ∈ R}; г) ранг рiвний
3, а дефект – 1; Imf = {α(1, 0, 1, 0)+β(−1, 1,−1, 1)+γ(−1, 0, 1,−1)|α, β, γ ∈
R},Kerf = {α(1, 1,−1, 0)|α ∈ R}; д) ранг рiвний 2, а дефект – 0; Imf =
{α(1, 1) + β(0, 1)|α, β ∈ R},Kerf = {~0}; е) ранг рiвний 2, а дефект – 1;
Imf = {α(1, 2, 3) + β(0, 0, 1)|α, β ∈ R},Kerf = {α(−1, 1, 6)|α ∈ R}; є) ранг
рiвний 3, а дефект – 0; Imf = {α(1, 0, 3) + β(2, 1,−3) + γ(−2, 0, 1)|α, β, γ ∈
R},Kerf = {~0}; ж) ранг i дефект рiвнi 2; Imf = {α(1,−2, 1, 2) +
β(2, 1, 0, 1)|α, β ∈ R},Kerf = {α(−1,−1, 1, 0) + β(−2,−1, 0, 1)|α, β ∈ R}.

17. Ker(e − f) = Imf , Ker f = Im (e − f). 18. а) Є виродженим,

оскiльки його матриця

 0 0 0
1 0 0
0 2 0

 у базисi 1, x, x2 є виродженою; б) є

невиродженим, оскiльки пiдпростiр L(sinx, cosx) простору C[a,b] має роз-
мiрнiсть 2 i одним з його базисiв є множина векторiв-функцiй {sinx, cosx},

а в цьому базисi матриця оператора диференцiювання є
(

0 1
−1 0

)
, тобто

невиродженою.

19. а) Так; A−1
f = 1

2

(
−5 −3

4 2

)
; б) так; A−1

f = 1
2

(
1 0
2 1

)
; в)

так; A−1
f = 1

2

(
1 0
2 1

)
; г) так; A−1

f = 1
2

(
1 0
2 1

)
; д) так; A−1

f =

1
2

(
1 0
2 1

)
; е) нi. 20. Матриця оберненого оператора є

(
0 −1
1 0

)
,

а аналiтично його можна задати так: f(α sinx+ β cosx) = β sinx− α cosx.

§ 3.4. Iнварiантнi пiдпростори. Власнi вектори i власнi значення
лiнiйного оператора

1. Всi пiдпростори. 2. а) Тривiальнi та U = {λ~i|λ ∈ R}, U = {λ~j|λ ∈
R}; б) тривiальнi та множина всiх векторiв, якi лежать на цiй прямiй; в)
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якщо α 6= kπ, то тiльки тривiальнi; якщо α = kπ, то будь-який пiдпростiр;
г) будь-який пiдпростiр.

3. а) Множини всiх векторiв, якi лежать на кожнiй прямiй, що проходить
через початок координат i лежить в площинi xOy; множина всiх векторiв,
якi лежать на осi Oz; множина всiх векторiв, якi лежать на площинi xOy,
та тривiальнi пiдпростори;

б) множина всiх векторiв, якi лежать на осi Oy; множини всiх векторiв,
якi лежать на кожнiй прямiй, що проходить через початок координат i ле-
жить в площинi xOz; множина всiх векторiв, якi лежать на площинi xOz,
та тривiальнi пiдпростори;

в) множина всiх векторiв, якi лежать на данiй прямiй; множини всiх ве-
кторiв, якi лежать на кожнiй прямiй, що проходить через початок координат
i лежить в площинi перпендикулярнiй до даної прямої в початку координат,
та тривiальнi пiдпростори;

г) множина всiх векторiв, якi лежать на данiй площинi; множини всiх
векторiв, якi лежать на кожнiй прямiй, що проходить через початок коорди-
нат i лежить в данiй площинi; множина всiх векторiв, якi лежать на прямiй,
що проходить через початок координат i перпендикулярна до даної площини
в початку координат, та тривiальнi пiдпростори;

д) якщо α 6= kπ, то множина всiх векторiв, якi лежать на площинi zOy,
множина всiх векторiв, якi лежать на осi Ox, та тривiальнi пiдпростори;
якщо α = 2kπ, то будь-який пiдпростiр; якщо α = (2k+1)π, то множина всiх
векторiв, якi лежать на площинi yOz, множина всiх векторiв, якi лежать на
осi Ox, множини всiх векторiв, якi лежать на кожнiй прямiй, що проходить
через початок координат i лежить в площинi yOz, та тривiальнi пiдпростори;

е) множина всiх векторiв, якi лежать на данiй прямiй, та тривiальнi
пiдпростори.

4. Rk[x], k 6 n. 5. Всi власнi значення – це дiагональнi елементи
матрицi оператора. 6. Одне. 7. Вiд одного до n лiнiйно незалежних. 8.

а)
(

1− λ 0
0 −λ

)
, λ(λ − 1) = 0; б)

(
1
2 − λ

1
2

1
2

1
2 − λ

)
, λ2 − λ = 0; в)(

cosα− λ sinα
− sinα cosα− λ

)
, λ2 − 2λ cosα + 1 = 0; г)

(
α− λ 0

0 α− λ

)
,

(α− λ)2 = 0.
9. а) Всi вектори виду (0, 0, α), α ∈ R\{0} i (α, β, 0), де α, β ∈ R, αβ 6= 0;

б) всi вектори виду (0, α, 0), α ∈ R \ {0} i (α, 0, β), де α, β ∈ R, αβ 6= 0; в)
всi вектори виду (α, α, α), де α ∈ R\{0}; г) всi вектори виду (α,−α, 0),α ∈
R \ {0} i (α, α, β), де α, β ∈ R, αβ 6= 0; д) якщо α 6= kπ, то всi вектори
виду (α, 0, 0),α ∈ R \ {0}; якщо α = kπ, то всi ненульовi вектори; е) всi
вектори виду (α, α, α), де α ∈ R \ {0}.
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10. 1,−2. 11. а) (λ−2)2((λ−3)2−1) = 0; б) (4λ−15)(λ2−12λ+35) = 0.
12. а) Тiльки тривiальнi; б) L((1, 1 +

√
3)), L((1, 1 −

√
3)) та тривiальнi

пiдпростори. 13. 2n. 14. Всi чотири оператори мають однаковi власнi
значення: λ1,2,3 = 2. Ситуацiя з власними векторами є iншою. а) Будь-
який ненульовий вектор простору L3 є власним вектором лiнiйного опера-
тора f ; б) власними векторами лiнiйного оператора g є множина векторiв
U = {(α, 0, β)|α 6= 0 ∨ β 6= 0}; в) власними векторами лiнiйного оператора h
є множина векторiв U = {(α, 0, 0)|α 6= 0}; г) власними векторами лiнiйного
оператора t є множина векторiв U = {(α, 0, 0)|α 6= 0}.

15. а) Власними значеннями є λ1 = 1, λ2 = −2; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1, 1) i ~a2 = α(2, 5), де α 6= 0;

б) власними значеннями є λ1 = 0, λ2 = 3; вiдповiдними власними векто-
рами є ~a1 = α(2, 1) i ~a2 = α(1, 2), де α 6= 0;

в) власними значеннями є λ1,2 = 3; йому вiдповiдає один власний вектор
~a = α(0, 1), де α 6= 0;

г) власними значеннями є λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1; вiдповiдними вла-
сними векторами є ~a1 = α(1,−1, 1), ~a2 = α(−2, 1, 1) i ~a3 = α(−1, 0, 1), де
α 6= 0;

д) власними значеннями є λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1,−2, 1) i ~a3 = α(3,−3, 1), де α 6= 0;

е) власними значеннями є λ1 = 1, λ2,3,4 = 3; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(0, 0,−1, 1) i ~a2 = α(0, 1, 1, 1), ~a3 = α(0, 1, 0, 0), де α 6= 0;

є) власними значеннями є λ1 = λ2 = λ3 = 2; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(−2, 1, 0) i ~a3 = α(−1, 0, 1), де α 6= 0;

ж) власними значеннями є λ1 = 1, λ2,3 = 2; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1,−1, 1) i ~a2 = α(−1, 1, 0), ~a3 = α(−1, 0, 1), де α 6= 0;

з) власними значеннями є λ1 = 0, λ2 = 4; вiдповiдними власними векто-
рами є ~a1 = α(1, 1, 1,−2) i ~a2 = α(1,−3,−5,−10), де α 6= 0.

16. Власним значенням є число 0, а власними векторами є всi многочле-
ни нульового степеня, тобто вiдмiннi вiд нуля дiйснi числа.

17. а) Розв’язання. Задача знаходження всiх iнварiантних щодо лiнiй-
ного оператора f одновимiрних пiдпросторiв векторного простору Ln рiвно-
сильна задачi знаходження власних векторiв для f . Якщо базис простору
Ln складається з власних векторiв оператора f , то всi нетривiальнi пiд-
простори простору Ln, якi iнварiантнi щодо оператора f , дiстанемо шляхом
утворення лiнiйних оболонок всiх можливих пiдмножин базису з власних
векторiв оператора f . Власними векторами даного лiнiйного оператора є
~a1 = (1,−2, 1),~a2 = (1, 0, 2),~a3 = (0, 1, 1). Тому iнварiантними щодо лi-
нiйного оператора f є пiдпростори L(~a1), L(~a2), L(~a3), L(~a1,~a2), L(~a1,~a3),
L(~a2,~a3) та тривiальнi – {~0}, L3.
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б) Власними векторами даного лiнiйного оператора є ~a1 =
(−1, 1,−1),~a2 = (1, 0, 2),~a3 = (0, 1, 2). Тому iнварiантними щодо лiнiйного
оператора f є пiдпростори L(~a1), L(~a2), L(~a3), L(~a1,~a2), L(~a1,~a3), L(~a2,~a3)
та тривiальнi – {~0}, L3;

в) власними векторами даного лiнiйного оператора є ~a1 = (1, 1, 0),~a2 =
(1, 0, 1),~a3 = (1, 2, 0). Тому iнварiантними щодо лiнiйного оператора f є
пiдпростори L(~a1), L(~a2), L(~a3), L(~a1,~a2), L(~a1,~a3), L(~a2,~a3) та тривiальнi
– {~0}, L3;

г) власними векторами даного лiнiйного оператора є ~a1 = (−1, 1, 0),~a2 =
(−1, 0, 1),~a3 = (1, 1, 1). Тому iнварiантними щодо лiнiйного оператора f є
пiдпростори L(~a1), L(~a2), L(~a3), L(~a1,~a2), L(~a1,~a3), L(~a2,~a3) та тривiальнi
– {~0}, L3. 18. а) Iнварiантними щодо обох лiнiйних операторiв є лiнiйна
оболонка L((1, 0, 2)) та тривiальнi пiдпростори {~0}, L3; б) iнварiантними
щодо обох лiнiйних операторiв є тiльки тривiальнi пiдпростори {~0}, L3.
21. −4E. Дiйсно, характеристичне рiвняння матрицi A є λ3 − 2λ + 1 =
0. Тому має мiсце рiвнiсть A3 − 2A + E = O. Звiдки (A − E)(A2 + A −
E) = O. Оскiльки A2 + A − E 6= O, то A − E = O. 22. Характеристичне
рiвняння матрицi A є λ3 − 6λ2 + λ + 6 = 0. Тому має мiсце рiвнiсть A3 −
6A2 + A + 6E = O. Звiдки A(− 1

6 )(A2 − 5A + E) = E i A−1 = − 1
6 (A2 −

6A + E) = − 1
6

 −2 2 −1
10 2 −4
−4 −2 1

 . 24. Нехай A = At ∈ Mn(R). Легко

перевiрити, що |A − λE| = 0 тодi i тiльки тодi, коли |A − λE| = 0. Пiсля
цього перевiряємо, що ~xA = λ~x тодi i тiльки тодi, коли ~xA = λ~x. Далi
перевiряємо, що (~xA)~x = ~x(~xA). Але (~xA)~x = (λ~x)~x = λ(~x~x) та ~x(~xA) =
~x(λ~x) = λ(~x~x). Це означає, що λ(~x~x) = λ(~x~x) i (λ− λ)~x~x = 0. Тому λ = λ i
λ ∈ R.

22. а) Власними значеннями є λ1 = i, λ2 = −i; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1,−i) i ~a2 = α(1, i), де α 6= 0;

б) Власними значеннями є λ1 = 2+3i, λ2 = 2−3i; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1− 3i, 2) i ~a2 = α(1 + 3i, 2), де α 6= 0;

в)Власними значеннями є λ1 = 4 + i, λ2 = 4− i; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1,−1 + i) i ~a2 = α(1,−1− i), де α 6= 0;

г) Власними значеннями є λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(−1 + i, 1) i ~a2 = α(−1− i, 1), де α 6= 0;

д) Власними значеннями є λ1 = 2+2i, λ2 = 2−2i; вiдповiдними власними
векторами є ~a1 = α(1, 2 + 2i) i ~a2 = α(1, 2− 2i), де α 6= 0;

§ 3.5. Зведення матрицi до дiагонального виду

1. а) {0, 1}; б) якщо α 6= kπ, то ∅; якщо α = 2kπ, то {1}; якщо
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α = (2k + 1)π, то {−1}; в) {0, 1}; г) {λ}. 2. В обох випадках лiнiйний
оператор "розтягує" вiдповiдний векторний простiр вздовж власних векторiв
цього оператора з коефiцiєнтами розтягу, рiвними власним значенням для
цих векторiв. 3. {1} i {0} вiдповiдно. 4. а) Так, вона подiбна до матриць(

0 0
0 4

)
i
(

4 0
0 0

)
; б) нi. 5. При умовi, що вона має n дiйсних ха-

рактеристичних коренiв, серед яких хоча б два є рiзними. 6.
(
a b
c −a

)
,

де a, b, c ∈ Q i a2 = 1− bc. 7. a = 0. 8. а)
(
−1 0

0 1

)
; б) такої матрицi

не iснує; в)
(

1 0
0 4

)
; г)

(
0 0
0 7

)
. 9. а)

(
−1 0

0 1

)
; б)

(
2 0
0 4

)
;

в)

(
5−
√

17
2 0

0 5+
√

17
2

)
; г)

(
3 0
0 4

)
. 10. а) Дану матрицю не можна

звести до дiагонального виду, оскiльки власному значенню λ1,2 = 2 вiдпо-
вiдає тiльки один лiнiйно незалежний власний вектор ~a = (1, 0, 0); б) дана

матриця подiбна до матрицi

 −5 0 0
0 2 0
0 0 3

; в) дану матрицю не можна

звести до дiагонального виду, оскiльки власному значенню λ1,2 = 5 вiдпо-
вiдає тiльки один лiнiйно незалежний власний вектор ~a = (0, 0, 1,−2); г)

дана матриця подiбна до матрицi

 −1 0 0
0 2 0
0 0 1

; д)

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 ; е)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

. 11. Вiд нi одної до n!. 12. а) ~a1 = (−
√

2
2 ,

√
2

2 ),~a2 =

(
√

2
2 ,

√
2

2 ) ;
(

1 0
0 3

)
; б) ~a1 = (−

√
2

2 ,
√

2
2 ),~a2 = (

√
2

2 ,
√

2
2 ) ;

(
3 0
0 7

)
;

в) ~a1 = (− 2
3 ,

1
3 ,

2
3 ),~a2 = ( 2

3 ,
2
3 ,

1
3 ),~a3 = ( 1

3 ,−
2
3 ,

2
3 );

 18 0 0
0 9 0
0 0 −9

; г)

~a1 =
√

5
5 (1, 0,−2),~a2 =

√
5

15 (4, 5, 2),~a3 = 1
3 (2,−2, 1);

 9 0 0
0 9 0
0 0 27

. 13.

Дана матриця має 2 рiвнi характеристичнi коренi λ1,2 = 2, але їм вiдпо-
вiдає тiльки один лiнiйно незалежний вектор ~a = (1, 1). Тому матриця не
може бути зведеною до дiагонального виду. Разом з тим iснує невироджена
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матриця Q =
√

2
2

(
1 1
1 −1

)
така, що Q−1 =

√
2

2

(
1 1
1 −1

)
i B = QAQ−1.

15. а) Дана матриця подiбна до дiагональної матрицi

 −1 0 0
0 1 0
0 0 3

;

б) дана матриця подiбна до матрицi

 5 0 0
3 0 0
−2 −5 5

 i Q =

 1 0 0
0 1 −2
0 2 1

;

в) Розв’язання. Знайдемо спочатку хоча б один характеристичний корiнь да-
ної матрицi. Її характеристичне рiвняння є таким λ3 = 0. Характеристично-
му кореню λ = 0 вiдповiдає один лiнiйно незалежний вектор ~a = (1, 0,−1).
Доповнимо цей вектор до ортогонального базису евклiдового векторного
простору R3. За такий базис можна взяти ~a = (1, 0,−1),~a1 = (0, 1, 0),~a2 =
(1, 0, 1). З цих векторiв складемо матрицю, вектор-рядками якої є останнi

вектори: S =

 1 0 −1
0 1 0
1 0 1

. Остання матриця є ортогональною i неви-

родженою. При цьому S−1 = 1
2

 1 0 1
0 2 0
−1 0 1

. Розглянемо тепер матри-

цю B = SAS−1 =

 1 0 −1
0 1 0
1 0 1

 −1 1 2
0 −1 −1
−1 1 2

 1
2

 1 0 1
0 2 0
−1 0 1

 = 0 0 0
1
2 −1 − 1

2
−3 2 1

. Вона подiбна до даної i в нiй у першому ряд-

ку стоять нулi. Розглянемо тепер пiдматрицю другого порядку C =(
−1 − 1

2
2 1

)
, яка стоїть у правому нижньому кутi даної матрицi. Її

характеристичне рiвняння є таким: λ2 = 0. Характеристичному коре-
ню λ = 0 вiдповiдає один лiнiйно незалежний вектор ~b = (2, 1). До-
повнимо цей вектор до ортогонального базису евклiдового векторного
простору R2. За такий базис можна взяти ~b = (2, 1),~b1 = (−1, 2). З
цих векторiв складемо матрицю, вектор-рядками якої є останнi вектори

T =
(

2 1
−1 2

)
та обчислимо T−1 = 1

5

(
2 −1
1 2

)
i D = TCT−1 =(

2 1
−1 2

)(
−1 − 1

6
2 1

)
1
5

(
2 −1
1 2

)
=
(

0 0
5
2 0

)
. Побудуємо тепер ма-
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трицю Q =

 1 0 0
0 2 1
0 −1 2

 i обернену до неї Q−1 = 1
5

 1 0 0
0 2 −1
0 1 2

. На-

рештi знаходимо шукану трикутну матрицю QBQ−1 = Q(SAS−1)Q−1 =

(QS)A(QS)−1 =

 1 0 0
0 2 1
0 −1 2

 0 0 0
1
2 −1 − 1

2
−3 2 1

 1
5

 1 0 0
0 2 −1
0 1 2

 = 0 0 0
− 2

5 0 0
− 13

10
5
2 0

.

§ 1.8.

Роздiл: Системи лiнiйних нерiвностей

§ 4.1. Числовi нерiвностi. Нерiвностi зi змiнними

3. Множина розв’язкiв завжди є пiдмножиною областi визначення не-
рiвностi. 4. Слiд показати, що множина розв’язкiв нерiвностi спiвпа-
дає з її областю визначення. 5. а) нi; б) так; в) нi; г) так; д) нi. 6.
a = b = 0, c 6 0. 7. a = b = c = 0, d < 0. 8. а) так; б) нi; в) так; г) так; д)
так; е) нi; є) нi; ж) так. 9. Вiд’ємне.

10. а) (−∞,−2] ∪ [1,+∞); б) ( 3
2 , 2); в) ( 4

7 ,
5
7 ) ∪ ( 5

7 ,+∞);
г) (−π

6 + 2kπ, π
6 + 2kπ)∪ (π

6 + 2kπ, 5π
6 + 2kπ)∪ ( 5π

6 + 2kπ, π+ 2kπ), де k ∈ Z.
11 а) 0; б) x ∈ (1, 2)∪(5,+∞); в) x = 3, x ∈ [4, 7]; г) x 6 0. 12. а) a = −3;

б) a = −2. 13. а) a1 = . . . = an = 0, a > 0; б) a1 = a2 = . . . = an = 0, a < 0.
14. а) a ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1]; б) a ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞).

§ 4.2. Системи лiнiйних нерiвностей з двома i трьома змiнними

1. а)
{
x− 2y 6 0,
x− 2y > 0; б)

 y > 2x+ 1,
y 6 2x+ 1,
x− 1 > 0;

в)

 3x+ 2y 6 6,
x > 0,
y > 0;

г)


x+ y 6 2,
−x+ y > 0,
y − 1 > 0,
x+ 2y > 3;

д)
{

x− 2y 6 3,
2x− 4y > 15; е)


x− y 6 4,
x+ 2y 6 10,
x− y > 0,
x+ 2y > 0;

є)


x− y 6 0,
y − x 6 5,
x+ y > 0,
x+ y 6 5;

ж)


x > 0, x 6 4,
y > 0, y 6 4,
x+ 2y 6 6,
2x+ y 6 6.
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2. Нi. 3. а) Перша нерiвнiсть є наслiдком другої; б) друга нерiвнiсть
є наслiдком першої; в) перша нерiвнiсть є наслiдком другої; г) жодна з

нерiвностей не є наслiдком iншої. 4.
{

6x2 − x3 > 0,
7x2 + 3x3 > 0. 5. а) Так; б) нi.

6. а) Друга система є наслiдком першої; б) жодна з систем не є наслiдком
iншої; в) перша система є наслiдком другої.

7. а) 2
3 < x < 5

7 ; б) {(x, y)| 25x < y < 2
3x}; в) {(x, y)|x = y = 0};

г) {(x, y)| − 8
3x < y 6 − 1

2x}; д) {(x, y)| 12 cos π
5 6 x 6 sin π

5 };
е) {(x, y)|− 4

5x < y < 4
5x∧x 6 2}; є) {(x, y)| 12x < y 6 2x∧x 6 2}; ж) ∅.

8. а) {(x, y)||y| 6 2 − 2
3x ∧ x 6 0}; б) {(x, y)||2x + 3y| 6 6}; в)

{(x, y)||x − y| = 8 ∧ xy 6 0}; г) {(x, y)|2x − 1 6 y 6 x
2 ∧ x > 0}; д) ∅;

е) {(x, y)| 12x 6 y 6 x}; є) {(x, y)|y = x + 4}; ж) {(x, y)| − 1−x
4 6 y 6

4x+ 1 ∧ 5x+ 2y = 10}.

§ 4.3. Розв’язування систем лiнiйних нерiвностей методом
виключення невiдомих

1. Розглянемо систему
{

2x− y + 1 > 0,
x− 2y + 2 > 0. Нерiвнiсть 8x − 7y + 7 > 0

є лiнiйною комбiнацiєю нерiвностей цiєї системи, оскiльки 3(2x − y + 1) +
2(x− 2y + 2) = 8x− 7y + 7.

2. а) −5x+ 4 6 2x; б) 4 6 2x; в) x < 0; г)
{

x < 0,
−3x+ 2 6 1

2x+ 3
2 .

3. Так. 4. Одну. 5. Так, якщо всi нерiвностi є нестрогими. Не завжди,
якщо серед нерiвностей є строгi. 6. Якщо всi нерiвностi системи є нестро-
гими, то твердження iстинне. Якщо ж серед нерiвностей системи є строга,
то при λ = 0 твердження є хибним, а в рештi випадкiв – iстинним. 7.
Застосуйте властивостi числових нерiвностей. 8. Застосуйте властивостi
числових нерiвностей.

9. Зобразiть розв’язок системи нерiвностей i данi вектори на коорди-
натнiй площинi. 10. а) Наприклад, фундаментальною системою розв’яз-
кiв є множина векторiв ~a = (−1, 0),~b = (0, 1), а загальний розв’язок –
~x = k1~a + k2

~b, де k1, k2 > 0. б)Наприклад, фундаментальною системою
розв’язкiв є множина векторiв ~a = (−1, 0),~b = (0,−1), а загальний розв’я-
зок – ~x = k1~a+ k2

~b, де k1, k2 > 0.
11. Означення понять наслiдку i рiвносильностi для систем лiнiйних

рiвнянь i нерiвностей однаковi. Означення поняття лiнiйної комбiнацiї для
рiвнянь загальнiше, нiж для нерiвностей, оскiльки у другому випадку дiйснi
коефiцiєнти можуть бути тiльки невiд’ємними. Це приводить до рiзницi в
поняттях фундаментальної системи розв’язкiв i загального розв’язку для
систем лiнiйних рiвнянь i нерiвностей.
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12. а)
{
− 10

7 x+ 2 6 x,
− 10

7 x+ 2 6 − 1
2x−

3
4 ; б)

{
x+ 12 < − 3

4x+ 3
2 ,

− 5
7x+ 12

7 < − 3
4x+ 3

2 ;

в)
{
−7x+ 11 6 x+ 3,
− 3

5x−
9
5 6 x+ 3; г)

{
6x+ 8 6 1

4x−
1
2 ,

− 5
3x+ 4

3 6 6x+ 8.

13. а)

 −5x+ y − 2 6 7
2x+ y − 2,

−5x+ y − 2 6 −x− y + 4,
−5x+ y − 2 6 2x− 3y + 1;

{x > 0 ; частинний розв’я-

зок: x = 0, y = 0, z = 2; б)


x1 − 2x2 + 2 6 1

2x1 − 3x2 + 5
2 ,

x1 − 2x2 + 2 6 1
6x1 − 1

6x2 − 1
6 ,

−x1 − x2 6 1
6x1 − 1

6x2 − 1
6 ,

−x1 − x2 6 1
2x1 − 3x2 + 5

2 ;
5
11x1 + 13

11 6 − 1
2x1 + 1

2 ,
5
11x1 + 13

11 6 3
4x1 + 5

4 ,
− 7

5x1 + 1
5 6 3

4x1 + 5
4 ,

− 7
5x1 + 1

5 6 − 1
2x1 + 1

2 ;


x1 6 − 5

7 ,
x1 > − 3

13 ,
x1 > − 21

43 ,
x1 > − 1

3 ;

система несумiсна;

в)
{
−3x+ 30 6 2x+ 1,
−3x+ 30 6 − 1

2x+ 3
2 ; x − 57

5 > 0; частинний розв’язок

x = 13, y = 5; г)

 x+ 5 6 0,
− 5

3x+ 4
3 6 1

4x−
1
2 ,

− 5
3x+ 4

3 6 2x− 3;

 x 6 −5,
x > 13

11 ,
x > 22

23 ;
си-

стема несумiсна; д)

 −x1 + x2 − 2x3 + 1 < −x1 + 2x2 − x3,
2x1 − x2 + x3 < −x1 + 2x2 − x3,

− 1
2x1 − 1

2x2 − 1
2x3 + 5

2 < −x1 + 2x2 − x3;{
3x1 − 5x2 + 2 < 0,
x1 − 6x2 + 6 < 0; 0 6 0; частинний розв’язок x1 = 0, x2 = 2,

x3 = 0, x4 = 3; е)


x1 − x2 6 5

6x1 + 1
6x2,

x1 − x2 6 1
2x1 − 3x2,

−x1 − x2 6 1
2x1 − 3x2,

−x1 − x2 6 5
6x1 + 1

6x2;


1
7x1 6 − 1

4x1,
1
7x1 6 3

4x1,
− 11

7 x1 6 3
4x1,

− 11
5 x1 6 − 1

4x1;{
x1 6 0,
x1 > 0; система має єдиний розвязок x1 = x2 = x3 = 0.

14. а) ~a1 = (−1,−2), ~a2 = (−2,−1); ~a = k1~a1 + k2~a2, k1, k2 > 0; б)
~a1 = (−3, 2), ~a2 = (−2,−1); ~a = k1~a1 + k2~a2, k1, k2 > 0; в) ~a1 = (2, 1),
~a2 = (1,−3); ~a = k1~a1 + k2~a2, k1, k2 > 0; г) ~a1 = (1, 4), ~a2 = (5,−1);
~a = k1~a1 + k2~a2, k1, k2 > 0. 15. ~a1 = (2, 1, 1), ~a2 = (0, 1, 0), ~a3 = (0, 0, 1);
~a = k1~a1 + k2~a2 + k3~a3, k1, k2, k3 > 0.

§ 4.4. Задачi лiнiйного програмування i графiчний спосiб їх
розв’язування
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1. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей

а)



2x1 − 3x2 + x3 6 −1,
−2x1 + 3x2 − x3 6 1,
−x1 − x2 − x3 6 −6,
x1 + x2 + x3 6 6,

4x1 − 3x2 − 2x3 6 −8,
−4x1 + 3x2 + 2x3 6 8;

б)



2x1 − x2 + 3x3 − 7x4 6 5,
−2x1 + x2 − 3x3 + 7x4 6 −5,
−6x1 + x2 − x3 + 4x4 6 1,

6x1 − x2 + x3 − 4x4 6 −1,
−4x1 + 2x2 + 2x3 − 4x4 6 −3,

4x1 − 2x2 − 2x3 + 4x4 6 3
знайти такий, який максимiзував (мiнiмiзував) би цiльову функцiю:
а) f(x1, x2, x3) = 4x1 + 7x2 − x3; б) f(x1, x2, x3) = 11x1 − x2 + 2x3 − x4.

2. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь

а)


5x1 + x2 − 6x3 + x4 = 0,
x1 − x2 − x3 + x5 = 0,

−x1 + 6x2 + 2x3 + x6 = 0,
x1 + x2 + x3 = 0.

б)

 5x1 + 4x2 − 6x3 − x4 = 0,
−x1 + 2x2 + 2x3 − x5 = 0,

3x1 + x2 − x3 − x6 = 0

знайти такий, який максимiзував (мiнiмiзував) би цiльову функцiю:
а) f(x1, x2, x3) = 2x1 + x2 + 5x3; б) f(x1, x2, x3) = −3x1 − x2 − x3.

3. а) Стандартна (канонiчна): на множинi невiд’ємних розв’язкiв систе-
ми лiнiйних нерiвностей (рiвнянь)

x1 − x2 − x3 6 −2,
x1 + x2 + x3 6 5,

x1 − 6x2 − 2x3 6 0,
−x1 + 6x2 + 2x3 6 0,

5x1 + x2 − 6x3 6 1,




5x1 + x2 − 6x3 + x4 = 1,
x1 − x2 − x3 + x5 = −2,
x1 + x2 + x3 + x6 = 5,
−x1 + 6x2 + 2x3 = 0,


знайти такий, який максимiзував би цiльову функцiю f(x1, x2, x3) =
−x1 + 6x2 − x3;
б) стандартна (канонiчна): на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи
лiнiйних нерiвностей (рiвнянь)

x1 − 3x2 − x3 − 2x4 > 0,
2x1 − 3x2 − 2x3 − x4 > −4,
−2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 > 4,

5x1 + x2 + x3 > 3,

 −2x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = 4,
x1 − 3x2 − x3 − 2x4 − x5 = 0,

5x1 + x2 + x3 − x6 = 3


знайти такий, який мiнiмiзував би цiльову функцiю f(x1, x2, x3) =
2x1 − x2 − 5x3 + x4.

4. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей
2y1 + y2 6 2,
−y1 + 2y2 6 −1,

3y1 − y2 6 1,
y1 − 3y2 6 −3

знайти такий, який мiнiмiзував би цiльову функцiю

g(y1, y2) = y1 + 2y2.
5. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь
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{
4x1 + 3x2 + x3 = 180,

3x2 + 9x3 + 12x4 = 900
знайти такий, який максимiзував би цiльову функцiю
f(x1, x2, x3, x4) = 12x1 + 5x2 + 3x3 + 0x4.

6. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь i нерiв-
ностей 

x1 + y1 + z1 = 5000,
x2 + y2 + z2 = 8000,
x3 + y3 + z3 = 9000,

16x1 + 14x2 + 15x3 > 19000,
30y1 + 42y2 + 51y3 > 158000,
30z1 + 35z2 + 25z3 > 300000

знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю
f = 640x1 +560x2 +600x3 +1800y1 +2100y2 +2550y3 +840z1 +980z2 +784z3.
Тут xi – площа, вiдведена пiд жито на масивi i, yj – площа, вiдведена пiд
пшеницю на масивi j, zt – площа, вiдведена пiд кукурудзу на масивi t.

7. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей
a11x1 + a12x2 + a13x3 + a14x4 6 b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 + a24x4 6 b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 + a34x4 6 b3,
a41x1 + a42x2 + a43x3 + a44x4 6 b4,
a51x1 + a52x2 + a53x3 + a54x4 6 b5,

де xj – число одиниць продукцiї виду Pj , знайти такий, який би максимi-
зував цiльову функцiю f(x1, x2, x3, x4) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4.

8. На множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь

∑n
j=1 x1j = p1,

. . . . . . . . .∑n
j=1 xmj = pm,∑n
t=1 xt1 = s1,

. . . . . . . . .∑n
t=1 xtn = sn,

де xij – кiлькiсть тонн бурякiв, яка доставляється з агрофiрми Fi до
цукрового заводу Sj , знайти такий, який мiнiмiзував би цiльову функцiю
f =

∑m
i=1

∑n
j=1 cijxij .

9. а) Нехай (α, β, γ) = (=,6,>). Тодi у загальному видi задача форму-
люється так: на множинi розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь i нерiвностей

3x1 − x2 + x3 = 1,
2x2 − x3 6 3,

x1 − 3x2 − 2x3 6 −2,
x1, x3 > 0
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знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю f = 4x1 + x2 + 3x3;
Оскiльки у данiй задачi немає обмеження на невiд’ємнiсть змiнної x2,

то для запису цiєї задачi у канонiчному та стандартному видi введемо новi
невiд’ємнi змiннi x

′

2 i x
′′

2 так, щоб x2 = x
′

2 − x
′′

2 . Тодi у канонiчному видi
вона запишеться так: на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних
рiвнянь

3x1 − x
′

2 + x
′′

2 + x3 = 1,
2x

′

2 − 2x
′′

2 − x3 + x4 = 3,
x1 − 3x

′

2 + 3x
′′

2 − 2x3 + x5 = −2
знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю
f = 4x1 + x

′

2 − x
′′

2 + 3x3 + x4 + x5, а у стандартному видi
на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних нерiвностей

3x1 − x
′

2 + x
′′

2 + x3 6 1,
−3x1 + x

′

2 − x
′′

2 − x3 6 −1,
2x

′

2 − 2x
′′

2 − x3 6 3,
x1 − 3x

′

2 + 3x
′′

2 − 2x3 6 −2
знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю f = 4x1+x

′

2−x
′′

2 +3x3.
Аналогiчно розглядається другий випадок. 10. а) Нехай (α, β, γ) = (>,6,=
). Тодi у загальному видi задача формулюється так: на множинi розв’язкiв
системи лiнiйних рiвнянь i нерiвностей

−6x1 − 5x2 6 −2,
−4x1 + 3x2 6 1,

8x1 − 7x2 = 3,
x1 > 0

знайти такий, який би максимiзував цiльову функцiю f = 2x1 + x2. Тодi
аналогiчними мiркуваннями як у задачi № 4 прийдемо до такої двоїстої
задачi: на множинi розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь i нерiвностей −6y1 − 4y2 + 8y3 > 2,

−5y1 + 3y2 − 7y3 = 1,
y1, y2 > 0

знайти такий, який би мiнiмiзував цiльову функцiю f = −2y1 + y2 + 3y3.
11. Задача мiнiмiзацiї має нескiнченну множину оптимальних розв’яз-

кiв: кожна точка вiдрiзка з кiнцями в точках A(1, 3) i B(0, 4) є оптималь-
ним розв’язком , причому fmin(0, 4) = 4. Задача максимiзацiї оптимального
розв’язку не має, бо цiльова функцiя не обмежена зверху. У випадку а)
fmin(0, 4) = 4 i fmax(9, 1) = 10. У випадку б) fmin(0, 1) = 1, а точки, в якiй
функцiя досягає свого максимуму, не iснує.

12. Дана система нерiвностей має порожню множину розв’язкiв. Тому
задачi максимiзацiї i мiнiмiзацiї не допустимi i оптимального розв’язку не
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мають. У випадках а) i б) вiдповiдь не змiниться.
13. Задача максимiзацiї має єдиний оптимальний розв’язок fmax(6, 4) =

−34. Задача мiнiмiзацiї оптимального розв’язку не має, бо цiльова функцiя
не обмежена знизу. У випадку а) вiдповiдь не змiниться. У випадку б)
fmin(6, 4) = 34 – єдиний розв’язок задачi мiнiмiзацiї, а задача максимiзацiї
розв’язку не має.

14. Задача мiнiмiзацiї має єдиний оптимальний розв’язок fmin(3, 1) = 8.
Задача максимiзацiї оптимального розв’язку не має, бо цiльова функцiя не
обмежена зверху.

15. Задача максимiзацiї i мiнiмiзацiї розв’язкiв не має. Якщо ж виконати
вказану замiну нерiвностей у системi, то fmin(0, 0) = 0 i fmax(0, 7) = 63.

16. fmin(5, 0) = −30 i fmax(1, 4) = −2. а) Задача мiнiмiзацiї оптимально-
го розв’язку не має i fmax(5, 0) = −30; б) fmin(5, 0) = −30 i fmax(1, 4) = −2.

17. Задача № 4 є допустимою, оскiльки (2, 0, 0, 0) є одним з невiд’єм-
них розв’язкiв даної системи лiнiйних нерiвностей, а двоїста до неї задача
(дивись вiдповiдь до цiєї задачi) є недопустимою. Отже, дана задача опти-
мального розв’язку немає.

18. а) Двоїстою задачею до даної є: знайти невiд’ємний розв’язок систе-

ми лiнiйних нерiвностей


2x1 + 3x2 6 3,
x1 + 3x2 6 4,
−x1 + x2 6 5,
5x1 + 4x2 6 6

при якому функцiя

f? = 5x1 + 4x2 досягає максимуму. Ця функцiя досягає максимуму в ко-
жнiй точцi вiдрiзка з кiнцями A( 6

7 ,
8
7 ) i B( 5

6 , 0). Отже, f?( 5
6 , 0) = 6. Тодi

можна показати, що для прямої задачi fmin(0, 0, 0, 1) = 6. Випадки б),в),г)
розв’язуються аналогiчно.

19. а) a ∈ [ 12 , 2]; б) a ∈ (0, 2
9 ]; в) a ∈ [− 1

2 ,
3
4 ]; г) таких значень параметра

немає.

§ 4.5. Симплекс-метод та його застосування

1. При застосуваннi прийомiв диференцiального числення отримаємо си-

стему f.
dxi

= 0, яка не має розв’язку на областi G лiнiйних обмежень задачi
лiнiйного програмування. Це вказує на те, що оптимум цiльової функцiї f
може досягатися лише на межi областi G.

2. Оскiльки для функцiї ϕ(~x) = −f(~x) має мiсце рiвнiсть minf(~x) =
−maxϕ(~x), то задача мiнiмiзацiї зводиться до задачi максимiзацiї при тих
самих обмеженнях.

3. Якщо у стандартнiй задачi всi вiльнi члени невiд’ємнi, то її слiд пе-
ревести в канонiчну форму. Якщо деякий вiльний член вiд’ємний, то вiд-



Системи лiнiйних нерiвностей 185

повiдну нерiвнiсть замiнюємо на рiвняння i множимо його на −1, а пiсля
цього застосовуємо метод штучного базису. 4. Так.

5. а) Перепишемо дану систему у видi

 x3 + x1 − 2x2 = 1,
x4 − 2x1 + x2 = 2,
x5 + 3x1 + x2 = 3.

З цього запису видно, що за вiльнi невiдомi можна взяти x1, x2, а x3, x4, x5

є базисними. Оскiльки всi вiльнi члени додатнi, то вектор ~x0 = (0, 0, 1, 2, 3)
є допустимим базисним розв’язком i при цьому f(~x0) = 0. Оскiльки в ана-
лiтичному заданнi цiльової функцiї коефiцiєнт бiля x1 вiд’ємний, а бiля x2

додатний, то збiльшення значення функцiї можна досягти тiльки при збе-
реженнi x1 = 0 i збiльшеннi x2, але так, щоб змiннi x3, x4, x5 залишалися
невiд’ємними. Це означає, що таке x2 повинно задовольняти систему не-

рiвностей

 1 + 2x2 > 0,
2− x2 > 0,
3− x2 > 0,

тобто x2 = 2. Тодi вектор ~x1 = (0, 2, 5, 0, 1) є

новим допустимим базисним розв’язком i при цьому f(~x1) = 10. Тепер в ролi
вiльних змiнних вiзьмемо x1, x4, а базисних – x2, x3, x5. Оскiльки з другого
рiвняння x2 = 2x1 − x4, то цiльова функцiя приймає вид f = 10 + 5x1 − 5x4

i

 x2 − 2x1 + x4 = 2,
x3 − 3x1 + 2x4 = 5,
x5 + 5x1 − x4 = 1.

Далi будемо збiльшувати x1, залишаючи x4 = 0. Це означає, що таке

x1 повинно задовольняти систему нерiвностей

 2 + 2x1 > 0,
5 + 3x1 > 0,
1− 5x1 > 0,

тобто

x1 = 1
5 . Тодi вектор ~x2 = ( 1

5 ,
12
5 ,

28
5 , 0, 0) є новим допустимим базисним

розв’язком i при цьому f(~x2) = 11. Далi в ролi вiльних змiнних вiзьмемо
x4, x5, а базисних – x1, x2, x3. При цьому цiльова функцiя приймає вид

f = 11−4x4−x5, а система обмежень –

 x1 − 1
5x4 + 1

5x5 = 1
5 ,

x2 + 3
5x4 + 2

5x5 = 12
5 ,

x3 + 7
5x4 + 3

5x5 = 28
5 .

Оскiльки обидвi вiльнi змiннi входять до цiльової функцiї з вiд’ємними
коефiцiєнтами, то найбiльшого значення вона досягне при x4 = x5 = 0.
Отже, вектор ~x2 = (1

5 ,
12
5 ,

28
5 , 0, 0) є оптимальним розв’язком i fmax(~x2) = 11.

б) Максимального значення не iснує; в) оптимальним розв’язком є ~x3 =
(0, 0, 7

4 ,
1
2 ), ϕmax(~x3) = 7

2 i fmin(~x3) = − 7
2 ; г) оптимальним розв’язком є

~x? = (0, 1, 3, 0) i fmin(~x?) = −3.
6. а) Нi; б) нi. 7. Вказiвка: якщо вершина многогранника системи обме-

жень є виродженою (на це вказує менше число ненульових координат у
вершини в порiвняннi з рангом системи обмежень), то їй будуть вiдповiдати
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кiлька базисiв. Кожен з таких базисiв складається з векторiв-стовпцiв при
невiдомих, причому до нього обовязково входять тi вектори, для яких значе-
ння вiдповiдної змiнної у вершинi бiльшi нуля. а) {~p2, ~p4, ~p3} та {~p2, ~p4, ~p6}
є базисами вершини ~x0; б) якщо k 6= 4 i k 6= 15, то {~p1, ~p2, ~p3}, {~p1, ~p3, ~p4},
{~p2, ~p3, ~p4} є базисами вершини ~x0; якщо k = 15, то {~p1, ~p2, ~p3}, {~p2, ~p3, ~p4}
є базисами вершини ~x0; якщо k = 4 то {~p1, ~p3}, {~p2, ~p3}, {~p3, ~p4} є базисами
вершини ~x0.

8. а) Має мiсце твердження Б. Покажемо це. З початкового допустимого
базисного розв’язку ~x0 = (2, 0, 0, 3, 0) видно, що за базиснi невiдомi слiд
взяти x1, x4, а за вiльнi – x2, x3, x5. Перепишемо систему обмежень тепер у

виглядi
{
x1 − x2 + 2x3 − 4x5 = 2,
x4 + x2 + 3x3 + − 6x5 = 3.

(спочатку у першому рiвняннi виключили x1, а потiм у другому – x4).
Складемо вiдповiдну симплекс-таблицю.

i Баз. Баз. ~p 2 −4 1 −1 3
зм. век. ~p′ ~x0 ~p1 ~p2 ~p3 ~p4 ~p5

1 x1 ~e1 2 2 1 −1 2 0 −4
2 x4 ~e2 −1 3 0 1 3 1 −6
j 1 0 1 0 0 −7

З таблицi видно, що ∆5 = −7 < 0 i ~p5 = (−4,−6) має обидвi вiд’-
ємнi координати. Отже, цiльова функцiя необмежена, тобто задача не має
розв’язку. б) В; в) А; г) В.

10. а) fmax(0, 5, 6, 0) = 17; б) fmin(3, 0, 4, 0) = −7; в)
fmax(3, 0, 0, 0, 0, 2) = 13; г) fmin(0, 1, 0, 1, 1) = 5.

11. а) Введемо новi невiд’ємнi змiннi x5, x6 та запишемо задачу у кано-
нiчному видi: на множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь{

2x1 + 4x2 − x3 − x4 + x5 = 3,
−x1 − x2 + x3 + 4x4 + x6 = 4

дослiдити цiльову функцiю f = −x1−x2 +3x3 +x4 +0x5 +0x6 на максимум.

Отримана система рiвнянь сумiсна i її ранг рiвний 2. В ролi базисних
невiдомих вiзьмемо x5, x6, вiльних – x1, x2, x3, x4. Тодi початковий невiд’-
ємний базисний розв’язок є ~x0 = (0, 0, 0, 0, 3, 4).

Застосуємо тепер симплекс-метод до цiєї задачi. Для цього складемо
вiдповiднi таблицi, залишаючи один заголовок таблиць.
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i Баз. Баз. ~p −1 −1 3 4 0 0
зм. век. ~p′ ~x0 ~p1 ~p2 ~p3 ~p4 ~p5 ~p6

1 x5 ~e5 0 3 2 4 −1 −1 1 0
2 x6 ~e6 0 4 −1 −1 1 4 0 1
j 0 1 1 −3 −4 0 0

1 x5 ~e5 0 4 7
4

11
4 − 3

4 0 1 1
4

2 x4 ~e4 4 1 − 1
4 − 1

4
1
4 1 0 1

4

j 4 0 0 −2 0 0 1

1 x1 ~e1 0 7 1 −2 0 3 1 1
2 x3 ~e3 3 4 −1 −1 1 4 0 1
j 12 −2 −2 0 8 0 3

З третьої таблицi видно, що ∆2 = −2 < 0 i у вектора ~p2 обидвi коорди-
нати вiд’ємнi. Тому цiльова функцiя необмежена i задача розв’язку не має.
б) fmin(3, 0, 2, 0, 0) = 5; в) fmax(0, 3, 0, 2, 0) = 9; г) fmin( 9

4 ,
3
2 , 0,

1
4 ) = − 21

4 .
12. а) Метод замiщення одиничних базисних векторiв по сутi є моди-

фiкацiєю методу Гаусса i використовується також при розв’язуваннi задач
лiнiйного програмування. Проiлюструємо його на цьому прикладi.

Дану систему рiвнянь у векторнiй формi можна записати так:

x1~p1 + x2~p2 + x3~p3 = ~b.

Але ~b = 3~e1 + 4~e2 + 2~e3. Якщо в останнiй рiвностi поступово замiнити оди-
ничнi вектори на вектори ~p1, ~p2, ~p3, то отримаємо розв’язок системи. Якщо
ж такий перехiд здiйснити не можна, то система є несумiсною. Для цього

використаємо рiвностi
~p1 = 2~e1 + 2~e2 + 11~e3,
~p2 = −~e1 − 3~e2 + 3~e3,
~p3 = ~e1 + 2~e2 + ~e3.

Послiдовнi кроки замiщення базисних одиничних векторiв ~e1, ~e2, ~e3 векто-
рами ~p1, ~p2, ~p3 подамо у виглядi таблиць, якi нагадують симплекс-таблицi.

T0 ~b ~p1 ~p2 ~p3

~e1 3 2 -1 1
~e2 4 2 -3 2
~e3 2 11 3 1

T1 ~b ~p1 ~p2 ~p3

~p3 3 2 -1 1
~e2 -2 -2 -1 0
~e3 -1 9 4 0

T2 ~b ~p1 ~p2 ~p3

~p3 5 4 0 1
~p2 2 2 1 0
~e3 -9 1 0 0

T3 ~b ~p1 ~p2 ~p3

~p3 41 0 0 1
~p2 20 0 1 0
~p1 -9 1 0 0
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З останньої таблицi T3 маємо ~b = −9~p1 + 20~p2 + 41~p3, тобто розв’язком
даної системи є ~x0 = (−9, 20, 41).

б) Система несумiсна; в) ~x0 = (1, 2, 3); г) ~x0 = (6− 2α− 2β− 2γ, 4− 2α−
β − 2γ, α, β, γ), α, β, γ ∈ R.

13. а) Розглянемо вiдповiдну розширену канонiчну задачу: На множинi
невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 + x6 = 4,

−2x1 + x2 − x3 − x4 + x7 = 1,
−x1 + x2 − x5 + x8 = 4

дослiдити цiльову функцiю f = −2x1+2x2+x3+2x4−3x5−Mx6−Mx7−Mx8

на максимум. За початковий допустимий невiд’ємний базисний розв’язок вi-
зьмемо ~x0 = (0, 0, 0, 0, 0, 4, 1, 4). Пiсля застосування симплекс-методу одер-
жимо оптимальний розв’язок ~x1 = (0, 9, 0, 8, 5) i fmax(0, 9, 0, 8, 5) = 19.

Для спрощення обчислень можна спочатку розв’язати таку задачу: На
множинi невiд’ємних розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь x1 − x2 + 2x3 + x4 + x5 + x6 = 4,

−2x1 + x2 − x3 − x4 + x7 = 1,
−x1 + x2 − x5 + x8 = 4

дослiдити цiльову функцiю f1 = −x6 − x7 − x8 на максимум. Вона досягає
максимуму в точцi ~x′ = (0, 5, 4, 0, 1, 0, 0, 0). Цим самим знайдено початковий
допустимий невiд’ємний базисний розв’язок ~x0 = (0, 5, 4, 0, 1) даної зада-
чi, якому вiдповiдають базиснi змiннi x2, x3, x5, а система обмежень має
вигляд: −x1 − 1

2x4 + x5 = 1,
−2x1 + x2 − 1

2x4 = 5,
x3 + 1

2x4 = 4.
Застосувавши тепер симплекс-метод, ми прийдемо до вказаного ви-
ще результату. б) fmin(0, 3, 8, 0, 0) = −5; в) fmax( 5

2 ,
5
2 ,

5
2 , 0) = 30; г)

fmin(0, 4, 5, 0, 0, 11) = −11.
14. Вказiвка: один з базисних розв’язкiв можна отримати методом за-

мiщення базисних векторiв, коли всiм вiльним змiнним надати значення 0.
Всiх базисних розв’язкiв є Cm

n , де n – число змiнних у системi, а m – ранг
головної матрицi системи. Кожний iнший базисний розв’язок отримується
з попереднього замiною однiєї з базисних змiнних на одну з вiльних. а)
~x1 = (1, 2, 0, 0), ~x2 = (0, 3

2 ,−
5
4 , 0), ~x3 = (−3, 0,−5, 0), ~x4 = ( 1

3 , 0, 0,−
10
3 ),

~x5 = (0,−1, 0,−5), ~x6 = (0, 0,− 1
2 ,−3).

15. а) Система має 3 невiд’ємних базисних розв’язки: ~x1 = (15
2 , 1, 0,

7
2 , 0),

~x2 = (0, 139
19 , 0,

29
19 ,

25
19 ), ~x3 = (9, 0, 1, 4, 0). б) Система має 2 невiд’ємних бази-

сних розв’язки: ~x1 = (0, 53, 0, 63, 11, 26), ~x2 = (63
8 ,

109
8 , 0, 0, 25

8 ,
19
8 ).

23. Нi. Слiд було розв’язати вiдповiдну задачу лiнiйного програмування.
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Можна було купити 19 предметiв: 3 коробки фарб, 4 коробки олiвцiв, 7
альбомiв i 5 лiнiйок.
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Групи порядку вiд 1 до 20

порядок число твiрнi визначальнi
групи груп елементи спiввiдношення

1 1 e e2 = e – одинична група
2 1 a a2 = e – циклiчна група
3 1 a a3 = e – циклiчна група
4 2 a a4 = e – циклiчна група

a, b a2 = e, b2 = e, ab = ba – четверна група
5 1 a a5 = e – циклiчна група
6 2 a a6 = e – циклiчна група

a, b, c a3 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра
7 1 a a7 = e – циклiчна група
8 5 a a8 = e – циклiчна група

a, b a4 = e, b2 = e, ab = ba
a, b a4 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра
a, b a4 = e, b2 = a2, ba = a−1b – група кватернiонiв
a, b, c a2 = b2 = c2 = e, ab = ba, ac = ca, bc = cb

9 2 a a9 = e – циклiчна група
a, b a3 = b3 = e, ab = ba

10 2 a a10 = e – циклiчна група
a, b a5 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра

11 1 a a11 = e – циклiчна група
12 5 a a12 = e – циклiчна група

a, b a6 = e, b2 = e, ba = a−1b – група дiедра
13 1 a a13 = e – циклiчна група
14 2 a a14 = e – циклiчна група

a, b a7 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра
15 a a15 = e – циклiчна група
16 14 a a16 = e – циклiчна група

iншi аб. Z8 ⊕ Z2, Z4 ⊕ Z4, Z4 ⊕ Z2 ⊕ Z2, Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2

a, b a8 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра
17 1 a a17 = e – циклiчна група
18 5 a a18 = e – циклiчна група

a, b a9 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра
19 1 a a19 = e – циклiчна група
20 5 a a20 = e – циклiчна група

a, b a10 = e, b2 = e, (ab)2 = e – група дiедра
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Групи самосумiщень
Групи дiедра

Групи дiедра – це групи самосумiщень правильних многокутникiв. Група
дiедра правильного n-кутника мiстить 2n елементiв. Це n поворотiв навколо
центра многокутника на кути αi = i 2π

n , 0 6 i < n , i n симетрiй вiдносно
осей, якi перпендикулярнi до середин сторiн або проходять через протилежнi
вершини n-кутника.

Група тетраедра
Група тетраедра – це група самосумiщень пiрамiди, у якої всi гранi є пра-
вильними трикутниками. Вона мiстить 12 елементiв. Серед них 9 поворотiв
навколо висот, опущених з вершин на протилежнi гранi, на кути 00, 1200 i
2400 та 3 повороти навколо медiан пiрамiди (вiдрiзки, якi з’єднують середи-
ни мимобiжних ребер пiрамiди) на 1800. Визначальними спiввiдношеннями
є r3 = e, f2 = e, (rf)3 = e, де e, r, f вiдповiднi повороти на 00, 1200 i 1800.

Група гексаедра
Група гексаедра – це група самосумiщень куба. Вона мiстить 24 елементи.
Серед них 9 поворотiв навколо дiагоналей куба на кути 00, 1200 i 2400,
9 поворотiв навколо осей, якi з’єднують центри протилежних граней, на
кути 900, 1800 i 2700 та 6 поворотiв навколо медiан, якi з’єднують середини
паралельних ребер, що не лежать в однiй гранi, на 1800.

Група октаедра
Група октаедра – це група самосумiщень правильного 8-гранника. Його гра-
нi є правильними трикутниками. Вона мiстить 24 елементи. Групи гексаедра
i октаедра iзоморфнi.

Група додекаедра
Група додекаедра – це група самосумiщень правильного 12-гранника. Його
гранi є правильними п’ятикутниками. Вона мiстить 60 елементiв.

Група iкосаедра
Група iкосаедра – це група самосумiщень правильного 20-гранника. Його
гранi є правильними трикутниками. Вона мiстить 60 елементiв. Серед них
25 поворотiв навколо дiагоналей, якi з’єднують протилежнi вершини, на ку-
ти 00, 720, 1440, 2160, 2880, 20 поворотiв навколо осей, якi з’єднують центри
протилежних граней, на кути 1200 i 2400 та 15 поворотiв навколо медi-
ан, якi з’єднують середини протилежних ребер, на 1800. Групи додекаедра,
iкосаедра та знакозмiнна група A5 iзоморфнi мiж собою.
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Векторнi простори

При розв’язуваннi задач з цього i наступного роздiлiв слiд пам’ятати,
що в рiзних посiбниках матриця переходу T вiд одного базису до iншого
у скiнченновимiрному просторi визначається по рiзному. Такi визначення
рiвносильнi, однак вони приводять до рiзних форм запису.

Автори цього збiрника слiдують за посiбниками, якi написанi авторами
Завало С.Т., Курош О.Г., Мальцев А.I., Кострiкiн О.I., Ляпiн Є.С., Iльїн
В.О., Калужнiн Л.А. та iншi. Зокрема, при визначеннi матрицi переходу вiд
одного базису до iншого тут координати векторiв другого базису у першому
базисi записуються у рядки матрицi T .

У посiбниках авторiв Кулiкова Л.Я., Фадєєва Д.К., Проскурякова I.В.,
Iкрамова Х.Д., Шнепермана Л.Б., Гельфанда I.М., Окунева Л.Я. та iнших
матриця переходу вiд одного базису до iншого є транспонованою до розгля-
дуваної тут матрицi T , тобто координати векторiв другого базису у першому
базисi записуються у стовпцi матрицi переходу. В зв’язку з цим видозмiню-
ється формула перетворення координат при змiнi базису.

Застосовуючи операцiю транспонування до формули перетворення коор-
динат при змiнi базису (дивись § 2.4)

(α1, α2, . . . , αn) = (β1, β2, . . . , βn)T,

ми приходимо до формули

(α1, α2, . . . , αn)t = T t(β1, β2, . . . , βn)t,

в якiй координати вектора потрiбно записувати у стовпець.
Подiбний запис, коли координати вектора записуються у вектор-

стовпець, доводиться застосовувати i нам при записi системи лiнiйних рiв-
нянь у матричнiй формi.
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Лiнiйнi оператори

При визначеннi матрицi Ae
f лiнiйного оператора f скiнченновимiр-

ного векторного простору Ln у базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en у нашому посiбни-
ку, як i в попередньому роздiлi, координати образiв базисних векторiв
f(~e1), f(~e2), . . . , f(~en) у цьому самому базисi записуються у рядки матрицi
Ae

f (дивись § 3.1).
У посiбниках авторiв Кулiкова Л.Я., Фадєєва Д.К., Проскурякова I.В.,

Iкрамова Х.Д., Шнепермана Л.Б., Гельфанда I.М., Окунева Л.Я. та iнших
при визначеннi матрицi Ae

f лiнiйного оператора f скiнченновимiрного ве-
кторного простору Ln у базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en координати образiв базисних
векторiв f(~e1), f(~e2), . . . , f(~en) у цьому самому базисi записуються у стов-
пцi матрицi Ae

f , тобто вона є транспонованою до нашої. Тому видозмiнюю-
ться формули, якi характеризують зв’язок мiж кординатами вектора i його
образу при лiнiйному операторi та матрицями лiнiйного оператора у рiзних
базисах. У них вони мають вигляд

(β1, β2, . . . , βn)t = Ae
f (α1, α2, . . . , αn)t i Aa

f = (T a
e )−1Ae

fT
a
e .

Зауважимо, що для знаходження власного вектора ~a лiнiйного оператора
f векторного простору Ln, який вiдповiдає власному значенню λ, у наших
позначеннях потрiбно розв’язувати таку систему лiнiйних рiвнянь:

((Ae
f )t − λE)(x1, x2, . . . , xn)t = ~0.
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Нерiвностi

Середнi для додатних чисел x1, x2, . . . , xn визначаються так:

• середнє геометричне — C0(x1, x2, . . . , xn)
df
= n
√
x1 · x2 · . . . · xn;

• середнє арифметичне — C1(x1, x2, . . . , xn)
df
= x1+x2+...+xn

n ;

• середнє квадратичне — C2(x1, x2, . . . , xn)
df
= n

√
x2
1+x2

2+...+x2
n

n ;

• середнє гармонiйне — C−1(x1, x2, . . . , xn)
df
= n

1
x1

+ 1
x2

+...+ 1
xn

.

Спiввiдношення мiж ними характеризуються нерiвностями:

n
√
x1 · x2 · . . . · xn 6

x1 + x2 + . . .+ xn

n
.

x1 + x2 + . . .+ xn

n
6

n

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

n
.

n
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

6
n

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

n
.

Нерiвнiсть Кошi-Буняковського:

(x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn)2 6 (x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n)(y2

1 + y2
2 + . . .+ y2

n).
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Алфавiти

Латинський алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв

Aa а Nn ен
Bb бе Oo о
Cc це Pp пе
Dd де Qq ку
Ee е Rr ер
Ff еф Ss ес
Gg ге Tt те
Hh ха Uu у
Ii i Vv ве(фау)
Jj йот(а) Ww дубльве
Kk ка Xx iкс
Ll ель Yy iпсiлон

Mm ем Zz зета

Грецький алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
Aα альфа Nν ню
Bβ бета Ξξ ксi
Γγ гама Oo омiкрон
∆δ дельта Ππ пi
Eε епсилон Pρ ро
Zζ дзета Σσ сигма
Hη ета Tτ тау
Θθ тета Υυ iпсилон
Iι йота Φϕ фi
Kκ капа Xχ хi
Λλ ламбда Ψψ псi
Mµ мю Ωω омега
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Основнi позначення

N = {1, 2, 3, . . .} — множина всiх натуральних чисел;
Z — множина всiх цiлих чисел;
Z+ — множина всiх цiлих додатних чисел;
nZ — множина всiх цiлих чисел, якi дiляться на натуральне n;
Zn — множина всiх остач вiд дiлення цiлих чисел на n;
Q — множина всiх рацiональних чисел;
Q+ — множина всiх додатних рацiональних чисел;
R — множина всiх дiйсних чисел;
R− — множина всiх вiд’ємних дiйсних чисел;
C — множина всiх комплексних чисел;
A = {a1, a2, . . . , an} — задання множини перелiком її елементiв;
A = {x|f(x)} — задання множини характеристичною властивiстю f її

елементiв;
∅ — порожня множина;
Mn = {1, 2, . . . , n} — множина перших n натуральних чисел;
∈ — вiдношення належностi;
∗, ?,+, ·, ◦, /, ., . . . — загальнi значки для позначення бiнарних операцiй;
<, >6, > — стандартнi вiдношення порядку на числових множинах;
⊂ — вiдношення нестрогого включення;
P(A) — множина всiх пiдмножин множини A;
∪ — операцiя об’єднання множин;
∩ — операцiя перетину множин;
′ — операцiя доповнення множини;
\ — операцiя вiднiмання множин;
÷ — операцiя симетричного вiднiмання множин;
× — операцiя прямого множення множин;
⊕ — операцiя прямого додавання пiдпросторiв;
∼,∧,∨,−→,←→ — основнi операцiї алгебри висловлень;
∀,∃ — квантори загальностi та iснування;
[a, b] — вiдрiзок;
(a, b) — впорядкована пара елементiв, iнтервал;
(a1, a2, . . . , an) — впорядкована n-ка елементiв;
An — декартiв n-ий степiнь множини A;
ρ, σ, ε, . . . — бiнарнi вiдношення;
∆A — тотожне вiдношення або дiагональ множини A;
−1— операцiя взяття оберненого вiдношення або оберненого елемента;
◦ — операцiя композицiя бiнарних вiдношень;
G�H — фактор-група групи G за пiдгрупою H;
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f : A −→ B — вiдображення множини A в множину B;
f(a) — образ елемента a ∈ A при вiдображеннi f : A −→ B;
Rα

o — поворот навколо центра O на кут α;
lg, rg — лiвий, правий зсув, який вiдповiдає елементу g;
Ker f — ядро гомоморфiзму, лiнiйного оператора f ;
Imf — образ лiнiйного оператора f ;
Aut(G) — множина всiх автоморфiзмiв групи G;
End(G) — множина всiх ендоморфiзмiв групи G;
(A; +, ·) — алгебра з двома операцiями;
(A; +; 6) — алгебраїчна система з операцiєю + i вiдношенням 6;
G — загальне позначення групи;
Gn — група коренiв n-го степеня з одиницi;
Dn — група дiедра (група самосумiщень правильного n-кутника);
Sn — симетрична група n-го степеня (група всiх пiдстановок множини

Mn);
An — знакозмiнна група n-го степеня (група всiх парних пiдстановок

множини Mn);
K — загальне позначення кiльця;
P — загальне позначення поля;
Z[x] — множина всiх многочленiв вiд змiнної x з цiлими коефiцiєнтами;
Z[i] —кiльце цiлих гауссових чисел;
L — загальне позначення векторного простору над полем P ;
L∗ — загальне позначення лiнiйної алгебри лiнiйних операторiв вектор-

ного простору L над полем P ;
Ln — загальне позначення n-вимiрного векторного простору над полем

P ;
L∗n — загальне позначення лiнiйної алгебри лiнiйних операторiв n-

вимiрного векторного простору над полем P ;
dimL — розмiрнiсть векторного простору;
W2 — векторний простiр всiх радiус-векторiв на координатнiй площинi;
W3 — векторний простiр всiх радiус-векторiв звичайного тривимiрного

простору;
Rn — арифметичний n-вимiрний дiйсний векторний простiр;
C[a,b] — векторний простiр всiх функцiй, визначених i неперервних на

вiдрiзку [a, b];
Rn[x] — векторний простiр всiх многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами,

степiнь яких не перевищує n;
~a = (a1, a2, . . . , an) — n-вимiрний вектор з координатами a1, a2, . . . , an;
n∑

i=1

ai — сума елементiв a1, a2, . . . , an;
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n∏
i=1

ai — добуток елементiв a1, a2, . . . , an;
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

— загальна

форма запису системи m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими;
~a1~x = b1,
~a2~x = b2,
. . . . . . . . . .
~am~x = bm,

— векторно-скалярна форма запису системи m лiнiйних

рiвнянь з n невiдомими;
x1~p1+x2~p2+· · ·+xn~pn = ~b — векторна форма запису системи m лiнiйних

рiвнянь з n невiдомими; a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

 — m× n-матриця;

Mm×n(P ) — множина всiх m× n-матриць над полем P ;
Mn(P ) — множина всiх матриць n-го порядку над полем P ;
At — матриця, транспонована до матрицi A;

E =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 — одинична матриця n-го порядку;


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn

 — дiагональна матриця n-го порядку;


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ

 — скалярна матриця n-го порядку;


a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

,


a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ann

 — трикутнi матрицi;


a11 a21 . . . an1

a21 a22 . . . an2

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 — симетрична матриця;
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∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ — визначник n-го порядку;

|A| — визначник квадратної матрицi;
T a

e — матриця переходу вiд базису ~e1, ~e2, . . . , ~en до базису ~a1,~a2, . . . ,~an;
Ae

f — матриця лiнiйного оператора у базисi ~e1, ~e2, . . . , ~en;
U⊥ — ортогональне доповнення до пiдпростору U в евклiдовому вектор-

ному просторi;
e — тотожний (одиничний) лiнiйний оператор векторного простору;
o — нульовий лiнiйний оператор векторного простору;
pr~e~a — проекцiя вектора ~a на напрям ~e;
GL(n, P ), GLn(P ) — множина всiх оборотних лiнiйних операторiв ве-

кторного простору Ln над полем P (повна лiнiйна група);
a1x1 +a2x2 + . . .+anxn + b∨0 — загальне позначення лiнiйної нерiвностi

з n невiдомими.
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Предметний показчик

Автоморфiзми групи — 18
Алгебра — 6
– кватернiонiв — 82
– лiнiйна — 78
Арифметичний векторний простiр —
37

Базис векторного простору — 40
– ортогональний — 56
– ортонормований — 57
Бiортогональний базис — 70
Бiортогональнi системи векторiв —
70
Бiнарний оператив — 11

Вектори — 35
– лiнiйно залежнi — 40
– – незалежнi — 40
– нормованi — 57
– одиничнi — 57
– ортогональнi — 56
– ортогональнi до пiдпростору — 62
– ортонормованi — 57
Вектор невiдомих — 77
Векторний (лiнiйний) простiр — 35
– – арифметичний — 37
– – дiйсний — 35
– – евклiдовий — 56
– – комплексний — 35
– – нескiнченно вимiрний — 40
– – s-вимiрний — 40
Вершина — 144
Вектор-стовпцi — 134
Вiдрiзок — 144
Вiдстань вiд точки до лiнiйного
многовиду — 62
Вiдстань мiж лiнiйними многовида-
ми — 70

Визначник Грама — 60
Власний вектор — 89
– пiдпростiр — 93
Власне значення — 89
Властивiсть асоцiативностi — 6
– комутативностi — 6

Гiперплощина — 133
Гомоморфiзм пiвгрупи — 8
– групи — 25
– – канонiчний — 25
Гомоморфний образ — 27
Група — 15
– абелева — 15
– адитивна — 16
– знакозмiнна — 24
– мультиплiкативна — 19
– кватернiонiв — 18
– нескiнченна — 15
– паралельних перенесень — 24
– p-група — 28
– рухiв простору — 24
– самосумiщень правильного n-
кутника (дiедра) — 24
– – квадрата — 22
– – куба — 31
– самосумiщень прямокутника — 17
– – ромба — 17
– – n-кутного дiедра — 18
– самосумiщень правильного трику-
тника — 17
– симетрична n-го степеня — 18
– скiнченна — 15
– циклiчна — 15

Двоїста операцiя — 11
– задача лiнiйного програмування —
Двоїстий бiнарний оператив — 11
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Дефект лiнiйного оператора — 84
Довжина вектора — 57
Допустимий вектор — 105
– базисний розв’язок — 135

Елемент
– лiвий нейтральний — 6
– нейтральний — 6
– нульовий — 6
– обернений — 7
– одиниця — 6
– правий нейтральний — 6
– протилежний — 7
– регулярний — 10
– регулярно спряжений — 10
– симетричний — 7
– твiрний — 15
Ендоморфiзм групи — 25

Задача лiнiйного програмування —
124
– двоїста — 125
– загальна — 124
– канонiчна — 124
– максимiзацiї — 125
– мiнiмiзацiї — 125
– оптимального розкрою — 128
– оптимального випуску продукцiї
— 124
– стандартна — 124
– транспортна — 129
Замiна змiнної —
Зведення матрицi до дiагонального
виду — 96
– – до трикутного виду — 96
Змiнна базисна — 135
– вiльна — 135
Зсув лiвий — 10
– правий — 10

Iдеал — 7
– головний — 29
– лiвий — 7
– правий — 7
Iдемпотент — 6
Iзоморфiзм векторних просторiв —
62
– груп — 25
– евклiдових векторних просторiв —
63
– кiлець — 78
– лiнiйних алгебр —78
– пiвгруп — 10
Iзотоп головний — 32
Iзотопiя — 32
Iнварiантна пiдгрупа — 21
Iнварiантний пiдпростiр — 89
Iндекс пiдгрупи — 21
Iтерацiя — 134

Канонiчний вид —
Квадратична форма —
– – додатно визначена –
– – вiд’ємно визначена –
Кватернiони — 18
Квазiгрупа — 11
– лiва — 11
– права — 11
Кiльце — 31
Комутант — 24
Комутатор — 24
Координатний рядок вектора — 52
Куб n-вимiрний — 71
Кут мiж векторами — 57
Кут мiж вектором i лiнiйним много-
видом — 71

Ланцюг пiдгруп — 20
Латинський квадрат — 11
Лiва частка — 11
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Лiве дiлення — 11
Лiвий сумiжний клас — 21
– розклад групи — 21
Лiнiйна комбiнацiя векторiв — 40
– нерiвностей — 117
Лiнiйна оболонка — 45
Лiнiйна нерiвнiсть — 110
Лiнiйний многовид — 45
Лiнiйний оператор — 72
– – вироджений — 84
– вiдбиття — 81
– гомотетiя — 73
– диференцiювання — 73
– невироджений — 84
– нiльпотентний — 82
– нульовий — 82
– обернений — 84
– оборотний — 84
– ортогональний — 101
– ортогонального проектування —
75
– повороту — 73
– простої структури — 102
– проектування — 81
– самоспряжений — 77
– симетричний — 77
– спряжений — 101
– тотожний — 81
Лупа — 11

Магiчний квадрат — 12
Матриця дiагональна — 90
– кососиметрична — 47
– лiнiйного оператора — 73
– неособлива (невироджена) — 52
– ортогональна —
– переходу вiд одного базису до
iншого — 52
– подiбна — 73
– симетрична — 47

– трикутна — 47
– характеристична — 89
Метод виключення невiдомих — 117
– штучного базису — 137
Многогранна область — 144
Множина векторiв
– – лiнiйно залежна — 40
– – лiнiйно незалежна — 40
Мультиплiкативна група — 15

Наслiдок системи лiнiйних нерiвно-
стей — 111
Нерiвнiсть Адамара — 69
– вiд n змiнних — 105
– Кошi-Буняковського — 59
– лiнiйна — 110
– суперечлива — 105
– тотожна — 106
– числова — 105
Норма вектора — 67
Нормалiзатор — 24
Нормальний дiльник групи — 21
Нормальний комплекс — 29

Область визначення нерiвностi —
105
Область допустимих значень — 105
Образ лiнiйного оператора — 84
Операцiя бiнарна — 6
– додавання лiнiйних операторiв —
78
– зовнiшня — 35
– множення лiнiйних операторiв —
78
– множення лiнiйних операторiв на
скаляр — 78
– симетричної рiзницi множин — 43
– скалярного множення векторiв —
56
Опукла множина — 143
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– лiнiйна комбiнацiя — 143
Опуклий многогранник — 143
– конус — 144
Ортогональнi пiдпростори — 62
Ортогональне доповнення до пiдпро-
стору — 62
Ортогональна проекцiя вектора —
62
– система векторiв — 56
– складова вектора — 62

Паралелепiпед — 71
Паралельне перенесення пiдпросто-
ру — 45
Перетин пiдпросторiв — 45
Пiвгрупа — 6
– абелева (комутативна) — 6
– iдемпотентна — 6
– iнверсна — 10
– моногенна — 7
– нескiнченна — 10
– регулярна —10
– скiнченна — 9
– циклiчна — 7
Пiвпростiр — 144
Пiдгрупа — 15
Пiдпiвгрупа — 7
Пiдпростiр — 36
– iнварiантний — 89
Повна лiнiйна група — 84
Порядок групи — 15
– елемента — 17
Права частка — 11
Праве дiлення — 11
Правий сумiжний клас — 21
– розклад групи — 21
Проекцiя вектора — 60
Проста структура лiнiйного операто-
ра — 102
Процес ортогоналiзацiї — 56

Прямий добуток груп — 16
Пряма сума пiдпросторiв — 45

Радiус-вектор — 36
Ранг лiнiйного оператора — 84
Рiвносильнi нерiвностi — 105
– системи лiнiйних нерiвностей —
110
Рiзниця векторiв — 36
Розв’язок нерiвностi — 105
– системи нерiвностей — 110
– – – додатний – 110
– – – допустимий – 145
– – – невiд’ємний – 110
– базисний — 134
– загальний — 119
– оптимальний — 125
– частинний — 121
Розв’язувальний коефiцiєнт — 135
Розмiрнiсть векторного простору —
40

Середнє арифметичне — 106
– гармонiйне — 106
– геометричне — 106
– квадратичне — 106
Симплексний метод — 133
Симплекс-таблиця — 135
Система обмежень задачi лiнiйного
програмування — 124
Система лiнiйних нерiвностей — 111
– – – сумiсна — 110
– – – несумiсна — 110
– – – неоднорiдна — 111
– – – однорiдна — 111
– твiрних пiдпiвгрупи — 7
Скалярний добуток векторiв — 56
Скалярне множення векторiв — 56
Скорочення лiве — 17
– праве — 17
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Спектр — 96
– простий — 96
Сума пiдпросторiв — 45
Супутня система лiнiйних нерiвно-
стей — 118

Таблиця Келi — 8
Теорема Мiнковського — 119
– Пiфагора — 59

Упорядковане поле — 104

Фактор-група — 25
Формула перетворення координат —
53
Фундаментальна система розв’язкiв
однорiдної
– системи рiвнянь — 45
– системи нерiвностей — 119

Характеристичнi коренi — 89
Характеристичне рiвняння матрицi
— 89
– – оператора — 89

Центр групи — 18
Цiльова функцiя — 124

Ядро гомоморфiзму — 25
– квазiгрупи — 13
– – лiве — 11
– – праве — 11
– – середнє — 11
– лiнiйного оператора — 84
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