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Передмова

Впродовж багатьох рокiв студенти фiзико-математичних факультетiв педа-
гогiчних унiверситетiв та iнститутiв на практичних заняттях з курсу "Ал-
гебра i теорiя чисел"широко використовують вiдомий посiбник [7]. Однак в
останнiй час вiн уже став бiблiографiчною рiдкiстю. Росiйськомовнi видан-
ня подiбних збiрникiв [8–11] також малодоступнi для українського студента.
Тому виникла гостра необхiднiсть у виданнi україномовного збiрника з цьо-
го курсу. Колектив авторiв вирiшив на першому етапi пiдготувати такий
збiрник з роздiлiв, що охоплюють змiст теорiї чисел.

При написаннi цього збiрника автори заклали iдею розподiлу задач ко-
жного з основних параграфiв роздiлiв за рубриками: задачi на iлюстрацiю
основних понять, задачi на технiку обчислень i перетворень, задачi на дове-
дення, творчi задачi та олiмпiаднi задачi. Такий розподiл дозволить студенту
при самостiйнiй роботi поступово переходити вiд простих до складнiших за-
дач, керуючись самостiйною оцiнкою свого рiвня пiдготовки. До бiльшостi
задач з перших двох рубрик у збiрнику є вiдповiдi. До задач з iнших трьох
рубрик iнодi даються вказiвки або розв’язки. Для їх розв’язування студент
повинен добре володiти основними поняттями i теоремами теорiї, проявити
творче мислення, винахiдливiсть та логiчну стрункiсть в математичних до-
веденнях i перетвореннях. В окремих випадках такi задачi на дослiдження
можуть стати темами курсових робiт.

Кожен параграф розпочинається з посилання на лiтературу та коротких
теоретичних вiдомостей, в яких читач може знайти означення понять i фор-
мулювання основних теорем необхiдних для розв’язування задач.

У всiх трьох роздiлах є параграф "Вибранi задачi."До них включено за-
дачi вiдомих математикiв та з рiзних математичних олiмпiад i конкурсiв для
учнiв шкiл i студентiв вищих навчальних закладiв. Вони призначенi для тих
студентiв, якi хочуть зробити свої першi кроки в наукових дослiдженнях.
Тому до цих задач не дано вказiвок i вiдповiдей.

У збiрнику в рiзних рубриках є ряд задач з рiзноманiтних учнiвських
математичних олiмпiад i конкурсiв. Це допоможе вчителю математики в
роботi з учнями в шкiльному математичному гуртку.

Збiрник мiстить у видi додаткiв таблицi простих чисел, найменших пер-
вiсних коренiв та iндексiв за основою, яка є найменшим первiсним коренем,
квадратiв, грецький i лiтинський алфавiти. Помiщено також список основ-
них позначень, якi використовуються в книзi та предметний показчик.



Роздiл 1

Теорiя подiльностi в кiльцi
цiлих чисел

§ 1.1 Вiдношення подiльностi. Дiлення з остачею

Лiтература: [2] стор. 66–69; [3] стор. 141–146; [4] стор. 5–8;
[6] стор. 3–6.

Теоретичнi вiдомостi

Якщо для цiлих чисел � i � в кiльцi цiлих чисел � iснує таке цiле
число �, що � � ��, то кажуть, що � дiлиться на � i цей факт позначають

коротко так: �
... �. При цьому число � називають дiленим (або кратним �), �

– дiльником �, � – часткою.
Вiдношення подiльностi на множинi цiлих чисел має такi властивостi:

1. Число � дiлиться на будь-яке цiле число.
2. Єдиним цiлим числом яке дiлиться на нуль є цiле число нуль.
3. Кожне цiле число дiлиться на числа 1 i ��.

4. Вiдношення
... має властивостi рефлексивностi i транзитивностi;

5. Якщо �
... �, то �

... ����, ����
... �, ����

... ����.

6. Якщо �
... �, то ��� � ���.

7. Якщо �
... � i �

... � , то ��� ��
... ��

8. Якщо �
... �, то �� � �� ... �.
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9. Якщо �
... � i �

... � , то �� � �� � � �� ... ��
Для будь-яких цiлих чисел � i � �� � iснує єдина пара цiлих чисел � i �

така, що � � �� � � i � � � � ���. При цьому число � називають неповною
часткою, а � – остачею.

Цiле число � дiлиться на цiле число � �� � тодi i тiльки тодi, коли остача
вiд дiлення � на � дорiвнює нулю.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Для заданих цiлих чисел � та � знайти цiле число � таке, що
� � � � � � � � �� � ��:
а) � � ���	 � � ��; в) � � ��	 � � ��;
б) � � ���	 � � ���; г) � � ��	 � � ���.

2. При дiленнi цiлого числа � на цiле число � утворилася неповна частка
� i остача �, тобто � � � � � � � i � � � � ���. Знайти невiдомi числа з
цiєї рiвностi, якщо:
а) � � �	�	 � � ���
 в) � � ���	 � � ��
 д) � � ����	 � � �	

б) � � ��	 � � ��
 г) � � �	 � � ��

 е) � � ��	 � � ���

3. Записати загальний вид усiх цiлих чисел, якi:
а) дiляться на 3; в) не дiляться на �	;
б) при дiленнi на 5 дають остачу 2; г) не дiляться на 2 i 3.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

4. Встановити, чи дiлиться на 10 число � � ���� � 	� � ����.

5. Знайти остачу при дiленнi числа:
а) ���� на 100; в) ��

�

� � на 13;
б) ���� � ���� на 11; г) ��� на 7, де � � �.

6. Знайти найменше натуральне число, яке:
а) дiлиться на 11, а при дiленнi на 2,3,4,5 дає остачу 1;
б) при дiленнi на 2,3,4,5,6 дає вiдповiдно остачi 1,2,3,4,5.

7. Для довiльного натурального числа � знайти остачу при дiленнi на 6
числа:
а) �� � ��; в) �� � ��� � �� � �

б) �� � ��� � �
 г) ��� � ��� � ��� � ��

8. Знайти всi можливi остачi при дiленнi кубiв цiлих чисел на 9.
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9. Знайти останню цифру числа:
а) ��

�

� �
 в) ����� � �

б) ����� � �
 г) ��

�

, де � 
 ��

10. Для довiльного натурального числа � перевiрити подiльнiсть:
а) ������ � ����� � � � �� � � �� на 40;
б) ����� � ���� � �� � ��� � ���� на 40;
в) ��� � ���� � ����� � ���� на ��� � ��;
г) ��� � 
�� � ���� � 
�� на 24.

11. Знайти, при яких натуральних �:

а) ��� � ���
... �� � ��
 в) ��� � 	� � ��

... ��� ��


б) ��� � ��
... �� � ��
 г) ��� � ��� � ��

... �� � ���

12. Натуральнi числа � i � такi, що � 
 � та � при дiленнi на � дає таку
ж вiдмiнну вiд нуля остачу, як � � � при дiленнi на � � �. Знайти
вiдношення � � �.

Задачi на доведення

13. Довести, що:
а) з трьох послiдовних цiлих чисел тiльки одне дiлиться на 3;
б) з двох послiдовних парних цiлих чисел тiльки одне дiлиться на 4;
в) добуток чотирьох послiдовних цiлих чисел дiлиться на 24;
г) добуток � послiдовних цiлих чисел дiлиться на ��.

14. Довести, що:
а) квадрат непарного цiлого числа при дiленнi на 8 дає остачу 1;
б) сума квадратiв двох послiдовних цiлих чисел при дiленнi на 4 дає
остачу 1;
в) числа виду �� � �	 � � � не можуть бути квадратами цiлих чисел;
г) сума квадратiв двох непарних цiлих чисел не може бути квадратом
цiлого числа;
д) якщо натуральне число � не дiлиться на 7, то ��� � �� дiлиться на
7 або ��� � �� дiлиться на 7;
е) сума квадратiв п’яти послiдовних цiлих чисел не може бути квадра-
том цiлого числа;
є) якщо остача вiд дiлення деякого цiлого числа на 9 є одне з чисел
2,3,5,6,8, то це число не може бути квадратом цiлого числа;
ж) якщо чисельник дробу є рiзниця квадратiв двох непарних цiлих
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чисел, а знаменник – сума квадратiв цих чисел, то такий дрiб можна
скоротити на 2, але не на 4.

15. Довести, що для довiльних цiлих чисел � i �:

а) ��� � ��
... 
; в) ��� � ����

... 
; д) ����� � ���
... ��


б) ����� � ���
... 

 г) ��� � ��

... ��
 е) ��� � ��
... 	.

16. Довести, що для довiльного натурального числа �:

а) ���� � ��
... ��
 е) ���� � ���� ��

... �	


б) ����� � ��
... �	
 є) ������ � ���� �	�

... 
�


в) ���� � ��
... 	
 ж) ���� � 
�� ��

... �


г) ���� � ����
... ��
 з) ������ � ��� ���

... ��


д) ������ � �������
... ���
 к) ����� � ��� ��

... �
.

17. Довести, що з довiльної множини, яка мiстить � цiлих чисел, завжди
можна вибрати декiлька таких, що їх сума дiлиться на �.

18. Довести, що для будь-яких цiлих чисел � i �:

а) якщо ��� � ���
... �, то ��� � ���

... �


б) якщо ��� � ���
... 	, то числа � i � дiляться на 7.

Творчi задачi

19. Вiдомо, що довжини сторiн та дiагоналей прямокутника є натуральни-
ми числами. Що можна сказати про подiльнiсть площi цього прямоку-
тника на числа 2, 3, 4, 5, 6, 7,8,9,10?

20. Для заданих натуральних чисел �	 �, якi не перевищують 9, описати
множину всiх чисел �� � �	 якi є квадратом натурального числа.

21. Встановити, для яких простих чисел � число �� � � дiлиться на � при
всiх � � �.

22. Знайти найменше натуральне число, яке при дiленнi на �	 �	 � � � 	 � дає
вiдповiдно остачi �	 �	 � � � 	 �� � ��.
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Задачi з олiмпiад

23. Скiльки є нескоротних дробiв з чисельником 1997 менших, нiж �
�		� i

бiльших, нiж �
�		
 ?

24. Чи буде число �� � � � ��� � � ��
 (1998 одиниць та 1997 п’ятiрок) квадра-
том цiлого числа?

25. Було 4 аркушi паперу. Деякi з них розрiзали на 8 частин, потiм деякi
з цих частин знову розрiзали на 8 частин i т.д. Встановити, чи може
на якомусь етапi загальна кiлькiсть аркушiв стати рiвною 2001.

26. Нехай � � � та дано многочлен 
��� � �� � ���
��� � � � � � ����� � �

такий, що всi �� – натуральнi числа та �� � ���� для всiх � �
�	 �	 � � � 	 �� �� Довести, що iснує нескiнченна кiлькiсть рiзних пар на-
туральних чисел ��	 �� таких, що 
��� дiлиться на � та 
��� дiлиться на
�� (Рiзнi пари вiдрiзняються хоча б одною координатою.)

27. Знайти всi пари ��	 �� натуральних чисел такi, що �� � � � � дiлиться
на ��� � � � 	�

28. Довести, що з довiльних 100 натуральних чисел можна вибрати де-
кiлька чисел так, щоб їх сума дiлилася на 100.

29. Довести, що для будь-якого цiлого � 
 � число ��������� дiлиться
на ��� ����

30. Нехай � � � дiлиться на ��. Довеcти, що �� � �
�

���� � � не дiлиться
на �.

31. Довести, що для будь-якого простого � � � чисельник нескоротного

дробу, рiвного � � �
� � � � �� �

��� 	 дiлиться:
а) на число �;
б) на число ��.

32. Нехай ��	 ��	 � � � 	 �� – довiльна перестановка чисел �	 �	 � � � 	 �. Довести,
що коли � є парним, то добуток ��� � ����� � �� � � � ��� � �� є парним
числом.

33. Довести, що для будь-якого цiлого � � � число � � � � ��� �� �
����

� � � � ��� �� �
����

дiли-

ться на � � � � ��� �� �
�

�.

34. Знайти всi цiлi числа �	 для яких число �� � ��� � �� є квадратом
цiлого числа.
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§ 1.2 Найбiльший спiльний дiльник i найменше
спiльне кратне. Алгоритм Евклiда. Взаємно
простi числа

Лiтература: [1] стор. 72–78;[2] стор. 69–76; [3] стор. 372–389;
[4] стор. 22–30.

Теоретичнi вiдомостi

Якщо кожне з цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 �� дiлиться на число Æ, то його
називають їх спiльним дiльником. Найбiльшим спiльним дiльником (НСД)
цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 �� називається їх спiльний дiльник, який дiлиться
на кожний спiльний дiльник цих чисел.

Найбiльший спiльний дiльник цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 �� визначається
однозначно з точнiстю до знака. Його додатне значення позначають через
� � ���	 ��	 � � � 	 ���.

Число � є найбiльшим спiльним дiльником цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 ��
тодi i тiльки тодi, коли � є найбiльший за величиною спiльний дiльник цих
чисел.

Якщо ���	 ��� � ��	 ���	 ��� � ��	 � � � 	 �����	 ��� � ����	 то
���	 ��	 � � � 	 ��� � ����.

Якщо цiле число � дiлиться на �, то ��	 �� � ��
Якщо � � �� � � i � � � � ���, то ��	 �� � ��	 ���
Нехай серед цiлих чисел � i � хоча б одне є вiдмiнним вiд нуля. Тодi

послiдовнiсть дiлень з остачею
� � ��� � �� i � � �� � ���,
� � ���� � �� i � � �� � ��,
�� � ���� � �� i � � �� � ��,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
���� � ������ � �� i � � �� � ����,
���� � ������

називають алгоритмом Евклiда. При цьому ��	 �� � ��.
Тому ��	 �� � � тодi i тiльки тодi, коли ���	 ���� � �� � ���. Останню

рiвнiсть називають лiнiйним поданням або зображенням НСД чисел � i �.
Якщо цiле число � дiлиться на кожне з цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 ��, то

його називають їх спiльним кратним. Найменшим спiльним кратним (НСК)
цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 �� називається їх спiльне кратне, на яке дiлиться
кожне спiльне кратне цих чисел.

Найменше спiльне кратне цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 �� визначається одно-
значно з точнiстю до знака. Його додатне значення позначають через
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� � ���	 ��	 � � � 	 ���.
Якщо ���	 ��� � ��	 ���	 ��� � ��	 � � � 	 �����	 ��� � ����	 то

���	 ��	 � � � 	 ��� � ����.
Число � є найменшим спiльним кратним цiлих чисел ��	 ��	 � � � 	 �� тодi i

тiльки тодi, коли � є найменшим за величиною додатним спiльним кратним
цих чисел.

Якщо �� �� �, то ��	 �� � ��
����� �

Цiлi числа ��	 ��	 � � � 	 �� називають взаємно простими, якщо
���	 ��	 � � � 	 ��� � �.

Взаємно простi числа мають такi властивостi:
1. Цiлi числа � i � взаємно простi тодi i тiльки тодi, коли

iснують цiлi числа � та � такi, що �� � �� � �;
2. Якщо ��	 �� � ��	 �� � �, то ��	 ��� � �


3. Якщо ��
... � i ��	 �� � �, то �

... �


4. Якщо ��	 �� � �, то �
... �� тодi i тiльки тодi, коли �

...� i �
... �


5. Якщо ��	 �� � �, то ���	 �� � ��	 ���

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Що можна сказати про НСД i НСК таких чисел:
а) 0 i 0? б) 25 i 0? в) 0 i -12?

2. Що можна сказати про НСД i НСК двох та трьох довiльних послiдов-
них натуральних чисел?

3. Яка частка i остача утворюються при дiленнi НСК на НСД будь-яких
двох натуральних чисел?

4. Перевiрити виконання рiвностей для будь-яких натуральних чисел �
та �:
а) ��	 �� � ��	 �� �� � �� � �	 �� ��; в) ���	 ��	 ��� � ��	 ��

б) ���	 ��	 ��	 ��� � ��	 ��
 г) ���	 ��	 ��	 ��� � ��	 ��.

5. Перевiрити, чи є взаємно простими такi числа:
а) 341 i 256; б) � i �� � �; в) �� � i �� � �; г) � � � i �� � �.

6. Чи може бути так щоб ��	 �� � � i ���	 �� �� �n>1�

Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. Нехай ��	 �� � ��	�� � ��	 �� � �� Встановити, чи може сума
�
�

� �
�

бути цiлим числом, коли ���� �� �.
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8. Знайти НСД таких чисел:
а) � � ����	 � � ��

 в) � � �	
�	 � � ���	

б) � � ���	 � � 
��	 � � ����
 г) � � ����	 � � ����	 � � ������

9. Знайти всi можливi значення НСД натуральних чисел:
а) 	� � � i 
� � �
 б) �� � � i 
� � �.

10. Знайти ��� � ��	 �� � ����, якщо ��	�� � �.

11. Знайти лiнiйне зображення НСД таких чисел:
а) � � ���	 � � �	��
 в) � � ���	 � � �	��

б) � � ���
	 � � ��	�
 г) � � ����	 � � 
���

12. Знайти НСК таких чисел:
а) � � ���	 � � �
�
 в) � � ��	 � � ��	 � � ��

б) � � ����	 � � �	�
 г) � � ��	 � � ��		 � � ����

13. Розв’язати систему рiвнянь в множинi �:

а)
�

�� � 	��	
��	 �� � �


в)
�

� � � � 

		
��	 �� � �����	 ��


б)
�

��	 �� � �	
��	 �� � ��


г)
�

�
����� � �

����� � 		

��	 �� � ����

14. Знайти при яких натуральних � є скоротним дрiб:
а) 
����

����� ; б) ����
���� ; в) �����

���� ; г) 
���
����� ?

15. Знайти НСД всiх чисел виду 	��� � �����, де � � � i � � ����.

Задачi на доведення

16. Довести, що iррацiональним є число: а) �
�

�; б) �
�

�; в) �
�
� для

будь-якого простого числа �.

17. Довести, що для довiльних натуральних � i �:
а) ��	�� � �	� � ��	 �� � ���
 в) ���	��	��� � ��	��


б) ���	��	 ��	��� � ��	��
 г) � 
����
�

	 
����
�

� � �.

18. Нехай натуральнi числа � та � є взаємно простими. Довести, що:
а) �� � �	 �� � �� � �
 г) ��� � �	 �� � �� � �;
б) �� � �	��� � �
 д) ���

�

� �	 ��
�

� �� � � при � �� �;
в) ��� �	�� � �
 е) ����

������ - нескоротний дрiб.

19. Довести, що коли натуральнi числа ���� i ���� є взаємно простими
то, числа � та � також є взаємно простими.
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20. Довести, що ���	
� � �	 ��	
� � �� � 	.

21. Дано взаємно простi натуральнi числа � i ��� 
 ���
Кожне з чисел множини � � ��
 �
 �
 � � � 
 �� � ��	 пофарбовано або в
жовтий, або в блакитний колiр, причому виконуються такi умови:
а) для кожного � �� числа � та �� � пофарбовано в один колiр;
б) для кожного � � � 
��	 числа � та ��� �� пофарбовано в один колiр.
Довести, що всi числа множини � пофарбовано в один колiр.

22. Нехай � � ���	 ��	 � � � 	 ���. Довести, що iснують цiлi числа
��	 ��	 � � � 	 �� такi, що � � ���� � ���� � � � �� �����

23. Нехай ��	 ��	 � � � 	 �� – цiлi числа, з яких хоча б одне вiдмiнне вiд нуля,
та iснують цiлi числа ��	 ��	 � � � 	 �� такi, що � � ���� � ���� � � � � �
����� Довести, що число � є найбiльшим спiльним дiльником чисел
��	 ��	 � � � 	 ��.

24. Довести, що серед трьох послiдовних цiлих чисел завжди знайдеться
число, яке взаємно просте з двома iншими.

Творчi задачi

25. Встановити можливiсть узагальнення задачi 9 на числа ��� � i ��� �
для заданих натуральних чисел �	 �	�	 �.

26. Дослiдити iстиннiсть твердження: серед � послiдовних натуральних
чисел завжди iснує число, яке є взаємно простим зi всiма iншими з
цих чисел.

27. Знайти необхiднi i достатнi умови для виконання рiвностi ��	 �� � ����
��	 �� � ��� для довiльних натуральних чисел �	 �	 �	 �	�	 �.

28. Для довiльних заданих натуральних чисел �	�	 � дослiдити
��	� � �	� � ��	 � � � 	� � ��� та ��	� � �	� � ��	 � � � 	� � ���.

29. Числова послiдовнiсть, в якiй �� � �� � �	 а кожен наступний член,
починаючи з третього, дорiвнює сумi двох попереднiх, тобто ���� �
���� � ��, називається рядом Фiбоначчi. Числа цього ряду:

�	 �	 �	 �	 �	 �	 ��	 ��	 ��	 ��	 ��	 ���	 ���	 �			 � � �

називають числами Фiбоначчi.
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Встановити iстиннiсть чи хибнiсть таких тверджень для чисел Фiбо-
наччi:
а) ���� � ������ � ������

б) ����� � ������ � �����


в) якщо �
...�	 то ��

...��

г) сусiднi числа Фiбоначчi завжди є взаємно простими;
д) ���	 ��� � ������

е) серед чисел Фiбоначчi немає такого, яке дiлиться на 2001.

Задачi з олiмпiад

30. Знайти всi цiлi значення � при яких вираз
	� � �

�� � �
набуває цiлих зна-

чень.

31. Нехай �	� - натуральнi числа, причому � - непарне. Довести, що
��� � �	 �� � �� � ��

32. До натуральних чисел � i �	 � 
 �, застосовують алгоритм Евклiда для
знаходження найбiльшого спiльного дiльника цих чисел. Довести, що
кiлькiсть крокiв алгоритму (дiлень з остачею) не перевищує ��, де �
– кiлькiсть цифр в десятковому записi числа �.

33. Дано взаємно простi натуральнi числа � та �� Знайти найбiльший
спiльний дiльник чисел �� � 	� та �� � 	��

34. Довести, що число ��	�� � ��	�	 взаємно просте з числом 1979.

35. Довести, що жодне з чисел Фiбоначчi не є степенем числа 7.

36. Чи iснують такi натуральнi числа � i �, для яких виконується рiвнiсть:
а) НСД�� � �	����НСД��	�� � ���� 

б) НСД�� � �	����НСД��	�� � ���� �

37. Нехай � i � – взаємно простi числа. Цiле число � назвемо "гарним",
якщо його можна подати у видi �� � ��, де � i � – цiлi невiд’ємнi
числа, i "поганим" в протилежному випадку. Довести, що найбiльшим
"поганим" числом є � � ������, i завжди, якщо � – "гарне", то ���
– "погане" i навпаки.
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§ 1.3 Простi i складенi числа. Канонiчна форма
натурального числа

Лiтература: [1] стор. 89–93, 96–99; [2] стор. 86–91, 93–98;
[3] стор. 364–371; [4] стор. 42–46.

Теоретичнi вiдомостi

Натуральне число � 
 � називають простим, якщо воно має тiльки два
натуральних дiльники 1 i � та складеним, якщо воно має бiльше двох на-
туральних дiльникiв. Таким чином, маємо розбиття множини натуральних
чисел � � ��	 � � � �	 де � – множина всiх простих чисел i � – множина
всiх складених чисел.

Кожне натуральне число � 
 � дiлиться хоча б на одне просте число.
Якщо � – натуральне число i � – просте число, то має мiсце одне з двох

тверджень �
... � або ��	 �� � �.

Якщо добуток двох або кiлькох натуральних чисел дiлиться на просте
число �, то хоча б один iз спiвмножникiв дiлиться на це число �.

Найменший простий дiльник складеного натурального числа � 
 � не
перевищує

�
�.

Основна теорема арифметики. Кожне натуральне число � 
 � є про-
стим або може бути записаним у виглядi добутку простих чисел i притому
єдиним способом, якщо не брати до уваги порядок розмiщення множникiв.

Запис натурального числа � 
 � у виглядi � � ���� ���� � � � ���� , де
��	 ��	 � � � 	 �� – попарно взаємно простi числа i �� – натуральнi числа, нази-
вається канонiчною формою числа �.

Якщо натуральне число � � ���� ���� � � � ���� записано у канонiчнiй формi

i �
... �, то � � �	�� �	�� � � � �	�� , де � � �� � �� для всiх � � � � �.
Нехай � � ���� ���� � � � ���� i � � �
�� �
�� � � � �
�� , де ��	 �� � �� Такий запис

iнодi називають узагальненою канонiчною формою. Тодi

��	 �� � ���� ���� � � � ���� 	 де �� � ������	 ��	;
��	 �� � �Æ�� �Æ�� � � � �Æ�� 	 де Æ� � ������	 ��	.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi з наступних натуральних чисел є простими або складеними: 101,
1111, 2121, 4327, 5432?

2. Знайти всi простi числа, якi мiстяться мiж числами:
а) 75 i 100; б) 150 i 175; в) 2550 i 2572.
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3. Вiдомо, що при дiленнi з остачею простого числа � на 30 отримали
� � ��� � �	 � � � � ��� Чи може бути число � складеним?

4. Вказати найменше складене число виду �� � � � ��	 де � � �.
5. Якою може бути остача при дiленнi простого числа � 
 � на 6?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Знайти канонiчний розклад числа �	 якщо:
а) � � ��

 е) � � 	� � 	� � 


б) � � �	
�
 є) � � �� � �� � �

в) � � �
���
 ж) � � ��
 � ��


г) � � �� � �� � 

 з) � � 	
 � �

д) � � ��
� � ����
 к) � � �
 � �.

7. Скiльки iснує способiв розкладу числа � � ���� � � � ���� в добуток двох
взаємно простих множникiв?

8. Чи може сума �
� � �

� � �
� � � � � � �

�
бути цiлим числом для деякого

простого числа �?

9. Перевiрити, чи можуть бути одночасно простими числа:
а) �	 � � � i � � ��; в) �	 � � � i � � �;
б) �	 � � � i � � �; г) �	 � � � i � � ��.

10. Знайти таке просте число �, щоб простими були також числа:
а) ��� � �
 в) �� � � i �� � �; д) � � � i � � ��

б) �� � �
 г) ��� � � i ��� � �� � �
 е) ��� � � i 
�� � �.

11. Знайти всi цiлi числа �	 для яких число ��� � 	� � ��� є простим.

12. Знайти простi числа �, для яких число �� � � є кубом натурального
числа.

13. Цiле число � таке, що число �� можна подати у виглядi �� � ���, де
� i � – цiлi числа. Перевiрити, що i число � можна подати в такому ж
виглядi.

Задачi на доведення

14. Довести, що для складених натуральних чисел � числа Мерсенна
�� � �� � � є складеними.
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15. Довести, що сума � послiдовних непарних чисел при � 
 � є складе-
ним числом.

16. Довести, що коли добуток двох взаємно простих натуральних чисел
є квадратом натурального числа, то кожен iз спiвмножникiв також є
квадратом деякого натурального числа.

17. Довести, що число ��� � ��� є складеним.

18. Довести нескiнченнiсть множини простих чисел виду:
а) � � �� � �	 � � �
 в) � � �� � �	 � � � ;
б) � � �� � �	 � � �
 г) � � 
� � �	 � � �.

19. Пронумеруємо всi простi числа так: �� � �	 �� � �	 �� � �	 �� � 		 � � �.
Довести, що
а)�� � ��

���

	 причому рiвнiсть виконується тiльки при � � �;
б) �� 
 ��, де � � �;
в) ���� � ���� � � � ��	 � 
 �;
г) ���� � � � �� 
 �	 де �� � � i � 
 �.

20. Довести, що коли число �� � �� � � є простим (числа Ферма), то
� � �� для деякого невiд’ємного цiлого числа �.

21. Довести, що для будь-яких натуральних чисел �	�	 �:
а) � � � � � � ��	�	 �� � ��	�	 �� � ��	�� � ��	 �� � ��	 ��;
б) ��� � ��	�	 �����	��	 ���

в) ��	 ��	 ��� � ���	 ��	 ��	 ���

г) ��	 ��	 ��� � ���	��	 ��	 ���.

Творчi задачi

22. Встановити, якою може бути остача вiд дiлення квадрата простого
числа на 30.

23. Описати властивостi множин остач вiд дiлення квадрата простого чи-
сла � 
 � на числа � � � � �� вiдносно операцiї � множення остач
(�� � �� дорiвнює остачi вiд дiлення добутку �� � �� на � ).

24. Вивчити множину натуральних чисел виду �� � � � ��, де � �
�	 �	 �	 �	 � � �, на предмет встановлення їх простоти.

25. Описати множину всiх натуральних чисел �	 для яких з того, що � i
�� � � є простими, слiдує, що простим є число �� � �.
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26. Дослiдити, як часто в натуральному ряду зустрiчаються простi числа
виду ��� � �.

27. Нехай � - просте число. Дослiдити, для яких чисел �	� � ��	 �	 � � � 	 �	
число �� � � є квадратом або кубом натурального числа.

Задачi з олiмпiад

28. В сiм’ї, що складається з п’яти осiб (тато, мати та троє дiтей), помiти-
ли, що коли перемножити вiк усiх членiв сiм’ї мiж собою, то отримаємо
1998. Який вiк мають члени сiм’ї, якщо тато старший за матiр на 10
рокiв?

29. Знайти всi пари ��	 �� простих чисел такi, що число ��� � дiлиться на
� i серед простих дiльникiв числа � � � є лише числа 2,3,5 та 7.

30. Нехай � – просте число, бiльше 2. Знайдiть суму остач вiд дiлення
чисел ��	 ��	 � � � 	 ��� ��� на ��.

31. Доведiть, що не iснує простих чисел �	 �	 �	 � для яких має мiсце рiв-
нiсть �� � �� � �� � �� � ���� � �.

32. Послiдовнiсть ��	 ��	 � � � натуральних чисел така, що ���� � ��������
при всiх натуральних �. Довести, що при всiх � 
 �� число �� � �� є
складеним.

33. Розкласти число ��� � ���� � ���	 � ��� на простi множники.

34. Натуральнi числа �	 � i � такi, що ��
��� � �. Вiдомо також, що числа �	 �

i � не мають спiльного натурального дiльника, бiльшого 1. Довести,
що число �� � є квадратом натурального числа.

35. Знайти всi четвiрки чисел �	 �	�	 �, якi задовольняють рiвняння
�� � �� � �� � ����.

36. Добуток деяких 48 натуральних чисел має рiвно 10 рiзних простих
дiльники. Довести, що з цих чисел можна вибрати чотири, добуток
яких є квадратом натурального числа.
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§ 1.4 Системнi числа

Лiтература: [1] стор. 79–88; [2] стор. 76–86; [3] стор. 385–388.

Теоретичнi вiдомостi

Розрiзняють непозицiйнi i позицiйнi системи числення.
Пiд непозицiйною системою числення розумiють систему, в якiй кожна

цифра завжди позначає те саме число незалежно вiд її мiсця (позицiї) в
запису числа. Однiєю з них є римська система числення, яка до цих пiр
має застосування. У нiй для запису чисел використовують сiм цифр: цифра
I означає одиницю, цифра V – п’ять, цифра Х – десять, L – п’ятдесят, C –
сто, D – п’ятсот, M – тисячу. Для запису чисел у цiй системi застосовують
принцип додавання i вiднiмання. Вiн полягає в тому, що:

1. коли менша цифра стоїть справа (пiсля) вiд бiльшої, то вона додається
до бiльшої, причому менша може повторюватися не бiльше трьох раз;

2. якщо менша цифра стоїть злiва (попереду) вiд бiльшої – то вона
вiднiмається вiд бiльшої i повторення меншої цифри у цьому випадку не
дозволяється.

Пiд позицiйною системою числення розумiють систему, в якiй значення
кожної цифри визначається не тiльки цифрою, а й позицiєю (мiсцем), яку
вона займає в записi числа. З’ясуємо цю систему запису чисел детальнiше.

Нехай � – деяке фiксоване число, бiльше вiд 1. Будемо називати його
основою системи числення.

Кожне натуральне число � можна записати i притому єдиним способом
у виглядi

� � ���
� � �����

��� � � � �� ��� � ��	

де всi �� – цiлi невiд’ємнi числа, меншi � i �� �� �� Запис натурального
числа � у такому виглядi називають систематичним записом з основою �.
При цьому символи, якими позначають числа ��	 ����	 � � � 	 ��	 �� називають
цифрами числа � у системi числення з основою � (або: у �-ковiй системi
числення). У такiй системi їх є �: �	 �	 �	 � � � 	 ���. Скорочено вживають один
iз записiв � � ������ � � � ����
 � ������� � � � �����
 � ������ � � � ����
�

Тодi � � ��
 � ����
 � ��
�
Кожне дробове додатне число �

�
можна записати i притому єдиним спо-

собом у виглядi

�

�
� ���

�������
����� � ������������

������
���� � � � �� � � � ����	 ���� � � �
	

де всi ��	 �� – цiлi невiд’ємнi числа, меншi � i �� �� �� Це систематичний
запис додатних дробiв з основою � i для нього додатково вжито знак –
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кома. Застосовуючи знак мiнус, можна записати у �-ковiй системi числення
всi рацiональнi числа.

Загальновживаною тепер є позицiйна система числення з основою � �
��� Її називають десятковою позицiйною системою i в цiй системi основа
числення не пишеться. Арифметичнi операцiї додавання, вiднiмання, мно-
ження i дiлення над числами записаними у �-ковiй системi числення викону-
ються за тими ж правилами як i в десятковiй системi числення з врахуван-
ням таблиць додавання i множення одноцифрових чисел у �-ковiй системi
числення.

Потреби практики вимагають вмiння переходити вiд однiєї системи чи-
слення до iншої. Зокрема, електронно обчислювальнi машини працюють у
двiйковiй системi числення. Якщо число � записано у �-ковiй системi чи-
слення i потрiбно перейти до у  -кової системи числення, то поступають
так:

1. записують число  у �-ковiй системi числення;
2. виконують кiлька дiлень кутом числа �
 на число  
 i послiдовно

утворюваних часток на число  
 у �-ковiй системi числення до тих пiр, поки
не дiстанемо частку рiвну нулю;

3. Знайденi остачi виражають цифрами у  -ковiй системi числення i за-
писують їх у зворотному порядку. Це i є записом числа � у  -ковiй системi
числення.

Перехiд вiд �-кової системи числення до десяткової виконують ще й так.
Кожну цифру числа �
 i основу � записують у десятковiй системi числення i
виконують вiдповiднi обчислення у десятковiй системi числення. Отриманий
результат i є шуканим.

На практицi перехiд вiд �-кової системи числення до  -кової системи
числення зручнiше виконувати так: спочатку перейти вiд �-кової системи
числення до десяткової, а потiм вiд десяткової до  -кової системи числення.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Записати в римськiй нумерацiї числа: а) 326; б) 7940; в) 2654; г) 1097.

2. Записати в десятковiй системi числення такi числа римської нумерацiї:
а) XXIV; б) CLVII; в) DCCIXL; г) MIM; д) MMI; е) MDCXLVIII.

3. Чому дорiвнює основа числення �, якщо в записi числа вжито най-
бiльшу цифру цiєї системи:
а) ����
? в) �����
?
б) �������
 г) ���������
?
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4. Чи вiрно записанi у вiдповiднiй системi числення такi числа:
а) �����
 в) ��������
	;
б) 
����	

 г) �����������.

5. Записати в десятковiй системi числення такi числа:
а) мiльярд; в) �����	 �����;
б) ������; г) ��		 ���
�

6. Нехай дано число � � ���� � � � ���. Як змiниться величина цього чи-
сла, якщо до нього дописати справа нуль? два нулi? три нулi?

7. Записати скорочено числа у вiдповiднiй системi числення:
а) � � �� � � � �� � � � � � �
 в) � � 
� � � � 
� � � � 
� � �;
б) �� � � � �� � �� � � � � � �; г) � � ��� � � � ��� � � � ��� � ��� � �.

8. Сказав Кащей Iвану-Царевичу: "Жити тобi до завтрашнього ранку.
Ранком з’явишся перед мої очi, я загадаю три цифри �	 �	 �. Ти - на-
звеш менi три числа: �	 �	 !. Вислухаю я тебе i скажу, чому дорiвнює
вираз �� � �� � �!. Тодi вiдгадай, якi �	 �	 � я загадав. Не вiдгадаєш-
голову знiму. "Засмутився Iван-Царевич, пiшов думу думати. Треба
йому допомогти. Як?

9. Знайти невiдомi цифри, позначенi буквами, якщо має мiсце числова
рiвнiсть 
"����� � �#��� � �#��� �  ������ (рiзним буквам вiдповiдають
рiзнi цифри).

10. Складiть таблицi додавання i множення в семiрковiй системi числення.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Обчислити:
а) ������� � ���
���; г) ������� � ����;
б) ������ � ������; д) �	 ���� � �	 ���;
в) ���
� � �
��; е) �	 ���
 � �	 ��
.

12. Знайти значення числового виразу в десятковiй системi числення:
а) ������� � ���� � ����� � ���� � ��������;
б) ��
�
 � ��	
� � ��
 � ���
�
 � 
�

� � �	
 � �����


в) ����� � ��� � ���
�� � ��� � ����� � �������;
г) ������ � ��� � ����� � ��� � ����� � ���� � ��� � ��.

13. Перевести з однiєї системи числення в iншу:
а) ������ 
 ���; в) �	�
 
 �

��; д) �
	����	 
 ��

б) ������ 
 �
; г) �������� 
 �	; е) ��
���� 
 ��.
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14. Знайти �	 �	 !	 якщо:
а) ���� � ����; в) �	���
 � ��
 д) ��� � ���� ;
б) ���� � ����� � �; г) ���� � ���� � �
���; е) ��!�� � !����

15. Знайти всi натуральнi числа � такi, що першi цифри числа �� утворю-
ють число �.

16. Розв’язати рiвняння:
а) ������� � ������; б) ���!���� � �����!��.

Задачi на доведення

17. Нехай � - просте число, � 
 �. Вiдомо, що для деякого натурального
� число �� мiстить 20 цифр. Довести, що серед них є принаймнi 3
однакових цифри.

18. Довести, що число:
а) 144 є квадратом натурального числа в системi числення з

будь-якою основою � 
 �;
б) 1331 є кубом натурального числа в системi числення з

будь-якою основою � 
 �.

19. Довести, що:
а) сума цифр квадрата будь-якого натурального числа не може

дорiвнювати ���	��.
б) число �� � � ��, яке мiстить в записi �� одиниць, дiлиться на ��.

20. Довести, що в системi числення з будь-якою основою � 
 � числа
���� �� i ��� ��� записуються однаковими цифрами, але в зворотному
порядку.

21. Довести, що в десятковiй системi числення iснує тiльки одне чотири-
цифрове число, пiсля пiднесення якого до квадрату одержуємо число,
в якого чотири останнi цифри дають дане число.

22. Довести, що подiльнiсть суми ���
 � ���
 на число � не залежить вiд
середньої цифри.

Творчi задачi

23. Нехай маємо вагу з двома шальками i по однiй гирi масою 1 грам, 3
грами, 9 грам, 27 грам i т.д. Чи можна за допомогою такого набору
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гирь зважити 1 кiлограм з точнiстю до 1 грама? Як змiниться ситуацiя,
коли в наборi гирь будуть по однiй гирi масою 1 грам, 5 грам, 25 грам,
125 грам i т.д.? Узагальнiть цю задачу.

24. Число �
� в десятковiй системi числення записується скiнченним деся-

тковим дробом �	 ��, а в трiйковiй – нескiнченним перiодичним дро-
бом �	 ����� Опишiть умови, при яких нескоротний звичайний дрiб �

�

перетворюється в скiнченний або нескiнченний в системi числення за
основою � 
 �.

25. Вивчити можливiсть узагальнення задач 16 та 21 на бiльшу кiлькiсть
цифр та iншi системи числення.

26. Нехай � � ��. Розгляньте можливiсть подання рацiонального числа у
видi

�

�
� ������� � � � �� ������ � �� � ��������� � � � � �

Таку систему числення називають нега-четвiрковою. Якi її особливо-
стi?

27. Розгляньте систему числення за основою � � �� та установiть її зв’я-
зок з з десятковою i нега-четвiрковою системою числення. Зокрема,
перевiрте виконання рiвностей:

��������� � � � ��������� � ��������� � � � ������������������� � � � ����� � �����

��������� � � � ��������� � ��������� � � � �����
��

� �� � ����������� � � � ���
��

�

Задачi з олiмпiад

28. В десятизначному числi � � ���� � � � ��� цифра �� спiвпадає з кiлькi-
стю одиниць в записi �, �� - з кiлькiстю двiйок, �� - трiйок, ..., ��� -
кiлькiстю нулiв. Знайти число �.

29. Довести, що останнi цифри в послiдовностi чисел
� � � � �	 � � � � �	 � � � 	 ��� �� � � � �� � �� перiодично повторюються.

30. Знайти всi натуральнi числа � � ���� � � � �� такi, що в десятковому
записi ����� � � � ��� � ����� � � � ��� � �� � ���

31. Сума трьохзначних чисел ���	 ���	 ��� в десятковому записi дорiвнює
1998. Знайти усi трiйки таких чисел.

32. Знайти чотири останнi цифри числа: а) ���	 � ��		

 б) ���� � ��		

в його десятковому записi.
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33. Довести, що число �� � � � � (1998 одиниць) дiлиться на 37.

34. Вiдомо, що число ������������ дiлиться на 37. Встановити, чи дiли-
ться на 37 число ������������.

35. Визначити, яку максимальну кiлькiсть трицифрових чисел можна
утворити з цифр �	 �	 �	 �	 �	 
	 		 � так, щоб кожне з них не мiстило
однакових цифр, та будь-якi два з утворених чисел мали не бiльше
однiєї спiльної цифри.

36. Шестизначне число записане рiзними цифрами дiлиться на 37. Чи мо-
жна з цих цифр записати iнше шестизначне число, яке також дiлиться
на 37?

37. Довести, що iснує цiле число � таке, що в десятковому записi числа
� � ����� немає жодного нуля.

38. Довести, що коли натуральне число � не закiнчується нулем, то iснує
натуральне �, яке дiлиться на � i таке, що в його десятковому записi
немає жодного нуля.

39. Число � получають з натурального числа � деякою перестановкою його
цифр. Довести, що для для будь-якого натурального � сума � � � не
може дорiвнювати числу, яке записане 1967 дев’ятками.

40. Число � получають з натурального числа � деякою перестановкою його
цифр.Вiдомо, що � � � � ��� � � ��� (200 нулiв). Довести, що число �
дiлиться на 50.

41. Задано натуральне число � таке, що для будь-якого натурального�, яке
дiлиться на �, число��� тоже дiлиться на � (��� – число, яке складається
з тих самих цифр, що i �, але записаних у зворотному порядку).
Довести, що число � є дiльником числа 99.

42. Знайти найменше натуральне число, яке у десятковому записi почи-
нається з цифри 4 i зменшується в чотири рази вiд перестановки цiєї
цифри в кiнець числа.
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§ 1.5 Числовi функцiї

Лiтература: [1] стор. 93–95, 169–174; [2] стор. 92–93, 173–178;
[3] стор. 368–369; [4] стор. 49–65;

Теоретичнi вiдомостi

Функцiю 
 називають числовою, якщо множина � всiх натуральних чи-
сел входить до її областi визначення.

В теорiї подiльностi цiлих чисел знаходять застосування числовi функцiї:

� $ – число натуральних дiльникiв числа;

� % – сума натуральних дiльникiв числа;

� & – функцiя Ейлера;

� ' або �� – ант’є-функцiя або цiла частина числа;

� �	 – дробова частина числа.

Значення функцiї Ейлера &��� дорiвнює кiлькостi натуральних чисел,
якi не перевищують � i взаємно простi з ним.

Через '��� (���) позначають найбiльше цiле число, яке не перевищує �.
Значення функцiї дробова частина числа обчислюється за формулою

��	 � �� ����
Числова функцiя 
 називається мультиплiкативною, якщо 
��� �� � для

кожного � i для будь-яких взаємно простих чисел � i � має мiсце рiвнiсть

�� � �� � 
��� � 
���.

Числовi функцiї $ , % i & є мультиплiкативними.
Мультиплiкативнi функцiї мають такi властивостi:
1. 
��� � �

2. Добуток мультиплiкативних функцiй є мультиплiкативною функцiєю;
3. Якщо числа ��	 ��	 � � � 	 �� попарно взаємно простi i 
 – мультиплiка-

тивна функцiя, то 
��� � �� � � ���� � 
����
���� � � � 
�����
Якщо натуральне число � � ���� ����� � � � ���� записано у канонiчнiй формi,

то $��� � ��� ��� � ��� ��� � � � ��� ���, %��� �
�
����
� ��
���� � �

����
� ��
���� � � � �

����

�
��

����

i &��� � � � ��� �
��

� � ��� �
��

� � � � ��� �
��

�.
Показник � простого числа �, яке входить до канонiчного розкладу на-

турального числа ��, обчислюється за формулою

� � '�
�

�
� � '�

�

��
� � � � �� '�

�

��
� � � � � �
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Знайти число i суму всiх натуральних дiльникiв числа:
а) 256; в) 998;
б) 257; г) ����.

2. Знайти значення функцiї Ейлера для чисел 81, 256, 1331, 2041.

3. Знайти:
а) ��� �

�
��
 в) ���	 �	;

б) �
�

�� ��
 г) �	 якщо ��� � �� i ��	 � �	 	�.

4. Як обчислюються значення функцiй $	 % та & для простих чисел?

5. Скiльки є натуральних чисел, якi меншi за число �� i взаємно простi
з ним для даного простого �.

6. Скiльки є натуральних чисел, якi меншi за число 81 i взаємно простi
з 6?

7. Натуральне число � дiлиться на 2 i 9 i має 14 дiльникiв. Знайти це
число.

8. Скiлькома нулями закiнчується число, яке дорiвнює добутку всiх на-
туральних чисел вiд 1 до 2002 включно?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Знайти натуральне число �, якщо:
а) � має тiльки два простих дiльники, $��� � ��	 %��� � ����

б) � – найменше натуральне число, для якого $��� � ��;
в) добуток всiх натуральних дiльникiв числа � дорiвнює ��� � ���

г) � � ����	�
 $���� � $��� � �
 $�	�� � $��� � ��
 $���� � $��� � ���

10. Знайти кiлькiсть натуральних чисел, якi меншi вiд числа � i мають з
ним найбiльший спiльний дiльник �, якщо:
а) � � ���	 � � ��; в) � � �	�	 � � ��;
б) � � ��	�	 � � �; г) � � ��	
	 � � ��.

11. Нехай � - натуральне число. Знайти $����, якщо:
а) $���� � �� i � має тiльки два простих дiльники;
б) $���� � ��� i � має тiльки три простих дiльники.
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12. Розв’язати рiвняння:
а) &��� � ��; г) &�
�� � 	�;
б) &��� � �

� ; д) ��	 ��� � �;
в) &��� � �

� ; е) � 
����

� � � �	� � �.
13. Побудувати графiки функцiй � � $��� i � � %���	 де � � � � ���

14. Побудувати графiки функцiй:
а) � � ����; в) � � ��	� �;
б) � � ����; г) � � ���� � ���	 � �.

15. Знайти канонiчний розклад чисел:
а) ���; б) ���; в) ���

���� ; г) ���
������ .

16. Скiльки є натуральних чисел, якi:
а) кратнi 786 i мiстяться мiж ��� i ���?
б) меншi вiд числа 1000 i не дiляться нi на 5 , нi на 7?
в) не бiльшi вiд 12317 i взаємно простi з 1575?
г) не бiльшi вiд 1000 i не взаємно простi з 363?

Задачi на доведення

17. Довести, що добуток всiх натуральних дiльникiв числа � дорiвнює
�
����
� .

18. Довести, що:
а) �� � �� � ��� � ���; в) $���� � $���$���	 якщо ��	�� 
 �

б) &���� � �&����; г) &���� 
 &���&���	 якщо ��	�� 
 �.

19. Натуральне число � називається досконалим, якщо %��� � ��.
Довести, що:
а) 6, 28, 496, 8128 – досконалi числа;
б) парне число � є досконалим тодi i тiльки тодi, коли

� � ���� � ��� � ��	 де � � �	 а � � �� � � – просте число;
в) довiльне натуральне число з одним простим дiльником

не є досконалим;
г) непарне натуральне число з двома простими дiльниками

не є досконалим.

20. Два натуральних числа � i � називаються дружнiми, якщо
%��� � � � � � %���. Довести, що дружнiми є такi пари чисел:
а) 220 i 284; б) 1184 i 1210; в) 2620 i 2924; г) 18416 i 17296.



Числовi функцiї 29

21. Довести формулу Гаусса:
�

�

...�
&��� � ��

22. Довести, що для будь-якого додатного дiйсного числа � i натурального
� виконується рiвнiсть � 
��

�
� � � �

�
�.

23. Довести, що $��� � $��� � � � �� $��� � ��� � � ��� � � � � �� ��
�

��

Творчi задачi

24. Знайдiть необхiдну i достатню умову того, щоб для даного натураль-
ного числа � число $��� було непарним.

25. Встановити, якi значення може приймати числова функцiя
� � ���� ���� �.

26. Вивести формулу для суми всiх чисел, якi взаємно простi з натураль-
ним числом � i меншi вiд нього.

27. Перевiрте, що для натурального числа � � ���� � � � ���� iснує ������
�

рiзних розкладiв на два множники. Чи iснують формули для числа
рiзних розкладiв на три та бiльшу кiлькiсть множникiв.

28. Виведiть формулу для суми %� �-тих степенiв всiх дiльникiв числа
� � ���� � � � ���� 	 записаного в канонiчнiй формi.

Задачi з олiмпiад

29. Розвя’зати рiвняння: ��� � �

�� � ��	� �

��� .

30. Яких чисел бiльше серед цiлих чисел вiд 1 до 1000000 включно:
а) тих, що дiляться на 11, але не дiляться на 5, чи тих, що

дiляться на 12, але не дiляться на 7?
б) тих, що дiляться на 13, але не дiляться на 6, чи тих, що

дiляться на 15, але не дiляться на 26?

31. Знайти всi натуральнi числа � такi, що �����
���� � � для деякого ��

32. Знайти всi натуральнi числа � такi, що �
���� � � для простого ��

33. Для будь-якого натурального числа � будується послiдовнiсть
�	 $���	 $�$����	 � � � 	 де $��� – кiлькiсть натуральних дiльникiв числа �.
Знайти всi такi �	 для яких у вiдповiднiй послiдовностi немає квадратiв
цiлих чисел.
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§ 1.6 Скiнченнi ланцюговi дроби

Лiтература: [1] стор. 99–111; [2] стор. 98–111; [3] стор. 380–385;
[4] стор. 30–41.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай �
�
– рацiональне число та � 
 �� Застосуємо до цiлих чисел � i �

алгоритм Евклiда:

� � ��� � �� i � � �� � ���,
� � ���� � �� i � � �� � ��,
�� � ���� � �� i � � �� � ��,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
���� � �������� � �� i � � �� � ����,
���� � �����

З цих рiвностей послiдовно одержимо

�

�
� ���

��
�

� ���
�

�

��

� ���
�

�� �
��
��

� � � � � ���
�

�� �
�

�� � � � �� �

���� �
�

��

�

Подання рацiонального числа �
�
у останньому виглядi називають скiнченним

ланцюговим або неперервним дробом. Скорочено ланцюговий дрiб запису-
ють у видi

�

�
� ���
 ��	 ��	 � � � 	 ����

Число �� є цiлою частиною дробу �
�
, а ��
 ��	 ��	 � � � 	 ��� – його дробовою

частиною. Всi неповнi частки ��	 ��	 � � � 	 �� є натуральними числами.
Кожне рацiональне число можна подати у виглядi скiнченного ланцюго-

вого дробу i до того ж єдиним чином при умовi, що �� 
 �.
Якщо �

�
� � є цiлим числом, то �

�
� ���.

Дроби ��
��

� ��
� 	 ��

��
� �� � �

��
	 ��

��
� �� � �

�� �
�

��

	 � � � 	

��
��

� �� � �

�� �
�

�� � � � �� �

��
називаються пiдхiдними дробами даного ланцюгового дробу або вiдповiдно-
го йому числа �

�
. При цьому ��

��
називається пiдхiдним дробом �-го порядку.

Якщо � – парне (непарне), то говорять, що пiдхiдний дрiб ��
��

парного (не-

парного) порядку. Очевидно, що ��
��

� �
�
�
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Рекурентнi формули для обчислення чисельникiв i знаменникiв пiдхi-
дних дробiв є такими:

�� � ��	 �� � ���� � �	 а при  
 � �� � ������ � ����

(� � �	 (� � ��	 а при  
 � (� � (����� � (���.

Усi обчислення зручно виконувати за схемою
� 0 1 2 . . . n
�� �� �� �� ��
�� 1 �� �� � ���� � � �� � ���� � �� �� � ������ � ����

(� 0 1 (� � �� (� � (��� � (� (� � (����� � (���

Щоб обчислити �� для  � �	 �	 � � � 	 � потрiбно число ��, яке стоїть над
��, помножити на число ����, яке передує �� з цього самого ряду, i до
добутку додати число ����, яке стоїть в тому самому рядку i передує ����.
Аналогiчно обчислюють i (�.

Пiдхiднi дробi скiнченого ланцюгового дробу мають такi властивостi:
1. Чисельники i знаменники пiдхiдних дробiв є цiлими числами; крiм

того знаменники є натуральними числами i утворюють зростаючу послiдов-
нiсть, починаючи з (�;

2. Якщо  � �	 то ��(��� � ����(� � �������;
3. Кожен пiдхiдний дрiю нескоротний;
4. Якщо  � �	 то ��(��� � ����(� � �������;
5. Пiдхiднi дроби парного порядку даного ланцюгового дробу утворю-

ють зростаючу послiдовнiсть, а пiдхiднi дроби непарного порядку – спадну
послiдовнiсть;

6. Кожен пiдхiдний дрiб парного порядку даного ланцюгового дробу мен-
ший за будь-який пiдхiдний дрiб непарного порядку цього дробу;

7. Якщо �
�

– додатне рацiональне число i ��
��

– пiдхiдний дрiб �-го
порядку в розкладi �

�
в ланцюговий дрiб, то

������ �
��
(�

���� � �

(�(���
�

�

(�
�

�

Якщо у рiвняннi �� � �� � � з цiлими коефiцiєнтами i вiльним членом
числа � i � взаємно простi, то його загальний розв’язок у цiлих числах
можна подати у виглядi

� � ������� � � �(��� � ��	 � � ����� � � � ���� � ��	

де � – довiльне цiле число, а ���� i (��� – чисельник i знаменник перед-
останнього пiдхiдного дробу розкладу числа �

�
у ланцюговий дрiб.
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є запис
а) ���
 �	 �	 ��; в) ���
 �	��	 ��;
б) ��
 �	 �	 �	 ��; г) ��
 �	 
	 ��.

поданням деякого числа у видi ланцюгового дробу?

2. Яким є ланцюговий дрiб, якщо його передостаннiй пiдхiдний дрiб до-
рiвнює ��

	 	 а останнiй елемент �� � ��

3. Нехай для деякого ланцюгового дробу ���
 ��	 � � � 	 ��� маємо
��
��

� ��	��	� �
� 	� �

� . Знайдiть ��.

4. Чи може дана послiдовнiсть чисел бути чисельниками послiдовних
пiдхiдних дробiв деякого ланцюгового дробу ���
 ��	 � � � 	 ���:
а) 2, 3, 11, 47, 105; в) 2, -3, 11, 47, 105;
б) -2, 3, 11, 47, 105; г) -2, -3, 11, 47, 105?

5. Чи може дана послiдовнiсть чисел бути знаменниками послiдовних
пiдхiдних дробiв деякого ланцюгового дробу ���
 ��	 � � � 	 ���:
а) 1, 1, 4, 17, 38; в) 1, 1, 4, 4, 38;
б) 1, -1, 4, 17, 38; г) -2, 1, 4, 17, 38?

6. Знайти похибку при замiнi ланцюгового дробу ��
 �	 �	 �� кожним з його
пiдхiдних дробiв та вказати яким є це наближення – з надвишком чи
недостачею.

7. Встановити, який iз ланцюгових дробiв бiльший ���
 ��	 � � � 	 ��� чи
���
 ��	 � � � 	 ���	 якщо � 
 �.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Наступнi звичайнi дроби подати у видi ланцюгових та знайти всi їхнi
пiдхiднi дроби:
а) ���

��� ; в) � 		
��� ; д) �
 �


�� ; є) 
�
��� ;

б) ����
���� ; г) � ���

��� 
 е) � ���
��� ; ж) ��	

��� .

9. Подайте ланцюговий дрiб у видi звичайного:
а) [2;3,1,4]; в) [-3;1,2,1,1,5]; д) ��
 �	 �	 �	 �	 ��;
б) [0;4,1,2,5,6]; г) [-6;3,1,5,4,2]; е) ��
 �	 �	 �	 �	 �	 ��.

10. Порiвняйте ланцюговi та пiдхiднi дроби для рацiональних чисел:
а) ���

��� i ���
��� ; б) � 
�

��� i � ���

� .
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11. Подiлити на 2 ланцюговий дрiб:
а) ��
 �	 �	 ��; в) ��
 �	 �	 �	 �	 ��;
б) ��
 �	 �	 �	 ��; г) ��
 �	 �	 �	 � � � 	 �� .

12. Розв’язати рiвняння:
а) ���
 �	 �	 �� � ��

�� ; в) ���
 ��	 �	 �� � � ��
�� ;

б) ��
 �	 �	 ��� � �	
� ; г) ��
 �	 �	 �� � ��
��	 ��	 � � � 	 ���.

13. Скоротити дроби:
а) ����

���� ; в) � �
��
���� ;

б) ��
�
���� ; г) � ����

���� .

14. Розв’язати рiвняння в цiлих числах:
а) ���� � 
�� � ��; в) ��� � ��� � �;
б) ��� � ��� � �	�; г) 	�� � �
� � ��.

15. Розв’язати рiвняння в натуральних числах:
а) �� � ��� � ��; в) ��� � ��� � ���;
б) ���� ��� � 	�; г) ��� � ��� � ��.

16. Через якi точки з цiлими координатами проходять сторони трикутника
з вершинами:
а) )���	 ��	 *��	 ��	 +��	 ��
 в) )��	 �� �	 *� �� 	 ��	 +���	 ��;

б) )��	 �� �	 *���	 	�	 +��	 ���
 г) )���	� �
� �	 *� �� 	���	 +�� �

� 	 ��;

17. При розрахунку зубчастої передачi вiд одного до iншого валу вияви-
лося, що передаточне число (вiдношення зубцiв на валах) дорiвнює �

�
.

Чи можна замiнити це вiдношення дробом з меншими чисельниками i
знаменниками так, щоб похибка не перевищувала � при:
а) �

�
� ���

��� i � � �	 ���? в) �
�

� ��
�� i � � �	 ���?

б) �
�

� �
�
��� i � � �	 ���? г) �

�
� ��


�
� i � � ��	 ����	 �	 ���
	?

18. Чи можна подати дрiб ���
�� у видi суми двох додатних нескоротних

дробiв знаменники яких дорiвнюють 7 та 11?

19. Для настилання пiдлоги в квадратнiй кiмнатi з стороною 3 м є до-
шки шириною 11 см i 13 см та довжиною 3 м. Другi дошки на ���
дорожчi вiд перших. Скiльки треба взяти дощок рiзної ширини для
найекономнiшого настилу?
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20. За 30 монет однакової вартостi купили 30 птахiв трьох видiв: перепе-
лiв, голубiв та пiвнiв. За кожних трьох перепелiв заплатили 1 монету,
за кожнi два голуби також 1 монету i за кожного пiвня – по 2 монети.
Скiльки яких птахiв було куплено?

21. Вивести формулу для запису ланцюгового дробу довжини � у видi
звичайного:
а) ��
 �	 �	 �	 � � � 	 ��; в) ��
 �	 �	 �	 � � � 	 ��;
б) ��
 �	 �	 �	 � � � 	 ��; г) ��
 �	 �	 �	 � � � 	 ��.

Задачi на доведення

22. Довести, що коли в ланцюговому дробi довжини � всi неповнi частки
дорiвнюють одиницi, то дрiб дорiвнює ����

��
, де ���� та �� – числа

Фiбоначчi (дивись задачу 5.).

23. Довести властивостi 1 – 7 пiдхiдних дробiв ��
��

даного ланцюгового
дробу ���
 ��	 � � � 	 ��� (дивись теоретичнi вiдомостi до цього параграфа).

24. Нехай маємо рiвняння �� � �� � � з цiлими коефiцiєнтами, ��	 �� � �

та ����

����
є передостаннiм пiдхiдним дробом розкладу числа �

�
у лан-

цюговий дрiб. Довести, що:
а) пара чисел �� � ��������(���	 �� � ����������

є розв’язком цього рiвняння;
б) загальний розв’язок рiвняння задають формули

� � �� � ��	 � � �� � ��	 � � �.

Творчi задачi

25. Встановити, чи можуть члени кожної скiнченної зростаючої послiдов-
ностi натуральних чисел бути знаменниками послiдовних пiдхiдних
дробiв деякого ланцюгового дробу. Якщо це не так, то яким умовам
повиннi задовольняти такi послiдовностi?

26. Перевiрити, чи виконуються нерiвностi iз властивостi 7 пiдхiдних дро-
бiв для вiд’ємних рацiональних чисел.

27. Нехай � – довiльне дiйсне число. Вiдомо, що � � ��� � ��		 де
� � ��	 � �� Якщо ��	 
 �	 то ��	 � �

�
	 де � 
 �	 тобто � � ��� � �

�
�

Продовжуючи цей процес з числом �, ми для рацiонального числа �,
одержимо подання його у видi скiнченного ланцюгового дробу.
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Розглянути питання про можливiсть подання iррацiонального числа
у видi нескiнченного ланцюгового дробу (розгляньте, наприклад, чи-
сло

�
�). Чи можуть серед них бути перiодичнi? Вивчити можливiсть

такого узагальнення поняття пiдхiдних дробiв та їх властивостi.

28. Встановити, чи iснує залежнiсть мiж рацiональними числами, якi зо-
браженi ланцюговими дробами ���
 ��	 � � � 	 ��� i ����
 ���	 � � � 	 ���� для
� � ��

29. Встановити зв’язок мiж поданнями у видi ланцюгових дробiв для ра-
цiональних чисел �

�
та ���

�
.

30. Встановити залежностi мiж ланцюговими i пiдхiдними дробами для
нескоротних рацiональних чисел:
а) �

�
i �
�
; б) ��

�
i �
�
; в) ��

�
i �
��

; г) ��
�

i ��
�
;

31. Створити теорiю скiнченних ланцюгових дробiв для системи числення
за основою �.

Задачi з олiмпiад

32. Довести, що iррацiональне число можна подати у видi нескiнченного
перiодичного (чистого або мiшаного) ланцюгового дробу тодi i тiль-
ки тодi, коли воно є дiйсним коренем квадратного рiвняння з цiлими
коефiцiєнтами.

33. Розв’язати рiвняння ��
��	 ��	 � � � 	 ������ � �� ��
 �	 �	 �	 � � � 	 �����.

34. Розв’язати рiвняння ��
��	 ��	 � � � 	 ��� � �� ��
 �	 �	 �	 � � � 	 � � ��.
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§ 1.7 Вибранi задачi

Двадцять перший математичний турнiр мiст, 1999

1. Нехай для цiлих чисел �	 � i � виконується умова: � � � � � � �.
Для кожної такої трiйки обчислюють � � ��			 � ��			 � ��			.
а) Чи може � � �?
б) Чи може число � бути простим?

2. Довести, що iснує нескiнченна множина непарних натуральних чисел
�, для яких число �� � � є складеним.

3. Декiлька послiдовних натуральних чисел записали в рядок так, що
сума будь-якої трiйки пiдряд записаних чисел дiлиться на саме лiве
число цiєї трiйки. Яка максимальна кiлькiсть чисел могла бути запи-
саною, якщо останнє число послiдовностi є непарним?

4. Невтомнi Фома i Ярема будують послiдовнiсть. Спочатку в послiдовно-
стi одно натуральне число. Потiм вони по черзi записують числа так:
Фома записує число, додаючи до попереднього одну з його цифр, а
Ярема - вiднiмаючи вiд попереднього одну з його цифр. Доведiть, що
якесь число в цiй послiдовностi повториться не менше 100 раз.

5. При яких � можна розставити натуральнi числа вiд 1 до � по кругу
так, щоб сума будь-яких двох сусiднiх чисел дiлилася на наступне за
ними за годинниковою стрiлкою число?

6. 100 гирок масою �	 �	 � � � 	 ��� грам розклали на двi шальки терезiв
так, що є рiвновага. Довести, що можна забрати по 2 гирки з кожної
шальки так, що рiвновага не порушиться.

7. Розглянемо такi �, що набiр гир масою �	 �	 � � � 	 � грам можна роздiли-
ти на двi частини, рiвнi за вагою. Чи вiрне те, що для кожного такого
�, бiльшого трьох, можна забрати по двi гирi з кожної частини так,
що рiвновага збережеться.

Задачi з московських математичних олiмпiад

8. Довести, що $��� � �
�
�.

9. Суму цифр числа � позначимо через ����. Довести, що коли ���� �
�����, то число � дiлиться на 9.
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10. Довести, що не iснує цiлих чисел �	 �	 �	 �, якi задовольняють рiвно-
стям:

���	
��


� � � � � � �� � � ��
�	
� � � � � � �� � � �
�	
� � � � � � �� � � 
�	
� � � � � � �� � � ��

11. Розглянемо суми цифр всiх чисел вiд 1 до 1 000 000 включно.В одер-
жаних чисел знову розглянемо суми цифр, i так дальше, поки не отри-
маємо мiльйон одноцифрових чисел. Яких чисел серед них бiльше –
одиниць чи двiйок?

12. Двохсотзначне число �������� � � ����� помножено на число ��������	
(� i � – невiдомi цифри). Виявилося, що 53-я цифра отриманого числа
(рахуючи справа) є 1, а 54-а – 0. Знайти � i �.

13. Довести, що кожне натуральне число є числом Фiбоначчi або його
можна подати у видi суми кiлькох рiзних чисел Фiбоначчi.

14. Позначимо через ���� найменший номер � числа Фiбоначчi �� такий,

що ��
...� i ���� � �

...�. Довести нерiвнiсть ���� � ��.

15. В якомусь роцi деяке число нi в один мiсяць не було недiлею. Знайти
це число.

16. Довести, що в послiдовностi �� чисел Фiбоначчi всi числа ��� дiляться
на 5.

17. Знайти найбiльше п’ятизначне число �, у якого четверта цифра бiльша
п’ятої, третя бiльша суми четвертої i п’ятої, друга бiльша суми третьої,
четвертої i п’ятої та п’ята цифра бiльша вiд суми решти.

18. Назвемо автобусний бiлет щасливим, якщо сума цифр його шестизна-
чного номера дiлиться на 7. Встановити, чи можуть бути два бiлети з
послiдовними номерами щасливими i, якщо так, то описати їх.

19. В кодовому замку є 3 кнопки з номерами 1, 2, 3. Про код, який вiдкри-
ває замок вiдомо, що вiн тризначний. Замок вiдкривається, як иiльки
пiдряд i в правильному порядку натиснутi всi три цифри його коду.
Яке найменше число раз потрiбно натиснути на кнопки замка, щоб вiн
вiдкрився?
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20. В десятковому записi даного натурального числа � немає нулiв. Якщо
в ньому стоять рядом двi однаковi цифри або два однакових двозна-
чних числа, то їх дозволяється викреслити. Крiм того, дозволяється
також в будь-якому мiсцi вставити двi однаковi цифри або два одна-
кових двозначних числа. Довести, що комбiнуючи цi операцiї, можна
з числа � отримати число, яке менше ��	.

21. Натуральнi числа � i � взаємно простi i � � �. Яке число бiльше�
� � �

�

�
�
�
� � �

�

�
� � � � �� � �

�

�
чи

�
� � �

�

�
�
�
� � �

�

�
� � � �� �

� � �
�

�
?

22. Чи може число �� закiнчуватися цифрами ��	
��� � � ����?

23. Добуток деяких 1986 натуральних чисел має рiвно 1985 рiзних простих
дiльникiв. Довести, що одне з цих чисел або добуток кiлької з них є
квадратом натурального числа.

24. Знайти найменше натуральне число, першою цифрою якого є 4 i яке
зменшується у 4 рази вiд перестановки цiєї цифри в кiнець числа.

Задачi з рiзних олiмпiад i математичних турнiрiв

25. Знайти суму цифр числа �����
	�������� � � �������������. Скiльки у
цьому числi семiрок?

26. Знайти найменше натуральне число ���� � � � ��, серед цифр якого у
десятковому записi немає нулiв, яке в сумi з числом �� � � � ���� дає
число, цифри якого отриманi перестановкою цифр даного числа.

27. Позначимо через ���� суму цифр числа � в десятковому записi. Дове-
сти, що iснує нескiнченно багато таких чисел �, що в записi � немає
нулiв i:
а) � дiлиться на ����; б) � дiлиться на ���� � �.

28. Знайти найменше натуральне число, сума цифр якого дiлиться на 7,
таке, що сума цифр наступного за ним числа також дiлиться на 7.

29. Довести, що серед будь-яких 13 послiдовних натуральних чисел зна-
йдеться число з сумою цифр, яка дiлиться на 7.

30. Довести, що iснують безлiч цiлих чисел, якi є точними квадратами i
залишиаються такими ж пiсля дописування до них справа одиницi (в
десятковому записi).
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31. Числа � та � – цiлi, причому число 
� � ��� дiлиться на 31. Довести,
що число � � 	� також дiлиться на 31.

32. Знайти всi натуральнi числа � для яких число �� �� дiлиться на ���.

33. В послiдовностi ���	 � �� � �� � �	 ���� � ��
��� � ��

��� � ��. Чи
дiлиться число ��	
� на 7?

34. Цiле число � має властивiсть: число �� можна подати у виглядi �� �
���	 де � та � – цiлi чила. Довести, що i число � можна подати в
такому виглядi.

35. Всi натуральнi числа довiльним чином розбитi на двi групи. Довести,
що хоча б в однiй з них знайдуться три числа, одне з яких є середнiм
арифметичним двох iнших.

36. Довести, що найбiльший спiльний дiльник цiлих чисел � та � � �

дорiвнює найбiльшому спiльному дiльнику чисел �� � та
�� � �

�� �
.

37. Довести, що для будь-яких натуральних чисел � i � має мiсце рiвнiсть
��� � ��	 �� � ��� � ������ � ������.

38. Натуральнi числа � i � такi, що �� � �� � � дiлиться на �� � �� � �.
Довести, що � � �.

39. Нехай � – натуральне число, а на дошцi записанi всi натуральнi числа
вiд � до �� � �. Дозволяється стерти з дошки будь-якi два числа � i
��� � �� i записати замiсть них число �

� . Довести, що коли пiсля серiї
таких операцiй на дошцi залишиться одне число, то воно буде менше
за одиницю.

40. Довести, що число ���� � � ��� не є квадратом цiлого числа.

41. Довести, що число ��
�� можна подати як добуток трьох натуральних
чисел, бiльших 1.

42. Знайти всi цiлi розв’язки рiвняння:
а) ����

��� � � ���
��� 
 б) � ���� �	 � � �

�� � �
� �

43. Довести, що всi бiномiальнi коефiцiєнти +�
�	 +

�
�	 � � � 	 +

�
�	 � � � 	 +

���
� дi-

ляться на � тодi i тiльки тодi, коли � – просте число.

44. Довести, що число 
�����������
��
��

є цiлим, i що
��	 �	 � � � 	 ��� � �� � �	 � � �	 � � � 	 ����
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45. Нехай � – просте число i � � � – натуральнi числа. Довести, що:
а) +��

�� � +�
� дiлиться на ��;

б) +��
�� � +�

� дiлиться на �� при � � �.

Задачi з шостої Соросовської олiмпiади з математики

46. До натурального числа � додали 72 i в сумi отримали число, записане
тими самими цифрами, що i число �, але в зворотному порядку. Знайти
всi числа �, якi задовольняють вказанiй умовi.

47. Нехай ��	 ��	 � � � 	 �� – рiзнi простi числа (� � �). Iз цих чисел складенi
всi можливi добутки, що мiстять парну кiлькiсть спiвмножникiв (усi
спiвмножники – рiзнi). Нехай �� – сума всiх таких добуткiв. Напри-
клад, �� � ���� � ���� � ���� � ���� � ���� � ���� � ��������. Довести,
що �� � � дiлиться на ����.

48. Розв’язати рiвняння �����	 � �����, де ��� позначає найбiльше цiле
число, що не перевищує �	 а ��	 � �� ���.

49. Знайти всi пари ��	 �� простих натуральних чисел, для яких значення
виразу �

�
� ���

��� є цiлим числом.

50. Для простих чисел �	 � i натуральних чисел �	 �	 � виконується рiвнiсть
��� � ��� � ��. Довести, що число � є простим.

51. На дошцi виписанi 16 рiзних натуральних чисел, жодне з яких не пере-
вищує 30. Довести, що серед виписаних чисел обов’язково знайдуться
два взаємно простих.

52. Довести, що iснує нескiнченно багато натуральних чисел �	 �	�	 �	 якi
задовольняють рiвнiсть

�� � �� � �� � ������

53. На дошцi записанi всi п’ятицифровi числа, в записi кожного з яких
цифри розташованi в строго зростаючому злiва направо порядку. Чи
можна з кожного з них викреслити по однiй цифрi так, щоб утворились
всi чотирицифровi числа з такою ж властивiстю?

54. Натуральнi числа � i � такi, що сума дробiв ����
��� i ����

��� є цiлою.
Довести, що кожен з вказаних дробiв є цiлим числом.



Роздiл 2

Кiльця

§ 2.1 Кiльце та його найпростiшi властивостi.
Пiдкiльце

Лiтература: [1] стор. 132–135; [2] стор. 133–137; [3] стор. 104–111.

Теоретичнi вiдомостi

Алгебра �,
 �	 �� з двома бiнарними операцiями (додавання i множення)
називається кiльцем, якщо операцiї мають властивостi:

1. �,
 �� є абелевою групою.
2. �,
 �� є пiвгрупою.
3. Операцiя множення дистрибутивна вiдносно операцiї додавання, тобто

для будь-яких елементiв �	 �	 � з , виконуються рiвностi
� � �� � �� � � � � � � � � i �� � �� � � � � � � � � � ��
Кiльце називається комутативним, якщо операцiя множення має вла-

стивiсть комутативностi.
Кiльце, яке мiстить тiльки один нульовий елемент називається нульовим.
В кожному кiльцi визначається операцiя вiднiмання �, яка кожнiй впо-

рядкованiй парi ��	 �� елементiв кiльця , ставить у вiдповiднiсть розв’язок
рiвняння � � � � �.

Кiльцем з одиницею називають ненульове кiльце, яке мiстить нейтраль-
ний елемент вiдносно операцiї множення.

Елемент � кiльця з одиницею , називають оборотним, якщо для нього
iснує в , обернений елемент ���. Множина ,� всiх оборотних елементiв
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кiльця з одиницею , є групою вiдносно операцiї множення, заданої в ,. Її
називають мультиплiкативною групою кiльця ,.

Комутативне кiльце з одиницею, в якому для кожного ненульового еле-
мента iснує обернений елемент, називається полем.

Якщо в кiльцi , виконується рiвнiсть � � ��, то елемент � називають
лiвим, а елемент � – правим дiльником елемента �. Якщо кiльце , –
комутативне, то елементи �	 � називають дiльниками елемента � i говорять,

що елемент � дiлиться на елементи � i � (короткий запис: �
...�, �

...�). При
цьому � називають також часткою вiд дiлення � на � (� є часткою вiд
дiлення � на �).

Якщо в кiльцi , елементи � i � ненульовi i в той же час � � � � �, то їх
називають лiвим i правим дiльниками нуля вiдповiдно.

Елементи � i � комутативного кiльця , з одиницею називаються асоцi-
йованими, якщо � дiлиться на � i � дiлиться на �.

Елементи � i � комутативного кiльця , з одиницею є асоцiйованими тодi
i тiльки тодi, коли � � �� i � є дiльником одиницi в ,.

Пiдмножина ,� кiльця , називається пiдкiльцем кiльця ,, якщо ,�

є кiльцем вiдносно операцiй заданих в ,. Пiдкiльця , i ��	 кiльця ,
називають тривiальними.

Непорожня пiдмножина ,� кiльця , є його пiдкiльцем тодi i тiльки тодi,
коли вона разом з будь-якими своїми елементами � i � мiстить їх суму �� �,
рiзницю �� � i добуток � � � (iншими словами: замкнута вiдносно операцiй
додавання, вiднiмання i множення).

Кiльце , називається числовим, якщо воно є пiдкiльцем кiльця компле-
ксних чисел � .

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi з заданих числових множин утворюють кiльце вiдносно операцiй
додавання i множення та мiстять одиницю:
а) ������ � ��� �

�
���	 � � �	; г) �� �

�
�� � �� � � �

�
���	 � � �	;

б) �
�� � � ����� � �	; д) ��

�
�� � �� � �

�
���	 � � �	;

в) ��
�

��� � �� � �
�

����	 � � �	; е) ����� � �� � ����	 � � ��	;
є) �����

�
�

� ��	 �� парнi або непарнi числа	�
2. Якi з заданих числових множин:

а) ����� � �	
 в) ��� ����	 � � ��	

б) �� � ���� � �	
 г) �� � ����	 � � � � �� 
 �	


є пiдкiльцями кiльця комплексних чисел � ?

3. Знайти найменше числове кiльце, яке мiстить числа �	
�

�	
�

�.
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4. Перевiрити, що множина �
 � ��	 �	 �	 �	 �	 �	 
	 		 всiх остач вiд дi-
лення на 8 є кiльцем вiдносно операцiй � та � при яких �� � i �� �
дорiвнюють остачi при дiленнi на 8 чисел ��� та ��	 вiдповiдно. Знайти
всi дiльники нуля.

5. Навести приклади кiлець, якi не мають нетривiальних пiдкiлець.

6. Навести приклади:
а) нескiнченного комутативного кiльця без дiльникiв нуля

(числового i нечислового);
б) нескiнченного некомутативного кiльця;
в) скiнченного кiльця з дiльниками нуля;
г) скiнченного кiльця без дiльникiв нуля;
д) нескiнченного комутативного кiльця з дiльниками нуля;
е) комутативного кiльця без одиницi;
є) некомутативного кiльця без одиницi;
ж) скiнченного некомутативного кiльця.

7. Якi числа є асоцiйованими елементами в кiльцях: а) �
 б) � ?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. В кiльцях з одиницею задач 1в, 1д, 1е знайти всi дiльники одиницi.

9. Знайти всi пари асоцiйованих елементiв в кiльцi ����.

10. Якi з заданих множин матриць утворюють кiльце вiдносно операцiй
додавання i множення:

а)
�


� �
� �

�
��	 �	 �	 � � �

�

 д)

�

� �
� �

� ���	 � � �
�




б)
�


� ��
� �

� ���	 � � �
�


 е)
�


� �
� �

� ���	 � � �
�




в)
�


� �
� �

� ���	 �	 �	 � � ��

�

 є)

�

� �
� �

� ���	 � � �
�




г)
�


� ��
� �

� ���	 � � �
�


 ж)
�


� �
� �

� ���	 � � �
�
�

Якi з кiлець комутативнi? У кiльцях з одиницею знайти всi дiльники
одиницi. Встановити наявнiсть i вид дiльникiв нуля.

11. Якi з заданих множин дiйсних функцiй вiд однiєї змiнної, визначених
на вiдрiзку ��	 ��, утворюють кiльце вiдносно вiдомих операцiй дода-
вання i множення:
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а) множина всiх неперервних функцiй;
б) множина всiх непарних функцiй;
в) множина всiх диференцiйовних функцiй;
г) множина всiх обмежених функцiй;
д) множина ���� всiх многочленiв з цiлими коефiцiєнтами;
е) множина всiх многочленiв не вище другого степеня?

Якi з кiлець комутативнi? У кiльцях з одиницею знайти всi дiльники
одиницi. Встановити наявнiсть i вид дiльникiв нуля.

12. Якi з заданих множин пар цiлих чисел утворюють кiльце вiдносно
операцiй додавання i множення пар, якi визначенi так:
а) ��	 ��� ��	 �� � ���	 ���	 ��	 ��� ��	 �� � �� � �	 � � ��?
б) ��	 ��� ��	 �� � �� � �	 � � ��	 ��	 ��� ��	 �� � ��� � ��	 �� � ���?
в) ��	 ��� ��	 �� � �� � �	 � � ��	 ��	 ��� ��	 �� � ���	 ���?
г) ��	 ��� ��	 �� � �� � �	 � � ��	 ��	 ��� ��	 �� � ���� ���	 �� � ���?

Якi з кiлець комутативнi? У кiльцях з одиницею знайти всi дiльники
одиницi. Встановити наявнiсть i вид дiльникiв нуля.

13. Перевiрити подiльнiсть чисел у вiдповiдних кiльцях:
а) 	 � �	

�
� на � � �

�
� в кiльцi ��

�
��;

б) � � 
� на 	 � �� в кiльцi ����;
в) � на � � ��

�
� в кiльцi ��

�
���;

г) � � � �
�

� � � �
�

� на � � �
�

� в кiльцi �� �
�

��.

14. Розв’язати рiвняння )- � * та . ) � * в кiльцi ���	��	 якщо:

а) ) �



� �
� �

�
	 * �



� �
� �

�



б) ) �



� �
� �

�
	 * �



� �

 


�



в) ) �



� �
� �

�
	 * �



� �
� �

�

г) ) �



� �
� �

�
	 * �



� �
� �

�
.

15. Описати будову всiх пiдкiлець кiльця �. Якi з них мiстять одиницю?

Задачi на доведення

16. Нехай маємо кiльця , i / з операцiями � i �. На множинi , � /
визначенi операцiї:

��	 ��� ��	 �� � �� � �	 � � ��
 ��	 ��� ��	 �� � �� � �	 � � ���
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Довести, що ,�/ є кiльцем (його називають прямим добутком кiлець
, i /)

17. Нехай � – просте число. Позначимо через �� множину всiх рацiональ-
них чисел, якi можна подати у видi дробу з знаменником, який не
дiлиться на �. Довести, що:
а) �� є пiдкiльцем кiльця рацiональних чисел � i мiстить 1;
б) будь-який ненульовий елемент � з �� можна подати у видi

� � ���	 де � � � � ��		 i � є дiльником одиницi в �� .

18. Довести, що:
а) перетин довiльної непорожньої множини пiдкiлець даного

кiльця є його пiдкiльцем;
б) множина ,� всiх дiльникiв одиницi кiльця , з одиницею є

мультиплiкативною групою цього кiльця;
в) у кiльцi ,, яке мiстить � елементiв, для кожного елемента

� цього кiльця виконується рiвнiсть �� � �;
г) кiльце , � ��	 �	 �	 �	 з визначальними спiввiдношеннями

�� � �	 �� � �	 �� � �� � �	 � � � � �	 � � � � � є полем;
д) пiдмножина ,� � ��#�� � �	 кiльця , з одиницею #

утворює пiдкiльце;
е) дiльник одиницi кiльця , з одиницею не може бути

дiльником нуля.

19. Довести, що коли в комутативному кiльцi , iснує елемент � такий,
що �, � ,	 то в , є одиниця i � є дiльником одиницi.

20. Довести, що множина ���� всiх пiдмножин множини � є кiльцем
вiдносно операцiй �(симетрична рiзниця) та �.

21. Довести, що наступнi множини є числовими кiльцями:
а) 0� � ��� � ��� � �� � ��� � � � �� �� � ��� �� � � � �� � �� �� � �	

б) 0� � ��� � ��� � �� � ��� � � � �� �� � ��� �� � � � �� � �� �� � �	

в) 0� � ��� � 
�� � �� � 
�� � � � �� �� � 
�� �� � � � �� � �� �� � �	

г) 0� � ��� � ��� � �� � ��� � � � �� �� � ��� ��	 � � � � �� � �� �� � �		

де � � �� � ��	� Чи мiстять цi кiльця одиницю?

22. Довести, що числа:
а) � � �

�
� та ���� є асоцiйованими в кiльцi ��

�
��;

б) � � �
�

� та �� � �
�

� є асоцiйованими в кiльцi ��
�

��;
в) ��� �	

�
� та 	��� є асоцiйованими в кiльцi ��

�
��;

г) 	� �� та ��� 	� є асоцiйованими в кiльцi ����.
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23. Нехай , – скiнченне кiльце. Довести, що:
а) коли , не мiстить дiльникiв нуля, то воно є кiльцем з одиницею,

i всi його ненульовi елементи оборотнi, тобто ,� � , 
 ��	

б) коли , мiстить одиницю, то кожний його елемент, який має

одностороннiй обернений, є оборотним;
в) коли , мiстить одиницю, то кожний його лiвий дiльник нуля

є правим дiльником нуля.
Перевiрити, чи будуть мати мiсце висновки тверджень б) i в), якщо в
, немає одиницi.

24. Нехай кiльце , мiстить одиницю i �	 � � ,. Довести, що:
а) коли ��	 �� � ,�, то �	 � � ,�;
б) коли , не мiстить дiльникiв нуля i �� � ,�, то �	 � � ,�;
в) коли , скiченне i �� � ,�, то �	 � � ,�;
г) без додаткових обмежень на кiльце , з �� � ,� не обов’язково

слiдує �	 � � ,�.

Творчi задачi

25. Дослiдити наявнiсть дiльникiв нуля в прямому добутку , � / кiлець
, та / (див. 2.13) в залежностi вiд їх присутностi в даних кiльцях i
навпаки.

26. Нехай ,� пiдкiльце кiльця ,. Встановити, якi з наступних тверджень
iстиннi:
а) якщо , – кiльце з одиницею, то ,� – кiльце з одиницею;
б) якщо ,� – кiльце з одиницею, то , – кiльце з одиницею;
в) якщо , i ,� – кiльце з одиницею, то одиниця , спiвпадає

з одиницею ,�;
г) якщо , – кiльце з дiльниками нуля, то ,� – кiльце з дiльни-

ками нуля;
д) якщо ,� – кiльце з дiльниками нуля, то , – кiльце з дiльни-

ками нуля;
е) якщо � � ,� є дiльником нуля в ,�, то � є дiльником нуля в ,;
є) якщо � � ,� є дiльником нуля в ,, то � є дiльником нуля в ,�;
ж) якщо ,� – кiльце без дiльникiв нуля, то , – кiльце без

дiльникiв нуля.

27. Описати мультиплiкативнi групи ���
�
�� для простих чисел � � �	 �	 	.

Задачi з олiмпiад

28. Описати мультиплiкативну групу ���
�

���
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§ 2.2 Область цiлiсностi та поле часток. Подiль-
нiсть в областi цiлiсностi

Лiтература: [1] стор. 136–141, 153–155 ; [2] стор. 137–141, 153–156;
[3] стор. 439–444.

Теоретичнi вiдомостi

Комутативне кiльце , з одиницею без дiльникiв нуля називається обла-
стю цiлiсностi.

Характеристикою кiльця , з одиницею # називають найменше нату-
ральне число � таке, що �# � # � # � � � �� #� �� �

�

� �; якщо такого натурального

числа не iснує, то говорять, що кiльце , має характеристику �.
Якщо кiльце , має характеристику � �� �, то для кожного елемента

� � , виконується рiвнiсть �� � �.
Характеристикою будь-якої областi цiлiсностi є деяке просте число або

нуль.
Якщо область цiлiсностi , має характеристику �, то для кожного нену-

льового елемента � � , i будь-якого натурального числа � маємо �� �� �.
Для кожної областi цiлiсностi , iснує поле � , яке мiстить , як пiдкiль-

це. При цьому кожен елемент поля � дорiвнює частцi вiд дiлення деяких
двох елементiв областi цiлiсностi ,. Поле � називають полем часток обла-
стi цiлiсностi ,.

У областi цiлiсностi , кожен елемент � має своїми дiльниками всi дiль-
ники одиницi (елементи мультиплiкативної групи ,�) та асоцiйованi з ним
елементи. Їх називають тривiальними дiльниками елемента �.

Вiдмiнний вiд нуля i одиницi елемент � областi цiлiсностi , називають
простим (нерозкладним, незвiдним), якщо його дiльниками є тiльки асо-
цiйованi з ним елементи та дiльники одиницi (iншими словами: елемент �
не має нетривiальних дiльникiв).

Елемент � областi цiлiсностi , називають складеним (розкладним, звi-
дним), якщо серед його дiльникiв є хоча б один вiдмiнний вiд асоцiйованого
з ним елемента та дiльникiв одиницi (має нетривiальний дiльник).

Елемент � областi цiлiсностi ,, асоцiйований з простим елементом �,
також є простим.

Елемент � областi цiлiсностi , називають спiльним дiльником елемен-
тiв ��	 ��	 � � � 	 ��, якщо кожен з них дiлиться на �. Найбiльшим спiльним
дiльником елементiв ��	 ��	 � � � 	 �� називають такий спiльний дiльник цих
елементiв, який дiлиться на будь-який iнший їхнiй спiльний дiльник.
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Найбiльший спiльний дiльник елементiв ��	 ��	 � � � 	 �� областi цiлiсно-
стi , позначається символом ���	 ��	 � � � 	 ��� i визначається з точнiстю до
множника, шо є дiльником одиницi.

Елементи � i � областi цiлiсностi , називають взаємно простими, якщо
їх спiльними дiльниками є тiльки дiльники одиницi. Тодi пишуть ��	 �� � �.

Якщо � – простий елемент областi цiлiсностi , i � � ,, то ��	 �� � � або
��	 �� � �.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Яку характеристику має числове кiльце: а) ��; б) ����?

2. Якою є характеристика кiльця �
 � ��	 �	 �	 �	 �	 �	 
	 		 всiх остач вiд
дiлення на 8 (дивись задача № 4, § 2.1)

3. Навести приклад числового кiльця, яке не є областю цiлiсностi.

4. Чи є областю цiлiсностi прямий добуток �� � �
�	��?

5. Чи є поле комплексних чисел полем часток кiльця цiлих гауссових
чисел? Якщо це не так, то що є полем часток кiльця �����

6. Навести приклади простих i складених елементiв в кiльцях
���

�
��	 �	 � �

7. Нехай , є пiдкiльцем кiльця /. Чи буде простий елемент в , простим
в / i навпаки?

8. Чи має нетривiальнi дiльники число 13 з кiльця �����

9. Встановити простим чи складеним є число �� в кiльцi �����

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. На множинi � задано двi бiнарнi операцiї:
а) � � � � � � � � �	 � Æ � � �� � � � �

б) � � � � � � � � �	 � Æ � � �� � �� � �� � ���

Встановити, чи є алгебра ��
 �	 Æ� областю цiлiсностi?

11. Знайти поля часток кiлець ���
�

�� i ����
� � �

�
�

� � та порiвняти їх.

12. Знайти всi нетривiальнi дiльники числа 6 в кiльцi ���
�

��.

13. Встановити можливiсть розкладу на простi множники числа 2 в кiль-
цях ���

�
�� та �����
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14. В кiльцi ���
�

��:
а) знайти всi дiльники числа 4;
б) знайти всi спiльнi дiльники чисел 4 i � � ��

�
�;

в) встановити iснування НСД чисел 4 i � � ��
�

�;
г) довести, що число 4 неоднозначно розкладається на простi

множники.

15. В кiльцях з задачi 21(а-г) � ��� знайти елементи, якi є складеними, але
їх не можна розкласти на простi множники.

16. В кiльцях ���
�

�� та ���
�

�	� знайти числа, якi неоднозначно розклада-
ються на простi множники.

17. Знайти кiлька простих елементiв в кiльцi �� �

Задачi на доведення

18. Довести, що кiльце ���� всiх многочленiв вiд змiнної � з цiлими кое-
фiцiєнтами є областю цiлiсностi.

19. Довести, що кiльце � 
���� не є областю цiлiсностi.

20. Довести, що елементи �	 � областi цiлiсностi , асоцiйованi тодi i тiль-
ки тодi, коли iснує дiльник одиницi � такий, що � � ��.

21. Довести, що скiнченна область цiлiсностi є полем.

22. Довести, що характеристикою областi цiлiсностi є 0 або просте число.

23. Довести, що кожний асоцiйований до простого елемента в данiй обла-
стi цiлiсностi також є простим.

24. Довести, що всi числа � � ���� такi, що ���� є простим числом, є
простими елементами кiльця ����.

25. Довести, що в областi цiлiсностi , кожний елемент, який має одно-
стороннiй обернений є оборотним.

26. Довести, що ��
�

�� є полем часток для кiльця ��
�

��.

27. Довести, що коли кiльце , має характеристику � �� �, то для кожного
елемента � � , виконується рiвнiсть �� � �.

28. Нехай � є полем часток для областi цiлiсностi ,. Довести, що хара-
ктеристики � i , однаковi.
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29. Довести, що коли кiльце , має характеристику �, то воно мiстить
пiдкiльце, iзоморфне кiльцю �
.

30. Довести, що число елементiв скiнченного поля характеристики � �� �
є деяким натуральним степенем числа �.

Творчi задачi

31. Знайти необхiдну i достатню умову того, щоб просте число � � � було
простим елементом в кiльцi ����.

32. Нехай � - просте число. Встановити, якi елементи є простими в кiльцi
�� (дивись задачу 1.16).

33. Встановити, чи кожне складене число з кiльця ��
�
���� � �� має одно-

значний розклад на простi множники.

Задачi з олiмпiад

34. Знайти всi простi елементи в кiльцi �� .

35. Нехай , – комутативне кiльце без одиницi. Елемент � � , називає-
ться складеним в ,, якщо вiн дiлиться на вiдмiнний вiд себе елемент
цього кiльця. Опишiть множину складених чисел кiльця ��. Чи має
мiсце в цьому кiльцi аналог основної теореми арифметики?

36. Довести, що скiнченне комутативне кiльце без дiльникiв нуля, яке
мiстить бiльше одного елемента є областю цiлiсностi.

37. Довести, що множина чисел виду � � � �
�

� � � �
�

�, де �	 �	 � � �, є
областю цiлiсностi. Знайти в нiй елемент асоцiйований до елемента
�� �

�
� � � �

�
�.
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§ 2.3 Iдеали кiльця. Конгруенцiї за iдеалом та
фактор-кiльце

Лiтература: [1] стор. 141–147; [2] стор. 143–150; [3] стор. 430–433.

Теоретичнi вiдомостi

Непорожня пiдмножина 1 кiльця , називається лiвим (правим) iдеалом
кiльця, якщо виконуються умови:

1. Пiдмножина 1 замкнута вiдносно операцiй додавання i вiднiмання;
2. ,1 � 1 (1, � 1).
Пiдмножина 1 кiльця ,, яка є лiвим i правим iдеалом, називається дво-

стороннiм iдеалом або iдеалом кiльця ,. У комутативному кiльцi кожен
лiвий i правий iдеали є двостороннiм iдеалом.

Кожен лiвий i правий iдеал кiльця , є пiдкiльцем кiльця ,.
Пiдмножини , i ��	 є iдеалами кiльця ,. Їх називають одиничним i

нульовим вiдповiдно та тривiальними.
Нехай , – комутативне кiльце i � � ,. Множина всiх елементiв

виду �� � �� кiльця ,, де � – будь-який елемент цього кiльця i � –
будь-яке цiле число, є iдеалом ,. Цей iдеал називають головним iдеа-
лом, породженим елементом � i позначають ��� або � � 
. Аналогiчно
визначають поняття головного iдеалу, породженого кiлькома елементами:
���	 ��	 � � � 	 ��� �� ��	 ��	 � � � 	 �� 
�

��
��� ���� �

��
��� ���� , де �� � ,,

�� � �.
Нехай 2 i 3 – iдеали кiльця ,. Множина 2 � 3 � �� � ��� � 2	 � � 3 	

називається сумою iдеалiв 2 i 3 . Множина
23 � ����� � ���� � � � � � �������	 ��	 � � � 	 �� � 2	 ��	 ��	 � � � 	 �� � 3	 � � �	
називається добутком iдеалiв 2 i 3 .

Перетин, сума i добуток iдеалiв 2 i 3 кiльця , є iдеалом кiльця ,.
Нехай 1 – iдеал кiльця ,. Елементи � i � кiльця , називаються конгру-

ентними за iдеалом 1 (за модулем 1), якщо � � � � 1� Цей факт записують
так: � � � ���� 1�. Якщо 1 � ���, то пишуть � � � ���� ��.

Вiдношення конгруентностi мiж елементами кiльця , за iдеалом 1 має
такi властивостi:

1. Вiдношення � є вiдношенням еквiвалентностi на множинi ,.
2. Клас еквiвалентностi з представником � має вид � � ��1 i є сумiжним

класом адитивної групи , за її пiдгрупою 1 . Його називають класом лишкiв
кiльця , за iдеалом 1 з представником �.

3. Конгруенцiї можна почленно додавати, вiднiмати i множити.
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Множину всiх класiв лишкiв кiльця , за iдеалом 1 позначають ,41 . У
цiй множинi визначаються операцiї додавання i множення так:

� � � � � � �	 � � � � � � ��

Алгебра �,41 
 �	 �� є кiльцем, яке називають фактор-кiльцем або кiльцем
класiв лишкiв кiльця , за iдеалом 1 .

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Навести приклади лiвих та правих iдеалiв кiльця ���	���

2. Чи є лiвим, правим та двостороннiм iдеалом множина:

а) ����...
 � �
...��	 в кiльцi �� б) �� в кiльцi �����

в)
�


� �
� �

�
�� � �

�
в кiльцi ���	���

г)
�


� �
� �

�
�� � �

�
в кiльцi ���	���

д)
�


� �
� �

�
�� � �

�
в кiльцi ���	���

е)
�


� �
� �

�
�� � �

�
в кiльцi ���	 � ��

3. Якi з чисел: � � ��	 � � 
�	 ��� � ��	 � � �� належать iдеалу
�� � ��� кiльця ����� Якi з них породжують цей iдеал?

4. При якiй умовi має мiсце рiвнiсть � � �
� � � � �
�	 якщо � � ��

5. Якi з чисел: �����	 	���	 �����	 �����	 ���	 ���	 ���	
� � �	 �� � �� є конгруентними за iдеалом ��� в кiльцi �����

6. Скiльки елементiв мiстить фактор-кiльце:
а) �4���; б) �4���; в) �4���; ����4���?

7. Iдеал 1 областi цiлiсностi , називається простим, якщо ,41 є областю
цiлiсностi. Наведiть приклади простих iдеалiв в кiльцi ��

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. У кiльцi цiлих чисел знайти iдеали:
а) ��	 	�
 в) �
	 ���; д) ��	 �	 	�;
б) ��	 
�; г) ��	 �	 
�; е) ��	�
	 ��.
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9. У кiльцi цiлих чисел виконати такi дiї над його iдеалами:
а) ��� � ���
 г) ��� � ���
 є) �
� � ���

б) ��� � ���
 д) ��� � ���
 ж) ��
� � ���

в) ��� � ���
 е) ��� � ���
 з) �
� � ����

10. На множинi iдеалiв ) � ���	 ��	���	 ��	 
�	 ��	 ���	 кiльця � роз-
глянути вiдношення включення � та порiвняти його з вiдношенням
подiльностi на пiдмножинi * � ��	 �	��	 �	 
	 �	 ��	 множини цiлих чи-
сел.

11. Якi з рiвностей мають мiсце в фактор-кiльцi ����4���:
а) � � �� � ��� � �� �� � ���
 г) � � �� � ��� � � � � � ���;
б) � � ��� � � � ���; д) � � � � ��� � �� �� � ���;
в) �� � ��� � �� � ���; е) ��� � � ��� � � � �� � ���?

12. Побудувати фактор-кiльця ��	 та �� i скласти таблицi Келi для дода-
вання i множення. Знайти всi їх дiльники нуля та мультиплiкативнi
групи ��

� i ��
�.

13. Розв’язати рiвняння в кiльцi ��:
а) �� � � � ���
 в) �� � � � ��; д) �� � � � ��; є) �� � � � ��;
б) ��� � � ��; г) �� � � � ��; е) �� � � � ��; ж) �� � � � ��.

14. Побудувати фактор-кiльце ����4��� та знайти �����4������

15. Скiльки елементiв мiстить фактор-кiльце ����4���� Чи є воно полем?

16. У фактор-кiльцi ����4��� знайти всi дiльники нуля i оберненi елементи
до � якщо:
а) � � �	 � � ���	 ��	 �� ��	;
б) � � 
�	 � � �� � ��	 � � �	.

17. Знайти всi iдеали кiлець: а) ��; б) ����

Задачi на доведення

18. Нехай , – кiльце i 2 � ���� � , � ��� � ������ � ��	. Довести, що
2 є iдеалом кiльця ,.

19. Нехай , – комутативне кiльце i 2 � ���� � , � ��� � ,���� � ��	.
Довести, що:
а) 2 є iдеалом кiльця ,;
б) коли , мiстить одиницю, то 2 � ��	.

Навести приклад комутативного кiльця, для якого 2 �� ��	.
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20. Нехай ,� – пiдкiльце кiльця , та 1 – iдеал кiльця ,. Довести, що
1� � ,� � 1 є iдеалом кiльця ,�.

21. Довести, що в будь-якому полi немає нетривiальних iдеалiв.

22. Довести, що для iдеалiв кiльця цiлих чисел умова ��� �� виконує-

ться тодi i тiльки тодi, коли �
...�.

23. Довести, що фактор-кiльце ,41 кiльця , з одиницею за будь-яким
його iдеалом 1 мiстить також одиничний елемент.

24. Нехай , є областю цiлiсностi. Довести, що:
а) коли ���	 �	� � ���, то � � ���	 � � ���;

б) коли ���	 �	� � ���, то ��	 ��
... �;

в) коли ���	 �	� � ���, то iснують �	 � � , такi, що �� � �� � �;

г) коли ���	 �	� � ���	 �
... �	 �

... �, то �
... �;

д) коли ���	 �	� � ���, то � i ��	 �� є асоцiйованими;
е) ненульовий елемент � � , 
,�	 який не розкладається на

простi множники, має хоч один нетривiальний дiльник, який теж
не розкладається на простi множники;

є) за умови попереднього пункту для елемента � � , 
,� в кiльцi
, iснує нескiнченна послiдовнiсть елементiв ��	 ��	 � � � 	 ��	 � � � 	
в якiй кожний наступний елемент є нетривiальним дiльником
попереднього; при цьому ��� � ���� � ���� � � � � � ���� � � � � 	
тобто, в , iснує нескiнченна послiдовнiсть iдеалiв, в якiй кожен
наступний iдеал строго мiстить попереднiй.

25. Довести, що коли для елементiв �	 �	� областi цiлiсностi , має мiсце
рiвнiсть ��� � ��� � ���	 то � є найменшим спiльним кратним для � i
�.

26. Довести, що в комутативному кiльцi , з одиницею:

а) �
... � тодi i тiльки тодi, коли ��� � ���	 де �	 � � ,;

б) асоцiйованi елементи кiльця породжують той самий головний
iдеал;

в) головний iдеал, породжений дiльником # одиницi 1 кiльця ,
спiвпадає з ,, тобто �#� � ��� � ,;

г) головнi iдеали, породженi елементами � i � рiвнi тодi i тiльки
тодi, коли � i � є асоцiйованими елементами i , – область
цiлiсностi.
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27. Довести, що:
а) �� �

�
�� � ��

�
��
 г) ���� � ����


б) �� � �
�

	� � ��
�

	�
 д) ���� � �����


в) ��� �
�

�� � ��
�

��
 е) ��� � �
�

	� � �� �
�

	� в ��
�

	�


28. Довести, що деякого елемента � областi цiлiсностi , має мiсце рiв-
нiсть ��� � , тодi i тiльки тодi, коли � � ,�.

29. Довести, що в областi цiлiсностi , з рiвностi ���� ��� � ��	 випливає
� � � або � � �.

Творчi задачi

30. Для кожного натурального � опишiть множину всiх iдеалiв кiльця
���	���

31. Нехай 1�	 1� - iдеали кiльця ,, 1� � 1� � �� � ��� � 1�	 � � 1�	 та
1� � 1� � �%���� ��� � 1�	 �� � 1�	. Встановити зв’язки мiж множинами
1� � 1�	 1� � 1�	 1� � 1� та 1� � 1�. Знайти необхiдну i достатню умову при
якiй має мiсце рiвнiсть 1� � 1� � 1� � 1�.

32. Нехай 1 є iдеалом кiльця ,. Встановити, яке з тверджень iстинне:
а) якщо в кiльцi , є дiльники нуля, то вони є в фактор-кiльцi ,41?
б) якщо в фактор-кiльцi ,41 є дiльники нуля, то вони є в кiльцi ,?

Чи iснують кiльця та їх iдеали, в яких обидва твердження iстиннi?

33. Описати iдеали кiльця ��.

Задачi з олiмпiад

34. Нехай 1 є нетривiальним iдеалом кiльця +
����� Довести, що для будь-
яких 
�	 
�	 � � � 	 
� � 1 iснує точка �� � ��	 �� така, що 
����� � � для
всiх � � � � �.

35. При яких натуральних � всi необоротнi елементи кiльця �� утворюють
iдеал?

36. Довести, що множина 1� неперервних функцiй, якi перетворюються
в 0 на фiксованiй пiдмножинi � � ��	 ��	 є iдеалом в кiльцi +
����� Чи
вiрно, що всякий iдеал цього кiльця має вид 1� для деякої пiдмножини
� � ��	 ���
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§ 2.4 Гомоморфiзми та iзоморфiзми кiлець

Лiтература: [1] стор. 147–150; [2] стор. 150–153; [3] стор. 434–437.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай �,
 �	 �� i �,�
�	�� – кiльця. Вiдображення 
 множини , на
множину ,� називають гомоморфiзмом кiльця , на кiльце ,�, якщо ви-
конуються умови:

1. ���	 � � ,��
�� � �� � � � �� (читається: образ суми довiльних двох
елементiв з кiльця , дорiвнює сумi їхнiх образiв);

2. ���	 � � ,��
�� � �� � �� �� (читається: образ добутку довiльних двох
елементiв з кiльця , дорiвнює добутку їхнiх образiв).

Якщо гомоморфiзмом кiльця , на кiльце ,� є взаємно однозначним
вiдображенням (бiєкцiєю), то його називають iзоморфiзмом.

Вiдображення 
 множини , у множину ,�, яке задовольняє умовам 1
– 2 гомоморфiзму називають гомоморфiзмом кiльця , у кiльце ,�.

Гомоморфiзм кiльця , на кiльце ,� має такi властивостi:
1. Образ нульового елемента першого кiльця є нульовий елемент другого

кiльця.
2. Образ елемента �� протилежного до даного елемента � кiльця ,, є

елемент �
���, протилежний до образа 
��� даного елемента.
3. Якщо в кiльцi , є одиничний елемент #, то його образ 
�#� є одини-

чним елементом кiльця ,�; якщо в кiльцi , для елемента � iснує обернений
елемент ���, то 
����� є оберненим елементом до елемента 
��� в кiльцi
,�.

Нехай 
 є гомоморфiзмом кiльця , на кiльце ,�. Множину всiх елемен-
тiв кiльця ,, образами яких при гомоморфiзмi 
 є нульовий елемент кiльця
,�, називають ядром гомоморфiзму 
 i позначають ,#� 
 .

Ядро ,#� 
 будь-якого гомоморфiзму 
 кiльця , на кiльце ,� є iдеалом
кiльця ,.

Теорема про гомоморфiзми кiлець. Якщо 
 є гомоморфiзмом кiльця ,
на кiльце ,�, то фактор-кiльце ,4,#� 
 i кiльце ,� iзоморфнi.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Задати гомоморфiзм кiльця � на кiльце ���

2. Чи можна задати гомоморфiзм кiльця �� на кiльце ���

3. Чи можна задати гомоморфiзм кiльця �� на кiльце ���
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4. Наведiть приклади гомоморфiзмiв поля � на поле �� та поля � в поле
���� �� ���.

5. Перевiрити, чи задовольняють умовам гомоморфiзму кiлець вiдобра-
ження:
а) 
 � �
 �� при якому 
��� � ��


б) 
 � ��
�

�� 
 ��
�

�� при якому 
�� � �
�

�� � �� �
�

�

в) 
 � � 
 � при якому 
�!� � !�

г) 
 � ���	�� 
 � при якому 
�)� � �)��

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Знайти всi iзоморфiзми поля � 	 при яких кожне дiйсне число перехо-
дить само в себе.

7. Знайти всi iзоморфiзми поля ��
�

��	 при яких кожне рацiональне число
переходить само в себе.

8. Нехай вiдображення 
 є гомоморфiзмом кiльця , у кiльце ,�. Пере-
вiрити, що образ 
�,� кiльця , є пiдкiльцем кiльця ,�.

9. Знайти всi гомоморфiзми кiлець:
а) � в ��; б) �� в ��; в) �� в ��; г) � в ������.

10. Знайти всi гомоморфiзми кiльця цiлих чисел в поле рацiональних чи-
сел.

11. Знайти з точнiстю до iзоморфiзму всi скiнченнi кiльця з чотирьох еле-
ментiв, якi мiстять 0 i 1.

12. На множинi �� � ��	 �	 �	 визначити бiнарнi операцiї "*"i � Æ � так,
щоб одержана алгебра була iзоморфна кiльцю ��.

13. Перевiрити, чи буде гомоморфiзмом вiдображення &�
���� � 
���	 � �
� кiльця , всiх дiйсних функцiй вiд однiєї змiнної, визначених на
множинi �	 на поле ��
 �	 ��?

Задачi на доведення

14. Нехай ��
 �	 Æ� кiльця з задач 10 а,б) в § 2.2. Довести, що вiдображення

 � �
 �, якi задано формулою:
а) 
��� � � � �
 б) 
��� � � � �
є iзоморфiзмом кiльця ��
 �	 Æ� на кiльце ��
 �	 �� в обох випадках.
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15. Довести, що iзоморфними є такi кiльця:

а) ��
�

�� i
�


� ��
� �

� ���	 � � �
�




б) ���� i
�


� �
�� �

� ���	 � � �
�




в) ��
�

��� i
�


� ���
� �

� ���	 � � �
�




г) ����� i
�


� ��
� �

� ���	 � � �
�
�

tem Довести, що насту-

пнi кiльця не iзоморфнi:
а) � i ���	��
 в) ��

�
�� i ��

�
��


б) � i ��
�

��
 г) �� i ��.

16. Довести, що гомоморфний образ областi цiлiсностi не завжди є обла-
стю цiлiсностi.

17. Довести, шо гомоморфiзм двох кiлець є їх iзоморфiзмом тодi i тiльки
тодi, коли його ядро мiстить тiльки нульовий елемент першого кiльця.

18. Нехай & є вiдображенням кiльця , �

�

� �
� �

� ���	 � � �
�
на кiльце

цiлих чисел �, причому &




� �
� �

��
� � � �� Довести, що & –

гомоморфiзм i знайти його ядро.

19. Нехай & є вiдображенням кiльця , �

�

� �
� �

� ���	 � � �
�

дi-

агональних матриць на кiльце рацiональних чисел �	 причому

&




� �
� �

��
� �� Довести, що & – гомоморфiзм i знайти його ядро.

20. Нехай & є вiдображенням кiльця +
����� на кiльце дiйсних чисел �	
причому &�
� � 
��� для будь-якої функцiї 
 � +
������ Довести, що &
– гомоморфiзм i знайти його ядро.

21. Довести, що:
а) будь-який 1 iдеал кiльця , є ядром гомоморфiзму при

вiдображеннi кiльця , на фактор-кiльце ,41 ;
б) пiдмножина 1 кiльця , є ядром гомоморфiзму цього кiльця на

деяке кiльце тодi i тiльки тодi, коли 1 є iдеалом кiльця ,;
в) будь-яке кiльце, гомоморфне кiльцю ,, iзоморфне деякому

фактор-кiльцю цього кiльця.



Гомоморфiзми та iзоморфiзми кiлець 59

22. Нехай , – кiльце з одиницею # i 
 вiдображення � в , таке, що

��� � �#� Довести, що 
 є гоморфiзмом кiлець. Для яких кiлець ,
вiдображення 
 є iн’єктивним?

23. Довести, що кiльце нульової характеристики , мiстить пiдкiльце, iзо-
морфне кiльцю �.

24. Довести, що будь-яке поле нульової характеристики � мiстить пiдпо-
ле, iзоморфне полю �.

Творчi задачi

25. Знайти (з точнiстю до iзоморфiзму) всi скiнченнi кiльця, якi мiстять
�� елементiв, де � i � – рiзнi простi числа.

26. Чи можна на множинi � задати бiнарнi операцiї � i Æ так, щоб алгебра
��
 �	 Æ� була iзоморфною кiльцю цiлих чисел �?

Задачi з олiмпiад

27. Довести, що кiльце , ненульової характеристики �, мiстить пiдкiльце,
iзоморфне кiльцю �4�.
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§ 2.5 Факторiальнi кiльця. Кiльця головних iдеа-
лiв та евклiдовi кiльця

Лiтература: [1] стор. 155–161; [2] стор. 156–158; [3] стор. 445–452.

Теоретичнi вiдомостi

Кiльце , називають факторiальним, якщо воно є областю цiлiсностi i
будь-який його елемент, вiдмiнний вiд нуля i одиницi, однозначно (з точнi-
стю до дiльникiв одиницi i порядку множникiв) розкладається на добуток
простих множникiв.

Область цiлiсностi ,, в якiй кожен iдеал є головним, називається кiль-
цем головних iдеалiв.

У кiльцi головних iдеалiв , мають мiсце властивостi найбiльшого спiль-
ного дiльника i взаємно простих елементiв, якi узагальнюють вiдповiднi
властивостi для цiлих чисел.

Елемент � кiльця головних iдеалiв , називають спiльним кратним
��	 ��	 � � � 	 ��, якщо � дiлиться на кожен з них. Найменшим спiльним кра-
тним елементiв ��	 ��	 � � � 	 �� кiльця головних iдеалiв , називають таке
спiльне кратне цих елементiв, на яке дiлиться на будь-яке їхнє спiльне кра-
тне. Його позначають ���	 ��	 � � � 	 ���.

Будь-якi два найменших спiльних кратних елементiв ��	 ��	 � � � 	 �� кiльця
головних iдеалiв ,, асоцiйованi мiж собою в ,.

Для будь-яких елементiв ��	 ��	 � � � 	 �� кiльця головних iдеалiв , iснує
їх найменше спiльне кратне i, якщо � � ���	 ��	 � � � 	 ���, то
��� � ���� � ���� � � � � � ����.

Область цiлiсностi , називається евклiдовим кiльцем, якщо iснує вiд-
ображення & � , 
 ��	 �
 � � ��	 множини вiдмiнних вiд нуля елементiв
областi цiлiсностi в множину цiлих невiд’ємних чисел, яке задовольняє умо-
ву: для будь-яких елементiв �	 � � , в , iснують такi елементи � i � , що
� � �� � �, причому � � � або &��� � &���. При цьому число &��� називають
нормою елемента �.

Кожне евклiдове кiльце є кiльцем головних iдеалiв.
Кiльця головних iдеалiв i евклiдовi кiльця є факторiальними.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Навести приклади кiлець в яких:
а) розглядаються поняття простого i складеного елемента,

НСД i НСК;
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б) iснують складенi елементи, якi не розкладаються в добуток
простих;

в) складенi елементи неоднозначно розкладаються в добуток
простих;

г) всi складенi елементи однозначно (з точнiстю до порядку множ-
никiв i дiльникiв одиницi) розкладаються в добуток простих;

д) не iснує послiдовностi iдеалiв, в якiй кожний наступний
строго включає попереднiй;

е) можна застосовувати алгоритм Евклiда для знаходження НСД.

2. До якого класу кiлець належить довiльне поле � ?

3. Якi з наступних тверджень про кiльця є iстинними:
а) область цiлiсностi є факторiальним кiльцем;
б) кiльце головних iдеалiв є факторiальним;
в) евклiдове кiльце є факторiальним;
г) кiльце головних iдеалiв є евклiдовим?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

4. В кiльцi ��
�

��� знайти НСД i НСК чисел 3 та � � �
�

�.

5. Нехай ,� є пiдкiльцем областi цiлiсностi ,, яке мiстить її одиницю.
Чи може бути так, щоб:
а) кiльце ,� було факторiальним, а , – нi;
б) кiльце , було евклiдовим, а ,� – нi;
в) кiльце ,� було евклiдовим, а , – нi;
г) , було кiльцем головних iдеалiв, а ,� – нi?

6. Перевiрити, чи є кiльцем головних iдеалiв множина всiх рацiональних
чисел �

�
з непарним натуральним знаменником i цiлим чисельником?

7. Перевiрити, чи данi кiльця є евклiдовими:
а) кiльце ���� з нормою &�� � ��� � �� � ����;
б) кiльце ��

�
�� з нормою &�� � �

�
�� � ��� � ����


в) кiльце ��
�

�� з нормою &�� � �
�

�� � ��� � ����;
г) кiльце ��

�
�� з нормою &�� � �

�
�� � ��� � ����?

8. Нехай , � / – прямий добуток кiлець , i /� Яким вiн є, якщо:
а) обидва кiльця факторiальнi;
б) , i / є кiльцями головних iдеалiв;
в) , i / є евклiдовими кiльцями;
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9. Знайти твiрнi елементи даних iдеалiв кiльця цiлих чисел � �
а) ��	 
	 �� � ���	 ��	 ���; в) ��	�	 �� � ��	  	 ��;
б) ��	 �	 �� � ��	 ��	 ���; г) ��	�	 �� � ��	  	 ��.

10. Знайти НСД i НСК таких цiлих гауссових чисел:
а) 
� �	� та �� � �; в) �� �� та 	� �;
б) � � �� та � � �
 г) � � 	� та ��� ��.

11. Знайти канонiчний розклад цiлих гауссових чисел:
а) 5; в) ��� � ����; д) 	 � ��;
б) �� ��; г) � � �; е) 41.

Задачi на доведення

12. Довести, що в кiльцi ��
�

���:
а) числа 2 та � � �

�
� взаємно простi;

б) для чисел 6 та � � ��
�

� не iснує найбiльшого спiльного дiльника;
в) порушується однозначнiсть розкладу на простi множники;
г) iснують неголовнi iдеали.

13. Довести, що в наступних кiльцях порушується однозначнiсть розкладу
на простi множники: а) ��

�
���; б) ��

�
�	��; в) ��

�
����.

14. Нехай , є факторiальним кiльцем, � � ���
��
� ���� � � � ���� та

� � ���

�
� �
�� � � � �
�� – розклади його елементiв на простi множники

��	 ��	 � � � 	 ��, де ��	 �� – дiльники одиницi та ��	 �� – цiлi невiд’ємнi
числа. Довести, що:
а) � дiлиться на � в , тодi i тiльки тодi,коли � � ����� ���� � � � ���� 	

де � � ,� i � � �� � ��;
б) ��	 �� � ��

�������
��
� �

�������
��
� � � � ��������
��

� 	 де � � ,�;
в) ��	 �� � ��

�������
��
� �

�������
��
� � � � ��������
��

� 	 де � � ,�;
г) ��	 ����	 �� i �� є асоцiйованими елементами в ,.

15. Довести, що в будь-якому факторiальному кiльцi для довiльних його
елементiв �	 � мають мiсце твердження:
а) якщо � дiлиться на два взаємно простих елементи � i �	 то �

дiлиться на їх добуток ��;
б) якщо � i � взаємно простi та �� дiлиться на �	 то �

дiлиться на �;
в) якщо � – простий елемент, то для будь-якого елемента �

виконується одне з двох: �
... � або ��	 �� � �;

г) якщо � i � – простi елементи, то виконується одне з двох:
� i � асоцiйованi або ��	 �� � �.
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16. Нехай , є кiльцем головних iдеалiв. Довести, що:
а) , є факторiальним кiльцем;
б) якщо добуток ���� � � ��� дiлиться на простий елемент �,

то хоча б один з спiвмножникiв �� дiлиться на �;
в) в , не iснує нескiнченної послiдовностi iдеалiв, в якiй кожен

наступний iдеал строго мiстить попереднiй.
г) ��	 �� � � тодi i тiльки тодi, коли ��� � ��� � ���;
д) ��	 �� � � тодi i тiльки тодi, коли ��� � ��� � ���.

17. Довести, що в кiльцi ���� є неголовнi iдеали.

18. Нехай , є евклiдовим кiльцем та & – його норма. Довести, що:
а) для асоцiйованих елементiв � i � має мiсце рiвнiсть &��� � &���;
б) коли � дiлиться на � i &��� � &���, то � i � асоцiйованi;
в) &��� � &��� тодi i тiльки тодi, коли � � ,�;
г) , є кiльцем головних iдеалiв.

19. Довести, що у будь-якому ненульовому iдеалi 1 евклiдового кiльця
, iснує такий ненульовий елемент �, що &��� � &��� для будь-якого
ненульового елемента � � 1 i, при цьому 1 � ���.

20. Довести що:
а) цiле гауссове число є простим, якщо його норма є простим

натуральним числом;
б) будь-яке просте цiле гауссове число є дiльником одного i

тiльки одного простого натурального числа;
в) норма простого цiлого гауссового числа є або простим нату-

ральним числом, або квадратом простого натурального числа;
г) усi простi натуральнi числа виду � � �� � � є простими цiлими

гауссовими числами.

Творчi задачi

21. Знайти необхiдну i достатню умову, при якiй просте натуральне число
є нормою цiлого гауссового числа.

22. Встановити, чи є кiльце (� кiльцем головних iдеалiв для кожного
простого числа � � � i описати будову всiх його iдеалiв.
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§ 2.6 Вибранi задачi

1. Нехай , – скiнченне кiльце. Довести, що:
а) коли , не мiстить дiльникiв нуля, то в ньому є одиниця i

всi його ненульовi елементи оборотнi;
б) коли , мiстить одиницю, то кожний його елемент, який

оборотний злiва або справа є оборотним;
в) коли , мiстить одиницю, то кожний його лiвий дiльник нуля

є правим дiльником нуля.
Чи має мiсце твердження в) для кiлець без одиницi?

2. Довести, що в кiльцi з одиницею i без дiльникiв нуля кожний елемент,
який має одностороннiй оберненений є оборотним.

3. Чи утворюють iдеал необоротнi елементи кiлець:
а) �
 б) ��
 в) ��?

4. Нетривiальний iдеал 1 кiльця , називають максимальним, якщо для
будь-якого iдеала 2 даного кiльця такого, що 1 � 2 � , виконується
одна з рiвностей 1 � 2 або 2 � ,. Знайти максимальнi iдеали в
кiльцях: а) �
 б) ��
 в) ��?

5. Нехай 1 –iдеал областi цiлiсностi ,. Довести, що ,41 є полем тодi i
тiльки тодi, коли 1 є максимальним.

6. Нехай , – кiльце головних iдеалiв, � � , i � �� �. Довести, що iдеал
��� є максимальним тодi i тiльки тодi, коли � є простим елементом в
,.

7. Нетривiальний iдеал 1 кiльця , називають мiнiмальним, якщо для
будь-якого iдеала 2 даного кiльця такого, що ��	 � 2 � 1 виконується
одна з рiвностей 2 � ��	 або 2 � 1 . Довести, що кiльце цiлих чисел
не мiстить мiнiмальних iдеалiв.

8. Довести, що iдеал 1 комутативного кiльця , є простим тодi i тiльки
тодi, коли 1 є ядром гомоморфiзму , в деяке поле.

9. Нехай , – кiльце головних iдеалiв, � � , i � �� �. Довести, що iдеал
��� є максимальним тодi i тiльки тодi, коли ��� є простим iдеалом в
,. Чи є вiрним це твердження для довiльної областi цiлiсностi?



Факторiальнi кiльця. Кiльця головних iдеалiв. . . 65

10. Нехай +
���� – кiльце неперервних функцiй на вiдрiзку ��	 ��, 1� � �
 �
+�
��� � �	 � � � � �	� Довести, що:
а) 1� – максимальний iдеал в +
����;
б) кожний максимальний iдеал кiльця +
���� має вид 1�

для деякого числа � � � � �	.
11. Довести, що кожне кiльце ,�	 яке включає кiльце головних iдеалiв ,

i мiститься в його полi часток само є кiльцем головних iдеалiв.

12. Нехай , – комутативне кiльце з одиницею. Довести, що:
а) коли 1� i 1� – iдеали в , i 1� � 1� � ,	 то для

будь-яких елементiв ��	 �� � , iснує елемент � � ,
такий, що �� �� � 1�	 �� �� � 1�;

б) коли 1�	 � � � 	 1� – iдеали в , i 1� � 1� � , для
всiх � �� �	 то для будь-яких ��	 � � � 	 �� � , елементiв
iснує такий елемент � � , такий, що �� �� � 1�	 � � � 	 �� �� � 1�.

13. Довести, що кiльця ��� i ����� (§ 2.1, № 16) iзоморфнi тодi i тiльки
тодi, коли � i � взаємно простi.

14. Довести, що кiльце �������� 	 де ��	 � � � 	 �� – рiзнi простi числа, є пря-
мим добутком полiв.

15. Знайти всi простi елементи в кiльцi �� �

16. Довести, що для вiдображення 
 � ����
� �

�
��
� �� 
 �, яке задано

рiвнiстю 
�!� � �!��	 виконуються умови:
а) 
�!� � !�� � 
�!��
�!��;
б) 
�!� � � тодi i тiльки тодi, коли ! � �;
в) ! є дiльником одиницi тодi i тiльки тодi, коли 
�!� � �.

17. Знайти мультиплiкативнi групи кiлець з попереднiх двох задач.

18. Опишiть всi iдеали кiльця ��.

19. Нехай �� i �� –поля часток для областей цiлiсностi ,� i ,� вiдповiдно.
Довести, що будь-який iзоморфiзм & � ,� 
 ,� продовжується, i
єдиним чином, до iзоморфiзму 
 � �� 
 ��.



Роздiл 3

Конгруенцiї

§ 3.1 Конгруенцiї в кiльцi цiлих чисел та їх вла-
стивостi

Лiтература: [1] стор. 162–167;[2] стор. 166–169;[3] стор. 397–399;
[4] стор. 68–72.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай � � �� Цiлi числа � i � називаються конгруентними за модулем
�, якщо при дiленнi на � вони дають однаковi остачi. Цей факт скорочено
записують так: � � � ���� ��

Цiлi числа � i � є конгруентними за модулем � тодi i тiльки тодi, коли:
а) їх рiзниця дiлиться на �;
б) iснує цiле число � таке, що � � � � ��.
Основнi властивостi конгруенцiй:
1. Вiдношення конгруентностi за модулем � на множинi всiх цiлих чисел

є вiдношенням еквiвалентностi. Класи еквiвалентностi за цим вiдношенням
називають класами лишкiв за даним модулем �.

2. Конгруенцiї за одним модулем можна почленно додавати, вiднiмати i
множити.

3. До обох частин конгруенцiї можна додати будь-яке цiле число, а от-
же, переносити будь-який доданок з однiєї частини в iншу з протилежним
знаком.

4. До будь-якої частини конгруенцiї можна додати цiле число, кратне
модулю.

66
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5. Обидвi частини конгруенцiї можна помножити на будь-яке цiле число.
6. Обидвi частини конгруенцiї можна подiлити на їх спiльний дiльник,

якщо вiн взаємно простий з модулем.
7. Якщо 
��� � ����� � � �������� – многочлен з цiлими коефiцiєнтами

i � � � ���� ��, то 
��� � 
��� ���� ��.
8. Якщо у виразi


���	 ��	 � � � 	 ��� �

��
���

)��
��
� ���� � � �����

усi коефiцiєнти )� i числа ��	 ��	 � � � 	 �� замiнити на конгруентi їм за модулем
� коефiцiєнти *� i числа ��	 ��	 � � � 	 �� вiдповiдно, то отримаємо вираз

����	 ��	 � � � 	 ��� �
��

���

*��
��
� ���� � � � ���� 	

конгруентний заданому за модулем �, тобто


���	 ��	 � � � 	 ��� � ����	 ��	 � � � 	 ��� ���� ���

9. Обидвi частини конгруенцiї i модуль можна помножити на будь-яке
натуральне число.

10. Обидвi частини конгруенцiї i модуль можна скоротити на їх спiльний
дiльник.

11.Якщо конгруенцiя має мiсце за кiлькома модулями, то вона має мiсце
i за модулем, який є їх найменшим спiльним кратним.

12. Якщо конгруенцiя має мiсце за модулем �, то вона має мiсце i за
кожним модулем �, який є дiльником числа �.

13. Якщо одна частина конгруенцiї i модуль дiляться на деяке число, то
й друга частина конгруенцiї дiлиться на те саме число.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Записати у виглядi конгруенцiй такi твердження:
а) остача при дiленнi числа 81 на 13 дорiвнює 3;
б) число � є непарним;
в) число � при дiленнi на 7 дає остачу 5;
г) число �� � � дiлиться на 3.

2. Сформулювати твердження, якi записанi мовою конгруенцiй:
а) ��	 � � ���� ���
 в) �������� � �� � �� � �� ���� ��

б) ��
 � 
 ���� ��
 г) 	�	 �� � ���� ��.
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3. Серед чисел ��	 ��	 � � � 	 �� знайти всi пари рiзних чисел, конгруентних
за модулем �, якщо:
а) �� � �
	 �� � ��	 �� � ��	 �� � ��	� � �;
б) �� � ���	 �� � ���	 �� � ���	 �� � ���	 �� � ���	� � 	;
в) �� � ���	 �� � �	�	 �� � ����	 �� � ���	� � ��;
г) �� � 	��	 �� � ���	 �� � ���	 �� � �
�	� � ��.

4. Чи можуть числа виду �� � � закiнчуватися цифрою 0 для деякого
натурального �?

5. Як записати наступнi твердження за допомогою конгруенцiй? Знайти
множину значень � таких, що:
а) вираз � � � кратний 5;
б) вираз �� � � дiлиться з остачею 2 на число 11;
в) вираз ��� � дiлиться з остачею 3 на число 13;
г) вираз ��� � дiлиться з остачею 1 на число 2.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Знайти остачу вiд дiлення:
а) ������ на 15; г) ������ � 
���� на 41;
б) �����	 на 9; д) ���� � ���� на 29;
в) ������ � � на 22; е) �������� � �������� на 37.

7. Знайти останню цифру чисел:
а) ��

�

; в) ��
�


 д) 	�
�




б) ��
	


 г) 
�




 е) �

�

�

8. Знайти двi останнi цифри чисел:
а) �			; в) ����
	; д) �����			;
б) �			; г) ��������; е) ���������.

9. Нехай задано многочлен 
��� � ���
� � �����

��� � � � � � ��� � �� з
цiлими коефiцiєнтами та вiдомо, що число 
���� закiнчується цифрою
6. Якою цифрою закiнчується число 
����?

10. Знайти натуральнi числа � при яких вираз ����
� є цiлим числом.

11. Дано двi конгруенцiї �	 � 	 ���� ��� i ��� � � ���� ���, де
��	 ��� � �. Знайти остачу вiд дiлення � на 31.

12. Знайти всi цiлi розв’язки рiвняння �� � � � ���
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Задачi на доведення

13. Нехай � – просте число. Довести, що:
а) �� � ��� � �� � �� ���� �� для всiх цiлих �	 �;
б) +�

��� � ����� ���� ��;
в) +�

��� � ������� � �� ���� ��;
г) � � ����� � ����� � � � � ��� ������ � � ���� �� для � 
 �;
д) ���� � �� � ��� � � ���� �� � �� для � 
 �;
е) числа з множини �����

� 	����
� 	 � � � 	��	 �	 �	 � � � 	 ���

� 	 ���
� 	

попарно неконгруентнi за модулем � 
 �.

14. Довести, що для всiх цiлих чисел �	 �	 � з подiльностi:
а) � � �� � на 2 слiдує подiльнiсть �� �� � на 2;
б) �� �� на 17 слiдує подiльнiсть �� � 	� на 17;
в) ���� 	� на 16 слiдує подiльнiсть �� � �	� на 16;
г) ��� � �� на 19 слiдує подiльнiсть ��� � �� на 19;
д) �
�� ��� � � на 21 слiдує подiльнiсть ���� � � �� на 21;
е) ��� ��� на 31 слiдує подiльнiсть � � �� на 31.

Сформулюйте оберненi твердження i перевiрте їх виконання.

15. Довести, що для будь-якого натурального �:
а) ���� � �� � � ���� ��;
б) ����� � �	 ���� ���;
в) ����� � ����� � � � � ���� ���;
г) ������ � ����� � ���� � �	���� ���� ���;
д) ������ � �
���� � �� ���� ��;
е) � � ��� � �� � � ���� ����

16. Довести, що для всiх цiлих чисел �	 �	 � i будь-якого натурального �:
а) ���� � ������ � ���� � 
����� � � ���� ���;
б) ���� � ������ � ����� ������ � �� ���� ���.

17. Довести, що коли � � � ���� ��, то �� � �� ���� ���, де � – просте
число.

18. Довести, що коли має мiсце конгруенцiя �� � � ���� ���, то справе-
длива також i конгруенцiя �� � �� ���� ���.

19. Довести, що ��
� � �� ���� ����� для кожного � � �.

20. Довести, що заданi рiвняння не мають розв’язкiв у натуральних чи-
слах:
а) �� � �� � �	�; в) ��� � 
� � ��;
б) �� � 	� � ���; г) ��� � ��� � �
�.
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Творчi задачi

21. Встановити, якою цифрою закiнчуються числа Ферма �� � ��
�

� �	 де
� � �.

22. Встановити, при яких натуральних �	�	 � число ��� � ����� � �����

дiлиться на �� � � � � для будь-якого � � �.

Задачi з олiмпiад

23. Яких натуральних чисел бiльше на вiдрiзку ��
 �������: таких, що мо-
жна представити у виглядi ��� � �����	 � � ��	 чи таких, що можна
представити у виглядi ���� � �� � ����	 � � ��?

24. Згiдно з григорiанським календарем, який було введено у жовтнi 1582
року, роки, у яких число столiть не дiлиться на 4, не рахуються висо-
косними хоч i дiляться на 4 (це: �	��	 ����	 ����	 ����	 ����	 � � �). Поста-
вимо у вiдповiднiсть кожному дню тижня число: недiлi – 0, понедiлку
– 1, ... , суботi – 6, а кожному мiсяцю число: березню – 1, квiтню – 2,
травню – 3, ..., сiчню – 11, лютому – 12.

Довести, що встановити яким днем тижня був або буде певний день �
мiсяця � (дивись встановлену вiдповiднiсть) у роцi �
�� � ������� �
���� можна за формулою

� � � �

�
�

�
����� ��

�
� � �

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
� �� ���� 	��
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§ 3.2 Класи лишкiв. Повна i зведена система ли-
шкiв. Теореми Ейлера i Ферма

Лiтература: [1] стор. 166–170, 174–175; [2] стор. 169–173;
[3] стор. 399–405, 408-409; [4] стор. 72–81.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай на множинi � задано вiдношення конгруентностi за модулем �.
Вiдповiдну йому фактор-множину будемо позначати через �4� або коротше
��. Вона мiстить � класiв еквiвалентностi. Класи еквiвалентностi з цiєї
фактор-множини називають класами лишкiв за модулем �. Якщо елемент
� є представником класу лишкiв, то такий клас позначають через ,

���
� або

�� (якщо з контексту вiдомий модуль �). Будь-яке число з довiльного класу
лишкiв називають лишком за модулем �.

У множинi �� визначають операцiї додавання i множення класiв лишкiв
так:

,���
� �,

���
� � ,

���
���	 ,���

� �,
���
� � ,

���
��� �

Алгебра ���
�	�� є комутативним кiльцем з одиницею.
Алгебра ���
�	�� є полем тодi i тiльки тодi, коли число � є простим.
Повною системою лишкiв (скорочено ПСЛ) за модулем � називають

будь-яку систему лишкiв, взятих по одному з кожного класу лишкiв. Кожна
повна система лишкiв мiстить � чисел. Розрiзняють такi ПСЛ:

а) повна система найменших невiд’ємних лишкiв;
б) повна система найменших за абсолютною величиною лишкiв;
в) повна система найменших додатних (натуральних) лишкiв.
Якщо ��	�� � �, то клас ,

���
� називають взаємно простим з модулем

�.
Зведеною системою лишкiв (скорочено ЗСЛ) за модулем � називають

будь-яку систему лишкiв, взятих по одному з кожного класу лишкiв, вза-
ємно простого з модулем �. Кожна зведена система лишкiв мiстить &���
чисел. Для ЗСЛ розглядають такi ж системи, як i для ПСЛ.

Якщо ��	�� � �, � � � та � пробiгає повну систему лишкiв за модулем
�, то вираз �� � � також пробiгає повну систему лишкiв за модулем �.

Якщо ��	�� � � та � пробiгає зведену систему лишкiв за модулем �, то
вираз �� також пробiгає зведену систему лишкiв за модулем �.

Множина всiх класiв лишкiв за модулем �, взаємно простих з �, утво-
рює мультиплiкативну групу в кiльцi ���
�	��. Позначимо її ��

�.
Теорема Ейлера. Якщо � 
 � i ��	�� � �, то ����� � � ���� ��.
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Теорема Ферма (мала теорема Ферма).
Якщо число � просте i ��	 �� � �, то ���� � � ���� ��.

Наслiдок. Для будь-якого простого числа � i довiльного цiлого числа �
має мiсце конгруенцiя �� � � ���� ��.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Замiнити найменшим невiд’ємним i найменшим за абсолютною вели-
чиною лишками такi числа:
а) 28 за модулем 5; г) -337 за модулем 56;
б) 231 за модулем 14; д) -4021 за модулем 91;
в) 356 за модулем 27; е) -1239 за модулем 118.

2. Чи утворює повну систему лишкiв (надалi ПСЛ) множина чисел:
а) -21,9,4,3,-8 за модулем 6;
б) 25,-20,16,54,-21,26,37,-17 за модулем 8;
в) 921,92,-18,28,-109,40,-22,-2,15 за модулем 9;
г) -13,16,15,29,-35,21,73 за модулем 7;
д) -1,-23,58,0,65,74,-17,91,82,-74 за модулем 10;
е) -17,-13,38,14,22,49,11,61 за модулем 15?

3. Чи утворює зведену систему лишкiв (надалi ЗСЛ) множина чисел:
а) 1,-1,5 за модулем 4;
б) -7,17 за модулем 6;
в) 25,-9,-6,72,52,-15 за модулем 7;
г) 1,2,3,4,120,121,123,-1,-2,-3 за модулем 11;
д) -10,17,84,-132 за модулем 12;
е) -17,-13,38,14,22,49,11,61 за модулем 15?

4. Який зв’язок iснує мiж класами лишкiв:
а) за модулями 2 i 6; г) за модулями 3 i 8;
б) за модулями 4 i 8; д) за модулями 5 i 9;
в) за модулями 6 i 10; е) за модулями 7 i 14?

5. Чи можна застосувати теорему Ейлера до числа:
а) 4 за модулем 8; г) 51 за модулем 14;
б) 4 за модулем 11; д) 237 за модулем 111;
в) 24 за модулем 27; е) 1093 за модулем 2237?

6. Чи можна застосувати теорему Ферма до чисел:
а) 21 за модулем 53; г) 54 за модулем 17;
б) 5 за модулем 91; д) 331 за модулем 158;
в) 68 за модулем 17; е) 18 за модулем 2083?
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7. Якi з фактор-кiлець утворюють поле:
а) �
; б) ���; в) ���; г) ���?

8. Чому наступнi фактор-кiльця не утворюють поле:
а) ��; б) ���; в) ���; г) ��
?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Знайти повну систему найменших невiд’ємних лишкiв за модулем:
а) 8; б) 9; в) 14; г) 15.

10. Знайти повну систему найменших за абсолютною величиною лишкiв
за модулем:
а) 7; б) 10; в) 11; г) 19.

11. Знайти повну систему найменших натуральних лишкiв за модулем:
а) 6; б) 12; в) 17; г) 18.

12. Знайти зведену систему найменших невiд’ємних лишкiв за модулем:
а) 8; б) 9; в) 10; г) 11.

13. Знайти зведену систему найменших за абсолютною величиною лишкiв
за модулем:
а) 12; б) 13; в) 14; г) 15.

14. Знайти зведену систему найменших натуральних лишкiв за модулем:
а) 16; б) 17; в) 18; г) 19.

15. На якi класи лишкiв розпадеться даний клас:
а) ,

���
� за модулем 12; г) ,

����
� за модулем 6;

б) ,
���
� за модулем 7; д) ,

����
� за модулем 22;

в) ,
���
� за модулем 21; е) ,

����
� за модулем 36?

16. Знайти мультиплiкативну групу фактор-кiльця:
а) ��; б) ���; в) ���; г) ���.

17. Яка з мультиплiкативних груп ��
� є циклiчною, якщо:

а) � � �; б) � � �; в) � � ��; г) � � ��.
Якщо група є циклiчною, то знайти всi її твiрнi (первiснi) елементи.

18. Розв’язати рiвняння в кiльцi класiв лишкiв ���:
а) ���� � ��; б) ��� � �; в) ���� � �; г) ��� � �.
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19. Розв’язати рiвняння в полi класiв лишкiв ���:
а) ���� � ��; б) ���� � ��; в) ���� � ��; г) ���� � ��.

20. Користуючись теоремою Ейлера, знайти остачу вiд дiлення:
а) ������ на 14; в) ��	��� на 65;
б) ��
��� на 39; г) ���
� на 129.

21. Користуючись теоремою Ферма, знайти остачу вiд дiлення:
а) ���� на 17; в) 	��� на 67;
б) ������ на 37; г) ������ на 101.

22. Знайти остачу вiд дiлення:
а) 	��� � ���� на 5; в) ���� � 	��� на 101;
б) ��� � ���� на 9; г) � � ��� � � � 	��� на 132.

23. Знайти двi останнi цифри числа:
а) ���	; б) �		��; в) �����	�; г) �����.

24. Знайти остачу вiд дiлення:
а) ���� на 125, якщо � � �;
б) ������� на число �, якщо воно непарне i � 
 �;
в) ������� на число �, якщо воно непарне i � 
 �;
г) ��� � �� �)� � � на 35, якщо ��	 ��� � �.

25. Знайти остачу вiд дiлення на 561 числа:
а) ����; б) 
���; в) �����; г) �����.

Задачi на доведення

26. Довести, що числа ��	 ��	 ��	 ��	 ��	 �� утворюють ЗСЛ за модулем 7.

27. Довести, що коли:
а) � пробiгає ПСЛ за модулем 10, то й �� пробiгає ПСЛ за

модулем 10;
б) ��	 �� � �	 � пробiгає ПСЛ за модулем �	 � пробiгає ПСЛ за

модулем � i � – будь-яке цiле число, то �� � �� � � пробiгає
ПСЛ за модулем ��.

28. Довести, що коли:
а) � пробiгає ЗСЛ за модулем 9, то й 	�� пробiгає ЗСЛ за

модулем 9;
б) � � �	 то числа 
�� �	 
� � � утворюють ЗСЛ за модулем 6;
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29. Нехай ��	 ��	 � � � 	 ����� – зведена система найменших невiд’ємних ли-
шкiв за модулем �� Довести, що �� � �� � � � �� ����� � �

��&���.

30. Довести, що групи ��
� i ��

� є циклiчними.

31. Довести, що ���� � � ���� ����.

32. Довести, що ���� � � ���� 
���.

33. Довести, що ����� � � ���� ���� для кожного натурального �.

34. Довести, що ���� � � ���� �
�� для будь-якого цiлого �.

35. Довести, що ��� � � ���� �	��� для будь-якого цiлого �.

Творчi задачi

36. Встановити, при яких � � � � �� мультиплiкативна група ��
� є циклi-

чною.

37. Встановити, чи iснують складенi натуральнi числа �, крiм 561, такi,
що �� � � ���� �� для будь-якого цiлого �.

Задачi з олiмпiад

38. Знайти всi впорядкованi пари ��	 �� простих чисел � i �	 для яких
��� � ������ � ��� дiлиться на ���

39. Нехай � i � – простi числа, � 
 � та �� � �� � � ���� ��. Довести,
що � 
 �.
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§ 3.3 Конгруенцiї першого степеня з одним невi-
домим та їх системи

Лiтература: [1] стор. 175–180; [2] стор. 179–183; [3] стор. 409–411;
[4] стор. 84–94.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай 
��� � ���
� � �����

��� � � � � � ��� � �� – многочлен з цiлими
коефiцiєнтами вiд змiнної � i цiле число � 
 �.

Конгруенцiю виду ���
� � �����

��� � � � � � ��� � �� � � ���� �� на-
зивають конгруенцiєю з одним невiдомим � за модулем �. Якщо �� не
дiлиться на �, то число � називається степенем даної конгруенцiї.

Розв’язком конгруенцiї називають клас лишкiв за модулем �, кожне чи-
сло якого задовольняє цю конгруенцiю. Якщо число � � � � � задовольняє
дану конгруенцiю, то записують, що � � � ���� �� або � � ,

���
� є її

розв’язком. Число розв’язкiв будь-якої конгруенцiї за модулем � не може
перевищувати модуля.

Конгруенцiї з одним невiдомим називають рiвносильними, якщо множи-
ни їх розв’язкiв рiвнi.

Конгруенцiя �� � � ���� ��, де � не дiлиться на �, називається кон-
груенцiєю першого степеня з одним невiдомим.

Якщо ��	�� � �, то конгруенцiя першого степеня має єдиний розв’язок.

Якщо ��	�� � �, � 
 � i �
...�, то конгруенцiя першого степеня має �

розв’язкiв.
Якщо ��	�� � �, � 
 � i � не дiлиться на �, то конгруенцiя першого

степеня не має розв’язкiв.
Основними способами розв’язування конгруенцiй першого степеня є такi:
Спосiб спроб. Вiн полягає у пiдстановцi ПСЛ за модулем � у конгруен-

цiю i перевiрцi її виконання.
Спосiб рiвносильних перетворень. Вiн полягає у виконаннi над даною

конгруенцiєю таких рiвносильних перетворень, в результатi яких коефiцiєнт
бiля � стає рiвним 1.

Спосiб Ейлера. Розв’язок знаходять за формулою
� � �������� ���� ���

Спосiб застосування ланцюгових дробiв. Розв’язок знаходять за фор-
мулою � � ���������� ���� ��	 де ���� – чисельник передостаннього
пiдхiдного дробу у розкладi числа �

�
у ланцюговий дрiб.

Спосiб застосування класiв лишкiв. Розв’язок знаходять за формулою
� � ,

���
� �,

���
� ��� в групi ��

� всiх класiв лишкiв за модулем �.
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Нехай

���	
��


� � �� ���� ���	
� � �� ���� ���	
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
� � �� ���� ���

– система � конгруенцiй, тобто потрi-

бно знайти всi числа, якi задовольняють кожну з заданих конгруенцiй.
У загальному випадку її розв’язують так:

1. Розв’язок першої конгруенцiї записують у видi � � �� � ���, де � � �.
2. Серед знайдених розв’язкiв першої конгруенцiї шукають той, який за-
довольняє другу конгруенцiю. Для цього пiдставляють знайдене значення
� у другу конгруенцiю �� � ��� � �� ���� ��� i розв’язують її вiдносно
змiнної �. Якщо розв’язок iснує, то його пiдставляють у наступну конгру-
енцiю i процес продовжується до останньої конгруенцiї. Якщо ж отримана
конгруенцiя не має розв’язкiв, то i вихiдна система не має розв’язкiв.

У випадку, коли числа ��	��	 � � � 	�� попарно взаємно простi i
� � �� ��� � � ���, то система має єдиний розв’язок

� ������� � ������ � � � �� ������ ���� ��	

де числа �� i �� визначають з умов �� � �
��

, ���� � � ���� ��� для
всiх � � � � ��

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi з наступних перетворень конгруенцiї з одним невiдомим є рiвно-
сильними:
а) перенесення доданку з однiєї частини конгруенцiї в iншу без

змiни знаку;
б) множення обох частин конгруенцiї на цiле число,

взаємно просте з модулем;
в) скорочення обох частин конгруенцiї на їх спiльний дiльник;
г) вiднiмання вiд будь-якої частини конгруенцiї числа, кратного

модулю?

2. Скiльки розв’язкiв має конгруенцiя:
а) ��� � � ���� 
��; в) ��� � �� ���� ���;
б) ��� � �	 ���� ���; г) ��� � �� ���� ���?

3. Чи може конгруенцiя першого степеня за модулем 8 мати 5 розв’язкiв?

4. Скласти конгруенцiю першого степеня за модулем 30 так, щоб вона:
а) мала єдиний розв’зок;
б) не мала розв’язкiв;
в) мала 2, 5 або 6 розв’язкiв;
г) мала 3, 15 або 16 розв’язкiв.
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Задачi на технiку обчислень та перетворень

5. Розв’язати конгруенцiї способом перевiрки ПСЛ:
а) 
� � 	 ���� ��; в) �� � 
 ���� ���;
б) �� � �� ���� 	�; г) �� � �
 ���� ���.

6. Розв’язати конгруенцiї способом рiвносильних перетворень:
а) �� � �� ���� ���; в) �	� � �� ���� ���;
б) �
� � �� ���� ���; г) ��� � �� ���� ���.

7. Розв’язати конгруенцiї способом Ейлера:
а) ��� � � ���� ���; в) ��� � � ���� ���;
б) �	� � �� ���� ���; г) ��� � �� ���� ���.

8. Розв’язати конгруенцiї за допомогою ланцюгових дробiв:
а) ��� � ��� ���� ����; в) ���� � 
	 ���� �		�;
б) ���� � 	� ���� ��	�; г) �
�� � �� ���� ����.

9. Розв’язати конгруенцiї за допомогою класiв лишкiв:
а) ��� � �� ���� �
�; в) �	� � �� ���� ��	�;
б) �� � �
 ���� �	�; г) ��� � �� ���� ���.

10. Розв’язати в цiлих числах рiвняння:
а) �� � �� � �; в) �� � �� � ��;
б) ��� �� � �; г) �� � �� � �.

11. Розв’язати в натуральних числах рiвняння:
а) ��� � ��� � ��; в) ���� ��� � ��;
б) �	�� �
� � ��; г) ��� �� � ��.

12. Розв’язати систему конгруенцiй:

а)
�

�� � � ���� ��	
�� � � ���� 	�


в)
�

� � �� � � ���� ��	
�� � �� � � ���� ��


б)
�

� � �� ���� ���	
� � �� ���� �	�


г)
�

��� � � � ���� 
�	
�� � �� � � ���� 
��

13. Розв’язати систему конгруенцiй:

а)

�	



� � � ���� ��	
� � � ���� ��	
� � � ���� ��


в)

�	



�� � � ���� ���	
�� � � ���� ��	
�� � 	 ���� ��


б)

�	



� � � ���� ���	
� � � ���� ��	
� � � ���� ���


г)

�	



�� � � ���� ��	
�� � � ���� 	�	
�� � � ���� ���
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14. При яких натуральних � має розв’язки система конгруенцiй:

а)

���	
��


� � � ���� ���	
� � � ���� ���	
� � � ���� ���	
� � � ���� 
�


в)

���	
��


� � � ���� ���	
� � �� ���� ���	
� � � ���� ���	
� � � ���� ��


б)
�

�� � � ���� ���	
�� � � ���� ��


г)

�	



� � � ���� ���

� � � ���� ���	
� � � ���� ����

15. Скiльки точок з цiлими координатами лежать на заданiй прямiй мiж
точками з абсцисами �� i ��:
а) ����� ��� � ��	 �� � �	 �� � ���;
б) ��� ��� � �
	 �� � ����	 �� � ���;
в) 	� � ��� � ���	 �� � ���	 �� � �
�

г) ���� 	�� � ��	 �� � ����	 �� � ���?

16. Через скiльки точок з цiлими координатами проходять сторони трику-
тника з вершинами:
а) )��
 ��	 *�	
 ��	 +���
 ��;
б) )��
 ��	 *���
 	�	 +��
 ���?

17. Вiдгадати день народження, якщо сума добуткiв числа мiсяця на 12 i
номера мiсяця на 31 дорiвнює 318. В чому суть вiдгадування?

18. На складi є в наявностi труби довжиною 5 i 7 метрiв. Яку кiлькiсть
кожних труб кожного виду потрiбно привезти для будiвництва дiль-
ницi газопроводу довжиною 283 метри, щоб при їх зварюваннi було
найменше швiв?

19. Знайти найменше натуральне число, яке дiлиться на 7 i дає остачу 1
при дiленнi на 2, 3, 4, 5 i 6.

20. Дописати справа до числа 71 таке двоцифрове число, щоб отримане
чотирицифрове число дiлилося на 5 i 7.

21. Дописати справа до числа 71 таке двоцифрове число, щоб отримане
чотирицифрове число при дiленнi на 11 давало остачу 3, а при дiленнi
на 13 давало остачу 9.

22. Дописати справа до числа 629 таке трицифрове число, щоб отримане
шестицифрове число дiлилося на 5, 8 i 11.

23. Мiж числами 100 i 300 знайти всi натуральнi числа, якi при дiленнi
на 3, 5 i 8 дають остачi 2, 3 i 4 вiдповiдно.
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Задачi на доведення

24. Довести, що всерединi прямокутника, обмеженого прямими � � ��	
� � �	 � � �� i � � � на прямiй �� � 	� � � немає жодної точки з
цiлими координатами.

25. Довести, що система конгруенцiй
�

� � � ���� 
�	
� � 	 ���� ��

є несумiсною тодi i тiльки тодi, коли �
	�� 
 �.

Творчi задачi

26. Нехай на координатнiй площинi �5� задано точки )���	 ��� i *���	 ���
з цiлими координатами. Чи iснує формула, яка дає можливiсть за коор-
динатами даних точок обчислити число всiх внутрiшнiх точок вiдрiзка
)* з цiлими координатами?

27. Оцiнити вiдстань мiж двома сусiднiми точками з цiлими координата-
ми, якi лежать на прямiй �� � �� � �, де �	 �	 � � �.

28. Знайти умови, якi потрiбно накласти на число �, при яких система
конгруенцiй �

� � � ���� ��	
� � � ���� ��

є несумiсною для заданих �	 �	 � � �.
29. При якiй умовi звичайний дрiб �

���
можна подати у виглядi суми трьох

дробiв iз знаменниками �	 � i �?

30. Система � лiнiйних конгруенцiй вiд � змiнних ��	 ��	 � � � 	 �� за моду-
лем � у загальному видi записується так:���	

��

����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ��	
����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ��	
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ���

Створити теорiю розв’язування таких систем конгруенцiй.
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§ 3.4 Конгруенцiї вищих степенiв з одним невi-
домим

Лiтература: [1] стор. 180–184;[2] стор. 183–187; [3] стор. 411–413;
[4] стор. 95–105.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай маємо конгруенцiю

���
� � �����

��� � � � �� ��� � �� � � ���� ��	

де � – просте число i �� не дiлиться на �. Дана конгруенцiя рiвносильна
конгруенцiї цього самого степеня з старшим коефiцiєнтом рiвним 1 за моду-
лем �. Для цього слiд домножити обидвi частини конгруенцiї на число, яке
є розв’язком конгруенцiї ��� � � ���� ��.

Оскiльки, за наслiдком з малої теореми Ферма, �� � � ���� ��, то
дана конгруенцiя рiвносильна конгруенцiї за модулем �, степiнь якої не
перевищує � � �. Для цього слiд замiнити кожний вираз �� на ��, де � –
ненульова остача вiд дiлення  на � � �. Якщо ж  дiлиться на � � �, то
вираз �� замiнюємо на вираз ����.

Конгруенцiя �-го степеня за простим модулем � (тепер можна вважати,
що � � �) має не бiльше як � розв’язкiв.

Нехай маємо конгруенцiї 
��� � � ���� ��� i 
��� � � ���� �����.
Якщо � � � ���� ��� – розв’язок конгруенцiї 
��� � � ���� ���, то

число � � � � ���	 � � � є розв’язком конгруенцiї 
��� � � ���� �����

тодi i тiльки тодi, коли � є розв’язком конгруенцiї 
 ���� � � � � ����
��

���� ��.
При цьому:

1. якщо остання конгруенцiя не має розв’язкiв (тобто 
 ����
...� i � ����

��
не

дiлиться на �), то конгруенцiя 
��� � � ���� ����� також немає жодного
розв’язку;

2. якщо 
 ����
...� i � ����

��

...�, то кожне число � � �����	 � � � є розв’язком

конгруенцiї 
��� � � ���� �����;
3. якщо ж 
 ���� не дiлиться на �, то остання конгруенцiя має єдиний

розв’язок � � �� ���� �� i з класу розв’язкiв � � � ���� ��� конгруенцiї

��� � � ���� ��� дiстаємо єдиний розв’язок � � � � ���� ���� �����
конгруенцiї 
��� � � ���� �����.

Кожний розв’язок � � � ���� �� конгруенцiї 
��� � � ���� �� при
умовi, що 
 ���� не дiлиться на �, дає один з розв’язкiв конгруенцiї 
��� � �
���� ���.
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Якщо ��	 ��	 � � � 	 �� – рiзнi простi числа, то конгруенцiя


��� � ���
� � �����

��� � � � �� ��� � �� � � ���� ���� � ���� � � � ���� �

рiвносильна системi конгруенцiй

���	
��



��� � � ���� ���� �	


��� � � ���� ���� �	
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

��� � � ���� ���� ��

Якщо ��	 ��	 � � � 	 �� числа розв’язкiв першої, другої, � � �,  -ої конгруенцiй
системи вiдповiдно, то дана конгруенцiя має �� � �� � � � � � �� розв’язкiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи може конгруенцiя ��� � ��� � ��� � � � ���� ���:
а) мати 9 розв’язкiв; в) мати 1 розв’язок;
б) мати 5 розв’язкiв; г) не мати розв’язкiв?

2. Знайти конгруенцiю найменшого степеня, яка рiвносильна заданiй:
а) �
 � ��� � �� � �� � � � � � � ���� ��;
б) ��� � ��
 � ��� � �� � 
�� � � � ���� 	�;
в) 
��
 � ����� � ��� � ��� � �� � � � � ���� ���;
г) ��� � ��� � ���� � �� � � � � ���� ���.

3. Як можна спростити розв’язування конгруенцiї 
��� � � ���� ���	
де 
��� – многочлен з цiлими коефiцiєнтами, а � i � – простi числа.

4. Чи можна заданi конгруенцiї замiнити на рiвносильнi їм того ж степеня
та старшим коефiцiєнтом, рiвним одиницi:
а) ���� � 	�� � ��� � � � ���� ��;
б) ��� � ��� � � � � ���� ��;
в) �	�� � ���� � ��� � �� � � ���� 	�;
г) �
�� � ���� � ��� � � � ���� ��?

5. Звести заданi конгруенцiї шляхом рiвносильних перетворень до нас-
простiшого вигляду:
а) 
�� � �	�� � ���� �
 � � ���� ��;
б) �	�	 � ���
 � �
�� � ���� � �	� � �� � � ���� ��;
в) �� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � � � � ���� ��;
г) ����� � ���� � ���� � ��� � �	 � � ���� ��.

6. Скiльки розв’язкiв має конгруенцiя:
а) �� � � ���� 	�; в) �� � �� ���� ���;
б) �� � � ���� ���; г) �� � � ���� ��?
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Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. Спростити заданi конгруенцiї та розв’язати їх способом пiдстановки
ПСЛ:
а) ����� � ���� � ����
 � ���� � � � � ���� 	�;
б) 
��� � ���� � ���� � 
�� � ��� � 	� � � � � ���� ���;
в) ����	� � ����� � ��� � ��� � ��� � � � 
 � � ���� ���;
г) ����	� � ������ � ����� � � � � ���� ���.

8. Розв’язати конгруенцiї:
а) �� � �� � � � � ���� 
�; г) ��� � 	� � �� ���� ���;
б) ��� � �� � �� � �� ���� ���; д) �� � �� � � ���� ���;
в) ��� � 
�� � � � ��� ���� ���; е) ��� � 	� � �
 ���� ���.

9. Розв’язати конгруенцiї:
а) �� � ��� � ��� � � � 
 � � ���� ���;
б) ��� � �� � � � � ���� ���;
в) ��� � ��� � �� � � ���� ���;
г) �� � �� � � � � ���� ����.

10. Розв’язати конгруенцiї:
а) ��� � ��� �� � � ���� �	�; в) ��� � ��� � 
� � � ���� 
��;
б) �� � 	� � � � � ���� �	�; г) �� � �� � � � � ���� ����.

11. Розв’язати конгруенцiї:
а) �� � 	�� � ���� � �� � � � � ���� ���;
б) �� � �� � �� � � ���� 
��;
в) ��� � ��� �� � � ���� �	��;
г) �� � ��� � �� � 
 � � ���� ���.

12. Скiльки розв’язкiв має конгруенцiя:
а) �� � � ���� 	�; в) �	 � � ���� ���;
б) ������ � � ���� ���; г) �	 � �� ���� ���?

13. Розкласти на множники за модулем 5 многочлен:
а) 
��� � �� � �� � �; б) 
��� � ��� � ��� � ��� �.

14. Розкласти на множники за модулем 7 многочлен:
а) 
��� � ��� � ��� � ��� �; б) 
��� � ��� � ��� � ��� �.

15. Розкласти на множники за модулем 11 многочлен:
а) 
��� � 
�� � ��� � ��� �; б) 
��� � �� � � � �.
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16. Розв’язати систему конгруенцiй:�
�� � �� � � � � ���� ��	
�� � � � � ���� ����

Задачi на доведення

17. Довести, що:
а) коли � – просте число, то ���� ��� � � � � ���� ��;
б) натуральне число � 
 � є простим тодi i тiльки тодi, коли

��� ��� � � ���� �� (критерiй Лейбнiца);
в) числа � i � � � є простими тодi i тiльки тодi, коли

����� ��� � �� � � � � ���� ��� � ��� (теорема Клемента);
г) коли � – просте число i � � �� � �, то для будь-якого � � �

має мiсце конгруенцiя �������� � � � � ���� ��;
д) коли � – просте число i � � �� � �, то для будь-якого � � �

має мiсце конгруенцiя ���� � ����� � � � � ���� ��;
е) коли � – просте число i � � �, то �� � ��� ���� � � ���� ��.

18. Довести, що ����� � �� ���� ��, якщо � – просте число.

19. Довести теорему Вiльсона: натуральне число � 
 � є простим тодi i
тiльки тодi, коли ��� ��� � � � � ���� ��.

20. Довести, що коли � – просте число, то конгруенцiя ���� � � ���� ��
має точно �� � розв’язок.

21. Довести, що коли � – просте число i � – натуральний дiльник числа
�� �, то конгруенцiя �� � � ���� �� має точно � розв’язкiв.

22. Довести, що конгруенцiя �� � � ���� �� має � розв’язкiв, якщо � –
просте число i � � � ���� ��.

23. Довести, що коли � � ��
� є елементом �-го порядку для простого �, то

розв’язками рiвняння �� � � ���� �� є степенi елемента � i тiльки
вони.

24. Довести, що конгруенцiя �� �� � � ���� ��� не має розв’язкiв, якщо
� – просте число.

25. Довести, що конгруенцiя

���
� � �����

��� � � � �� ��� � �� � � ���� ��	

де � – просте число, має бiльш як � розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли
всi коефiцiєнти в лiвiй частинi дiляться на �.
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Творчi задачi

26. Знайти необхiдну i достатню умову того, що конгруенцiя �� � �
���� ��, де � – просте число, ��	 �� � �	i � � �, має тiльки � розв’язкiв.

27. Яким умовам повиннi задовольняти цiлi числа � i �	 щоб конгруенцiя
�� � �� � � � � ���� 	�, не мала 3 розв’язки?

28. Нехай маємо систему конгруенцiй���	
��


����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ��	
����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ��	
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ���

При яких умовах до розв’язування цiєї системи можна застосувати ме-
тод, аналогiчний до методу Крамера для розв’язування систем лiнiйних
рiвнянь?

29. Описати метод знаходження розв’язкiв системи конгруенцiй���	
��


����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ���	
����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ���	
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
����� � ����� � � � � � ����� � �� ���� ���

для довiльного простого числа �, з вiдомого розв’язку цiєї ж системи
за модулем �.

30. Узагальнити описаний в попереднiй задачi метод розв’язування систе-
ми конгруенцiй шляхом переходу вiд модуля �� до модуля ����, де
� � �.
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§ 3.5 Квадратичнi лишки. Символ Лежандра

Лiтература: [1] стор. 184–192;[2] стор. 187–196; [4] стор. 105–120.

Теоретичнi вiдомостi

Розв’язування кожної конгруенцiї другого степеня можна звести до
розв’язування двочленної конгруенцiї �� � � ���� ��. Якщо ця конгру-
енцiя має хоча б один розв’язок, то число � називається квадратичним
лишком за модулем �. В протилежному випадку число � називається
квадратичним нелишком за модулем �.

Якщо � � �	 то парнi числа є квадратичними лишками, а непарнi –
квадратичними нелишками за модулем 2. Тому надалi будемо розглядати
� 
 �.

Розв’язування конгруенцiї �� � � ���� �� за складеним модулем зво-
диться до розв’язування таких конгруенцiй:

1. �� � � ���� ��, де � – непарне просте число;
2. �� � � ���� ���, де � – непарне просте число i � 
 �;
3. �� � � ���� ���, де � 
 �.
Якщо ��	 �� 
 �, то перша конгруенцiя має єдиний розвязок � � �

���� ��. Тому надалi розглянемо випадок, коли ��	 �� � �.
Для будь-якого непарного простого числа � половина лишкiв ЗСЛ за

модулем � є квадратичними лишками, а iнща половина – квадратичними
нелишками.

Критерiй Ейлера. Для будь-якого непарного простого числа � число �

є квадратичним лишком за модулем � тодi i тiльки тодi, коли �
���
� � �

���� ��, i квадратичним нелишком за модулем � тодi i тiльки тодi, коли
�
���
� � �� ���� ��.
Для ефектиного застосування критерiю Ейлера при достатньо великих

числах � i � розглядають поняття символ Лежандра.
Символ Лежандра визначається для всiх цiлих чисел �, якi не дiляться

на просте число � 
 � так:


�

�

�
��
�

�
��	 якщо � є квадратичним лишком за модулем �	
��	 якщо � є квадратичним нелишком за модулем ��

Конгруенцiя �� � � ���� ���, де � – непарне просте число, ��	 �� � � i

� 
 � має два розв’язки, якщо
�
�
�

�
� � i не має розв’язкiв, якщо

�
�
�

�
� ��.

Необхiдними умовами iснування розв’язкiв для конгруенцiї �� � �
���� ��� є:
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1. якщо � � �, то � � � ���� ��;
2. якщо � � �, то � � � ���� ��.

Якщо цi умови виконуються, то iснує два розв’язки при � � � i чотири
розв’язки при � 
 �.

Нехай � � �� ����� ����� � � � ���� – канонiчний розклад числа � i ��	�� � �.
Для того, щоб конгруенцiя

�� � � ���� �� � ���� � ���� � � � ���� �

мала розв’язки необхiдно i достатньо виконання умов:
1. � � � ���� �� при � � �;
2. � � � ���� �� при � 
 �;

3.
�

�
��

�
�
�

�
��

�
� � � � �

�
�
��

�
� �.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi рiвносильнi перетворення конгруенцiї другого степеня

���
� � ��� � �� � � ���� ��	 �� �

...� потрiбно виконати для того, щоб
отримати двочленну конгруенцiю �� � � ���� ��?

2. Як звести розв’язування конгруенцiї �� � 	 � � ���� ���� до розв’я-
зування конгруенцiй за меншими модулями?

3. Скiльки iснує квадратичних:
а) лишкiв за модулем 19;
б) нелишкiв за модулем 37?

4. Для яких цiлих чисел � i � визначається символ Лежандра?

5. Чому дорiвнює символ Лежандра
�
�
�

�
, якщо:

а) � � �	 � � 	; в) � � ��	 � � 	;
б) � � �	 � � 	; г) � � ��	 � � 	?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Розв’язати конгруенцiї:
а) ��� � ��� 	 � � ���� ��; в) ��� � ��� � � � ���� 	�;
б) ��� � ��� � � � ���� 	�; г) ��� � 	� � � ���� ���.

7. Розв’язати конгруенцiї, шляхом зведення їх до двочленних:
а) ��� � 
� � � � � ���� ���; г) 	�� � ���� �� � � ���� ���;
б) ��� � �� � � � � ���� ���; д) �� � �� � 
 � � ���� ���;
в) 
�� � �� � � � � ���� �	�; е) ���� � ��� �� � � ���� ���.
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8. Знайти всi квадратичнi лишки за модулями:
а) 7; б) 11; в) 13; г) 17; д) 23; е) 31.

9. Знайти всi квадратичнi нелишки за модулями:
а) 3; б) 11; в) 13; г) 19; д) 29; е) 37.

10. Обчислити символи Лежандра:
а)
�
��
��

�
; б)

�
�	
��

�
; в)

�
��
��

�
; г)

�
�

���

�
; д)

�
��	
�
�

�
; е)

�
�
�
���

�
.

11. Скiльки розв’язкiв має конгруенцiя:
а) �� � � ���� ���; в) �� � �	� ���� ����;
б) �� � ��
 ���� �
��; г) �� � �	

 ���� ���	�?

12. Чи проходять через точки з цiлими координатами такi параболи:
а) 	�� � �� � �	; в) ��� � ��� � 	;
б) ��� � �� � ��; г) ���� � �� � ���?

13. Розв’язати в цiлих числах рiвняння:
а) ��� � �� � 
 � �; в) �� � ���� ��� � � � �;
б) ��� � ��� � 	 � �; г) �� � ���� ��� � ��� � �.

Задачi на доведення

14. Довести, що добуток:
а) двох квадратичних лишкiв або нелишкiв є квадратичним

лишком за модулем �.
б) квадратичного лишку на нелишок є квадратичним нелишком

за модулем �.

15. Довести властивостi символу Лежандра:

а) Якщо � � � ���� ��, то
�
�
�

�
�
�
�
�

�
;

б)
�
��

�

�
� �;

�
�
�

�
� �;

�
��
�

�
� ����

���
� ;

в)
�
�����
�

�
�

�
�
�
�

��
�
�

�
� � �

�
�
�

�
;

г)
�
���

�

�
�
�
�
�

�
;
�
��

�

�
�
�
�
�

��
;
�
�
�

�
� ����

����
� .

16. Довести закон взаємностi квадратичних лишкiв:
якщо � i � – рiзнi непарнi простi числа, то



�

�

�
�



�

�

�
����

���
� � ���

� �
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17. Довести, що
�
��
�

�
� ����

���	���
� �

18. Символ
�
�
�

�
 
Якобi � вiдносно непарного числа � 
 � визначається

для всiх цiлих чисел �, взаємно простих з числом �, рiвнiстю: якщо
� � � � � � � � � � � – розклад на простi множники (серед них можуть бути
рiвнi), то � �

�

�
 

��
�



�

�

�
�


�

�

�
� � �

��
�

�
�

Довести, що властивостi а)-г) символу Лежандра (дивись № 15) ви-
конуються для символу Якобi.

19. Довести, що рiвняння �� � ��� � �� � � не має розв’язкiв у цiлих
числах.

20. Довести, що при дiленнi добутку двох послiдовних цiлих чисел на
число 13 остача нiколи не дорiвнює 1.

21. Довести, що конгруенцiя �� � �� ���� �� за простим модулем � має
розв’язки тодi i тiльки тодi, коли � � �� � �.

22. Довести, що конгруенцiя �� � �� ���� �� за простим модулем � має
розв’язки тодi i тiльки тодi, коли � � �� � � або � � �� � �.

23. Довести, що конгруенцiя �� � �� ���� �� за простим модулем � має
розв’язки тодi i тiльки тодi, коли � � 
� � �.

Творчi задачi

24. Скiльки розв’язкiв може мати конгруенцiя �� � � ���� �� � ���

25. Скiльки розв’язкiв може мати конгруенцiя �� � � ���� �� � ���

26. Описати необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку конгруенцiї
�� � � ���� ����

27. Описати необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку конгруенцiї
�� � � ���� ����

Задачi з олiмпiад

28. Довести, що кожне просте число є дiльником принаймнi одного члена
послiдовностi �� � �� � �� � ���� � �
	 � � �.
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§ 3.6 Показник числа i класу лишкiв за модулем.
Первiснi коренi

Лiтература: [1] стор. 193–201;[2] стор. 196–204; [3] стор. 413–416;
[4] стор. 135–141.

Теоретичнi вiдомостi

Розглянемо довiльну мультиплiкативну групу �6
 ��. Вiдомо, що поряд-
ком елемента � мультиплiкативної групи 6 називається найменше нату-
ральне число � таке, що �� є нейтральним елементом цiєї групи. Крiм того,
елемент � циклiчної мультиплiкативної групи 6 називається твiрним або
первiсним, якщо його порядок рiвний порядку групи. В теорiї чисел цi по-
няття трансформуються таким чином.

Нехай � 
 � – натуральне число. Розглянемо мультиплiкативну гру-
пу ��

� всiх класiв лишкiв за модулем �, взаємно простих з �, кiльця
���
�	�� (§ 3.2.). Зауважимо, що ця група мiстить &��� елементiв i поря-
док кожного її елемента, за теоремою Лагранжа, є дiльником порядку групи,
тобто &���. При окремих значеннях модуля вона є циклiчною, тобто у нiй
є твiрнi (первiснi) елементи.

Показником, до якого належить число � за модулем � або порядком
числа � за модулем �, називають таке найменше натуральне число Æ, що
�Æ � � ���� ��. В такому випадку пишуть Æ � �����. Всi числа з одного
класу лишкiв за модулем � мають однаковий показник за модулем �.

Для будь-якого числа �, взаємно простого з модулем �, показник зав-
жди iснує (слiдує з теореми Ейлера) i вiн рiвний порядку елемента ,

���
�

мультиплiкативної групи ��
�.

Якщо ����� � &���, то число � називають первiсним коренем за моду-
лем �.

Показники числа за модулем мають такi властивостi.
1. Якщо Æ � �����, то числа � � ��	 ��	 ��	 � � � 	 �Æ�� попарно неконгруентi

за модулем �.
2. Якщо ����� � &���, то числа � � ��	 ��	 ��	 � � � 	 ������� утворюють

ЗСЛ за модулем �.
3. Якщо Æ � �����, то �� � �� ���� �� тодi i тiльки тодi, коли � � �

���� Æ�. Як наслiдок з цiєї властивостi отримуємо, що �� � � ���� ��

тодi i тiльки тодi, коли � � � ���� Æ�, тобто �
...Æ.

4. Якщо ������	 ������ � �, то ������� � ����� � ������
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Якщо Æ � �����, то класи лишкiв ,
���
� 	,

���
��

	 � � � 	,
���
�Æ

є рiзними
розв’язками конгруенцiї �� � � ���� ��. Якщо � –просте число, то цi
класи лишкiв вичерпують усi розв’язки даної конгруенцiї.

За будь-яким простим модулем � iснує хоча б один первiсний корiнь.
Якщо iснує хоч одне число, яке належить до показника Æ за простим

модулем �, то всього класiв таких чисел є &�Æ�. Звiдси закрема випливає,
що за будь-яким простим модулем � iснує &��� �� первiсних коренiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Який зв’язок iснує в скiнченнiй групi мiж порядком групи та порядком
кожного її елемента?

2. Якi порядки мають елементи мультиплiкативної групи ��

?

3. Знайти числа, якi є первiсними коренями групи коренiв 6-го степеня з
одиницi.

4. Для яких натуральних � i � рiвняння �� � � ���� �� має розв’язок?

5. Якi з заданої множини чисел належать до одного показника:
а) -5, 2, 5, 13, 33, 41 за модулем 6;
б) -13, -4, 2, 10, 45, 50, 119 за модулем 7;
в) -11, -4, 7, 41, 50, 106 за модулем 9;
г) -10, 1, 3, 7, 20, 29 за модулем 11?

6. Чи можуть iснувати цiлi числа � такi, що ������ � 	?

7. Скiльки первiсних коренiв є за модулем 29?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Знайти показник числа � за модулем �, якщо:
а) � � �	� � ��; в) � � 		� � ��;
б) � � �	� � �	; г) � � �	� � ���.

9. Знайти показники всiх класiв лишкiв за модулем �, якщо:
а) 11; б) 15; в) 19; г) 21.

10. Знайти показники чисел �	 �	 �	 � за модулем �, якщо:
а) � � 		 � � �	 � � ��	 � � �	
� � ��;
б) � � �	 � � �	 � � ��	 � � �

� � ��;
в) � � ��	 � � ��	 � � ��	 � � ��
� � ��;
г) � � �	 � � ��	 � � ��	 � � ��
� � ��.
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11. Знайти показник числа:
а) 10 за модулем 37; в) �� � � замодулем�;
б) 10 за модулем 39; г) �� � � за модулем �.

12. Знайти число первiсних коренiв за модулями:
а) 21; б) 22; в) 23; г) 24.

13. Знайти найменший первiсний корiнь за модулями:
а) 17; б) 23; в) 41; г) 53.

14. Вiдомо, що 2 є первiсним коренем за модулем 13. Знайти всi iншi
первiснi коренi за цим модулем.

15. Знайти всi первiснi коренi за модулями:
а) 11; б) 19; в) 29; г) 36.

16. Розв’язати конгруенцiї в множинi натуральних чисел:
а) �� � � ���� ��; в) �� � � ���� ���;
б) �� � � ���� ��; г) 
� � � ���� ���.

17. Знаючи, що 2 задовольняє конгруенцiю �
 � � ���� �	�	 знайти всi
розв’язки цiєї конгруенцiї.

18. Вiдомо, що 2 є первiсним коренем за модулем 131. Знайти всi розв’язки
конгруенцiї �� � �
 ���� ����.

19. Вiдомо, що ��	���. Знайти решту чисел, якi мають показник 14 за
модулем 29.

20. Знайти тi значення �, при яких має розв’язок конгруенцiя:
а) �� � � ���� ��; б) �� � � ���� ��.

Задачi на доведення

21. Вiдомо, що 2 i 17 є первiсними коренями за модулем 37. Довести,
що ��
 � �� ���� �	�. Чи буде вiрною конгруенцiя �	�
 � ��
���� �	�?

22. Довести, що число � є первiсним коренем за модулем � тодi i тiльки
тодi, коли клас лишкiв ,

���
� є твiрним елементом групи ��

�.

23. Довести, що за непарним простим модулем � iснують первiснi коренi.

24. Довести, що за простим модулем � кожен дiльник � числа � � � є
показником для &��� класiв лишкiв за цим модулем.
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25. Нехай � –непарне просте число. Довести, що:
а) серед первiсних коренiв за модулем � не може бути квадратiв;

б) коли � – первiсний корiнь за модулем �	 то
�
�
�

�
� �;

в) коли � – первiсний корiнь за модулем � i � � �, то�
�����

�

�
� �;

г) добуток двох первiсних коренiв за модулем � не є первiсним
коренем за цим модулем.

д) коли � – просте число виду �� � � i � – первiсний корiнь за
модулем �, то �� � також є первiсним коренем за цим модулем;

е) коли ����� � ��, то �� � � дiлиться на �.

26. Довести, що не iснує первiсних коренiв за модулем �	 якщо:
а) � � �
;
б) � � ��	  � �;
в) � � ���	 де  
 � i � – непарне просте число;
г) � – непарне складене число, яке дiлиться хоча б на два рiзних

простих множники.

27. Довести, що коли ����� � �, то класи лишкiв ,
���
� 	,

���
��

	 � � � 	,���
��

є
рiзними розв’язками конгруенцiї �� � � ���� ���

28. Довести, що первiсний корiнь за модулем � 
 � завжди є квадрати-
чним нелишком за модулем �.

Творчi задачi

29. Вивчити питання про розв’язування конгруенцiй виду �� � �
���� �� для рiзних натуральних �	 �	��

Задачi з олiмпiад

30. Нехай натуральнi числа � та � такi, що ���� дiлиться на ��. Довести,
що � дiлиться на ����.
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§ 3.7 Iндекси за простим модулем та їх застосу-
вання

Лiтература: [1] стор. 201–204; [2] стор. 204–207; [3] стор. 416–420;
[4] стор. 142–147.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай � – первiсний корiнь за простим модулем �, � � � i ��	 �� � ��
Цiле невiд’ємне число � називається iндексом числа � за модулем � при
основi �, якщо

�� � � ���� ���

В такому випадку пишуть � � ���
�.

Властивостi iндексiв

1. Якщо ��� � � ���� �� i ��� � � ���� ��, то �� � �� ���� ��� ���.
2. � � � ���� �� тодi i тiльки тодi, коли ���
� � ���
� ���� ��� ���.
3. ���
� � � ���� ��� ���.
4. ���
� � � ���� ��� ���.
5. ���
����� � � � ��� � ����
�� � ���
�� � � � �� ���
��� ���� ��� ���.
6. ���
�

� � � � ���
� ���� ��� ���.

7. Якщо �
...�	 то ���


�
�
� ����
�� ���
�� ���� ��� ���.

Перехiд вiд конгруенцiї мiж числами до конгруенцiї мiж їх iндексами на-
зивається iндексацiєю, а зворотний перехiд – потенцiюванням. Для вико-
нання цих переходiв складають таблицi iндексiв i антиiндексiв. Для окремих
простих модулiв та найменших первiсних коренiв такi таблицi є наведенi у
додатку 2 до збiрника.

Двочленна конгруенцiя ��� � � ���� �� �-го степеня за простим мо-
дулем � (тобто при ��	 �� � �), рiвносильна конгруенцiї першого степеня
� � ���
� � ����
�� ���
�� ���� ������	 де � – довiльний первiсний корiнь
за простим модулем �.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Нарисувати графiки вiдповiдностей � � ����� за модулем 7 мiж
множинами:
а) ��	 �	 �	 �	 �	 �	 
	 та ��	 �	 �	 �	 �	 �	 ; в) � та ��	 �	 �	 �	 �	 �	 ;
б) ��	 �	 �	 �	 �	 
	 та ��	 �	 �	 �	 � � � 	 ��	 ; г) � та ��.

2. Чи можна визначити поняття iндексу за складеним модулем?
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3. Розв’язати у полi дiйсних чисел рiзними вiдомими способами двочлен-
не рiвняння ���� � 
 � ��

4. Якими способами можна розв’язати двочленну конгруенцiю
���� � 
 � � ���� ����

5. Чи можна застосувати теорiю iндексiв до розв’язування двочленної
конгруенцiї ��� � 
 � � ���� ����

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Скласти таблицi iндексiв за модулем � з основою �, якщо:
а) � � �	 � � �; в) � � ��	 � � 
;
б) � � ��	 � � 
; г) � � ��	 � � �.

7. Розв’язати лiнiйнi конгруенцiї за допомогою iндексiв:
а) �� � ��� ���� �	�; в) ���� � 	 ���� 	��;
б) �	� � �� ���� 	��; г) ��� � � ���� �	�.

8. Розв’язати конгруенцiї другого степеня за допомогою iндексiв:
а) �� � �	 ���� ���; в) ��� � ��� � � � ���� ���;
б) �� � �� ���� 
	�; г) ��� � �� � �� � � ���� �	�.

9. Скiльки розв’язкiв мають такi двочленнi конгруенцiї:
а) ��� � �� ���� �	�; в) ��� � � ���� 	��;
б) 	�� � �� ���� ���; г) ��� � 	� ���� �	�?

10. Розв’язати двочленнi конгруенцiї:
а) ��� � �� ���� �	�; д) ���� � �	 ���� ���;
б) �
 � �� ���� ���; е) ���� � �� ���� 	��;
в) ��� � �	 ���� ���; є) �	�� � �� ���� ���;
г) ��� � �	 ���� 
	�; ж) ����� � �� ���� 	��.

11. Розв’язати конгруенцiї:
а) ���� � �� � � ���� ���; в) 	��� � �� � � ���� �	�;
б) �	�� � � � � ���� �	�; г) ��� � �
 � � ���� 	��.

12. Знайти найменший натуральний розв’язок конгруенцiї:
а) �	� � � ���� �	�; в) ��� � �� ���� �	�;
б) ��� � �	 ���� ���; г) �
� � �� ���� ���.

13. Розв’язати двочленнi показниковi конгруенцiї:
а) � � �� � 	 ���� ���; в) ���� � ��� ���� ���;
б) ���� � �� ���� ���; г) �� � 	�� � � � ��� ���� ���.
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14. Розв’язати конгруенцiї:
а) �� � 	�� � �� ���� 
	�; в) �� � ��� � �	� ���� 	��;
б) 	 � �� � �� ���� 	��; г) � � 	� � �� ���� ���.

15. Застосовуючи теорiю iндексiв, знайти показник числа � за модулем �,
якщо:
а) � � 
	 � � ��; в) � � ��	 � � ��;
б) � � 		 � � ��; г) � � ��	 � � ��.

16. Застосовуючи теорiю iндексiв, встановити, чи є первiсними коренями
за модулем 59 такi числа: а) 3; б) 6; в) 12; г) 14.

17. Серед чисел зведеної системи лишкiв за модулем � знайти тi, показник
яких дорiвнює числу �, якщо:
а) � � ��	 � � 
; в) � � 
�	 � � ��;
б) � � ��	 � � ��; г) � � 
�	 � � 
�.

Задачi на доведення

18. Нехай � - первiсний корiнь за простим модулем �	 та цiлi числа �	 �
взаємно простi з �. Довести такi властивостi iндексiв за модулем �
при основi �:
а) ���
���� � ���
� � ���
� ���� ��� ���;
б) якщо � дiлиться на �, то ���


�
�
� ���
�� ���
� ���� ��� ���.

19. Нехай � i � – два первiсних коренi за простим модулем �. Довести,що:
а) ���
� � ���!� � ���
� ���� ��� ���;
б) ���!� � ���
� � ���!� ���� ��� ���;
в) ���!� � ���
� � � ���� ��� ���;
г) ���
� � ���!� � ����!���������� ���� ��� ���.

Останню конгруенцiю називають формулою переходу вiд системи iн-
дексiв з основою � до системи iндексiв з основою �.

20. Довести, що конгруенцiя �� � � � ��� ���� �
�� не має розв’язкiв.

21. Нехай маємо адитивну групу ���� i мультиплiкативну групу ��
� за

простим модулем �. Довести, що вони iзоморфнi i шуканим iзоморфi-
змом є вiдображення 
 � ��

�
 ���� таке, що 
���� � ���
�, незалежно
вiд вибору основи iндексування �.
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22. Довести, що:
а) конгруенцiя �� � � ���� ��, де � – просте непарне число,

має розв’язки тодi i тiльки тодi, коли
�
���
	 � � ���� ��	 де � � ��	 �� ��


б) число � тодi i тiльки тодi є квадратичним лишком за модулем
непарного простого числа �	 коли за цим модулем ���� – число
парне;

в) показник Æ � ����� визначається рiвнiстю �����	 &���� � ����
Æ

�
Зокрема належнiсть числа � до первiсних коренiв за модулем
� визначається рiвнiстю �����	 &���� � �;

г) застосовуючи властивостi iндексiв, можна довести теорему
Вiльсона (дивись §4, задача 19);

д) для простого числа � виду �� � �	 де � 
 �, число 3 є первiсним
коренем;

е) iндекс числа �� за простим непарним модулем � при будь-якiй
основi дорiвнює ���

� .

Творчi задачi

23. Визначити поняття iндексу за складеним модулем i вивчити його вла-
стивостi.

24. Нехай � – первiсний корiнь за модулем � i ��	�� � �. Встанови-
ти, який зв’язок iснує мiж конгруенцiями � � � ���� �� та
���
� � ���
� ���� &����.

25. Скласти таблицю iндексiв за складеним модулем 27 при основi 5 та
застосувати її до розв’язування конгруенцiї �� � �� ���� �	�.

26. Яким умовам повиннi задовольняти цiлi числа �	� та �	 щоб конгру-
енцiя �� � � ���� �� мала розв’язки?
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§ 3.8 Арифметичнi застосування конгруенцiй

Лiтература: [1] стор. 205–210; [2] стор. 207–213; [3] стор. 421–429;
[4] стор. 151–162.

Теоретичнi вiдомостi

Теорiя конгруенцiй знаходить застосування в арифметицi при:
1. виведеннi ознак подiльностi цiлих чисел;
2. обчисленнi остач при дiленнi цiлих чисел (дивись § 3.1, 3.2);
3. перевiрцi результатiв арифметичних дiй;
4. визначеннi довжини перiоду при перетвореннi звичайного дробу в де-

сятковий.
Нехай натуральне число � записане у системi числення за основою � так:

� � ���
� � �����

��� � � � �� ��� � ��

та �� абсолютно найменшi лишки числа �� за модулем �. Тодi загальна
ознака подiльностi Паскаля записується так:

���
�������

���� � � �������� � �������������� � � ��������� ���� ���

Пiдставляючи сюди конкретнi значення � i �, отримаємо рiзнi ознаки по-
дiльностi цiлих чисел.

Для перевiрки результатiв арифметичних дiй можна застосовувати вла-
стивiсть 8 з � ���. При цьому за модуль беруть числа 9 або 11 i тодi говорять
про правила дев’ятки та одинадцяти вiдповiдно.

Зокрема, правило дев’ятки формулюється так:
якщо у цiлочисловому виразi всi числа замiнити на їх остачi вiд дiлення

на 9, то отримаємо число конгруентне даному за модулем 9.
Зауважимо, що всi цi правила дають тiльки необхiднi, але не достатнi

умови вiрностi результату виконання дiй.
При застосуваннi цього правила для перевiрки результату арифметичних

дiй слiд знайти остачi вiд дiлення результату i, отриманого в результатi
замiни, значно меншого числа на 9. Якщо остачi рiзнi, то в обчисленнях є
допущена помилка. Якщо ж остачi однаковi, то помилка може бути на число
кратне 9. В такому випадку застосовують ще правило 11. Це дає кращий
результат, оскiльки помилка може бути кратною 99, що мало ймовiрно.

Нарештi вiдомо, що нескоротний дрiб виду �
����
�� , де � 
 � i � �� �	 у

скiнченний десятковий дрiб не перетворюється.
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Якщо �
�
– нескоротний дрiб i ��	 ��� � �, то цей дрiб перетворюється

у чистий перiодичний десятковий дрiб. При цьому число цифр у перiодi
дорiвнює ������ показнику числа 10 за модулем �.

Якщо �
�
– нескоротний дрiб, � � �� � �
 � �� i ���	 ��� � �, то цей дрiб

перетворюється у мiшаний перiодичний десятковий дрiб. При цьому число
цифр до перiоду дорiвнює �	 де � – бiльше з чисел � i �; число цифр у
перiодi дорiвнює ������� показнику числа 10 за модулем ��.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Знайти ознаки подiльностi на 4, 8 i 11 в дванадцятковiй системi чи-
слення.

2. Чому при перевiрцi за правилами "дев’ятки"i "одинадцяти"результатiв
арифметичних дiй немає впевненостi в остаточному результатi?

3. Яким може бути знаменник дробу �
�
	 який перетворюється у чистий

перiодичний десятковий дрiб:
а) з двома цифрами в перiодi;
б) з трьома цифрами в перiодi?

4. Яким може бути знаменник дробу �
�
	 який перетворюється у мiшаний

перiодичний десятковий дрiб:
а) з одною цифрою до перiоду i двома цифрами в перiодi;
б) з двома цифрами до перiоду i одною цифрою в перiодi.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

5. Встановити за допомогою ознак подiльностi, чи дiлиться число � на
�, якщо:
а) � � �	���
	� � ��; в) � � �
	�
�
�	� � ��;
б) � � 
��
�	� � ��; г) � � ��	��
�	� � �	.

6. Знайти канонiчний розклад числа:
а) 244943325; в) 3058487;
б) 90799; г) 282321246671737.

7. Знайти невiдомi цифри числа, якщо вiдомо, що:
а) �������!��� дiлиться на 792; в) ��������� дiлиться на 55;
б) �	��
����� дiлиться на 1375; г) �

������ дiлиться на 504.

8. Знайти остачу вiд дiлення:
а) 3989713 на 37; в) ���	 на 37;
б) ��� � �
� на 61; г) �	����� на 135.
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9. За правилом "дев’ятки"перевiрити правильнiсть виконання арифмети-
чних дiй над цiлими числами:
а) 	���
 � ���� � 
�
������; в) ������� � ��	� � ����;
б) ��

	 � ��
�� � �����; г) �	����	� �
���� � ��	����.

10. За правилом "одинадцяти"перевiрити правильнiсть виконання арифме-
тичних дiй над цiлими числами:
а) ���	
� � �����
 � 
��
�
; в) ��� � �
 � 

��� � ���

;
б) ���	
�
��	 � 
���� � �����; г) ������ � ��
����� � 
� � �

�
�	�.

11. Знайти основу � системи числення, в якiй мають мiсце двi ознаки
подiльностi:
а) число � дiлиться на 5 тодi i тiльки тодi, коли сума його цифр

дiлиться на 5;
б) число � дiлиться на 7 тодi i тiльки тодi, коли на 7 дiлиться

число, записане двома його останнiми цифрами.

12. Знайти довжину перiоду при перетвореннi звичайного нескоротного
дробу у десятковий, якщо його знаменник дорiвнює:
а) 17; д) 43; з) 21; н) 91;
б) 19; е) 59; к) 33; о) �� � �	;
в) 29; є) 67; л) 49; п) �� � �	;
г) 37; ж) 73; м) 77; р) �	 � ��.

13. Знайти кiлькiсть цифр до перiоду i довжину перiоду при перетвореннi
нескоротного звичайного дробу iз знаменником � у десятковий, якщо:
а) � � ���; д) � � ���; з) � � ���;
б) � � ���; е) � � ���; к) � � ����;
в) � � ���; є) � � 

�; л) � � ����;
г) � � ���; ж) � � ��
; м) � � �
���.

14. Перетворити у звичайнi такi перiодичнi дроби:
а) 3,(27); б) 0,35(62); в) 11,12(31); г) 5,1(538).

Задачi на доведення

15. Довести, що:
а) ����� � � дiлиться на 45; в) ���� � ���� дiлиться на 66;
б) ����� � � дiлиться на 89; г) ������ � ������ дiлиться на 7.

16. Нехай � � �. Довести, що:

а) �� � 
�
... 	; в) � � ����� � �����

... �	;

б) ������� �� � �
... �; г) 
���� � ����

... ��.
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17. Довести, що:
а) число ��
 � ��
 � ��
 � ��
 � ��
 � 
�
 � � дiлиться на 7;
б) число 	�� � ��� дiлиться на 11;
в) число �
� � ��	� дiлиться на 17;
г) число ����� � � дiлиться на 89.

18. Довести, що коли до будь-якого тризначного числа дописати справа це
саме число, то утворене число дiлиться на 7, 11, 13.

19. Довести, що сума, рiзниця, добуток i частка двох перiодичних дробiв
є перiодичним дробом.

20. Довести, що в 11-ковiй системi числення:
а) число � дiлиться на 2, 3, 4, 6 та 12 тодi i тiльки тодi, коли

рiзниця мiж сумами цифр числа �	 якi стоять на парних i непарних
мiсцях, дiлиться на цi числа;

б) число � дiлиться на 2, 5 та 10 тодi i тiльки тодi, коли сума
цифр числа � дiлиться на цi числа.

21. Довести, що для всiх � 
 � сума �
��� � �

�
� �

��� перетворюється у
мiшаний десятковий перiодичний дрiб.

22. Довести, що коли 10 є первiсним коренем за модулем �, то перiоди
всiх нескоротних дробiв iз знаменником � складатимуться з кругових
перестановок однiєї i тiєї самої системи � � &��� цифр.

Творчi задачi

23. Чи iснує система числення, в якiй ознаки подiльностi на числа
�	 �	 �	 � � � 	 � такi ж, як ознака подiльностi на 3 в десятковiй системi
числення?

24. Встановити залежнiсть мiж цифрами чистого перiодичного дробу з
парним числом цифр у перiодi, в який перетворюється звичайний дрiб
�
�
для простого числа � 
 �.

Задачi з олiмпiад

25. Яким може бути знаменник дробу �
�
	 який перетворюється у мiшаний

перiодичний десятковий дрiб:
а) з двома цифрами до перiоду i двома цифрами в перiодi;
б) з двома цифрами до перiоду i трьома цифрами в перiодi.



102 Конгруенцiї

§ 3.9 Вибранi задачi

Задачi з рiзних олiмпiад i математичних турнiрiв

1. (ММО, 1986) Нехай � – натуральне число, причому � �� ��	 �	 ��	.
Довести, що у множинi ��	 �	 ��	 �	 можна вибрати такi два рiзнi числа
� та �	 що ��� � не є квадратом цiлого числа.

2. (ММО, 1996) Натуральнi числа � i � є такими, що �����
� та �
�����
– квадрати натуральних чисел. Яке найменше значення може приймати
при цьому ������� � �
�	 �
�� ���	?

3. (Угорщина, 1980) Довести, що дрiб �
�
при непарному � можна подати

у виглядi �
�

� �
�
тодi i тiльки тодi, коли � � ���� � ��	�	 � � �.

4. (Австрiя - Польща, 1980) Довести, що число � є сумою всiх дробiв
виду �

��������� , де � � �� � �� � � � � � �� � �.

5. (США, 1975) Довести, що для будь-яких натуральних �	� число
����������

������������������ є натуральним.

6. (ФРН, 1978) Просте число � має таку властивiсть, що кожне число,
яке утворюється iз числа � перестановкою його цифр, також є простим.
Довести, що десятковий запис числа � мiстить не бiльше, нiж три рiзнi
цифри.

7. Довести, що для будь-яких натуральних �	� число ����������
���������� є нату-

ральним.

8. Довести, що конгруенцiя ������ � � ���� �
����� не має розв’яз-
кiв для будь-якого натурального числа �.

9. У десятковому записi натурального числа � зустрiчається кожна з ци-
фр 1, 2, 3 та 4. Довести, що можна переставити цифри у числi � так,
щоб число, яке при цьому утвориться, дiлилося на 7.

10. Довести, що для будь-якого натурального числа �� � � � ����	 взаєм-
но простого з 10, iснує натуральне число, куб якого має вигляд
� � � �� � � � �����

11. Розв’язати в цiлих числах рiвняння:
а) � � � � �� � �� � ��

б) � � � � �� � �� � �� � ���
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12. Знайти найбiльше �	 при якому число:

а) ��
���
��

є цiлим; б) ��
�
��

��
є цiлим.

Задачi видатних математикiв

13. (Задача Остроградського) Довести, що довiльне рацiональне число з
iнтервалу ��	 �� можна однозначно подати у виглядi

�

��
�

�

����
� � � �� �

���� � � ��� 	

де �� – натуральнi числа, ���� � ��	 �� � �, причому у такому виглядi
подаються лише рацiональнi числа з цього iнтервалу.

14. Довести, що має мiсце формула Ейлера: � � �
�� � �

�� � � �� �
��

� � � � � "�

� �

15. Довести, що будь-яке рацiональне число, менше за "�

� � �, можна по-
дати у виглядi суми рiзних дробiв, обернених квадратам натуральних
чисел.

16. Довести, що кiлькiсть всiх правильних нескоротних дробiв з знамен-
ником �� � � дiлиться на �	 якщо �	 � � �.

17. Довести, що для будь-яких натуральних � i �	� 
 �	 число

�

�� � �
�

�

�� � �
�

�

�� � �
� � � �� �

�� � �

не є цiлим.

18. Довести, що коли цiле число � дiлиться на �� � �	 то в двiйковому
записi числа � не менше � одиниць.

19. Довести, що для будь-якого натурального � i довiльного натурального
� � ��� мiж числами � i �� є не менше � простих чисел.

20. Довести, що всi непарнi числа виду ���� з промiжку ��	 �����, можна
розставити по колу так, що для будь-яких трьох сусiднiх чисел �	 �	 �
рiзниця �� � �� буде дiлитися на ��� Довести, що це можна зробити i
для всiх непарних чисел виду �� � �	 однак цього не можна зробити
для всiх непарних чисел.

21. Довести, що при простому � число:
а) (Вiльсон - Лейбнiц) ��� ��� дiлиться на �

б) (Беббiдж) +�

���� � � дiлиться на ��, якщо � 
 �.



104 Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

Роздiл: Теорiя подiльностi в кiльцi цiлих чисел

§ 1.1. Вiдношення подiльностi. Дiлення з остачею

1. а) � � ��
 б) такого � не iснує; в) � � �; г) такого � не iснує.
2. а) � � ��	 � � �
 б) � � �	����	 � � ��	 �	 �	 �	 �	 �	 
	 		; в) таких цiлих

� i � не iснує, оскiльки � � ���� ��� � ���; г) � � � � �
�	 � � ��	 � � �;
д) ��	 �� � ����	���	 ����	 ��	 ���	���	 ����	 ��	 ����	���	 �����	 ��	;
е) � � ��� � ��	 � � �	 де ��� 
 ��.

3. а) ��
 б) �� � �
 в) � � ��	�� � �	 � � ��	 �	 �	 �	 �	 
	 	; г) � � 
� � �.
4. Дiлиться. Застосуйте формулу бiнома Ньютона так: ���� � �������� �

���� � ���� �� � � � �� �� ����� ��� � �� � �� ���. Отже, дане число дiлиться на
10 тодi i тiльки тодi, коли на 10 дiлиться � ��������. Далi, ��� � �� � ����� �
�� � ��� � ��� � 	���� � ��� � ���� � 	 i ��� � ����� � �� � �� � ���� � 
� Тодi
� � ��� � ��� � � � ����� � 	�� ����� � 
� � ���� 5. а) 1; б) 2; ; в) 6; г) 1,2,4.

6. а) 121; б) розгляньте числа виду 
��� i виберiть з них найменше, яке
задовольняє умову задачi: 59. 7. а) 0; б) 1; в) 1; г) 2. 8. 1,8,0. 9. а)
5; б) 7; в) 7; г) 6. 10. а) Обчислiть суму членiв геометричної прогресiї та
врахуйте, що рiзниця ����� дiлиться на ���; б) ������������ ���� ���� �
����������������� ���� � ���������������� � ��������� ����������� ����;
в) ��� ����������� ��� � ��� � ��� � ��� ���� ��� � �����; г) Покажiть,
що ��� � 
�� � ���� � 
�� � ��� � ���� � ���� � ��. 11. а) 1,4,7,16; б) 1;
в) 1,3,25; г) 3. 12. Нехай � � ��� � �, � � � � ���� � �� � � i � �� ��
Припущення про те, що �� � � приводить до протирiччя. Тому �� 
 �� Тодi
маємо: � 
 ��	 � � �

� 	 � � � � ��
� 	 � � � 
 �

� i � � �� � �� Перебором
для �� встановлюємо, що �

�
� �

� �

16. В задачах: а)–г) слiд застосувати формулу �� � �� � �� � ������� �
������ � � �������; д) записати ���� � ���������; е)–к) можна застосувати
метод математичної iндукцiї. 17. Дивись розв’язок задачi 28.

18. а) Подайте числа � та � у видi �� � � i розгляньте всi можливi
варiанти. б) Застосуйте метод вiд супротивного. 19. Площа дiлиться на
2,3,4,6 i може дiлитися на 5,7,8,9,10.

23. 1996. Дiйсно, ( �
�		� � �		�

�

 �	 �

�		
 � �		�
�

� �� � ���	 � ���	 � � �
���	 � ����� Тому � � ���	 � ���	 � � для � � �	 � � � 	 ���
� Для всiх цих �
дрiб �		�

�
буде нескоротним, оскiльки число 1997 просте. 24. Так, буде. Це�

��������
�

��
� 25. Не може, оскiльки число 2001 не можна подати у видi
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	� � �. 26. Розглянемо послiдовнiсть ���	 � � �	 таку, що

�� � �� � �	 ���� �

����

����
для � � ��

Методом математичної iндукцiї доведемо, що всi �� � �� Цей факт, очевидно,
є вiрним для � � �� Припустимо, що це твердження виконується для всiх
� � � �� � ��	 i доведемо його для � � � � �� Маємо, що ���� � �����

����
��

�
����



�
�������
����

�
� �

����



��������
��
���

� ��
����������

�
���
���

� � � � � ����
� ������
�
���

� �

�
�

������������
����������������������� �������

���
�����

�
���

�����
�
���

�

Оскiльки, за означенням послiдовностi, ������ � 
������ та вiльний член
многочлена дорiвнює 1, �� та ���� взаємно простi. З припущення iндукцiї ми
маємо, що чисельник останнього дробу в (1) дiлиться на �����	 i тому нам
досить довести, що вiн дiлиться на ����� Маємо, що при дiленнi на ����


������ дає остачу 1; тому весь чисельник дає таку ж остачу, як i

� � ������ � � � � � �����
���
��� � ����� � 
������

(тут ми використали умову �� � ������ 
������ � ��������	 де, за припу-
щенням iндукцiї, всi �� — натуральнi числа. Тому наш чисельник дiлиться
на �����

Також, �� 
 ��	 i для всiх наступних �

���� �

����

����



���
����


 ����
� � ���

Тепер легко бачити, що нескiнченна послiдовнiсть рiзних пар чисел
���	 �����	 � � �	 задовольняє умову задачi.

27. Якщо ��� � � � � дiлиться на ��� � � � 	, то таку подiльнiсть має i
число ����� � � � ��� ����� � � � 	� � �� � 	��

Оскiльки � � �, ми маємо ���	� � ������	. Тому, якщо ���	� � �, то
���	� � �. Тодi � дiлиться на 7, i ��	 �� � �	��	 	�� для деякого натурального
числа �. Легко переконатись, що кожна така пара задовольняє умову.

Нехай ���	� � �. Тодi 	���� дiлиться на ������	, � � 	���� � 	�� Це
можливе лише тiльки для � � � або � � �, оскiльки iнакше ��� � �� 	 
 ��.

Для � � � ми отримуємо, що 	� � � повинно дiлитися на � � �. Маємо
	�� � � 	��� ��� �	, �	 � � � �	 � � � ��	 звiдки можливими є тiльки � � ��
або � � �� . Перевiрка показує, що (11, 1) та (49, 1) задовольняють умову.

Для � � � число 	�� � повинно дiлитися на ��� �. Оскiльки ��	�� �� �
	��� � �� � 	�, та 	� не має дiльникiв вигляду �� � �, то в цьому випадку
немає розв’язкiв.



106 Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

Вiдповiдь: ��	 �� � �	��	 	��, � � �	 �	 � � �, та ��	 �� � ���	 ��	 ��	 �� � ���	 ��.
28. Нехай ��	 ��	 ��	 � � � 	 ���� - данi числа. Розгляньте тепер числа ��	 ���

��	 �� � �� � ��	 � � � 	 �� � �� � �� � � � �� ����. Можливi два варiанти: одне з
цих чисел дiлиться на 100, або два з цих чисел при дiленнi на 100 дають
однаковi остачi. В другому випадку рiзниця таких чисел буде шуканою.

29. Для � � � твердження є очевидним. Нехай � 
 �� Тодi �� � �� �
� � � � ����� � ���� � �� � �� � �� � ������� � � � � � �� � �� � ���� �
��� ������� � � � ���� ����� Оскiльки ��� � дiлиться на �� � для кожного
� � �	 �	 �	 � � � 	 �� �, то ���� � � � �� �� � �� також дiлиться на �� �. Тому
число ��� ������� � � � �� �� � �� дiлиться на ��� ���.

30. Перевiрте, що для будь-яких цiлих � i �� числа �� � ��
�

��� � ���
�

� i

�� � �������
�

� дають однакову остачу при дiленнi на �. Тому, �� � �
�

�� � �
кратне � тодi i тiльки тодi, коли  кратне �.

31. а) Згрупуйте рiвновiддаленi вiд кiнцiв доданки. б) Знайдеться така
перестановка чисел ��	 ��	 � � �����, що при всiх � число ��� � � дiлиться на
�. Тому, враховуючи, що

�

�
�� �

�

�
� � � �� �

�� �
� �

�

���� ��
�

�

���� ��
� � � � �

��� ���
	

маємо, що чисельник цього дробу дає таку ж остачу, що i число

����� ��������� � � � �� ������ � ����� �������� � � � �� ��� ���� �

� ����� ����� � ���� ������ ��



�

Останнє ж дiлиться на � (оскiльки � � �). 32. Оскiльки при непарному
� � �� � � серед чисел �	 �	 � � � 	 � є лише � парних, то серед � � � чисел
��	 ��	 ��	 � � � 	 �� знайдеться хоча б одне непарне. Нехай це �����. Вiдповi-
дний спiвмножник ����� � ��� � �� нашого добутку є тодi парним. Отже,
парний i весь добуток. 33. Нехай � � �����. Тодi перше число в умовi до-
рiвнює ��������, а друге – ���. Отже, маємо �������� � ��������������
34. Нехай ��������� � ��. Тодi ������������ � ��� i ������������ �
�� або ��� � ��� ������ � �� � ��� � ��. Розглядаючи тепер всi можливi
розклади числа 35 на множники ми прийдемо до систем лiнiйних рiвнянь,
якi дадуть шуканi розв’язки: � � ����	���	��	��	.

§ 1.2. Найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне.
Алгоритм Евклiда. Взаємно простi числа

2. ��	 � � �� � �	 ��	 � � �� � � � �� � ��; ��	 � � �	 � � �� � �; якщо
� - непарне, то ��	 � � �	 � � �� � ��� � ���� � ��; якщо � - парне, то
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��	 �� �	 �� �� � �
����� ����� ��; 3. Нехай ��	�� � �	� � ���	 � � ���.

Тодi ��	�� � �����. 4. а) Перша рiвнiсть виконується завжди, а друга –
не завжди: �		 �� � �, а �	 � �	 	 � �� � �; б),в), г) – виконуються завжди.
5. а) Так; б) так ; в) нi, наприклад, при � � 	 маємо (6,15)= 3; г) так. 6.
Нi. 7. Нi. Застосуйте метод вiд супротивного. 8. а) 21; б) 105; в) 71; г)
33. 9. а) 1,13; б) 1,3,7,21. 10. 5.

11. а) 
 � ���� � ��� � 
� � �	��; б) � � �	 � ��	� � �� � ����
�
 в) �� �
��� � ���� � ��	��� � ����; г) �	 � ��� � ���� � �� � 
��. 12. а) 3276; б) 67818;
в) 12180; г) 2940. 13. а) � � �	 � � ���
 � � ��	 � � �
 i навпаки; б)
� � �	 � � ��
 � � �	 � � �� i навпаки; в) � � ���	 � � ���
 � � ���	 � � ��� i
навпаки; г)� � ��	 � � ��� i навпаки; � � ��	 � � 
� i навпаки; � � ��	 � � ��
i навпаки.

14. а) Оскiльки 
����
����� � �� �����

����� 	 то даний дрiб є скоротним тодi i тiльки
тодi коли скоротним є дрiб �����

����� . Останнiй дрiб є скоротним тодi i тiльки
тодi коли скоротним є дрiб �����

����� . Продовжуючи далi аналогiчнi мiркування
(тобто, застосовуючи фактично алгоритм Евклiда) ми отримаємо, що даний
дрiб є скоротним тодi i тiльки тодi коли скоротним є дрiб ��

��� . Останнiй
дрiб є скоротним, коли � � ��� � �	 де � � �. б) Застосувавши рiвнiсть з
задачi 4, отримаємо: �����	 ������ � ������	 ���
� � �����		 ���
� �
�����	 ���
� � �����	 ���
�� Це означає, що даний дрiб можна скоротити
на 109 при � � ��
 � ����	 де � � �. в) Дрiб можна скоротити на 5
при � � � � ��	 � � �
 при iнших значеннях � вiн є нескоротним. г) Дрiб
скорочується: на 2 – при � � ��; на 3 – при � � ����; на 6 – при � � ��
�;
на 9 – при � � 	 � ��; на 18 – при � � �
 � ���; при iнших значеннях �
вiн є нескоротним. 15. 57. 16. Застосуйте метод вiд супротивного. 17.

а) Позначивши �� � ��	�� та �� � �	� � ��	 �� � ���	 доведiть, що ��
...��

та ��
...��; б),в),г) - застосуйте формулу для обчислення НСК двох чисел.

18. а) - в) - застосуйте метод вiд супротивного; г) Нехай �����	 ����� �
� i при дiленнi з остачею маємо � � �� � �� Тодi �� � � � ��!�� � � �
�� � ��! � �� � �� � � � �� � ���! � �� � ��� � �� � �� � �����! � �� � ��� � �� �

�� ������� �����!���� � � �����������. Тому ������
... �� Застосовуючи до � та

� алгоритм Евклiда, ми прийдемо до ������
... �, тобто � � �. д) Нехай � 
 ��

Тодi ��
�

� � � ���
� ��� � � � �����

��� ��� � � � ���
���

� �����
������ � � �

���
���

� �����
���

� �����
��� � �� � � � � � � � ���

���

� �����
���

� �� � � � ���� �

�� � � � ��� � ���� � �� � �� Якщо ���
�

� �	 ��
�

� �� � �, то �
... � i �

... �
 тому
� � �. е) Доведiть, що ��� � �	�� � � та врахуйте 18 а). 19. Нехай
�����	 ����� � � i ��	�� � �� Тодi � � �� i � � � � Але ���� � ��
�� �
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����
 � � � ��� � ����. Аналогiчно �� � � � ��� � � � ����� � � � ��� � ����.
Це означає, що �� � � � � i � � �.

20. Нехай � � ��	
� � � та � � ��	
� � � . Тодi � � � � 	 � ��	
� i числа
� та � є непарними. Тому ��	 �� � 	 або ��	 �� � �. Але � � ��	
� � � �
��� � �����	
� � ��	
� � � � �� � � �� дiлиться на 7. Тому � � �� ��� �� також
дiлиться на 7. Отже, ��	 �� � 	.

21. Задамо на множинi � вiдношення:  � � тодi i тiльки тодi, коли  i
� пофарбовано в один колiр. Очевидно, що � � � є вiдношенням еквiвален-
тностi. Нехай � � �� � �	 де � � � � �. Розглянемо число �� � яке взаємно
просте з �� За умовою а) � � �� � ��. Крiм того, це число задовольняє
умову б). Дiйсно, вiзьмемо  � � 
 �� � �	� За а) маємо  � �� �  �, а за
умовою б) для числа � – ���  � � �� � ���  �� � �� � � �  � � ���� ���  �.
Отже,  � ��� � �� �  �. Застосовуючи аналогiчнi мiркування покажемо по-
слiдовно, що числа �� ��	 � � � 	 �� �� � � задовольняють умову б) i взаємно
простi з � та �. Оскiльки ��	 �� � ��	 �� � � � � � �, то число 1 також задо-
вольняє умову б). Тодi для кожного � � � 
 ��	 маємо � � �� � ��. Звiдки
� � �	 � � �	 � � �	 � � � 	 �� � �� � �� � ��. Таким чином, всi числа множини
� пофарбовано одним кольором.

26. Гiпотеза: твердження є iстиним висловленням. 27. Доведiть, що
рiвнiсть ������� � � є достатньою умовою. Перевiрте, чи є вона необхiдною
умовою. 30. ��	��	��	 	� 31. Нехай ��� � �	 �� � �� � � i �� � � � ��	
���� � ��. Тодi ��� � ������� � �������. Оскiльки число � є непарним,
то ми отримали при дiленнi числа ��� на � остачу 1 та ��� Отже, � � �.

33. Нехай � 
 �� Оскiльки 5 та 7 взаємно простi, маємо, що
НСД��� � 	�	 �� � 	�� � НСД��� � 	� � ������� � 	��	 �� � 	�� �
НСД�	��	��� � �����	 �� � 	�� � НСД�	��� � ����	 �� � 	��� Продов-
жуючи такi дiї далi, з алгоритму Евклiда отримаємо, що шукане значення
обов’язково є дiльником одного з чисел

�НСД����� � 	НСД�����	 	НСД����� � �НСД������

Тому для взаємно простих �	 � це значення обов’язково є дiльником 12.
З iншого боку, сума однакових непарних степенiв дiлиться на суму основ

(це випливає з вiдомого розкладу такого двочлена на множники). Тому для
непарних � та � числа �� � 	� та �� � 	� будуть дiлитися на 12, i тому їх
найбiльший спiльний дiльник дорiвнює 12.

Якщо, наприклад, число � парне, то розгляд значень остач при дiленнi
�� � 	� на 3 та 4 показує, що подiльностi на 3 та 4 немає. Тому шуканий
НСД може дорiвнювати тiльки 1 або 2. Очевидно, що розглядуванi значення
парнi, тому в цьому випадку НСД дорiвнює 2.

Вiдповiдь: 12 для обох непарних �	 �
 2 в iнших випадках.
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34. Врахуйте, що кожний спiльний дiльник чисел ��	�� � ��	�	 та 1979
є дiльником числа ��	�	. 36. а) Так, наприклад, � � � � ����� б) Нi. У
всiх випадках (� i � — парнi, � i � — непарнi, � i � — рiзної парностi)
значення виразу є числом парним i не може дорiвнювати 2001.

§ 1.3. Простi i складенi числа. Канонiчна форма натурального числа

1. Просте, складене, складене, просте, складене. 2. а) 79,83,89, 97; б)
151,157,163,167,173; в) 2551,2557. 3. Нi. 4. 121. 5. 1 або 5. 6. а) �� �
��
 б) � � ��	; в) �� � �	�; г)-к) Застосуйте формули розкладу на множники
вiдповiдних многочленiв.г) �� � � � ��; д) � � � � 	 � �	 � ��; е) � � �� � �� � �	�; є)
�� � �� � ��	; ж) �� � �	 � 
� � 	� � ���; з) �� � � � �� � ����; к) � � 	 � �� � �� � ��. 7.
����. 8. Нi. Застосуйте метод вiд супротивного. 9. а) Нi; б) Нi; в) � � �.
Це єдина трiйка чисел-близнят(трiйнят); г) � � �. 10. а),б),в),г) - � � �;
д) � � �; е) � � �.

11. 3,4. Добуток �� � �� � �� � �� буде простим числом тодi i тiльки тодi,
коли один iз спiвмножникiв дорiвнює одиницi, а другий при цьому є простим
числом.

12. � � ��. Розгляньте рiвняння �� � � � ��� � ���. 13. Вказiвка: для
перевiрки доведiть спочатку, що �� � �� дiлиться на 3, а потiм застосуйте
рiвностi

�� � ���

�
�
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14.����� � ������� � �������	 � � �� 15. Застосуйте формулу суми
членiв арифметичної прогресiї. 16. Застосуйте основну теорему арифмети-
ки. 17. Видiлiть повний квадрат.

18. б) Припустимо, що множина простих чисел виду �� � � � ��� �
�� � � скiнченна. Нехай це числа �� � �� � � � � � ��. Розглянемо число
� � ����� � � � �� � �. Зрозумiло, що це число виду �� � �� Оскiльки � 
 �� i
� 
 �	 то � складене. Отже, воно дiлиться хоча б на одне просте число. На 3
воно не дiлиться. Зрозумiло також, що всi простi дiльники числа � не мають
виду �� � �. Отже, число � дiлиться хоча б на один простий дiльник виду
�� � �� Оскiльки всi такi простi числа знаходяться серед чисел ���� � � � ��	
то � дiлиться на одне з них. Тодi з рiвностi � � ����� � � � �� � � випливає, що
на це число подiлиться i число 2. Дiстали суперечнiсть.

19. а), б) Використайте метод математичної iндукцiї; в) ���� � � � ���� �
���� 
 �	 � � ��	 звiдки �� � ���� � � � ���� i �� � ���� � � � ��� Тодi ���� �
���� � � � ��
 г) Нехай �� – найбiльше просте число, що не перевищує � 
 ��
Канонiчний розклад числа � � ���� � � � ���� мiстить тiльки простi числа,
бiльшi за �. Отже, � 
 �	 а тому ���� � � � �� 
 �.
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20. Якщо � має хоча б один непарний дiльник � 
 �	 то

�� � � � ��
�
	 � ����

�
	
����� � �

�
	
����� � � � � � �

�
	 � ��	

де обидва множники бiльшi вiд 1, оскiльки � � �	 � � �. Тодi число �� � �
було б складеним, що суперечить умовi. Отже, � � ��.

21. Нехай � � ���� ���� � � � ���� i � � �
�� �
�� � � � �
�� , � � ���� ���� � � � ���� 	де
��	 ��	 �� � �� Розглянемо просте число ��, де � � � � �� Для показникiв, з
якими це число входить в узагальненi канонiчнi розклади �	� i � можливi 6
варiантiв: �� � �� � ��, �� � �� � ��, �� � �� � ��, �� � �� � ��,
�� � �� � ��, �� � �� � ��. Залишається перевiрити з яким показником
входить просте число �� у лiву i праву частини рiвностi. Так, наприклад, у
першому випадку у добуток �����	�	 �� воно входить з показником ������
�����, а в добуток ��	�	 ����	����	 ����	 �� – з показником �����������	
тобто показники однаковi. Аналогiчно перевiряться у всiх iнших випадках.
Це означає, що має мiсце рiвнiсть �����	�	 �� � ��	�	 ����	����	 ����	 ��.

22. 1,4,9,19,25. 24. До 39 - простi числа.
28. Розкладемо число 1998 на простi множники (���� � � � �� � �	) i

скористаємось тим, що вiк кожної особи сiм’ї є дiльником цього числа. Далi
перебором встановлюємо, що татовi 37 рокiв, матерi — 27, однiй дитинi
2 роки, а двi iншi дитини мають по одному року.

30. За формулою бiнома Ньютона маємо �� � ��� � �� � +�
��

���� �
� � � � +���

� �������� � �����. Тому при довiльному � i простому � сума
�� � ������ дiлиться на ��. Оскiльки при � � �	 �	 �	 � � � 	 �� � самi числа
�� та �� ���� на �� не дiляться, то сума остач вiд дiлення цих чисел на
�� дорiвнює ��. Тодi сума остач вiд дiлення на �� чисел ��	 ��	 � � � 	 ��� ���,
тобто ��	 ��� ���
 ��	 ��� ���
 � � � (всього ���

� пар) дорiвнює �� � ���
� .

31. Покажiть, що хоча б одне з чисел �	 �	 �	 � дорiвнює 2 (iнакше лiва
частина рiвняння дiлиться на 4, а права – нi). Рiвняння з трьома невiдомими
дослiджується аналогiчно. 32. Вказiвка: доведiть, що �� � �� дiлиться на
����� 33. Вказiвка: позначiть � � ��� i подайте отриманий многочлен у
виглядi добутку. 34. Для доведення застосуємо метод вiд супротивного.
Припустимо, що якесь просте число � входить у канонiчний розклад числа

�� � у непарному степенi �� � �. Оскiльки ��
... ��� ��, то одне з чисел � або

� дiлиться на ��. Якщо �
... ��, то � � � � �� � �� також дiлиться на ��. Це

означає, що число � дiлиться на � i ми прийшли до висновку, що всi числа
�	 �	 � мають спiльний простий дiльник �. Отримане протирiччя з умовою
означає, що показник простого числа � може бути тiльки парним числом.
Таким чином, число � є квадратом деякого натурального числа.
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35. Вказiвка: зауваживши, що число � є парним покажiть, що можливi
тiльки варiанти, коли � � � � � або � � � � �. При цьому отримаємо
вiдповiдi � � �	 � � �	� � ��	 � � 
 або � � �	 � � ��	� � �	 � � 
.

36. Подамо добуток довiльної пари ��	 �� чисел з даного набору у ви-
дi добутку квадрата натурального числа на добуток простих дiльникiв у
першому степенях. поставимо у вiдповiднiсть парi ��	 �� отриманий набiр
простих дiльникiв. Всiх рiзних пар ��	 �� з даного набору з 48 чисел можна
скласти +�

�
 � �� � ��
� , а число наборiв з 10 простих дiльникiв (по одному,

по два i т. д. включаючи пустий набiр) рiвне ���. Оскiльки +�
�
 
 ���, то

знайдуться двi рiзних пари ��	 �� i ��	 �� з набору, яким вiдповiдає один i той
же набiр ���	 ��	 � � � 	 ��� простих дiльникiв � � � � ��. Тому ���� – точний
квадрат.

Якщо при цьому пари ��	 �� i ��	 �� не мають спiльного елемента, то числа
�	 �	 �	 � шуканi. Якщо ж спiльний елемент є, наприклад � � �, то тодi �� є
точним квадратом. Виключимо на деякий час пару ��	 �� з розгляду. Тодi ми
маємо набiр з 46 чисел, добуток яких має не бiльше 10 простих дiльникiв.

Оскiльки +�
�� 
 ���, то провiвши аналогiчнi мiркування, ми приходимо

до висновку про iснування двох рiзних пар чисел ��	 �� �!	 �� з набору, для
яких ��!� є точним квадратом. Якщо спiльного елемента у цих пар немає,
то �	 �	 !	 � – шуканi чотири числа; якщо ж спiльний елемент є, наприклад
� � �, то �! – точний квадрат. В цьому випадку шуканою четвiркою чисел
є �	 �	 �	 !.

§ 1.4. Системнi числа

1. а) CCCXXVI; б) MMMMMMMLXM; в) MMDCLIV; г) MIIIC. 2. а)
24; б) 157; в) 741; г) 1999; д) 2001; е) 1648. 3. а) 6; б) 12; в) 4; г) 11. 4.
а) Так; б) нi; в) нi; г) так. 5. а) ��	; б) 8387; в) 25,9375; г) 287,408203125.
6. Збiльшиться в 6, 36, 216 раз. 7. а) ������; б) ������
 в) �������
 г)
����������. 8. � � ���	 � � ��	 ! � �. 9. 29786 + 850 + 850 = 31486.
Доведiть спочатку, що � � � i # � � та " � �. 10.
+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 10
2 2 3 4 5 6 10 11
3 3 4 5 6 10 11 12
4 4 5 6 10 11 12 13
5 5 6 10 11 12 13 14
6 6 10 11 12 13 14 15

� 0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 11 13 15
3 0 3 6 12 15 21 24
4 0 4 11 15 22 26 33
5 0 5 13 21 26 34 42
6 0 6 15 24 33 42 51

11. а) �������
 б) �������
 в) ���
����
 г) �����
 д) ��	 ������
 е)
�	 	�����
� 12 а) �; б) �; в) �; г) ��. 13. а) ������������; б) ���

; в)
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����

 �������������; г) ����	; д) ���������������
 е) ��������. 14. а)
� � 

 б) � � �
 в) � � �������; г) � � �; д) �� � �� � �	 �� � �	 �� � �;
е) � � � � ! � �. 15. �����	 � � �. 16. а) ��� � 
�� та 	
� � �		

 б)

��� � ���
�� та �	
� � ����	
� 17. Якщо в записi числа �� є тiльки по 2
однакових цифри, то їх сума дорiвнює 90 i число �� дiлиться на 3.

20. а) ��� � �� � ��� � ��
 ; б) �� � ��� � �� � ���
. 21. 9376. 22.
Перейдiть до систематичного запису числа та застосуйте властивостi по-
дiльностi. 23. Так, можна. Застосуйте трiйкову систему числення в якiй
використовуються цифри 0,-1 та 1. 4.28. 2100010006. 29. Доведiть, що чи-
сло ��� ����� ������ ���� ��� ������ �� дiлиться на 10. 30. � � �� � � � �
(� цифр). 31. Вiдповiдь: (882,828,288), (774,747,477), (666,666,666),
(558,585,855).

32. Неважко помiтити, що останнi чотири цифри чисел ��	 починаючи
з � � �	 перiодично повторюються: 3125, 5625, 8125, 0625, 3125, 5625,. . . .
Тому останнiми чотирма цифрами числа ��		
 будуть 5625, а числа ���	 �
��		
 — 3125. Цими ж цифрами закiнчується друге число. 33. Вказане
число дiлиться на число ������ � ��� � ���� � �	 � � � �����

34. Позначимо � � ����������. Тодi ) � ������������ � ����� � � та
* � ������������ � ������. З останнiх рiвностей маємо ��)�* � ����� �
���������� � �������� Оскiльки 99999 дiлиться на 37, то ��)�* дiлиться
на 37. Отже, * � ������������ дiлиться на 37.

35. 8. Це: 123, 145, 167, 348, 268, 578, 356, 247. 36. Врахуйте, що
������ � ��� � ��� � ��� � ���.

37. Доведiть,що коли число з � цифр дiлиться на ��, то до нього злiва
можна приписати цифру 1 або 2 так, що отримане число буде дiлитися на
����. Тому iснує число, яке дiлиться на �� i записане тiльки одиницями i
двiйками.

39. Потрiбно спочатку довести, що коли сума двох цiлих чисел дорiвнює
числу ��� � � ���, то при їх додаваннi нi в одному розрядi не вiдбулося перено-
су у наступний розряд. 40. Потрiбно спочатку довести, що при додаваннi
нi в одному розрядi не вiдбулося переносу одиницi у наступний розряд.

41. Зауважимо, що нулi в кiнцi числа � можна вiдкидати (дiйсно, якщо
� � � � ��!, то ��� � ��� кратне до �, а тому i � �

���
���� � кратне �). Нехай

� � ���� � � � ������ дiлиться на � i �� � �� Вiднiмаючи вiд � � ����� число
��� "в стовбчик", отримаємо рiзницю

� � ���� � � � ������� � ������� ������ ����� � � � ��� ������ ����

Додаючи тепер "в стовпчик"числа � i ��� отримаємо число

� � ��

���� �� �
��� � � ��� ��

���� �� �
��� � � ����	
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яке дiлиться на �. Якщо виконати тi ж дiї, починаючи з чисел � � ����� i
��� , то одержимо число

� � ��

���� �� �
��� � � ��� ���

���� �� �
��� � � ����	

яке також дiлиться на �. Але тодi
�����
��� �� � �� дiлиться на �.

§ 1.5. Числовi функцiї.

1. а) 9;511; б) 2; 258; в) 4;1500; г) 9;�������� � ���
���. 2. 54; 128; 1210;
1872. 3. а) ��
 б) 0; в) 0,7; г) ��	 ��� 4. $��� � �
%��� � ���
&��� � ����
5. �� � ��. 6. 27. 7. � � � � ��. 8. 499 нулiв. Необхiдно пiдрахувати
скiльки разiв множник 5 входить в канонiчний розклад добутку. 9. а) 675;
б) 180; в) ����
 г) 1400. 10. а) 8; б) 66; в) 40; г) 12. 11. а) 28; б) 280.
12. а) � � ��
	 ��	 ��	 �
	 ��	 ��	
 б) � � ��	 � � �; в) розв’язкiв немає; г) 3;
д) � � � �

�� 
 �

 �
 е) 0,1,3,4.

15. а) ��� � �� � �� � 	� � �� � ��; б) ��� � ��� � �� � 	� � ��� � ��� � �	 � �� � �� � ��;
в) ��� � �
 � �� � 	� � ��� � �� � �	 � �� � ��; г) �� � ���� � �� � �	 � ���

16. а) � ��
�

�
� �� � ��



�
� � � �����
 б) ����� � ����� �� � ����� ��� ������ � � 
�

 в) 5634;

г) 393. 23. � � �. 5.24. 0 або 1. 25. ���� � �����
� .

28. Нехай ��� � �	 ��	 � �	 � � �	 � �� �	 � � � � �� Тодi ��� � �
�
� �

�
�

���
��

. Оскiльки � �� �	 то �� � �. Звiдки � � �
�
	 � � �� Отже, � � ����

�
	 де

� � �.
29. а) Число 997920 дiлиться на �� � � та �� � 	� Оскiльки 11 i 5 взаємно

простi, то таких, що задовольняють умовi задачi є �
�
� �

��
� 		�	��

�� � 		�	��
�� �

	��	
	 тобто бiльше нiж 2080. Перших менше; б) перших бiльше.
30. Для взаємно простих натуральних чисел � та � буде $���� � $���$���.

Нехай � � ���
� ���

� � � � ���

! , де ��	 ��	 � � � 	 �! — рiзнi простi числа. Тодi
$��� � ��� � ����� � �� � � � ��! � ��	 $���� � ���� � ������ � �� � � � ���! � ��.
Звiдси випливає, що $���� є обов’язково непарним, тому умову задачi мо-
жуть задовольняти лише непарнi �� Тепер ми доведемо, що такими є всi
непарнi числа. Для цього досить показати, що

� �
��� � �

�� � �
� ��� � �

�� � �
� � � ��! � �

�! � �

для деяких натуральних чисел ��	��	 � � � 	�!.
Ми використаємо iндукцiю по �� Доведемо твердження: якщо число �

задовольняє умову, то таким буде i ����� для всiх � � �. Нехай 7 є таким,

що
$�7��

$�7�
� � . Для � � � вiзьмемо � � ����7	 де � — просте число, що не
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є дiльником 7. Тодi
$����

$���
�

��� �

�
� � � ��� �. Для � 
 � вiзьмемо

� � ��
�������

� ��
��������

� � � � ����������
��� ��

����
� 7	

де ��	 ��	 � � � 	 �� — довiльнi простi числа, на якi не дiлиться 7. В цьому

випадку �����
���� � ������

�������� � �
��������

��������� � � � �
��������
��������� � ���

������
�����

� � �

���� �� Наше твердження доведено.
Тепер покажемо, що кожне непарне число задовольняє умову задачi.

Число 1 є таким, оскiльки
$����

$���
� � . Для довiльного непарного числа � 
 �

ми можемо записати � � � � ���	 де � � � — непарне. Оскiльки число �
задовольняє умову, таким буде i � � ���� �.

31. � � ���	 ���	. Нехай � є дiльником �. Очевидно, що коли � не
дiлиться на �, то � також є дiльником $���. В потилежному випадку �

�

є дiльником $���. Тепер легко отримати, що $��� � �$�$����. Позничимо
$��� � �. Оскiльки � не може дiлитися на числа � 
 �

� , за єдиним випадком,
коли � � �, то з нерiвностi $��� � �

� слiдує, що � дiлиться на всi числа, якi
меншi �

� , крiм, може бути, одного. Звiдси отримуємо, що � � ���	 �	 
	 �	 �	 �	
i � � ��� Залишається перебрати всi числа виду ��� 32. Число � повинно
бути квадратом натурального числа.

§ 1.6. Скiнченнi ланцюговi дроби.

1. а) Так; б) нi(остання цифра 1); в) нi(третя неповна частка не може
бути вiд’ємною); г) так. 2. [1;1,1,4,2]. Розкладiть дрiб ��

	 в ланцюговий.
3. 1. 4. а) Так, наприклад, для числа ���

�
 ; б) нi; в) нi; г) нi. 5. а) Так,
наприклад, для числа ���

�
 ; б) нi; в) нi; г) нi. 6. �
�� з недостачею; ��

�� з
надвишком; �

�� з недостачею; 0. 7. Якщо � парне, то � � �; якщо � непарне,
то � 
 �.

8. а) ��
 �	 �	 �	 �	 �	 �	 �	 
�	 ��
��

� �	 �� 	
�
� 	

�
� 	

�
� 	

�

 	



�� 	

��
�� 	

���
��� 


б) ��
 �	 �	 �	 �	 �	 ��	 ��
��

� �	 �� 	
�
� 	

��
�� 	

��
�	 	

���
��� 	

���
��� 


в) ���
 �	 �	 �	 �	 
	 ��	 ��
��

� ��	� �
� 	� �

� 	� �
� 	� �

�� 	� ��
�	 	� 		

��� 


г) ���
 �	 �	 �	 �	 �	 �	 ��	 ��
��

� ��	� �
� 	� �

� 	� �

�� 	� ��

�� 	� ��
�� 	� �
�

��� 	� ���
��� 


д) ��	
 �	 �	 ���	 ��
��

� �		� �
� 	� ��

� 	 � ���
�� 


е) ��
 �	 �	 �	 �	 ��	 ��
��

� �	 �	 �� 	
�
�� 	

��
�� 	

���
��� 


є) ��
 �	 �	 �	 �	 �	 �	 
�	 ��
��

� �	 �� 	
�
� 	

�
� 	

�

 	

�
�� 	

��
�� 	


�
��� 


ж) ��
 �	 �	 �	 �	 �	 
	 ��	 ��
��

� �	 �� 	
�
� 	



� 	

��
� 	 �	�� 	

���
�	 	 ��	��� �

9. а) ��
�	 ; б)

		
��� ; в)�� ��

�	 
 г) �� ��	
��� 
 д) ��

��� ; е)
���
��� .
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10. а) ��
 �	 �	 ��	 �	 �	 �	 ��	 ��
��

� �	 �� 	
�
� 	

��
�� 	

��
�	 	


�
�� 	

��	

� 	 ������ та

��
 �	 �	 �	 ��	 �	 �	 �	 ��	 ��
��

� �	 �	 �� 	
�
� 	

��
�� 	

�	
�� 	

��

� 	


�
��	 	

���
��� 


б) ���
 �	 �	 �	 �	 �	 �	 �	 
�	 ��
��

� � �
� 	

�
� 	� �

� 	� �
� 	� �

� 	� �

 	� �

�� 	� ��
�� 	� 
�

���

та ���
 �	 �	 �	 �	 
�	 ��
��

� ��	� �
� 	� 


� 	� ��
� 	� ��

�� 	� ���

� �

11. а) ��
 �	 �	 ��; б) ��	 �	 �	 ��; в) ��
 �	 �	 �	 �	 ��; г) якщо довжина дробу є
парною i рiвна ��, то в результатi отримаємо ланцюговий дрiб довжиною
�� � � – ��
 �	 �	 �	 � � � 	 �	 �	 �	 ��; якщо довжина дробу є непарною i рiвна
�� � �, то в результатi отримаємо ланцюговий дрiб довжиною �� � � –
��
 �	 �	 �	 � � � 	 �	 �	 �	 ��. 12. а) �� � �; б) �� � �; в) �� � �; г) � � �	 �� �
�	 �� � �	 �� � �. 13. а) �

�� 
 б) ��
�� 
 в) � ���

�	� 
 г) � ���
��� �

14. а) Розв’язкiв немає; б) � � � � ���	 � � �� ���	 � � �; в) � � ��� �
���	 � � ��� ���	 � � �; г) � � 	� � ���	 � � ����� �	�	 � � �.

15. а) Розв’язкiв немає; б) � � � � ���	 � � ���	 � � �; в) � � �	 � � �; г)
розв’язкiв немає. 16. а) 4 точки - вершини та -��	 ��; б) Вершини B i C;
в) 2 точки - вершина С i точка -�
	 	�; г) Нi через жодну точку. 17. а) ��

� 

б) �
�

�� 
 в) нi; г) ���
��� 	

�	
�� . 18. Можна: ���

�� � 

�� � �

� � 19. Треба взяти 19 дощок
шириною 11 см та 7 дощок шириною 13 см. 20. Перепелiв — 9, голубiв —
10, пiвнiв — 11. 34. �� � �	 �� � �	 �� � �	 � � � 	 ����� � ����. 35. Оскiльки
��
 �	 �	 � � � 	 �� � �

� , то �� ��
 �	 �	 � � � 	 �� � ��
��	 ��	 � � � 	 ��� 
 �
� i �� � �. Далi,

з рiвностi � � �
��
������������ � �

��
���������������
отримаємо ��
��	 ��	 � � � 	 ��� �

�
��
������������ � ��
 �	 �	 �	 � � � 	 ��. Отже, �� � �	 �� � �	 �� � �	 � � � 	 �� � �.

Роздiл: Кiльця

§ 2.1. Кiльце та його найпростiшi властивостi. Пiдкiльце

1. а) Так; так; б) так; так; в) так; так; г) не кiльце; д) так; так; е)
так; не мiстить одиницi; є) так; так. 2. а) Нi; б) нi; в) так; г) нi. 3.
����

�
���

�
���

�
��	. 4. 2,4, 6. 5. Множини остач вiд дiлення на 3 та

на 5. 6. а) � 	�; ����
 � ���; б) �����	�����; в) множини остач вiд дiлення
на 4 та 6; г) множини остач вiд дiлення на 5 та 7; д) �����	�����; е) ��	 ��;
є) ������	 	�����; ж) ������	������. 7. а) Це пари протилежних чисел;
б) це числа виду !	�!	 �!	��!	 де ! � � .

8. в) 1, -1; д) кожний ненульовий елемент; е) �� ��
�
�

� ��	 � � ��	 �	 �	. 9.
Асоцiйованими є пари чисел ��� ��	��� ���	 ��� ��	��� ���	 ��� ��	 �� ���.

10. а) Нi; б) поле; в) некомутативне кiльце без одиницi; г) поле; д) неко-
мутативне кiльце без одиницi; е) некомутативне кiльце без одиницi; є) ко-

мутативне кiльце з одиницею; дiльниками одиницi є матрицi

 �� �

� ��

�
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дiльниками нуля є матрицi



� �
� �

�
i



� �
� �

�
, де �	 � �� �
 ж) кому-

тативне кiльце з одиницею; дiльниками одиницi є матрицi

 �� ��

� ��

�



дiльниками нуля є матрицi



� �
� �

�
, де � �� ��

11. а) Так; комутативне; одиницею є функцiя 
��� � �; дiльниками оди-
ницi є всi функцiї, якi на вiдрiзку ��	 �� не приймають нульових значень;
дiльниками нуля є всi функцiї, якi на вiдрiзку ��	 �� приймають хоча б
одне нульове значення; б) нi; в),г) – так; комутативне; одиницею є фун-
кцiя 
��� � �; дiльниками одиницi є всi функцiї, якi на вiдрiзку ��	 �� не
приймають нульових значень; дiльниками нуля є всi функцiї, якi на вiдрiзку
��	 �� приймають хоча б одне нульове значення; д),е) – так; комутативне; оди-
ницею є функцiя 
��� � �; дiльниками одиницi є всi многочлени нульового
степеня; дiльникiв нуля немає.

12. а) Не кiльце; б) комутативне кiльце з одиницею ��	 ��; дiльниками
одиницi є ��	 ��	 ���	 ��; дiльниками нуля є пари виду ��	 ��	 ��	���, де � �� �;
в) комутативне кiльце з одиницею ��	 ��; дiльниками одиницi є ���	���;
дiльниками нуля є пари виду ��	 ��	 �	 ��, де �	 � �� �; г) комутативне кiльце з
одиницею ��	 ��; дiльниками одиницi є ��	 ��	 ���	 ��; дiльникiв нуля немає.
13. а) Нi; б) нi; в) так; г) так.

14. а) Обидва рiвняння не мають розв’язку; б) перше рiвняння розв’язкiв
не має, а друге - має безлiч розв’язкiв, якi задаються формулою

. �



�� �� �

� �� �

�
, де �	 � � �
 в) - �



� �
�
�

�
�

�
	 . �


 � �
�

�
��� �

�



г) Обидва рiвняння мають безлiч розв’язкiв, якi задаються формулами:

- �



�� � �� �
� �

�
, . �



�� �� �
�� �� �

�
, де �	 � � �� 15. Пiдкiльця

мають вид ��, де � � �.

§ 2.2. Область цiлiсностi та поле часток. Подiльнiсть в областi
цiлiсностi

1. а) 0; б) 0. 2. 8. 3. Такого числового кiльця не iснує. 4. Нi. 5.
Нi, ����. 6. В кiльцi ���

�
�� простими є числа ��

�
�, а � � �� � �

�
���� �

�
�

��	 � � �
�

����
�

�� – складенi; в кiльцях � i � простих елементiв немає.
7. Не завжди; кожний простий елемент в / є простим в ,. 8. Так:

�� � ��� ����� � ��� i обидва числа не є дiльниками одиницi. 9. Просте.
10. а) Так; нулем є ��, а одиницею – 0; б) так; нулем є ��, а одиницею

– ��. 11. Обидва поля часток рiвнi ���
�

��. Покажiть спочатку, що
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��� �
� � �

�
�

� � � �����
�
�

� ��	 � � �	 ��� ��
... �	. 12. ���	��	���� �

�
��	. 13.

Число 2 є простим в кiльцi ���
�

�� i складеним в ���� � � � ��� ���� � ��.
14. а) ���	��	��	��� � �

�
��	; б) ���	��	��� � �

�
��	; в) не iснує

(серед всiх спiльних дiльникiв немає такого, який дiлиться на всi iншi);
г) � � � � � � �� � �

�
���� � �

�
��. 15. а) � � �

�
� �

�
� � �

�
	 �

�
	 �

�
	 �

�
	 � � � �;

б) � � �
�
� �

�
� � �

�
	 �

�
	 �

�
	 �

�
	 � � � �; в) 
 � 


�
� 


�
� � 


�
	 


�
	 


�
	 


�
	 � � � �; г)

� � �
�
��

�
� � �

�
	�

�
	�

�
	�

�
	 � � � �.

16. 
 � � � � � ��� �
�

���� � �
�

��; �� � � � �� � ��� �
�

�	��� � �
�

�	�.
17. �	 �� 	

�
� .

§ 2.3. Iдеали кiльця. Конгруенцiї за iдеалом та фактор-кiльце

1. Тривiальнi iдеали є iдеалами; 2� �

�

� �
� �

�
��	 � � �

�
– лiвий

iдеал та 2� �

�

� �
� �

�
��	 � � �

�
– правий iдеал в кiльцi ���	���

2. а) Так є лiвим i правим iдеалом; б) не є нiяким iдеалом; в) не є нiяким
iдеалом; г) лiвий, але не правий iдеал; д) правий, але не лiвий iдеал; е) не
є нiяким iдеалом. 3. � � �� � �� � ���	 �� � ��� � �� � ���. 4. Рiвнiсть
виконується при умовi, що число � при дiленнi на 6 дає остачу 5.

5. ����� � ����� � �� � � �� � ���� ����	 �� � � ����� ���� �����
6. а) Нескiнченну множину; б) 1; в) 4; г) 6.

8. а) ��	 	� � �
 б) ��	 
� � ���; в)�
	 ��� � ���; г) ��	 �	 
� � ���;
д)��	 �	 	� � �; е)��	�
	 �� � ���.

9. а) (15); б) (15); в) �; г) (8); д) (32); е) (4); є) (24); ж) (48); з) (2).

10. Упорядкованi множини �)
�� i �*

...� є iзоморфними при вiдображеннi


 � * 
 ) такому, що 
��� � ��. 11. а) Нi; б) нi; в) нi; г) так; д) так; е)
так. 12. В кiльцi �� дiльником нуля є клас ��
 в кiльцi �� дiльнiкiв нуля
немає. Мультиплiкативнi групи такi: ��

� � ���	 ��	 i ��
� � ���	 ���	 ��	 ��	 ��	 �
	.

13. а) � � ��; б) � � ��; в) � � ��; г) �� � ��, �� � ��; д) �; е) � � ��; є) �; ж)
�. 14. �����4����� � ��	 �	 � � �	 � � ��	 � � ��	 �	 ��	 � � �	 	. 15. 25; не поле,
оскiльки класи �� �� � ��� i � � �� � ��� є дiльниками нуля.

16. а) Дiльниками нуля є ��	 ��	 � � �	 � � ��	 � � �	 � � ��;
оберненим елементом до �� є ��, до �� �� є � � ��, до
�� оберненого елемента немає; б) Дiльниками нуля є
��	 ��	 ��	 ��	 ��	 ��	 � � �	 � � ��	 � � ��	 � � ��	 � � ��	 � � �	 � � ��	 � � ��	 � � ��	
� � ��	 � � �	 � � ��	 � � ��. оберненим елементом до � � �� є � � ��, до � � �
є � � �.

17. а) тривiальнi та ����	 ����; б) тривiальнi та ����	 ����	 ����.
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§ 2.4. Гомоморфiзми та iзоморфiзми кiлець

1. Кожному цiлому числу � слiд поставити у вiдповiднiсть його остачу
вiд дiлення на 3. 2. Нi. 3. Так. Якщо �� � ���	 ��	 ��	 ��	 i �� � ���	 ��	, то
покладемо 
���� � 
���� � ��	 
���� � 
���� � ��. 5. а) Нi; б) так; в) нi; г) нi.

6. 
�� � ��� � � � �� i 
�� � ��� � � � ��. 7. 
�� � �
�

�� � � � �
�

� i

����

�
�� � ���

�
�. 12.Можна. Операцiї 8 та Æ можна задати, наприклад,

так:

� 1 2 3
1 1 2 3
2 2 3 1
3 3 1 2

Æ 1 2 3
1 1 1 1
2 1 2 3
3 1 3 2

15. а) 
�� � �
�

�� �

�

� ��
� �

� ���	 � � �
�




б) 
�� � ��� �

�

� �
�� �

� ���	 � � �
�




в) 
�� � ��
�

�� �

�

� ���
� �

� ���	 � � �
�




г) 
��� � ���� �

�

�� ���
�� ��

� ���	 � � �
�
�

16. а) Врахуйте, що кiльце ���	�� є некомутативним;
17. Задайте, для прикладу, гомоморфiзм кiльця � на кiльце ���

19. ���& �

�

� �
� �

� ��� � �
�
� 20. ���& �

�

� �
� �

� ��� � �
�

�

21. ���& є множина всiх функцiй 
 з кiльця +
����� таких, що 
��� � �.

§ 2.5. Факторiальнi кiльця. Кiльця головних iдеалiв та евклiдовi
кiльця

1. а) У всiх областях цiлiсностi; наприклад, в ��
�

��; б) в кiльцi чисел
виду

��

��� ���
�
� , де �� � �	 �� � � число 2 не можна розкласти у добуток

простих елементiв; в) г) в кiльцi �; д) е) в кiльцi �.
2. Є евклiдовим кiльцем. 3. а) Нi; б) так; в) так; г) нi. 4. ��	 ���

�
�� �

�	 ��	 � � �
�

�� � � � ��
�

�. 6. Так.
7. а) Так; б) так; в) Розглянемо вiдображення 
 � ��

�
�� 
 �, задане

формулою &��� � �
�

�� � ��� � ����� Легко перевiрити, що &���� � �
�

���� �
�
�

��� � ��� � ������� � ���� � &��� � �
�

��&��� � �
�

�� та обмеження &�

на ��
�

�� спiвпадає з &. Вiзьмемо � � �
�

�	 � � �
�

� � ��
�

�� i � � �
�

� �� ��

Очевидно, що ���
�
�

���
�
�

� � � �
�

�	 де �	 � � �� Розглянемо числовi вiдрiзки

��� �
� 
�� �

� � та ��� �
� 
 �� �

� �. Кожному з них належить хоча б одне цiле число
�� та �� вiдповiдно. Позначимо � � �� � ��

�
� i � � �� � �

�
��� �� � �

�
���.
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Тодi � � �
�

� � �� � �
�

��� � �	 причому �	 � � ��
�

��. Якщо � �� �	 то
&��� � &���� � &���� � �

�
�� � �� � �

�
���� � &������

�
�

���
�
�
� ���� � �

�
��� �

&������
�

���������
�

������
�

��� � &���������������
�

��&�����
�

�� �
��� � ���� � ��� � �����&�� � �

�
��� Оскiльки ��� � ��� � �

� i ��� � ��� � �
�

та модуль рiзницi двох рiзних чисел менший суми модулiв зменшуваного i
вiд’ємника, то ����������������

�� � ���������� ��������
�� � �

� �� �
� � ��

Отже, &��� � &�� � �
�

�� i кiльце ��
�

�� є евклiдовим. г) нi.
8. У всiх випадках є кiльцем з дiльниками нуля. 9. а)1; б) 10; в)

НСД(m,n,k,l,s,t); г) НСК((m,n,k),(l,s,t)). 10. а) �� �� та 	�� ���; б) � � ��
та 	 � �; в) � � � та �� � ���; г) � � � та 
� � 	�. 11. а) �� � ���� � ��; б)
��� ���� � ����� ��; в) ���� � ����� � ������ ��; г) �� � ����� ��; д) 	 � ��; е)
�� � ������ ���.

16. Прикладом такого iдеалу є множина всiх многочленiв з парним вiль-
ним членом.

Роздiл: Конгруенцiї

§ 3.1. Конгруенцiї в кiльцi цiлих чисел та їх властивостi

1. а) �� � � ���� ���; б) � � � ���� ��; в)� � � ���� 	�; г)
��� � �� � � ���� ��. 2. а) Остача при дiленнi числа 137 на 11 дорiв-
нює 5; б) Числа 256 i 6 є парними; в) Остачi при дiленнi чисел ��������
та �� � �� � �� на 3 однаковi; г) Число 	�	 не можна подати у виглядi
� � ��, де � � �. 3. а) �� � �� ���� ��
 б) ��� � ��� ���� 	�	 ��� � ���
���� 	�	 ��� � ��� ���� 	�	 ��� � ��� ���� 	�
 в) таких пар немає; г)
	�� � ��� ���� ���	 ��� � �
� ���� ���� 4. Нi. 5. а) � � � � �
���� ��; б) �� � � � � ���� ���; в) �� � � � � ���� ���;г) �� � � � �
���� ��. 6. а) 1; б) 2; в) 3; г) 1; д) 12; е) 30. 7. а) 7; б) 6; в) 5; г) 6; д) 3;
е) 4. 8. а) 88; б) 67; в) 09; г) 01; д) 99; е) 25. 9. 6. 10. � � ��	 � � �.
11. 5.

12. Очевидно, що � � � � � є розв’язком даного рiвняння. Якщо � �
�	 � 
 � є розв’язком даного рiвняння, то повинна мати мiсце цiлочислова
рiвнiсть � � ��� � �����. Проте тут ����� � � ���� ��, � � ��� � �
���� ��, що неможливо. Аналогiчно не можуть бути розв’язками � � �	 � �
� та � 
 �	 � � �. Якщо � 
 � є розв’язком даного рiвняння, то �� � �
���� �� i �� � � � � ���� ��. При цьому число � не може бути непарним.
Дiйсно, якби � � �� � �, то �� � ����� � ����� � � � � ���� ��, що
протирiчить попередньому. Нехай � � ��. Тодi �� � ����� � ������������.
Остання ж рiвнiсть виконується у єдиному випадку, коли � � �	 � � �.
Таким чином, дане рiвняння має два розв’язки � � � � � i � � �	 � � �.
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13. а) Використайте формулу бiнома Ньютона. б) Врахуйте, що � � � �
�� ���� �� для всiх � � � � �. г) д) Доведiть спочатку, що ����������� �
� ���� �� i ���� � �� � ��� � � ���� �� � ���. е) Застосуйте метод вiд
супротивного.

14. У всiх задачах застосуйте властивостi конгренцiй. Наприклад, б): за
умовою �� �� � � ���� �	�. Помноживши обидвi частини цiєї конгруенцiї
на 2, одержимо �� � ��� � � ���� �	�. Тепер додамо до лiвої частини
число �	�. Отримуємо ��� 	� � � ���� �	�, тобто шуканий висновок. Тут
обернене твердження також iстинне.

17. Обидвi частини рiвностi � � � � �� пiднести до �-го степеня i за-

стосувати формулу бiнома Ньютона. 18. З того, що ��� � ��
... �� слiдує

��
������
...�� i �������

...��. 19. Застосуйте метод математичної iндукцiї.
20. а) �� � ����� ���� ��	 �� � �� ���� ��	 тобто �� � �� � ����� � �
���� ��� В той же час �	� � � ���� ��� Оскiльки ����� � � �� � ���� ��	
то дане рiвняння не має розв’язкiв у натуральних числах. б) – г) доводя-
ться аналогiчно. 21. Починаючи з � � � числа закiнчуються цифрою 7. 23.
Перших чисел бiльше. Врахуйте, що ���������� � ��������������� �
������� та покажiть, що рiвняння ���������� � � не має цiлих розв’язкiв.

§ 3.2. Класи лишкiв. Повна i зведена система лишкiв. Теореми
Ейлера i Ферма

1. а) 3, -2; б) 7, -7; в) 5; г) 55, -1; д) 17; е) 59, -59. 2. а) Нi;
б) так; в) так; г) нi; д) так; е) нi. 3. а) Нi; б) так; в) так; г)
нi; д) так; е) так.

4. а) ,
���
� � ,

���
� �,

���
� �,

���
� , ,���

� � ,
���
� � ,

���
� � ,

���
� ; б) ,

���
� �

,
�
�
� �,

�
�
� , ,���

� � ,
�
�
� �,

�
�
� 	,

���
� � ,

�
�
� �,

�
�
� 	,

���
� � ,

�
�
� �,

�
�
� ; в)

,
���
� �,

���
� �,

���
� � ,

����
� �,

����
� �,

����
� �,

����
� �,

����

 ; г) ,���

� �,
�
�
� �� �

для будь-яких � � � � �	 � � � � 	 д) ,
���
� � ,

�	�
� �� � для будь-яких

� � � � �	 � � � � �; е) кожний клас лишкiв за модулем 7 є об’єднанням
двох класiв за модулем 14.

5. а) Нi; б) так; в) нi; г) так; д) нi; е) так. 6. а) Так;
б) нi; в) нi; г) так; д) нi; е) так. 7. а) Нi; б) так; в) нi;
г) так. 8. У всiх кiльцях є дiльники нуля. 16. а) ��

� � ���	 ��	; б)
��
�� � ���	 ��	 ��	 �		 ��	 ��	 ��	 ��	; в) ��

�� � ���	 ��	 �		 ��	 ��	 ��	 �		 ��	; г) ��
�� �

���	 ��	 � � � 	 ��	. 17. а) Група не циклiчна; б) група циклiчна з твiрними
елементами �	 �; в) група циклiчна з твiрними елементами �	 	; г) група
не циклiчна; 18. а) �� � �
; б) розв’язку немає; в) �� � ��; г) розв’язку
немає. 19. а) �� � ���; б) �� � ���; в) �� � ���; г) �� � ���. 20. а) 1; б)
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5; в) 1; г) 1. 21. а) 13; б) 14; в) 65; г) 49. 22. а) 2; б) 5; в) 2;

г) 7. 23. а) 67; б) 01; в) 61; г) 84. 24. а) 0, якщо �
... � та 1, якщо

� � ... �; б) ���
� ; в) ���

� 	 якщо � � ��� �; г) 1. 25. а) 4; б) 6; в) 15;
г) 20. 29. Числа ����	����	 � � � 	������� також утворюють ту ж саму
зведену систему лишкiв. Склавши числа з обох систем, отримаємо шукану
формулу.

34. За теоремою Ферма, для кожного цiлого � мають мiсце конгру-
енцiї: �� � � ���� ��	 ��� � � ���� ���	 ��� � � ���� �	�� Тодi
�
� � � ���� ��	 �
� � � ���� ���	 �
� � � ���� �	�� Тому �
� � �
���� � � �� � �	�� Отже, ���� � � ���� �
�� i ���� � � ���� �
��.

38. За теоремою Ферма, �� � � ���� ��, �� � � ���� ��. Тому �� �
�� � � ���� ��. Отже, з �� � �� � � ���� �� слiдує � � �. Нехай простi
числа � i � задовольняють умову задачi. Якщо �� � �� � � ���� ���, то
� � � i � � � або � � � i � � ��(зауважимо, що �� � �� � � � � � ���; якщо
�� � �� � � ���� ���, то � � � i � � � або � � � i � � ��; якщо �� � �� � �
���� ��� та �� � �� � � ���� ��, то � � � � �. Нарештi, нехай �� � �� � �
���� �� та �� � �� � � ���� ��. При � � � отримуємо, що � � � � �.
Далi, очевидно, можна вважати, що � 
 � 
 �. Оскiльки числа � i � взаємно
простi, то iснують такi �	 � � �, що ��� ��� � �� � �� При умовi �� � �� � �
���� �� маємо: � �� � i � �� �, а тому ���� � � ���� �� та ���� � �
���� �� i ���� � ���� ���� ��. Оскiльки �� � �� ���� ��, то ��� � ���

���� ��, тобто ��������� � ��������� ���� ��. Але ��������� � � ���� ��
i ��������� � � ���� ��. Звiдки � � � ���� ��, що неможливо для � 
 �.
Таким чином, шуканими парами є: � � � � �
 � � �	 � � ��
 � � �	 � � ��.

§ 3.3. Конгруенцiї першого степеня з одним невiдомим

1. а) Нi; б) так; в) не завжди; г) так. 2. а) Єдиний; б) нi одного; в) 3;
г) 7. 5. а) � � � ���� ��; б) � � � ���� 	�; в) � � �	 � ���� ���; г)
� � �	 �	 �	 �� ���� ���. 6. а) � � �	 �� ���� ���; б) � � 
 ���� ���
 в)
� � �� ���� ���; г) � � �� ���� ���.

7. а) � � � ���� ���; б) � � �� ���� ���; в) розв’язкiв немає; г) � � �
���� ���.

8. а) � � �� ���� ����; б) розв’язкiв немає; в) � � 	� ���� �		�; г)
� � ��	 ���	 ���	 ���	 �
	 ���� ����.

9. а) � � ,
����
� ; б) � � ,

����
�� ; в) � � ,

�����
��� ; г) � � ,

����
�� .

10. а) � � � � ��	 � � ���	 � � �; б) � � � � ��	 � � � � ��	 � � �; в)
� � � � ��	 � � �� ��	 � � �; г) � � � � ��	 � � ��� ��	 � � �.

11. а) розв’язкiв немає; б) � � �� � �
�	 � � �� � �	�	 � � �; в) � �
� � ��	 � � � � ���	 � � � � ��	; г) � � �� ��	 � � �� ��	 де � – недодатнє.
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12. а) � � �� ���� ���; б) � � �	��� � ���� ���� ����; в) � � �
���� ��	 � � � ���� ��; г) розв’язкiв немає.

13. а) � � �� ���� 
��; б) розв’язкiв немає; в) � � �	 ���� ���; г)
� � � ���� ����.

14. а) � � � ���� 
�; б) � � � ���� ��; в) � � � ���� 
�; г) � � �
���� 	�. 15. а) 2; б) 19; в) 7; г) 8. 16. а), б) через 12 точок. 17. 11
червня. 18. 2 i 39. 19. 301. 20. � � �� ���� ���; приписати можна
34 або 69. 21. Такого числа не iснує. 22. � � ��� ���� ����; приписати
можна 200 або 640. 23. 188.

§ 3.4. Конгруенцiї вищих степенiв з одним невiдомим

4. а) Нi; б) так; в) так; г) так. 6. а) 3; б) 4; в) 2; г) розв’язкiв немає.
7. а) � � �	 �	 �	 �	 �	 
 ���� 	�
 б) � � � ���� ���
 в) � � 		 � ���� ���

г) � � 		 �� ���� ���. 8. а) � � �	 �	 �	 � ���� 
�; б) � � � ���� ���; в)
� � �	 �	 �� ���� ���; г) розв’язкiв немає; д) � � �	 ��	 ��	 �� ���� ���; е)
� � �	 		 ��	 �� ���� ���. 9. а) � � �	 � ���� ���; б) � � �� ���� ���;
в) � � �	 ���� ���; г) розв’язкiв немає. 10. а) � � � ���� �	�; б) � � ��
���� �	�; в) � � ��	 �� ���� 
��; г) � � ��� ���� ����. 11. а) Розв’язкiв
немає; б) � � �	 ��	 �� ���� 
��; в) � � �
	 ��
 ���� �	��; г) � � ��
���� ���. 12. а) 6; б) 8; в) 9; г) 9. 13. а) 
��� � ������� � �����������

���� ��; б) 
��� � ��� � ��� � �� � � � ��� � ���� � ���� � �� ���� ��.
14. а) 
��� � ��� � ��� � �� � � � ��� � ���� � ���� � �� ���� 	�; б) не
розкладається. 15. а) 
��� � 
�� � ��� � �� � � � 
�� � ���� � ���� � ��
���� ���; б) 
��� � �� � � � � � �� � ����� � ���� � �� ���� ���. 16.
� � �	 �� ���� ����

25. � � � ���� �� i �
���
� � � ���� ��� 26. ��	 	� � ��	 	� � ��

§ 3.5. Квадратичнi лишки. Символ Лежандра

2. Звести до системи конгруенцiй за модулями 4, 5, 9. 3. а) 9; б) 18.
4. Для простого непарного � i цiлого � такого, що ��	 �� � �. 5. а) 1; б) -1;
в) 1; г) -1.

6. а) � � �	 � ���� ��; б) � � � ���� 	�; в) розв’язкiв немає; г) � � �	 

���� ���. 7. а) � � �	 	 ���� ���; б) � � 
	 �� ���� ���; в) � � ��	 ��
���� �	�; г) � � �	 	 ���� ���; д) � � ��	 �
 ���� ���
 е) розв’язкiв не-
має. 8. а) 1, 2, 4; б) 1, 3, 4, 5, 9; в) 1, 3, 4, 9, 10, 12; г) 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16;
д) 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18; 9. а) 2; б) 2, 6, 7, 8, 10; в) 2, 5, 6, 7, 8, 11; г)
; д) ; е) 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24, 29, 31, 32, 35. 10. а)
1; б) 1; в) -1; г) -1; д) 1; е) -1. 11. а) 2; б) 0; в) 0; г) 0. 12. а) Так; б) нi; в)
нi; г) так. 13. а) � � �����	 � � ���
������	 � � �; б) розв’язкiв немає; в)
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� � �����	 � � ���
������	 � � � або � � �����	 � � ���
������	 � � �;
г) � � �� � ���	 � � �� � ����	 � � � або � � ��� ���	 � � �� � ����	 � � �.

26. Для � � � маємо ��
... �, а для � � � – ��

... �. Нехай � 
 �. Оскiльки
�� � ��� � ����� � ����� � 
�, то досить довести, що принаймнi одна з
конгруенцiй �� � �� ���� ��, �� � �� ���� ��, �� � 
 ���� �� має

розв’язки. Припускаючи, що
�
��
�

�
� �� та

�
��
�

�
� �� отримуємо:

�
�
�

�
��

��
�

�
�
�
��
�

�
� �.

§ 3.6. Показник числа i класу лишкiв за модулем. Первiснi коренi

1. Порядок кожного елемента групи є дiльником порядку групи. 2. Всi,
крiм 1, мають порядок 2. 3. ��	 ��. 4. ��	�� � �. 5. а) �� � �� � �
���� 
�	 � � �� � �� ���� 
�	 ����� � �	 ������ � �; для чисел 2 i 33
показника не iснує; б) до одного показника належать 13 та 50 i -4,10 та
45; для числа 119 показника не iснує; в) всi числа належать до одного
показника; г) всi. 6. Нi. 7. 12. 8. а) 2; б) 8; в) 10; г) 18.

9. а) ������ � �	 ������� � �	 ������ � ������ � ������ � ������ �
�	 ������ � ����
� � ����	� � ������ � ��;

б) ������ � �	 ������ � ������� � ������� � �	 ������ � ����	� � ������ �
������� � �
 для решти класiв показника не iснує;

в) ��	��� � �	 ��	���� � �	 ��	�	� � ��	���� � �	 ��	��� � ��	���� �

	 ��	��� � ��	��� � ��	�
� � ��	��� � ��	��
� � ��	��	� � �
��	��� �
��	��� � ��	���� � ��	���� � ��	���� � ��	���� � ��


г) ������ � �	 ������ � ������� � ������� � �	 ������ � �����
� �
�	 ������ � ������ � ������� � ������� � ������� � ������� � 
�

10. а) 12,3,2,1; б) 10,10,2,5; в) 6,2,12, не iснує; г) 5,10,2,10.
11. а) 3; б) 6; в) 2; г) 1. 12. а) не iснує; б) 4 – 7, 13, 17, 19; в) 10; г) не

iснує. 13. а) 3; б) 5; в) 6; г) 2. 14. 6,7,11.
15. а) 2,6,7,8; б) 2,3,10,13,14,15; в) 2,3,8,10,11,14,15,18,19,21,26,27; г) не

iснує.
16. а) � � �; б) � � 
�	 � � �; в) � � ���	 � � �; г) � � ���	 � � �.
17. � � �	 �	 �	 �	 �	 ��	 ��	 �
 ���� �	�� 18. � � ��� ���� ����� 19.

5,6,9,13,22. 20. а) � � �	 �	 	 ���� ��
 б) ��	 �� � �.
30. Оскiльки �� � �� ���� ���, то ��� � � ���� ���. А тому

��
...������. ������ – парне число та &����

...������� А тому ��
...������. ������

– парне число та &����
...������� Але &���� � � � ����. Звiдки дiстаємо, що

число ������ має вигляд � � �!, де � � � � �. За iндукцiєю неважко довести
(зробiть це!), що канонiчний розклад числа ��

�

� � трiйка входить з пока-
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зником � � �. Далi ���� ��� � ����
� � � � ���

� � �����
�

� ��
... ��	 ��

� � � �� �

���� ��	 i ми бачимо, що ��
�

� ��
... ��� Але з цього випливає, що � � � � �.

Таким чином, � � � � � та ������ � � � ����	 Отже, ��
... � � ���� i �

... ����.

§ 3.7. Iндекси за простим модулем та їх застосування

2. Можна, якщо за цим модулем iснує первiсний корiнь. 3. Пеший
спосiб розв’язування зводиться до виконання дiї добування кореня: ���� � 
	
��� � �

� i � � 	�
�

�	 �� Другий спосiб полягає в застосуваннi дiї лога-
рифмування: рiвняння ��� � �

� логарифмують при основi, наприклад, 10:
�	  !� �  ! �

� . Далi  ! � � �
��  ! �

� i � � ��
�
	� �� 


� �

4. Дану конгруенцiю можна розв’язати методом пiдстановки ПСЛ або
застосуванням теорiї iндексiв. При розв’язуваннi другим способом потрiбно
конгруенцiю ���� � 
 ���� ��� проiндексувати за модулем �� при осно-
вi �. Отримаємо конгруенцiю першого степеня �	 � ����� � �����
 � ������
���� ���� За таблицями iндексiв маємо �	 � ����� � � ���� ���. Оскiль-
ки ��		 ���=1, то ця конгруенцiя має єдиний розв’язок: 	 � ����� � �
���� ���, �� � ����� � �� ���� ��� i ����� � � ���� ���. За таблицею
антиiндексiв знаходимо � � � ���� ���� Зауважимо, що основу iндексацiї
можна в подальшому не писати, маючи на увазi, що для простоти iндексу-
ють за найменшим первiсним коренем.

5. Так, можна. Дана конгруенцiя рiвносильна системi двох конгруенцiй�
��� � 
 � � ���� ��	
��� � 
 � � ���� 	��

Тепер кожну конгруенцiю за простим модулем 3

i 7 можна розв’язати за допомогою iндексiв. 6.

а)
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 3 1 2

;

б)
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 7 2 8 6 1 3 9 4
1 5

;

в)
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 5 8 10 9 1 7 3 4
1 2 11 6

;

г)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 5 2 22 6 12 3 10
1 23 25 7 18 13 27 4 21 11 9
2 24 17 26 20 8 16 19 15 14

;
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7. а) � � �� ���� �	�; б) � � �� ���� 	��; в) � � 	� ���� 	��; г)
� � �� ���� �	�.

8. а) � � ��	 �� ���� ���; б) � � �		 �� ���� 
	�; в) � � �	 	
���� ���; г) � � �	 �� ���� �	�. 9. а) 4; б) 1; в) 7; г) 0.

10. а) � � �	 �� ���� �	�; б) розв’язкiв немає; в) � � �	 ��	 ��	 ��
���� ���; г) � � �	 ���� 
	�; д) � � ��	 �� ���� ���; е) � � �	
���� 	��; є) розв’язкiв немає; ж) � � �	 ��	 �
 ���� 	��.

11. а) � � �� ���� ���; б) � � �� ���� �	�; в) � � �� ���� ���; г)
� � �	 ���� 	��.

12. а) 16; б) 29; в) 17; г) не iснує.
13. а) Розв’язкiв немає; б) � � �	 ���� ���; в) � � �� ���� ���; г)

� � �	 ���� ���.
14. а) � � �� ���� 

�; б) � � � ���� 	��; в) � � �	 �
	 ��	 ��	 ��	 
�

���� 	��; г) � � �	 �
 ���� ���.
15. а) 11; б) 7; в) 5; г) 13. 7.16. а) Нi; б) так; в) нi; г) так.
17. а) 7;37; б) 3; 5; 12; 18; 19; 20; 26; 28; 29; 30; 33; 34; в) 3; 27; 41; г) 2;

6; 7; 10; 17; 18; 26; 30; 31; 35; 43; 44; 51; 54; 55; 59.

§ 3.8. Арифметичнi застосування конгруенцiй

3. а) � � ���	 ��	 ��	; б) � � ��		 �		 ���	 ���	 ���	. 4. а) � �
���	 ��	 

	 �
�	 ���	 ���	; б) � � ���	 �
	 
�	 ���	 ���	 ���	 ���	 ���	 ���	 ���	.
5. а) Нi; б) так; в) так; г) так. 6. а) �� � �� � ��� � ����
 б) �� � �� � ���;
в) �	� ��� ���	; г) 	 ��� ��	 ��� ��	 �	� ���� ���	 ���	� 7. а) � � �	 � � �	 ! � 
;
б) � � �	 � � �; в) � � �	 � � � або � � 
	 � � �; г) � � �	 � � �.
8. а) 3; б) 53; в) 19; г) 48. 11. � � ��� 12. а) 16; б) 18; в) 28; г)
3; д) 21; е) 58; є) 33; ж) 147; з) 6; к) 2; л) 42; м) 6; н) 6; о) 16; п)
48; р) 176. 13. а) 2;6; б) 2;2; в) 2;1; г) 4;2; д) 2;1; е) 2;2; є) 1;18; ж)
4;16; з) 2;18; к) 2;22; л) 4;48; м) 3;13. 14. а) ��

�� ; б) ����
		�� ; в) �����	

				 ; г)
���
�
		�� . 26. а) � � ����	 ���	 

�	 ����	 �
��	 ����	 ����	 ����	 ����	; б) � �
����	 	��	 ����	 ����	 ����	 �	��	 �	��	 ����	 


�	 �����	 �

��	 �����	 �����	
�����	 �����	
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Таблиця простих чисел вiд 2 до 4057 та їх найменших
первiсних коренiв

� g p g p g � g � g � g � g
2 1 179 2 419 2 661 2 947 2 1229 2 1523 2
3 2 181 2 421 2 673 5 953 3 1231 3 1531 2
5 2 191 19 431 7 677 2 967 5 1237 2 1543 5
7 3 193 5 433 5 683 5 971 6 1249 7 1549 2

11 2 197 2 439 15 691 3 977 3 1259 2 1553 3
13 2 199 3 443 2 701 2 983 5 1277 2 1559 19
17 3 211 2 449 3 709 2 991 6 1279 3 1567 3
19 2 223 3 457 13 719 11 997 7 1283 2 1571 2
23 5 227 2 461 2 727 5 1009 11 1289 6 1579 3
29 2 229 6 463 3 733 6 1013 3 1291 2 1583 5
31 3 233 3 467 2 739 3 1019 2 1297 10 1597 11
37 2 239 7 479 13 743 5 1021 10 1301 2 1601 3
41 6 241 7 487 3 751 3 1031 14 1303 6 1607 5
43 3 251 6 491 2 757 2 1033 5 1307 2 1609 7
47 5 257 3 499 7 761 6 1039 3 1319 13 1613 3
53 2 263 5 503 5 769 11 1049 3 1321 13 1619 2
59 2 269 2 509 2 773 2 1051 7 1327 3 1621 2
61 2 271 6 521 3 787 2 1061 2 1361 3 1627 3
67 2 277' 5 523 2 797 2 1063 3 1367 5 1637 2
71 7 281 3 541 2 809 3 1069 6 1373 2 1657 11
73 5 283 3 547 2 811 3 1087 3 1381 2 1663 3
79 3 293 2 557 2 821 2 1091 2 1399 13 1667 2
83 2 307 5 563 2 823 3 1093 5 1409 3 1669 2
89 3 311 17 569 3 827 2 1097 3 1423 3 1693 2
97 5 313 10 571 3 829 2 1103 5 1427 2 1697 3

101 2 317 2 577 5 839 11 1109 2 1429 6 1699 3
103 5 331 3 587 2 853 2 1117 2 1433 3 1709 3
107 2 337 10 593 3 857 3 1123 2 1439 7 1721 3
109 6 347 2 599 7 859 2 1129 11 1447 3 1723 3
113 3 349 2 601 7 863 5 1151 17 1451 2 1733 2
127 3 353 3 607 3 877 2 1153 5 1453 2 1741 2
131 2 359 7 613 2 881 3 1163 5 1459 5 1747 2
137 3 367 6 617 3 883 2 1171 2 1471 6 1753 7
139 2 373 2 619 2 887 5 1181 7 1481 3 1759 6
149 2 379 2 631 2 907 2 1187 2 1483 2 1777 5
151 6 383 5 641 3 911 17 1193 3 1487 5 1783 10
157 5 389 2 643 11 919 7 1201 11 1489 14 1787 2
163 2 397 5 647 5 929 3 1213 2 1493 2 1789 6
167 5 401 3 653 2 937 5 1217 3 1499 2 1801 11
173 2 409 21 659 2 941 2 1223 5 1511 11 1811 6
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Таблиця простих чисел вiд 2 до 4057 та їх найменших
первiсних коренiв

� g � g � g � g � g � g � g
1823 5 2131 2 2437 2 2749 6 3083 2 3433 5 3733 2
1831 3 2137 10 2441 6 2753 3 3089 3 3449 3 3739 7
1847 5 2141 2 2447 5 2767 3 3109 6 3457 7 3761 3
1861 2 2143 3 2459 2 2777 3 3119 7 3461 2 3767 5
1867 2 2153 3 2467 2 2789 2 3121 7 3463 3 3769 7
1871 14 2161 23 2473 5 2791 6 3137 3 3467 2 3779 2
1873 10 2179 7 2477 2 2797 2 3163 3 3469 2 3793 5
1877 2 2203 5 2503 3 2801 3 3167 5 3491 2 3797 2
1879 6 2207 5 2521 17 2803 2 3169 7 3499 2 3803 2
1889 3 2213 2 2531 2 2819 2 3181 7 3511 7 3821 3
1901 2 2221 2 2539 2 2833 5 3187 2 3517 2 3823 3
1907 2 2237 2 2543 5 2837 2 3191 11 3527 5 3833 3
1913 3 2239 3 2549 2 2843 2 3203 2 3529 17 3847 5
1931 2 2243 2 2551 6 2851 2 3209 3 3533 2 3851 2
1933 5 2251 7 2557 2 2857 11 3217 5 3539 2 3853 2
1949 2 2267 2 2579 2 2861 2 3221 10 3541 7 3863 5
1951 3 2269 2 2591 7 2879 7 3229 6 3547 2 3877 2
1973 2 2273 3 2593 7 2887 5 3251 6 3557 2 3881 1.3
1979 2 2281 7 2609 3 2897 3 3253 2 3559 3 3889 11
1987 2 2287 19 2617 5 2903 5 3257 3 3571. 2 3907 2
1993 5 2293 2 2621 2 2909 2 3259 3 3581 2 3911 13
1997 2 2297 5 2633 3 2917 5 3271 3 3583 3 3917 2
1999 3 2309 2 2647 3 2927 5 3259 2 3593 3 3919 3
2003 5 2311 3 2657 3 2939 2 3301 6 3607 5 3923 2
2011 3 2333 2 2659 2 2953 �� 3307 2 3613 2 3929 3
2017 5 2339 2 2663 5 2957 2 3313 10 3617 3 3931 2
2027 2 2341 7 2671 7 2963 2 3319 6 3623 5 3943 3
2029 2 2347 3 2677 2 2969 3 3323 2 3631 15 3947 2
2039 7 2351 13 2683 2 2971 10 3329 3 3637 2 3967 6
2053 2 2357 2 2687 5 2999 17 3331 3 3643 2 3989 2
2063 5 2371 2 2689 19 3001 14 3343 6 3659 2 4001 3
2069 2 2377 5 2693 2 3011 2 3347 2 3671 13 4003 2
2081 3 2381 3 2699 2 3019 2 3359 11 3673 5 4007 5
2083 2 2383 5 2707 2 3023 5 3361 22 3677 2 4013 2
2087 5 2389 2 2711 7 3037 2 3371 2 3691 2 4019 2
2089 7 2393 3 2713 5 3041 3 3373 5 3697 5 4021 2
2099 2 2399 11 2719 3 3049 11 3389 3 3701 2 4027 3
2111 7 2411 6 2729 3 3061 6 3391 3 3709 2 4049 3
2113 5 2417 3 2731 3 3067 2 3407 5 3719 7 4051 6
2129 3 2423 5 2741 2 3079 6 3413 2 3727 3 4057 5
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Iндекси

������ ����� 	 �������� ������� 2
N 0 1 2 3 4 9 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 0 1 2

������ ����� 5.  �������� ������� 2, 	
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 3 2 0 1 2 4 3

������ ����� 7.  �������� ������� 3, 5
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 2 1 4 5 3 0 1 3 2 6 4 5

������ ����� ��� �������� ������� 2, 6, 7, 8
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 8 2 4 9 7 3 6 0 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6
1 5

������ ����� 1	. �������� ������� 2, 6, 7, 11
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 4 2 9 5 11 3 8 0 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5
1 10 7 6 1 10 7

������ ����� 17. �������� ������� 3, 5, 6, 7, 10,11, 12, 14
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 14 1 12 5 15 11 10 2 0 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14
1 3 7 13 4 9 6 8 1 8 7 4 12 2 6

������ ����� 19. �������� ������� 2, 3, 10, 13, 14, 15
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 13 2 16 14 6 3 8 0 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9 1 17 15 11 3 6 12 5 10

������ ����� 23. �������� ������� 5, 7, 10 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 2 16 4 1 18 19 6 10 0 1 5 2 10 4 20 8 17 16 11
1 3 9 20 14 21 17 8 7 12 15 1 9 22 18 21 13 19 3 15 6 7
2 5 13 11 2 12 14

������ ����� 29. �������� ������� 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 5 2 22 6 12 3 10 0 1 2 4 8 16 3 6 12 24 19
1 23 25 7 18 13 27 4 21 11 9 1 9 18 7 14 28 27 25 21 13 26
2 24 17 26 20 8 16 19 15 14 2 23 17 5 10 20 11 22 15

_________________________________________________________________

� 	���
� 
� �����
 ������� �������� �������� ��������� ��������� �������
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Iндекси

������ ����� ��� �������� �������  3,  11,  12, 13, 17,  21,  22,  24
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 24 1 18 20 25 28 12 2 0 1 3 9 27 19 26 16 17 20 29
1 14 23 19 11 22 21 6 7 26 4 1 25 13 8 24 10 30 28 22 4 12
2 8 29 17 27 13 10 5 3 16 9 2 5 15 14 11 2 6 18 23 7 21
3 15

������ ����� 37.  �������� ������� 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20. 22, 24, 33, 35
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 26 2 23 27 32 3 16 0 1 2 4 8 16 32 27 17 34 31
1 24 30 28 11 33 13 4 7 17 35 1 25 13 26 15 30 23 9 18 36 35
2 25 22 31 15 29 10 12 6 34 21 2 33 29 21 5 10 20 3 6 12 24
3 14 9 5 20 8 19 18 3 11 22 7 14 28 19

������ �����  41. �������� �������  6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 28,
29, 30, 34, 35

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 � 6 7 8 9
0 0 26 15 12 22 1 39 38 30 0 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34
2 34 14 29 36 13 4 17 5 11 7 2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22
3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7
4 20

������ ����� 43. �������� ������� 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 27 1 12 25 28 35 39 2 0 1 3 9 27 38 28 41 37 25 32
1 10 30 13 32 20 26 24 38 29 19 1 10 30 4 12 36 22 23 26 35 19
2 37 36 15 16 40 8 17 3 5 41 2 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18
3 11 34 9 31 23 18 14 7 4 33 3 11 33 13 39 31 7 21 20 17 8
4 22 6 21 4 24 29

������ �����  47. �������� �������  5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29, 30,
31, 33, 35, 39, 40, 41, 43, 44, 45

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 18 20 36 1 38 32 8 40 0 1 5 25 31 14 23 21 11 8 40
1 19 7 10 11 4 21 26 16 12 45 1 12 13 18 43 27 41 17 38 2 10
2 37 6 25 5 28 2 29 14 22 35 2 3 15 28 46 42 22 16 33 24 26
3 39 3 44 27 34 33 30 42 17 31 3 36 39 7 35 34 29 4 20 6 30
4 9 15 24 13 43 41 23 4 9 45 37 44 32 19
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Iндекси

������ ����� 53. �������� �������   2, 3, 5, 8, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 22, 26, 27,
31, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 45, 48, 80, 51

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 17 2 47 18 14 3 34 0 1 2 4 8 16 32 11 22 44 35
1 48 6 19 24 15 12 4 10 35 37 1 17 34 15 30 7 14 28 3 6 12
2 49 31 7 39 20 42 25 51 16 46 2 24 48 43 33 13 26 52 51 49 45
3 13 33 5 23 11 9 36 30 38 41 3 37 21 42 31 9 18 36 19 38 23
4 50 45 32 22 8 29 40 44 21 28 4 46 39 25 50 47 41 29 5 10 20
5 43 27 26 5 40 27

������ ����� 59. �������� �������   2, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30, 31, 32,
33, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43, 44, 47, 50, 52,
54, 55, 56

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 50 2 6 51 18 3 42 0 1 2 4 8 16 32 5 10 20 40
1 7 25 52 45 19 56 4 40 43 38 1 21 42 25 50 41 23 46 33 7 14
2 8 10 26 15 53 12 46 34 20 28 2 28 56 53 47 35 11 22 44 29 58
3 57 49 5 17 41 24 44 55 39 37 3 57 55 51 43 27 54 49 39 19 38
4 9 14 11 33 27 48 16 23 54 36 4 17 34 9 18 36 13 26 52 45 31
5 13 32 47 22 35 31 21 30 29 5 3 6 12 24 48 37 15 30

������ ����� 61. �������� �������   2, 6, 7, 10, 17, 18, 26. 30, 31, 35, 43, 44, 51,
54, 55, 59

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 6 2 22 7 49 3 12 0 1 2 4 8 16 32 3 6 12 24
1 23 15 8 40 50 28 4 47 13 26 1 48 35 9 18 36 11 22 44 27 54
2 24 55 16 57 9 44 41 18 51 35 2 47 33 5 10 20 40 19 38 15 30
3 29 59 5 21 48 11 14 39 27 46 3 60 59 57 53 45 29 58 55 49 37
4 25 54 56 43 17 34 58 20 10 38 4 13 26 52 43 25 50 39 17 34 7
5 45 53 42 33 19 37 52 32 36 31 5 14

.
28 56 51 41 21 42 23 46 31

6 30

������ ����� 67. �������� �������   2, 7, 11, 12, 13, 18, 20, 28, 31, 32, 34, 41,
44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 39 2 15 40 23 3 12 0 1 2 4 8 16 32 64 61 55 43
1 16 59 41 19 24 54 4 64 13 10 1 19 38 9 18 36 5 10 20 40 13
2 17 62 60 28 42 30 20 51 25 44 2 26 52 37 7 14 28 56 45 23 46
3 55 47 5 32 65 38 14 22 11 58 3 25 50 33 66 65 63 59 51 35 3
4 18 53 63 9 61 27 29 50 43 46 4 6 12 24 48 29 58 49 31 62 57
5 31 37 21 57 52 8 26 49 45 36 5 47 27 54 41 15 30 60 53 39 11
6 56 7 48 35 6 34 33 6 22 44 21 42 17 34
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Iндекси

������ ����� 71. �������� �������   7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 35, 42, 44, 47,
52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63, 65, 67, 68, 69

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 6 26 12 28 32 1 18 52 0 1 7 49 59 58 51 2 14 27 47
1 34 31 38 39 7 54 24 49 58 16 1 45 31 4 28 54 23 19 62 8 56
2 40 27 37 15 44 56 45 8 13 68 2 37 46 38 53 16 41 3 21 5 35
3 60 11 30 57 55 29 64 20 22 65 3 32 11 6 42 10 70 64 22 12 13
4 46 25 33 48 43 10 21 9 50 2 4 20 69 57 44 24 26 40 67 43 17
5 62 5 51 23 14 59 19 42 4 3 5 48 52 9 63 15 34 25 33 18 55
6 66 69 17 53 36 67 63 47 61 41 6 30 68 50 66 36 39 60 65 29 61
7 35

������ ����� 73. �������� �������   5, 11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31. 33, 34,
39, 40, 42, 44, 45, 47, 53, 58, 59, 60, 62, 68

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 8 6 16 1 14 33 24 12 0 1 5 25 52 41 59 3 15 2 10
1 9 55 22 59 41 7 32 21 20 62 1 50 31 9 45 6 30 4 20 27 62
2 17 39 63 46 30 2 67 18 49 35 2 18 17 12 60 8 40 54 51 36 34
3 15 11 40 61 29 34 28 64 70 65 3 24 47 16 7 35 29 72 68 48 21
4 25 4 47 51 71 13 54 31 38 66 4 32 14 70 58 71 63 23 42 64 28
5 10 27 3 53 26 56 57 68 43 5 5 67 43 69 53 46 11 55 56 61 13
6 23 58 19 45 48 60 69 50 37 52 6 65 33 19 22 37 39 49 26 57 66
7 42 44 36 7 38 44

������ ����� 79. �������� �������   3, 6, 7, 28, 29, 30, 34, 35, 37, 39, 43, 47, 48,
53, 54, 59, 60, 63, 66, 68, 70, 74, 75, 77

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 4 1 8 62 5 53 12 2 0 1 3 9 27 2 6 18 54 4 12
1 66 68 9 34 57 63 16 21 6 32 1 36 29 8 24 72 58 16 48 65 37
2 70 54 72 26 13 46 38 3 61 11 2 32 17 51 74 64 34 23 69 49 68
3 67 56 20 69 25 37 10 19 36 35 3 46 59 19 57 13 39 38 35 26 78
4 74 75 58 49 76 64 30 59 17 28 4 76 70 52 77 73 61 25 75 67 43
5 50 22 42 77 7 52 65 33 15 31 5 50 71 55 7 21 63 31 14 42 47
6 71 45 60 55 24 18 73 48 29 27 6 62 28 5 15 45 56 10 30 11 33
7 41 51 14 44 23 47 40 43 39 7 20 60 22 66 40 41 44 53
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Iндекси

������ ����� 83. �������� �������   2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 22, 24, 32,
34, 35, 39. 42, 43, 45, 46, 47, 60, 52, 53, 54,
55, 56, 57, 58, 60, 62, 66, 67, 71, 72, 73. 74,
76, 79, 80

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 72 2 27 73 8 3 62 0 1 2 4 8 16 32 64 45 7 14
1 28 24 74 77 9 17 4 56 63 47 1 28 56 29 58 33 66 49 15 30 60
2 29 80 25 60 75 54 78 52 10 12 2 37 74 65 47 11 22 44 5 10 20
3 18 38 5 14 57 35 64 20 48 67 8 40 80 77 71 59 35 70 57 31 62
4 30 40 81 71 26 7 61 23 76 16 4 41 82 81 79 75 67 51 19 38 76
5 55 46 79 59 53 51 11 37 13 34 5 69 55 27 54 25 50 17 34 68 53
6 19 66 39 70 6 22 15 45 58 50 6 23 46 9 18 36 72 61 39 78 73
7 36 33 65 69 21 44 49 32 68 43 7 63 43 3 6 12 24 48 13 26 52
8 31 42 41 8 21 42

������ ����� 89. �������� ������� 3, 6, 7, 13, 14, 15, 19, 23, 24, 26, 27, 28, 29,
30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46, 48, 51, 54, 56,
58, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 70, 74, 75, 76,
82, 83, 86

N 0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 16 1 32 70 17 81 48 2 0 1 3 9 27 81 65 17 51 64 14
1 86 84 33 23 9 71 64 6 18 35 1 42 37 22 66 20 60 2 6 18 54
2 14 82 12 57 49 52 39 3 25 59 2 73 41 34 13 39 28 84 74 44 43
3 87 31 80 85 22 63 34 11 51 24 3 40 31 4 12 36 19 57 82 68 26
4 30 21 10 29 28 72 73 54 65 74 4 78 56 79 59 88 86 80 62 8 24
5 68 7 55 78 19 66 41 36 75 43 5 72 38 25 75 47 52 67 23 69 29
6 15 69 47 83 8 5 13 56 38 58 6 87 83 71 35 16 48 55 76 50 61
7 79 62 50 20 27 53 67 77 40 42 7 5 15 45 46 49 58 85 77 53 70
8 46 4 37 61 26 76 45 60 44 8 32 7 21 63 11 33 10 30

������ ����� 97. �������� �������   5, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 23, 26, 29, 37,
38, 39, 40, 41, 56, 57,'58, 59, 60, 68, 71, 74,
76, 80, 82, 83, 84, 87, 90, 92

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 34 70 68 1 8 31 6 44 0 1 5 25 28 43 21 8 40 6 30
1 35 86 42 25 65 71 40 89 78 81 1 53 71 64 29 48 46 36 83 27 38
2 69 5 24 77 76 2 59 18 3 13 2 93 77 94 82 22 13 65 34 73 74
3 9 46 74 60 27 32 16 91 19 95 3 79 7 35 78 2 10 50 56 86 42
4 7 85 39 4 58 45 15 84 14 62 4 16 80 12 60 9 45 31 58 96 92
5 36 63 93 10 52 87 37 55 47 67 5 72 69 54 76 89 57 91 67 44 26
6 43 64 80 75 12 26 94 57 61 51 6 33 68 49 51 61 14 70 59 4 20
7 66 11 50 28 29 72 53 21 33 30 7 3 15 75 84 32 63 24 23 18 90
8 41 88 23 17 73 90 38 83 92 54 8 62 19 95 87 47 41 11 55 81 17
9 79 56 49 20 22 82 48 9 85 37 88 52 66 39
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Додаток 3. Таблиця квадратiв

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81
1 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361
2 400 441 484 529 576 625 676 729 784 841
3 900 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521
4 1600 1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 2401
5 2500 2601 2704 2809 2916 3025 3136 3249 3364 3481
6 3600 3721 3844 3969 4096 4225 4356 4489 4624 4761
7 4900 5041 5184 5329 5476 5625 5776 5929 6084 6241
8 6400 6561 6724 6889 7056 7225 7396 7569 7744 7921
9 8100 8281 8464 8649 8836 9025 9216 9409 9604 9801
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Алфавiти

Латинський алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
Aa а Nn ен
Bb бе Oo о
Cc це Pp пе
Dd де Qq ку
Ee е Rr ер
Ff еф Ss ес
Gg ге Tt те
Hh ха Uu у
Ii i Vv ве(фау)
Jj йот(а) Ww дубльве
Kk ка Xx iкс
Ll ель Yy iпсiлон
Mm ем Zz зета

Грецький алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
)� альфа 9: ню
*� бета "; ксi
#� гама 5" омiкрон
$Æ дельта %< пi
'� епсилон �= ро
>? дзета &% сигма
@A ета B$ тау
'C тета (D iпсилон
1E йота )& фi
,F капа -G хi
*H ламбда +I псi
�J мю ,K омега
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Основнi позначення.

� � ��	 �	 �	 � � �	 — множина всiх натуральних чисел;
� — множина всiх цiлих чисел;
�� — множина всiх цiлих додатних чисел;
�� — множина всiх цiлих чисел, якi дiляться на натуральне �;
���� � �� � ����	 � � �	 — множина всiх цiлих гауссових чисел;
�� �
�
�� � �� � � �

�
���	 �	 � � �	� � �	;

�� � �4��� � �4� — кiльце класiв лишкiв за модулем �;
� — множина всiх рацiональних чисел;
�� — множина всiх додатних рацiональних чисел;
�� � ��

�
��	� � �	 � � �	 ��	 �� � �	;

�� �
�
�� � �� � � �

�
���	 � � �	 � � �	� � �	;

� — множина всiх дiйсних чисел;
0� � ��� � ��� � �� � ��� � � � �� �� � ��� ��	 � � � � �� � �� �� � �� � ��		

� — множина всiх комплексних чисел;
, — кiльце;
, � / — прямий добуток кiлець , i /;
,� — мультиплiкативна група кiльця , (множина всiх дiльникiв одиницi

кiльця , );
���	�� — множина всiх матриць �-го порядку над полем �;
,41 — фактор-кiльце кiльця , за iдеалом 1 ;
�� � ,

���
� — клас лишкiв з представником � за модулем �;

+
���� — множина всiх функцiй вiд онiєї змiнної неперервних на вiдрiзку
��	 ��;

��� — головний iдеал кiльця ,, породжений елементом � � ,;
���	 �	� � ��	 �� — найменший iдеал кiльця ,, який мiстить елементи

�	 � � ,;
� � � ���� 1� — елементи � i � кiльця , конгруентнi за iдеалом 1 ;
����� � � � ���
 � ���� � � � ��
 – систематичний запис числа за основою �;
1	 3	-	/	+	0	� — цифри римської нумерацiї, якими позначають числа

1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000, вiдповiдно;
� � � ���� �� — цiлi числа � i � конгруентнi за модулем �;

�
...� — число � дiлиться на число �;

НСД��	 �� � ��	 �� — найбiльший спiльний дiльник чисел � i �;
НСК��	 �� � ��	 �� — найменше спiльне кратне чисел � i �;�
�
�

�
— символ Лежандра;

���
 ��	 � � � 	 ��� — скiнченний ланцюговий дрiб;
��
��

— пiдхiднi дроби даного ланцюгового дробу;
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$��� — число натуральних дiльникiв числа �;
%��� — сума натуральних дiльникiв числа �;
&��� — число натуральних чисел менших � i взаємно простих з �;
��� — цiла частина дiйсного числа �;
��	 — дробова частина дiйсного числа �;
���
 — ядро гомоморфiзму 
 ;
+�
� — число комбiнацiй � з елементiв по � елементiв;

����� — показник числа за модулем �;
���
� ���� �� — iндекс числа � за модулем � при основi �.
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Предметний показчик.

Алгоритм Евклiда — 11

Асоцiйованi елементи — 42

Взаємно простi числа — 11

Головний iдеал — 51
Гомоморфiзм кiлець — 56
Група дiльникiв одиницi — 45

Десяткова система числення — 21
Дiльники нуля — 42
– одиницi — 42
Добуток iдеалiв — 51
Досконале число — 28
Дробова частина числа — 26
Дружнi числа — 28

Евклiдове кiльце — 50
Елементи ланцюгового дробу — 32
Закон взаємностi квадратичних
лишкiв — 73
Застосування ланцюгових дробiв —
33
Зведена система лишкiв — 61
Знаходження НСД i НСК — 13

Iдеал кiльця — 51
Iндекс числа — 77
Iзоморфiзм кiлець — 56

Канонiчна форма числа — 16
Квадратичний лишок — 72
– нелишок — 72
Кiльце — 41
– головних iдеалiв — 50
– з одиницею — 41
– класiв лишкiв —

– факторiальне — 50
– цiлих гауссових чисел — 48
Класи лишкiв за даним модулем —
60
Конгруентнi за – модулем цiлi числа
— 56
– iдеалом елементи кiльця — 51
Конгруенцiї – вищих степенiв з
одним невiдомим — 68
– першого степеня з одним невiдо-
мим — 64

Ланцюговий дрiб — 30

Лiвий iдеал кiльця — 51
Лiнiйне зображення НСД — 11

Максимальний iдеал — 54

Мiнiмальний iдеал — 54
Мiшаний перiодичний ланцюговий
дрiб — 35
Мультиплiкативна група
– кiльця —45
– класiв лишкiв — 61

Найбiльший спiльний дiльник
– – – елементiв — 47
– – – чисел — 11
Найменше спiльне кратне
– – – елементiв — 50
– – – чисел — 11

Неповна частка — 6
Непозицiйна система числення — 20
Норма елемента — 51
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Область цiлiсностi — 47
Оборотний елемент — 54
Ознака подiльностi — 80
Основа системи числення — 20

Первiсний корiнь — 75
Перiодичний дрiб
–мiшаний — 82
–чистий — 81
Пiдкiльце — 42
Пiдхiднi дроби ланцюгового дробу
— 30
Повна система лишкiв — 61
Позицiйна система числення — 20
Показник числа — 75
Поле часток областi цiлiсностi — 47
Правий iдеал — 51
Правило дев’ятки — 81
– одинадцяти — 81
Представник класу лишкiв — 51
Простий iдеал — 52
Простий елемент — 47
Прямий добуток кiлець — 45

Римська система числення — 20
Рiвносильнi конгруенцiї — 64
Розклад на простi множники — 48

Символ Лежандра — 72
Система конгруенцiй — 65
– числення — 20
Системнi числа — 20
Складений елемент — 47

Сума iдеалiв — 51
– натуральних дiльникiв — 26

Таблиця антиiндексiв — 106
– iндексiв — 106
– квадратiв — 111

– первiсних коренiв — 106
– простих чисел — 103
Теорема
– Вiльсона — 70
– Ейлера —60
– Клемента — 70
– Ферма — 61

Фактор-кiльце — 51
Формула Гаусса — 29
Функцiя Ейлера — 26

Характеристика кiльця з одиницею
— 35
Цiла частина числа — 26
Цiле гауссове число — 48

Числа
– Мерсенна — 17
– Ферма — 18
– Фiбоначчi — 15
Числова функцiя — 26
Числове кiльце — 42
– поле —
Число натуральних дiльникiв — 26
Чистий перiодичний ланцюговий
дрiб — 35
Ядро гомоморфiзму — 56
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