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Передмова

Пропонована книга завершує цикл збiрникiв задач [12,17,18] з курсу
"Алгебра i теорiя чисел" , написаних одним колективом авторiв для студентiв
фiзико-математичних факультетiв педагогiчних унiверситетiв.

При написаннi цього збiрника автори зберегли iдею розподiлу задач ко-
жного з основних параграфiв роздiлiв за рубриками: задачi на iлюстрацiю
основних понять, задачi на технiку обчислень i перетворень, задачi на дове-
дення, творчi задачi та олiмпiаднi задачi. Такий розподiл дозволить студенту
при самостiйнiй роботi поступово переходити вiд простих до складнiших за-
дач, керуючись самостiйною оцiнкою свого рiвня пiдготовки. До бiльшостi
задач з перших двох рубрик у збiрнику є вiдповiдi. До задач з iнших трьох
рубрик iнодi даються вказiвки або розв’язки. Для їх розв’язування студент
повинен добре володiти основними поняттями i теоремами теорiї, проявити
творче мислення, винахiдливiсть та логiчну стрункiсть в математичних до-
веденнях i перетвореннях. В окремих випадках такi задачi на дослiдження
можуть стати темами курсових робiт.

Кожен параграф розпочинається з посилання на лiтературу, в якiй читач
може знайти всi поняття i теореми з вiдповiдного теоретичного матерiалу.
Дано також скорочений виклад теоретичного матерiалу, необхiдного для
розв’язування задач цього параграфу.

У кожному з трьох роздiлiв є параграф "Вибранi задачi". До них вклю-
чено задачi з рiзних математичних олiмпiад i конкурсiв для учнiв шкiл i
студентiв вищих навчальних закладiв. Вони призначенi для тих студентiв,
якi хочуть зробити свої першi кроки в наукових дослiдженнях. Тому до
цих задач не дано вказiвок i вiдповiдей. У рiзних рубриках збiрника також
є задачi з рiзноманiтних учнiвських математичних олiмпiад. Це допоможе
вчителю математики в роботi з учнями в шкiльному математичному гуртку.

У збiрнику вмiщено список основних позначень, якi використовуються
в книзi, предметний показчик та додатки "Степеневi суми" , "Моногеннi
многочлени "Канонiчний розклад над полем R многочленiв f(x) = xn − 1"
i "Алфавiти".

Автори висловлюють вдячнiсть професорам Кузенному М.Ф., Панкову
О.А., Томусяку А.А., Корольському В.В., Яковцю В.П. i доцентам Деречу
В.Д., Требенко Д.Я., Шевченко К.М., Курнишу А.В., Мельнику I.I., Дiд-
кiвськiй Т.В., Єпiшову В.В., Марачу В.С. за цiннi зауваження i поради,
висловленi при пiдготовцi всiх чотирьох збiрникiв до видання.



Роздiл 1

Многочлени вiд однiєї
змiнної

§ 1.1 Кiльце многочленiв над областю цiлiсно-
стi

Лiтература: [2] стор. 211 -227; [3] стор. 459 – 468.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай K[x] – кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної x над областю цi-
лiсностi K. Елементи цього кiльця називають многочленами вiд змiнної
x над K i позначають символами f(x), g(x) i т.д. Нуль кiльця називають
нулевим многочленом або нуль-многочленом i позначають символом 0.

Будь-який ненульовий многочлен над областю цiлiсностi K можна єди-
ним чином записати у виглядi

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

де a0, a1, . . . , an ∈ K i an 6= 0. Цей вираз називають канонiчною формою
ненульового многочлена. Канонiчною формою нуль-многочлена є запис 0.

Доданок akx
k(k = 0, 1, 2, . . . , n) канонiчної форми ненульового много-

члена f(x) називається його k-м членом (членом k-го степеня), ak – k-м
коефiцiєнтом (коефiцiєнтом k-го члена), a0 називають також вiльним
членом многочлена f(x). Якщо ak = 0, то такий член у записi канонiчної
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8 Роздiл 1. Многочлени вiд однiєї змiнної

форми не пишуть i кажуть, що k-й член дорiвнює нулю або його немає. Член
n-го (найбiльшого) степеня називається старшим членом, його коефiцiєнт
an – старшим коефiцiєнтом, а його степiнь – степенем многочлена f(x)
i позначають deg f . Нуль-многочлену не приписують нiякого степеня. Ра-
зом з тим, розглядаючи множину всiх многочленiв, степiнь яких менший
(не перевищує) натурального числа n, будемо вважати, що нуль-многочлен
належить до такої множини.

Два многочлени з кiльця K[x] рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, ко-
ли вони мають однаковий степiнь i попарно рiвнi вiдповiднi коефiцiєнти
(алгебраїчна рiвнiсть многочленiв).

Кiльце многочленiв K[x] над областю цiлiсностi є областю цiлiсностi.
Нехай f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 є многочленом з кiльця

K[x] i b ∈ K. Тодi елемент f(b) = anb
n + an−1b

n−1 + · · · + a1b + a0 кiльця
K називають значенням многочлена f(x) при x = b. Кожен многочлен f(x)
з кiльця K[x] визначає вiдображення ϕf : K −→ K таке, що ϕf (b) = f(b).
Iснує гомоморфiзм кiльця K[x] на кiльце K всiх таких вiдображень областi
цiлiсностi K з традицiйними операцiями додавання i множення функцiй.

Якщо область цiлiсностi K має характеристику 0, то многочлени
f(x), g(x) ∈ K[x] рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, коли рiвнi вiдображення
ϕf та ϕg, якi вони визначають (функцiональна рiвнiсть многочленiв).

Над областю цiлiсностi характеристики 0 кiльця K[x] та K є iзомор-
фними, тобто алгебраїчне i функцiональне тлумачення многочленiв в цьому
випадку є рiвносильними.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є многочленом вiд змiнної x або y вираз:
а) log3 2 · x3 + 5x2 − 3x+ cos π3 ; в) 7y3 + bxy − 1;
б) 6x4 − 2x3 + x+ a; г) ay2 + lnx− 5

над певною областю цiлiсностi? Якщо це так, то назвiть область цiлi-
сностi та степiнь многочлена.

2. Чи записаний в канонiчнiй формi многочлен:
а) (1 +

√
2)x4 + ax2 − x cos π

12 − 1 над полем R;
б) (1− i2002)x3 + (1 + i)2000x2 + (1− i)2002x+ i над полем C;
в) (x2 − 3)(x2 + 3) + 18 над кiльцем Z;
г) 6x5 + 4x3 + 2x над полем Z7 ?

3. Скiльки iснує многочленiв у кiльцi Z2[x] та вiдображень скiнченного
поля Z2 у Z2?
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4. Чи можна кожне з вiдображень кiльця Z2 у Z2 задати аналiтично за
допомогою многочлена?

5. Скiльки iснує многочленiв з коефiцiєнтами 1, 0 та - 1, степiнь яких:
а) не перевищує 2; в) менший натурального числа n;
б) рiвний 2004; г) рiвний n?

6. Чи iснує многочлен з коефiцiєнтами з множини перших дев’яти нату-
ральних чисел такий, що f(10) = 24568?

7. Якi з наступних многочленiв є рiвними:
а) f1(x) = 5− log5 2x3 +

√
4− 2

√
3x2 + 2x− tg π

4 ;
б) f2(x) = (1− sin π

6 )x3 + (i− 1)2x2 + 2− i;
в) f3(x) = (2x+ 3)3 з кiльця Z5[x];
г) f4(x) = 1

2x
3 + (

√
3− 1)x2 − 2i2x− i4;

д) f5(x) = 3x3 − 4x2 + 4x− 3 з кiльця Z5[x];
е) f6(x) = (cos π3 )x3 + 2i3x2 + i7 + 2;
є) f7(x) = (1

6 + tg2 π
6 )x3 + (tg π

3 − 1)x2 − (4 cos2 π
3 )x− 20;

ж) f8(x) = −2x3 + x2 − x+ 2 з кiльця Z5[x]?

8. Скiльки многочленiв над областю цiлiсностi Z7 мають:
а) нульовий степiнь; в) другий степiнь;
б) перший степiнь; г) степiнь не вище другого?

9. Якi з наступних множин многочленiв є кiльцями вiдносно опера-
цiй додавання i множення над вiдповiдними областями цiлiсностi:
а)

{
a2nx

2n + · · ·+ a2x
2 + a0|a0, a2, . . . , a2n ∈ Q, n ∈ N

}
;

б)
{
a2n+1x

2n+1 + · · ·+ a3x
3 + a1x|a1, a3, . . . , a2n+1 ∈ R, n ∈ N

}
;

в)
{
anx

n + · · ·+ a3x
3 + a2x

2|a2, a3, . . . , an ∈ C, n ∈ N
}
;

г)
{
anx

n + · · ·+ a2x
2 + a1x|a1, a2, . . . , an ∈ Z5, n ∈ N

}
?

10. Нехай f(x) = 2x2 + 3x+ 6 – многочлен з кiльця Z7[x]. Яким є графiк
вiдображення ϕf : Z7 → Z7 такого, що ϕf (a) = f(a) для кожного
a ∈ Z7?

11. Яка характеристика кiлець: а) Z[x]; б) Q[x]; в) R[x]; г) Z2[x];
д) Z5[x]; е) K[x], де K є область цiлiсностi характеристики n?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

12. Перевiрити, що вiдношення ε мiж многочленами з кiльця K[x] над
областю цiлiсностi K, яке визначається умовою

f(x)εg(x)←→ (∀a ∈ K)(f(a) = g(a)),
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є вiдношенням еквiвалентностi. При цьому многочлени f(x) i g(x)
називають еквiвалентними над областю цiлiсностi K.

13. Над якими областями цiлiсностi K вiдношення ε (задача № 12) мiж
многочленами з кiльця K[x] є тотожним?

14. Знайти число рiзних многочленiв:
а) степеня n у кiльцi Z7[x] (n > 0);
б) степеня n у кiльцi Zp[x] (n > 0, p - просте число);
в) степеня не вище n у кiльцi Z7[x] (n > 0);
г) степеня не вище n у кiльцi Zp[x] (n > 0, p - просте число).

15. При яких a, b i c наступнi многочлени з кiльця Z[x] рiвнi мiж собою:
а) f(x) = ax2(x+ 1) + b(x2 + 1)(x− 6) + cx(x2 + 1)

та g(x) = x2 − 4x+ 3;
б) f(x) = ax(x2 + 3) + bx(x− 1) + c(x+ 1)

та g(x) = 2x3 + 5x2 + 8x+ 7?

16. Знайти всi значення a i b, при яких многочлен f(x) є квадратом
деякого многочлена g(x) з того самого кiльця, i знайти його, якщо:
а) f(x) = x4 + ax3 + bx2 + ax+ 1 з кiльця Z[x];
б) f(x) = 4x4 + ax2 − bx+ b з кiльця Z5[x];
в) f(x) = ax6 − ax3 + bx2 з кiльця Z7[x];
г) f(x) = x4 + ax3 + bx2 − 8x+ 1 з кiльця Z[x].

17. Знайти всi значення a i b, при яких многочлен f(x) = x3 +ax2 +12x+b
є кубом деякого многочлена g(x) з кiльця Z[x].

18. Чи може многочлен з дiйсними коефiцiєнтами

f(x) = 4x4 − 4ax3 + 4bx2 + 2a(c+ 1)x+ (c+ 1)2

бути квадратом деякого многочлена з цiлими коефiцiєнтами?

19. Чи може многочлен з дiйсними коефiцiєнтами

f(x) = 8x6 − 36ax5 + 66a2x4 − 63a3x3 + 33a4x2 − 9a5x+ a6

бути кубом многочлена з цiлими коефiцiєнтами?

20. Задати кожне вiдображення поля Z3 в себе за допомогою многочлена
з кiльця Z3[x].
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21. Знайти суму коефiцiєнтiв многочлена:
а) f(x) = (x+ 3)3 з кiльця Z[x];
б) f(x) = (x− 1 + i)4 з кiльця C[x];
в) f(x) = (2x− 3)2(x+ 4)3 з кiльця Z5[x];
г) f(x) = (x+ 2)3(x− 3) + (2x− 1)2(x+ 1)2 з кiльця Z7[x].

22. Многочлен g(x) над областю цiлiсностi K має однаковi суми коефiцi-
єнтiв членiв парного i непарного степенiв, рiвнi a. Знайти суму коефi-
цiєнтiв членiв парного степеня многочлена f(x) = [g(x)]n, де n ∈ N.

23. Знайти многочлен найменшого степеня, який еквiвалентний (задача
№ 12) даному многочлену:
а) f(x) = (1 +

√
2)x4 + (1−

√
2)x2 + 1 з кiльця R[x];

б) f(x) = 2x4 − 2x3 + x2 + 2x з кiльця Z3[x];
в) f(x) = 2x5 − 2x3 + x2 + 3x з кiльця Z5[x];
г) f(x) = ix5 − 2ix3 + (1− i)x2 + 3ix− 1 з кiльця C[x].

Задачi на доведення

24. Довести, що в кiльцi Z7[x] многочлени f(x) = (x− 5)7 i g(x) = x7 + 2
рiвнi.

25. Довести, що для будь-якого простого числа p i цiлого a такого, що
1 6 a 6 p− 1 многочлени f(x) = (x+ a)p i g(x) = xp + a рiвнi в кiльцi
Zp[x].

26. Довести, що з функцiональної точки зору наступнi многочлени з кiль-
ця Z7[x] рiвнi:
а) f(x) = 5x21 + x18 + 2x10 − 3x8 − x4 − x− 1

та g(x) = 4x15 − 6x4 − 2x3 + 4x2 + 5x;
б) f(x) = 2x16 + x11 + 3x10 − x5 + 2x4

та g(x) = x18 + 3x12 − x6 + 4.

27. Довести, що для будь-якої областi цiлiсностi K в кiльцi K[x] не iснує
двох многочленiв першого степеня, якi рiзнi в алгебраїчному i рiвнi у
функцiональному розумiннi.

28. Довести, що для будь-якої скiнченної областi цiлiсностi K в кiльцi
K[x] iснує ненульовий многочлен g(x) такий, що g(a) = 0 для всiх
a ∈ K.
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29. Довести, що кожне вiдображення скiнченної областi цiлiсностi K в
себе можна задати деяким многочленом з кiльця K[x].

30. Довести, що многочлен

f(x) = (1 + 2x+ 3x2 + 4x3)3(1− 2x+ 3x2 − 4x3)3

мiстить тiльки члени парного степеня.

31. Довести, що многочлен f(x) = 1
2002!x(x−1) · · · (x−2001) набуває цiлих

значень при будь-яких цiлих значеннях змiнної x.

Творчi задачi

32. Знайти всi натуральнi числа n i дiйснi числа a та b, для яких вiд-
ображення, яке задано формулою f(x) = n

√
ax+ b, можна задати за

допомогою многочлена над полем R.

33. Встановити зв’язки мiж кiльцями:
а) Zp[x] i Zq[x], де p i q – простi числа;
б) Zp[x] i (pZ)[x], де p – просте число;
в) Zp[x] i Z[x], де p – просте число;
г) (nZ)[x] i Z[x], де n ∈ N.

34. Який зв’язок мiж кiльцями (mZ)[x] i (nZ)[x] для рiзних натуральних
чисел m i n?

35. Автоморфiзмом кiльця K називають кожний iзоморфiзм кiльця K на
себе. Знайти всi автоморфiзми кiльця K[x] над областю цiлiсностi K.

Задачi з олiмпiад

36. При яких натуральних n многочлен f(x) = 1
n!x(x − 1) · · · (x − n + 1)

може набувати цiлих вiд’ємних значень?

37. Нехай ϕ – деякий гомоморфiзм областi цiлiсностi K на себе та f(x) –
довiльний многочлен з кiльця K[x]. Довести, що iснує єдиний гомо-
морфiзм θ кiльця K[x] на себе, який продовжує гомоморфiзм ϕ (тобто
такий, що θ(a) = ϕ(a) для кожного a ∈ K) i такий, що θ(x) = f(x).

38. Знайти всi автоморфiзми кiльця: а) Z[x]; б) Q[x]; в) R[x]; г)
C[x].
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§ 1.2 Вiдношення подiльностi многочленiв. Дi-
лення з остачею

Лiтература: [2] стор. 227 – 238; [3] стор. 469 – 470.

Теоретичнi вiдомостi

У кiльцi многочленiв P [x] над полем P вiдношення подiльностi визнача-

ється так: многочлен f(x) дiлиться на g(x) (записують f(x)
...g(x)), якщо

у кiльцi P [x] iснує многочлен s(x) такий, що f(x) = g(x) · s(x).
Вiдношення подiльностi многочленiв у кiльцi P [x] має такi властивостi:

1. f(x)
... g(x) ∧ g(x)

...h(x) −→ f(x)
...h(x);

2. f(x)
...h(x) ∧ g(x)

...h(x) −→ (f(x)± g(x))
...h(x);

3. f(x)
...h(x) −→ (f(x) · g(x))

...h(x);

4. c ∈ P \ {0} −→ f(x)
... c;

5. c ∈ P \ {0} ∧ f(x)
... g(x) −→ f(x)

... (c · g(x));

6. f(x)
... g(x) ∧ g(x)

... f(x) −→ (∃c ∈ P )(f(x) = c · g(x)).
Аналогiчно визначається вiдношення подiльностi в кiльцi K[x] над обла-

стю цiлiсностi K, але не всi перелiченi вище властивостi мають мiсце в
кiльцi K[x].

Многочлени f(x) i g(x) з кiльця P [x] називають асоцiйованими, якщо
f(x) = c · g(x) для деякого c ∈ P .

Говорять, що многочлен f(x) ∈ P [x] дiлиться з остачею на многочлен
g(x) 6= 0 з кiльця P [x], якщо в кiльцi P [x] iснують многочлени s(x) i r(x)
такi, що:
1. f(x) = g(x) · s(x) + r(x);
2. r(x) = 0 або deg r(x) < deg g(x).
При цьому f(x) називають дiленим, g(x) – дiльником, s(x) – часткою,

r(x) – остачею.
Довiльний многочлен f(x) з кiльця P [x] дiлиться з остачею на будь-

який ненульовий многочлен g(x) з цього кiльця, причому частка i остача
визначаються однозначно.

Для знаходження частки i остачi вiд дiлення многочлена f(x) на g(x) в
кiльцi P [x] (а при певних умовах i в кiльцi K[x] над областю цiлiсностi K)
застосовують методи: дiлення кутом, невизначених коефiцiєнтiв та окремi
табличнi схеми.
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Задачi на iлюстрацiю понять

1. Як перевiрити подiльнiсть одного многочлена на iнший у кiльцi мно-
гочленiв P [x] над полем P ?

2. Перевiрити, чи дiлиться многочлен:
а) f(x) = (5x2 + 4x− 1)(10x3 + 10x− 20) + 3x4 − 3

на g(x) = 5x2 − 5 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = x2002 + x2000 + · · ·+ x4 + x2 + 1

на g(x) = x2 + 1 у кiльцi Z[x];
в) f(x) = x2002 − x2000 + · · · − x4 + x2 − 1

на g(x) = x2 − 1 у кiльцi Q[x];
г) f(x) = x2003 + x2000 + · · ·+ x4 + x2 + 1

на g(x) = x2 + 1 у кiльцi R[x].

3. Знайти мультиплiкативну групу кiльця:
а) Z[x]; в) Z7[x]; д) Q[x]; є) R[x];
б) Z2[x]; г) (nZ)[x]; е) (Q[

√
2])[x]; ж) C[x].

4. Опишiть вiдомi вам методи дiлення многочленiв з остачею.

5. Чому у кiльцi Z[x] не завжди можна виконати дiлення многочленiв з
остачею?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Методом невизначених коефiцiєнтiв встановити, чи дiлиться много-
член f(x) на многочлен g(x), якщо:
а) f(x) = 3x3 − 10x2 + 6x− 1 i g(x) = x2 − 3x+ 1 з кiльця Z[x];
б) f(x) = x4 − 5x3 + 3x2 − 4x− 1 i g(x) = 2x3 + 5x− 6 з кiльця Q[x];
в) f(x) =

√
2x3 − (1 +

√
2)x+ 2−

√
2 i g(x) = x2 + 1 з кiльця R[x];

г) f(x) = ix5 − x4 + x2 − 2 + i та g(x) = x4 − 2i з кiльця C[x].

7. Перевiрити подiльнiсть многочленiв:
а) f(x) = 4x5 + 6x4 + 5x3 + 2x+ 5 та g(x) = x2 + 6x+ 5 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = 4x5 + 6x4 + 5x3 + 2x+ 5 та g(x) = x3 + 6x+ 5 у кiльцi Z7[x];
в) f(x) = x5 + 4x4 − 6x3 + 4x2 + 2x− 3 та g(x) = 2x3 + 1 у кiльцi Z[x];
г) f(x) = 2x5 + 5x4 − 5x3 − x2 + 4x− 3 та g(x) = x2 + 6x+ 5
у кiльцi Z7[x].

8. Встановити, якi многочлени є асоцiйованими у кiльцi:
а) Z[x]; в) Z7[x]; д) Q[x]; є) R[x];
б) Z2[x]; г) (nZ)[x]; е) (Q[

√
2])[x]; ж) C[x].
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9. При яких значеннях a многочлен f(x) = 3x4 + x2 − 2 дiлиться на
многочлен g(x) = x2 + a:
а) у кiльцi Z[x]; б) у кiльцi Q[x]?

10. При яких значеннях a i b многочлен f(x) = 2x5 +4x4 +x3−ax2−4x+b
дiлиться на многочлен g(x) = x2 + 2x+ 2 у кiльцi Z[x]?

11. Знайти необхiднi i достатнi умови подiльностi многочленiв:
а) f(x) = x3 − bx+ c на g(x) = x2 + ax+ 1 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = x3 + bx− c на g(x) = x2 − a у кiльцi Q[x];
в) f(x) = x4 − bx+ c на g(x) = x2 − ax у кiльцi R[x];
г) f(x) = x4 + bx2 − c на g(x) = x2 + ai у кiльцi C[x].

12. Методом невизначених коефiцiєнтiв знайти остачу вiд дiлення много-
члена:
а) f(x) = x10 − x8 − 12x6 + x5 + 4x3 + 3x− 1 на g(x) = x2 − 4

у кiльцi Z[x];
б) f(x) = x8 + x6 + x5 + 4x3 + 3x− 1 на g(x) = x2 + 1

у кiльцi Z[x];
в) f(x) = x4 + 3x3 − 2x2 − x+ 1 на g(x) = 2x− 3 у кiльцi Z[x];
г) f(x) = 5x6 − 4x4 + 2x2 − x+ 3 на g(x) = x2 + 2 у кiльцi R[x].

13. Шляхом дiлення кутом многочлена f(x) на многочлен g(x) знайти
частку i остачу, якщо:
а) f(x) = 2x3 + 3x2 − x− 1 та g(x) = 3x2 + 2x− 1 в кiльцi Q[x];
б) f(x) = 2x5 + 3x4 − 6x2 − 5x+ 7 та

g(x) = x3 + 2x2 − 3x+ 1 в кiльцi Q[x];
в) f(x) = x6 − 7x5 − 13x4 + 4x2 + 11x− 5 та

g(x) = x3 − 5x2 + 4x− 3 в кiльцi Z[x];
г) f(x) = 4x5 + 3x4 − 2x3 − x2 + 2x− 1 та

g(x) = 3x2 − x− 3 в кiльцi Z5[x].

14. При дiленнi многочлена f(x) на g(x) у кiльцi C[x] дiстали частку
q(x) = ix + 3 − 2i та остачу r(x) = (−1 + i)x2 + 2. Знайти остачу вiд
дiлення f(x) на q(x).

Задачi на доведення

15. Довести, що многочлен:
а) f(x) = x3 + 3 не дiлиться на жоден многочлен першого степеня в
кiльцi Z[x];
б) f(x) = x3 + 3 дiлиться на деякий многочлен першого степеня в
кiльцi Z5[x].
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16. Довести, що многочлен f(x) = x3k + 1 при будь-якому непарному
натуральному k дiлиться на многочлен g(x) = x2− x+ 1 в кiльцi Z[x].

17. Довести, що многочлен f(x) = xn+an при будь-якому непарному нату-
ральному n дiлиться на многочлен g(x) = x+a над областю цiлiсностi
K.

18. Довести, що в кiльцi K[x] над областю цiлiсностi K можна виконати
дiлення з остачею кожного многочлена f(x) на будь-який многочлен
g(x), старший коефiцiєнт якого дорiвнює одиницi (його називають зве-
деним многочленом).

19. Довести, що коли в кiльцi K[x] над областю цiлiсностi K можна вико-
нати дiлення з остачею деякого многочлена f(x) на iнший многочлен
g(x), то частка i остача визначаються однозначно.

20. Нехай P – деяке скiнченне поле. Довести, що iснує натуральне n > 1
таке, що (∀x ∈ P )(xn = x).

Творчi задачi

21. Нехай многочлени f(x) та g(x) мають такi коефiцiєнти, що їх можна
вважати належними до кiлець Z[x] i Zp[x] для деякого простого числа
p. Який зв’язок iснує мiж подiльнiстю цих многочленiв у кiльцях Z[x]
i Zp[x]?

22. Нехай K – довiльне кiльце i K[x] – кiльце многочленiв над K. Дослi-
дити, якi з властивостей многочленiв над областю цiлiсностi не мають
мiсця у кiльцi K[x].

Задачi з олiмпiад

23. Знайти остачу вiд дiлення многочлена f(x) = x2004 − 1 на многочлен
g(x) = (x2 + 1)(x2 + x+ 1).

24. Вiдомо, що сума коефiцiєнтiв многочлена f(x) рiвна 2 та вiн має одна-
ковi суми коефiцiєнтiв членiв парного i непарного степенiв. Знайти
остачу вiд дiлення многочлена f(x) на многочлен g(x) = x2 − 1.

25. Нехай f1(x), f2(x), . . . , fk(x) – многочлени з кiльця P [x] над полем
P степенiв n1, n2, . . . , nk вiдповiдно. Довести, що данi многочлени
f1(x), f2(x), . . . , fk(x) є лiнiйно залежними у векторному просторi P [x]
над полем P , коли n1 + n2 + · · ·+ nk <

k(k−1)
2 .
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§ 1.3 Коренi многочлена. Розклад многочлена
за степенями двочлена x− a

Лiтература: [2] стор. 231 – 235, 247 – 249; [3] стор. 481 – 482.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 є многочленом з кiльця
P [x] над полем P .

Розрiзняють функцiональне i алгебраїчне тлумачення кореня многочле-
на.

Елемент a поля P називають коренем многочлена f(x) з кiльця P [x],
якщо f(a) = 0 (функцiональне тлумачення).

Елемент a поля P називають коренем многочлена f(x) з кiльця P [x],
якщо f(x) дiлиться на g(x) = x− a ( алгебраїчне тлумачення).

На пiдставi теореми Безу про те, що остача вiд дiлення многочлена
f(x) з кiльця P [x] на двочлен g(x) = x − a з цього кiльця дорiвнює зна-
ченню многочлена при x = a, тобто f(a), наведенi два означення кореня
многочлена є рiвносильними над будь-яким полем.

Друге означення узагальнюється так:
Елемент a поля P називають k-кратним коренем многочлена f(x) з

кiльця P [x](або коренем кратностi k), якщо f(x) дiлиться на (x− a)k i не
дiлиться на (x−a)k+1. Коренi кратностi 1 називають простими, а у випадку
k > 1 – k-кратними.

Подання многочлена f(x) з кiльця P [x] у виглядi

f(x) = cn(x− a)n + cn−1(x− a)n−1 + · · ·+ c1(x− a) + c0,

де cn, . . . , c1, c0 ∈ P , називається розкладом многочлена за степенями дво-
члена x − a. Коефiцiєнти розкладу cn, . . . , c1, c0 можна знайти шляхом по-
слiдовного дiлення f(x) на x− a, потiм знайденої частки на x− a i т.д. При
такому дiленнi зручно застосовувати вiдому схему Горнера.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Многочлен f(x) = x3 +x2−2 з кiльця Z5[x] дiлиться на двочлен x−2.
Чому дорiвнює f(2)?

2. Якою є остача при дiленнi многочлена f(x) = (x− 2)100 + (x− 1)50− 1
на g(x) = x2 − 3x+ 2 у кiльцi Z[x]?
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3. Знайти значення многочлена f(x) = 2x3 + 2x2 + 3x− 4 з кiльця Z5[x]
для x ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Якi з елементiв поля Z5 є коренями цього мно-
гочлена?

4. Чи рiвносильнi алгебраїчне i функцiональне поняття кореня многочле-
на над довiльною областю цiлiсностi?

5. Вiдомо, що многочлен третього степеня f(x) має своїми коренями чи-
сла 1 + i, 2− i та 3i. Крiм того, f(0) = −2i. Знайти цей многочлен.

6. Записати зведений многочлен шостого степеня, який має двократний
корiнь 3 та чотирикратний корiнь – число 5.

7. Вiдомо, що число 3 є коренем кратностi 5 для зведеного многочлена
шостого степеня f(x) з кiльця Z[x]. Що можна сказати про розклад
даного многочлена за степенями x− 3?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Знайти всi коренi многочлена:
а) f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 1 у кiльцi Z3[x];
б) f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 1 у кiльцi Z5[x];
в) f(x) = x5 − 5x4 + x3 − 2x2 + x− 3 у кiльцi Z7[x];
г) f(x) = xp − x в кiльцi Zp[x] для простого числа p.

9. Знайти за схемою Горнера частку i остачу вiд дiлення многочлена:
а) f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 + 12x− 7 на g(x) = x− 4 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = 2x5 − x4 + 3x2 + 4x на g(x) = x− 3 у кiльцi Z5[x];
в) f(x) = x4 − 3

√
3x3 + (−11 +

√
3)x2 + (2 +

√
3)x−

√
3 на

g(x) = x+
√

3 у кiльцi R[x];
г) f(x) = x5 + (1− i)x4 − (1 + 3i)x3 − 2ix2 + (1 + i)x− 2 на

g(x) = x+ 2 + i у кiльцi C[x].

10. Остачi вiд дiлення многочлена f(x) з кiльця Z[x] на g1(x) = x + 1
i g2(x) = x − 3 вiдповiдно дорiвнюють −1 та 3. Знайти остачу вiд
дiлення цього многочлена на g(x) = (x− 3)(x+ 1).

11. Остачi вiд дiлення многочлена f(x) з кiльця Z5[x] на g1(x) = x + 1,
g2(x) = x − 2 i g3(x) = x + 2 вiдповiдно дорiвнюють 1, 2 та 4. Знайти
остачу вiд дiлення цього многочлена на g(x) = x3 + x2 − 4x+ 1.

12. Многочлен f(x) з кiльця C[x] дiлиться на g1(x) = x+ i, при дiленнi на
g2(x) = x− 3i отримуємо остачу 1− 2i, а при дiленнi на g3(x) = x+ 3i
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– остачу 4. Знайти остачу вiд дiлення цього многочлена на g1(x) =
(x+ i)(x+ 3i)(x− 3i).

13. Визначити цiлi числа a i b так, щоб у кiльцi Z[x] многочлен:
а) f(x) = x5 − ax2 − ax+ 1 дiлився на g(x) = (x+ 1)2 ;
б) f(x) = axn+1 + bxn + 1 дiлився на g(x) = (x− 1)2 ;
в) f(x) = x5 + ax4 + 4x3 − bx2 + 2x− 5 дiлився на g(x) = (x+ 1)3 ;
г) f(x) = x5 + ax4 + x3 − bx2 + 2x+ 1 дiлився на g(x) = (x+ 1)3 .

14. Розкласти многочлен f(x) за степенями двочлена g(x) = x− a, якщо:
а) f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 − 10x+ 16 i a = 2;
б) f(x) = x4 − 3x3 + 2x2 − 4x+ 2 i a = 3;
в) f(x) = x6 − 2x4 + 3x2 − 1 i a = − 1

2 ;
г) f(x) = x5 − (1 + i)x4 + 2ix3 + (1− 2i)x2 − 4x+ 6 i a = i.

15. Записати в канонiчному видi многочлен:
а) f(x) = (x− 2)6 − 5(x− 2)3 + 3(x− 2)2 + 2 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = (x+ 4)5 − (x+ 4)4 + (x+ 4)3 + (x+ 4)2 − (x+ 4)− 1

у кiльцi Z5[x];
в) f(x) = (x−

√
2)4 + 3(x−

√
2)3 + (x−

√
2)2 − x у кiльцi R[x];

г) f(x) = (x+ 3i)5 + 2(x+ 3i)4 − (x+ 3i)2 − 6(x+ 3i) + 5− 3i
у кiльцi C[x].

16. Знайти кратнiсть кореня x1 многочлена f(x), якщо:
а) f(x) = 3x5 + 2x4 + x3 − 10x− 8 i x1 = −1;
б) f(x) = 2x4 − 7x3 + 9x2 − 5x+ 1 i x1 = 1;
в) f(x) = x5 − 5x4 + 40x2 − 80x+ 48 i x1 = 2;
г) f(x) = x5 − x4 + x3 + 3x2 − x− 3 з кiльця Z5[x] i x1 = 3.

17. Розкласти многочлен:
а) f(x) = x4 − 2x3 + 3x2 − 5x+ 1 за степенями двочлена

g(x) = x2 + 1 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = 3x6 + 2x5 − x4 − x3 + 2x2 + 2x+ 4 за степенями

двочлена g(x) = x2 + 4 у кiльцi Z5[x];
в) f(x) =

√
2x5 − 5x4 + (5 +

√
2)x3 − 2

√
2x2 + (5 + 2

√
2)x− 1 за

степенями двочлена g(x) = x2 +
√

2 у кiльцi R[x];
г) f(x) = x5 − 3ix3 − 4x2 + 5ix− 1 за степенями двочлена

g(x) = x2 − i у кiльцi C[x].

18. Нехай f(x) – многочлен з кiльця Z[x] такий, що для трьох рiзних
цiлих чисел m,n i k виконується рiвнiсть f(m) = f(n) = f(k) = −1.
Встановити, чи має даний многочлен хоча б один цiлий корiнь.
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Задачi на доведення

19. Довести, що для кожного натурального числа n многочлен:
а) f(x) = xn − an дiлиться на g(x) = x− a у кiльцi K[x] над

областю цiлiсностi K;
б) f(x) = xn + an дiлиться на g(x) = x+ a у кiльцi Z2[x];
в) f(x) = x2n − a2n дiлиться на g(x) = x+ a у кiльцi K[x] над

областю цiлiсностi K;
г) f(x) = (cosα− x sinα)n − cosnα+ x sinnα дiлиться на

g1(x) = x+ i та g2(x) = x− i у кiльцi C[x] для всiх α ∈ R.

20. Довести, що для кожного непарного натурального числа n многочлен:
а) f(x) = (x+ a)n − xn − an дiлиться на g(x) = x+ a у кiльцi K[x]

над областю цiлiсностi K;
б) f(x) = (x+ a+ b)n − xn − an − bn дiлиться на g1(x) = x+ a i

g2(x) = x+ b у кiльцi R[x];
в) f(x) = (x− a)n + (a− b)n + (b− x)n дiлиться на g1(x) = x− a i

g2(x) = x− b у кiльцi R[x];
г) f(x) = xn + an дiлиться на g(x) = x+ a у кiльцi R[x].

21. Довести, що многочлен:
а) f(x) = x2004 − x− 2 не дiлиться на g(x) = x2 − 1 у кiльцi R[x];
б) f(x) = (x− 2)2004 − (x− 4)2002 не дiлиться на g(x) = x2 − 5x+ 6

у кiльцi R[x].

22. Довести, що для кожного складеного натурального числа m в кiльцi
Zm[x] iснують многочлени f(x) та g(x) такi, що f(x) не дiлиться з
остачею на g(x) .

Творчi задачi

23. На якi многочлени першого та другого степеня з кiльця Z6[x] можна
виконати дiлення з остачею кожного многочлена цього кiльця?

Задачi з олiмпiад

24. Многочлен f(x) з кiльця Z[x] приймає значення 2 при чотирьох рiзних
цiлих значеннях змiнної x. Довести, що для довiльного m ∈ Z число
f(m) не може дорiвнювати жодному з чисел 1, 3, 5, 7, 9.
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§ 1.4 Найбiльший спiльний дiльник i найменше
спiльне кратне многочленiв

Лiтература: [2] стор. 238 – 243; [3] стор. 470 – 471.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(x) та g(x) – многочлени з кiльця P [x] над полем P . Якщо f(x)
i g(x) дiляться на многочлен d(x) з кiльця P [x], то його називають їхнiм
спiльним дiльником. Спiльний дiльник многочленiв f(x) i g(x), який дiли-
ться на кожний їхнiй спiльний дiльник, називають найбiльшим спiльним
дiльником многочленiв f(x) i g(x).

Найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) i g(x) визначається
однозначно з точнiстю до множника з поля P , а той з них, який має стар-
ший коефiцiєнт, рiвний одиницi, позначають через (f, g). Для будь-яких
многочленiв f(x) i g(x) з кiльця P [x], з яких хоча б один вiдмiнний вiд 0,
найбiльший спiльний дiльник iснує i дорiвнює останнiй вiдмiннiй вiд нуля
остачi в алгоритмi Евклiда.

Найбiльший спiльний дiльник d(x) многочленiв f(x) i g(x) з кiльця P [x]
завжди можна подати у виглядi

d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x),

де u(x) i v(x) – деякi многочлени з кiльця P [x]. Таке подання НСД много-
членiв f(x) i g(x) називають лiнiйним.

Спiльним кратним многочленiв f(x) i g(x) з кiльця P [x] називають
многочлен s(x) ∈ P [x], який дiлиться на f(x) i g(x). Спiльне кратне, на яке
дiлиться кожне спiльне кратне цих многочленiв, називають їх найменшим
спiльним кратним. Найменше спiльне кратне многочленiв f(x) i g(x) ви-
значається однозначно з точнiстю до множника з поля P , а те з них, яке
має старший коефiцiєнт, рiвний одиницi, позначають через [f, g].

Для будь-яких ненульових многочленiв f(x) i g(x) з кiльця P [x] най-
менше спiльне кратне iснує i визначається за формулою f(x)g(x)

(f,g) .
Аналогiчно визначаються поняття НСД i НСК кiлькох многочленiв з

кiльця P [x] та многочленiв з кiльця K[x] над довiльною областю цiлiсностi
K.

Многочлени f(x) та g(x) з кiльця P [x] називають взаємно простими,
якщо вони не мають спiльних дiльникiв, вiдмiнних вiд елементiв поля P ,
тобто (f, g) = 1. Це означає, що многочлени f(x) та g(x) з кiльця P [x] є
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взаємно простими тодi i тiльки тодi, коли iснують многочлени u(x) i v(x) з
кiльця P [x] такi, що f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1.

Для будь-яких ненульових многочленiв f(x), g(x) i h(x) з кiльця P [x]
мають мiсце властивостi:
1. (f(x), g(x)) = 1 ∧ (f(x), h(x)) = 1 −→ (f(x), g(x)h(x)) = 1;

2. (f(x)g(x))
...h(x) ∧ (f(x), h(x)) = 1 −→ g(x)

...h(x);

3. f(x)
...g(x) ∧ f(x)

...h(x) ∧ (g(x), h(x)) = 1 −→ f(x)
...(g(x)h(x)).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Вiдомо, що найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) та g(x) з
кiльця P [x] над полем P дорiвнює d(x). Чому дорiвнює найбiльший
спiльний дiльник многочленiв αf(x) та βg(x), якщо α, β ∈ P ?

2. Який зв’язок iснує мiж найбiльшим спiльним дiльником многочленiв
f(x) i g(x) та найбiльшим спiльним дiльником многочленiв:
а) f(x) + g(x) та f(x);
б) f(x) + g(x) та f(x)− g(x) у кiльцi P [x] над полем P ?

3. Перевiрити, що взаємно простими є такi многочлени:
а) f(x) = 3x5 − 4x3 + 2x2 + 2 i

g(x) = 3x5 − 4x3 + 2x2 у кiльцi Q[x];
б) f(x) = x4 − x2 + x− 1 i g(x) = x2 − x+ 1 у кiльцi Q[x];
в) f(x) = x3 + x2 − x+ 1 i g(x) = 3x3 + 3x2 + 3 у кiльцi R[x];
г) f(x) = x4 − 4x3 + 1 i g(x) = x3 − 3x2 + 1 у кiльцi Z5[x].

4. Скiльки многочленiв можуть бути найбiльшим спiльним дiльником
многочленiв f(x) та g(x) в кiльцi:
а) Z[x]; б) Z2[x]; в) Z5[x]; г) R[x]?

5. Скiльки многочленiв можуть бути найменшим спiльним кратним мно-
гочленiв f(x) та g(x) в кiльцi:
а) Z[x]; б) Z2[x]; в) Z5[x]; г) R[x]?

6. Показати, що в кiльцi (2Z)[x] iснують многочлени, якi не дiляться на
жодний многочлен з цього кiльця. Навести приклад двох многочленiв
з кiльця (2Z)[x], якi не мають найбiльшого спiльного дiльника.

7. Чи для будь-яких многочленiв f(x) та g(x) з кiльця Z[x] iснує їх
найбiльший спiльний дiльник?

8. Чи можна застосувати алгоритм Евклiда для знаходження найбiльшо-
го спiльного дiльника многочленiв f(x) та g(x) з кiльця Z[x]?
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Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. За допомогою алгоритму Евклiда знайти найбiльший спiльний дiльник
таких многочленiв:
а) f(x) = x4 + x3 − 4x+ 2 i g(x) = x2 − x+ 1 у кiльцi Q[x];
б) f(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 i g(x) = 4x3 + 3x2 + 2x+ 1

у кiльцi Z[x];
в) f(x) = x4 + 7x3 + 19x2 + 23x+ 10 i

g(x) = x4 + 7x3 + 18x2 + 22x+ 12 у кiльцi Q[x];
г) f(x) = 2x4 + x3 + 3x2 + x+ 1 i g(x) = x3 − x− 1

у кiльцi Z5[x].

10. Знайти лiнiйне подання найбiльшого спiльного дiльника таких много-
членiв за допомогою алгоритму Евклiда:
а) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2 i g(x) = x2 − x+ 1 у кiльцi Q[x];
б) f(x) = 4x4 − 2x3 − 16x2 + 5x+ 9 i g(x) = 2x3 − x2 − 5x+ 4

у кiльцi R[x];
в) f(x) = x5 + x3 + x+ 1 i g(x) = x4 − 1 у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = x5 + x4 + 3x3 + 2x+ 3 i g(x) = x3 + 3x+ 1

у кiльцi Z5[x].

11. Знайти методом невизначених коефiцiєнтiв лiнiйне подання найбiль-
шого спiльного дiльника таких многочленiв:
а) f(x) = 3x3 − 2x2 + x+ 2 i g(x) = x2 − x+ 1 у кiльцi Q[x];
б) f(x) = x3 + 2 i g(x) = x3 + x+ 1 у кiльцi Z[x];
в) f(x) = x3 + 3 i g(x) = x3 + 2x+ 3 у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = x3 − 2ix2 − ix− 1− i i g(x) = ix2 − 2x+ 3i

у кiльцi C[x].

12. Знайти лiнiйне подання многочлена h(x) через многочлени f(x) i
g(x), якщо:
а) h(x) = x− 2, f(x) = x3 + 2 i g(x) = x3 + x− 1 у кiльцi Q[x];
б) h(x) = 2x− 1, f(x) = x3 i g(x) = (x− 1)2 у кiльцi Q[x];
в) h(x) = 4x4 − 3x3 − x2, f(x) = x3 − 1 i g(x) = x2 + 4 кiльцi Z5[x];
г) h(x) = x2 + (1 + i)x+ i, f(x) = (x2 + 1)2 i g(x) = x+ i у кiльцi C[x].

13. Знайти найменше спiльне кратне таких многочленiв:
а) f(x) = x6 + 1 i g(x) = x6 − 1 у кiльцi Z[x];
б) f(x) = x2 − x+ 2 i g(x) = x− i у кiльцi C[x];
в) f(x) = x3 + 3x2 + 2x+ 1 i g(x) = x3 + 3x2 + x+ 3

у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = x5 − 2x4 + 3x3 − 2x2 + 4x− 6 i

g(x) = x3 − x2 − 2x+ 3 у кiльцi Z[x].
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14. Знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне таких
многочленiв:
а) f(x) = x4 − 1, g(x) = x2 − 3ix− 2 i h(x) = x2 − 2ix− 1

у кiльцi C[x];
б) f(x) = x3 − x2 + x− 1, g(x) = x3 − (1 + 2i)x2 + (2i− 1)x+ 1

i h(x) = x2 − (1 + i)x+ i у кiльцi C[x].

Задачi на доведення

15. Довести, що коли d(x) є найбiльшим спiльним дiльником многочленiв
f(x) та g(x) з кiльця P [x] над полем P i поле P1 є розширенням поля
P , то d(x) є найбiльшим спiльним дiльником многочленiв f(x) та g(x)
в кiльцi P1[x].

16. Довести, що коли d(x) є спiльним дiльником многочленiв
f1(x), f2(x), . . . , fk(x) з кiльця P [x] над полем P i d(x) =
u1(x)f1(x) + u2(x)f2(x) + · · · + uk(x)fk(x) для деяких многочленiв
u1(x), u2(x), . . . , uk(x) з кiльця P [x], то d(x) є найбiльшим спiльним
дiльником даних многочленiв.

17. Довести, що найбiльший спiльний дiльник многочленiв
f1(x), f2(x), . . . , fk(x) з кiльця P [x] над полем P є їх спiльним
дiльником найбiльшого степеня.

18. Довести, що кожний спiльний дiльник найбiльшого степеня многочле-
нiв f1(x), f2(x), . . . , fk(x) з кiльця P [x] над полем P є їх найбiльшим
спiльним дiльником.

19. Довести, що коли d(x) є найбiльшим спiльним дiльником многочленiв
f(x) та g(x) з кiльця P [x] над полем P , то iснує його єдине лiнiйне
подання d(x) = f(x)u(x) + g(x)v(x) таке, що deg u(x) < deg g(x) i
deg v(x) < deg f(x).

20. Нехай многочлен h(x) дiлиться на найбiльший спiльний дiльник d(x)
многочленiв f(x) та g(x) з кiльця P [x] над полем P i deg h(x) <
deg f(x) + deg g(x). Довести, що в кiльцi P [x] iснує подання h(x) =
f(x)u(x)+g(x)v(x) таке, що deg u(x) < deg g(x) i deg v(x) < deg f(x).

Творчi задачi

21. Як пов’язанi мiж собою питання про iснування найбiльшого спiльного
дiльника та найменшого спiльного кратного многочленiв f(x) та g(x)
в кiльцi K[x] над областю цiлiсностi K?



25

22. Вивчити питання про iснування найбiльшого спiльного дiльника d(x)
многочленiв f(x) та g(x) з кiльця (mZ)[x].

23. Нехай f(x) та g(x) — многочлени над полем P , a, b, c, d ∈ P i s(x) =
af(x) + bg(x) та t(x) = cf(x) + dg(x). Знайти всi a, b, c, d при яких
виконується рiвнiсть (f(x), g(x)) = (s(x), t(x)).

24. Для заданих многочленiв h(x), f(x) i g(x) з кiльця P [x] над полем
P описати можливiсть iснування многочленiв u(x) та v(x) таких, що
h(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x), та знайти всi такi многочлени.

Задачi з олiмпiад

25. Розв’язати рiвняння u(x)f(x) + v(x)g(x) + w(x)h(x) = s(x), якщо
f(x) = x4 + 2x2 + 1, g(x) = x3 − x2 + x− 1, h(x) = x2 + (1 + i)x+ i
та s(x) = x2 − (1− i)x− i
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§ 1.5 Iдеали кiльця многочленiв над областю
цiлiсностi

Лiтература: [2] стор. 230 – 231, 236 – 238; [3] стор. 469 – 470.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай K[x] є кiльцем многочленiв над областю цiлiсностi K.
Пiдмножина I кiльця є iдеалом цього кiльця, якщо:
1. I є пiдкiльцем K[x] кiльця;
2. I ·K[x] ⊂ I.

Многочлени f(x), g(x) ∈ K[x] називають конгруентними за iдеалом I кiль-
ця K[x], якщо f(x)−g(x) ∈ I. Вiдношення конгруентностi за iдеалом I є вiд-
ношенням еквiвалентностi на множинi K[x]. Вiдповiдне йому фактор-кiльце
позначають через K[x]/I, а його елементи називають класами лишкiв кiль-
ця K[x] за iдеалом I. Кожен елемент фактор-кiльця має вид f(x) + I, де
f(x) ∈ K[x]. Елементи фактор-кiльця f(x)+I та g(x)+I, вiдмiннi вiд iдеала
I, називають дiльниками нуля, якщо (f(x) + I)(g(x) + I) = I.

Сумою iдеалiв I1 та I2 кiльця K[x] називають множину

I1 + I2 = {f(x) + g(x)|f(x) ∈ I1 ∧ g(x) ∈ I2}.

Сума iдеалiв I1 та I2 кiльця K[x] є iдеалом цього кiльця.
Iдеал I кiльця K[x] називають головним, якщо iснує многочлен f(x)

в K[x] такий, що I = {g(x)|g(x)дiлиться наf(x)}. Його позначають I =
(f(x)).

Кiльце K[x] називають кiльцем головних iдеалiв, якщо всi його iдеали
є головними.

Кiльце K[x] називають евклiдовим кiльцем, якщо iснує вiдображення
ϕ : K[x] \ {0} −→ N ∪ {0} таке, що для будь-яких многочленiв f(x) та
g(x) 6= 0 з кiльця K[x] iснують многочлени s(x) i r(x) в K[x], для яких
виконуються умови:

1. f(x) = g(x)s(x) + r(x);
2. r(x) = 0 або ϕ(r) < ϕ(g).

Кожне евклiдове кiльце є кiльцем головних iдеалiв.
Кiльце P [x] многочленiв над полем P є евклiдовим.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є iдеалом в кiльцi Z[x] множина I всiх многочленiв, у яких вiльний
член є: а) непарним числом; б) парним числом?



27

2. Який найменший iдеал в кiльцi Z[x] мiстить:
а) многочлен f(x) = x; б) многочлени f(x) = x i g(x) = x+ 1?

3. Описати фактор-кiльце: а) Z[x]/(x); б) Z[x]/(x, 2)?

4. Перевiрити, який з даних многочленiв:
а) f(x) = −2x5 + 3x3 + x+ 1; в) f(x) = x4 + x3 − x2 + x+ 1;
б) f(x) = 3x4 − x3 + 2x2 + x+ 1; г) f(x) = x5 + 3x3 − x2 − 2x+ 2

належить класу лишкiв x3 + x2 + x + (x2 − 1) з фактор-кiльця
Z[x]/(x2 − 1).

5. Якi з наступних елементiв фактор-кiльця C[x]/(x2 + 1) дорiвнюють
нулю:
а) x4 + 2x2 + 1 + (x2 + 1); в) −2ix2 − 2i+ (x2 + 1);
б) x3 + (1− i)x2 − 4x− 4 + i+ (x2 + 1); г) ix+ 1 + (x2 + 1)?

6. Чи є дiльники нуля у фактор-кiльцi:
а) Z[x]/(x3 − 1); в) R[x]/(x3 − 2);
б) Z[x]/(x2 − 2); г) R[x]/(x2 + 2) ?

Якщо дiльники нуля є, то навести приклад.

7. Чи є евклiдовим кiльце: а) Z[x]; б) Zp[x]; в) (Q[
√

2])[x];
г) K[x], якщо K є евклiдовим кiльцем?

8. Яке з тверджень є iстинним:
а) якщо K є кiльцем головних iдеалiв, то K[x] також є кiльцем

головних iдеалiв;
б) якщо K є областю цiлiсностi i K[x] є кiльцем головних

iдеалiв, то K є кiльцем головних iдеалiв;
в) якщо K[x] є евклiдовим кiльцем, то K є евклiдовим кiльцем;
г) якщо K є полем, то K[x] є полем?

9. Чи є полем кiльце: а) Q[x]/(x2 − 4); б) Q[x]/(x2 − 3)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Знайти iдеал (x) + (3) кiльця Z[x] та фактор-кiльце Z[x]/((x) + (3)).

11. Знайти найменший iдеал кiльця Z[x], який мiстить многочлени:
а) f(x) = x4 − 1 i g(x) = x4 + 3x2 + 2;
б) f(x) = x4 − 1 i g(x) = x3 − 3x2 + 2;
в) f(x) = x− 1, g(x) = x+ 2 i h(x) = x+ 1;
г) f(x) = x2 − 1, g(x) = x2 + 3x+ 2 i h(x) = x+ 1.
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12. У сумiжному класi x6+x5−2x4+x3+3x2−1+(x4+1) з фактор-кiльця
R[x]/(x4 + 1) знайти кiлька представникiв, степiнь яких не перевищує
числа: а) 5; б) 4; в) 3; г) 2.

13. У фактор-кiльцi R[x]/(x+ 1) знайти клас, обернений до класу з пред-
ставником:
а) f(x) = x2−1; б) f(x) = 2x−1; в) f(x) = x3−1; г) f(x) = x2+2.

14. У фактор-кiльцi C[x]/(x2 + i) знайти клас, обернений до класу з пред-
ставником:
а) f(x) = x2 + 1; в) f(x) = x+ 1;
б) f(x) = x2 + 2ix− 1; г) f(x) = 3ix.

15. Перевiрити, чи є iзоморфними фактор-кiльця:
а) Z[x]/(x2−3) i Z[x]/(x2−2); б)Z[x]/(x2−1) i Z[x]/(x4−1)?

Задачi на доведення

16. Довести, що множина всiх спiльних кратних многочленiв g(x) i h(x)
з кiльця P [x] над полем P є головним iдеалом. Яким многочленом
породжується цей iдеал?

17. Довести, що в кожному класi лишкiв фактор-кiльця R[x]/(x) мiститься
тiльки одне дiйсне число.

18. Iдеал I областi цiлiсностi K називають простим, якщо фактор-кiльце
K/I є областю цiлiсностi. Довести, що iдеал (x) кiльця Z[x] є простим.
Чи є простим в кiльцi Z[x] iдеал (x3 − 1)?

19. Довести, що iдеал (x) + (3) в кiльцi Z[x] є максимальним, тобто, що
кожний iдеал I такий, що (x) + (3) ⊂ I ⊂ Z[x], спiвпадає з кiльцем
Z[x] або (x) + (3).

20. Довести, що iдеал (x) кiльця Z[x] не є максимальним.

21. Нехай I — нетривiальний iдеал областi цiлiсностi Z[x]. Довести, що
Z[x]/I є областю цiлiсностi тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

(∀f(x), g(x) ∈ Z[x])(f(x) · g(x) ∈ I → f(x) ∈ I ∨ g(x) ∈ I).

22. Нехай P – деяке числове поле i f(x) ∈ P [x]. Довести, що многочлени
g(x) i h(x) належать одному i тому ж сумiжному класу кiльця P [x]
за iдеалом (f(x)) тодi i тiльки тодi, коли їх остачi вiд дiлення на
многочлен f(x) однаковi.
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23. Довести, що фактор-кiльце R[x]/(x2 + x+ 1) є полем. Знайти в цьому
полi обернений елемент до класу лишкiв:
а) x− 1 + (x2 + x+ 1); б) x6 − 1 + (x2 + x+ 1).

24. Довести, що будь-який ненульовий елемент g(x) + (f(x)) фактор-
кiльця P [x]/(f(x)) многочленiв над полем P є дiльником нуля або
оборотним.

25. Довести, що наступнi кiльця iзоморфнi:
а) Z[x]/(x) i Z; г) R[x]/(x− 3) i R;
б) Q[x]/(x+ 1) i Q; д) R[x]/(x2 + 1) i C;
в) Q[x]/(x2 − 3) i Q[

√
3]; а) Z[x]/(5) i Z5.

26. Довести, що всi iдеали кiльця P [x] над полем P є головними.

27. Довести, що будь-якi два ненульовi многочлени ненульового iдеала I
кiльця P [x] над полем P є асоцiйованими.

28. Довести, що коли область цiлiсностi K не є полем, то кiльце K[x] не
є кiльцем головних iдеалiв.

Творчi задачi

29. Знайти фактор-кiльце Z[x]/((x) + (5)) i встановити його властивостi.

30. Встановити, при яких цiлих числах m iдеал (x,m) кiльця Z[x] є го-
ловним.

31. Знайти необхiдну i достатню умову, при якiй ненульовий елемент
g(x) + (f(x)) фактор-кiльця P [x]/(f(x)) многочленiв над полем P є
оборотним елементом.

32. Встановити, чи iснують елементи a i b з кiльця Z2 такi, що фактор-
кiльця Z2[x]/(x2 + ax+ b) i Z2[x]/(x+ 1) є iзоморфними мiж собою.

Задачi з олiмпiад

33. Встановити, чи iснує в кiльцi Z[x] iдеал I, вiдмiнний вiд iдеалiв (x)
та (x2) i такий, що (x2) ⊂ I ⊂ (x).

34. Знайти фактор-кiльце (2Z)[x]/((2x) + (6)) i встановити його властиво-
стi.
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§ 1.6 Незвiднi многочлени над полем. Розклад
многочленiв на незвiднi множники

Лiтература: [2] стор. 243 – 247; [3] стор. 471 – 474.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(x) є многочленом над деяким полем P .
Многочлен f(x) називають незвiдним у кiльцi P [x] (або над полем P ),

якщо його степiнь не менший 1 i дiльниками є тiльки ненульовi елементи
поля P та многочлени c · f(x), де c ∈ P \ {0}.

Многочлен f(x) називають звiдним у кiльцi P [x] (або над полем P ),
якщо його степiнь не менший 1 i в кiльцi P [x] iснують такi многочлени
g(x), s(x), що f(x) = g(x) · s(x), deg g(x) > 1, deg s(x) > 1.

Незвiднi над полем P многочлени мають такi властивостi:
1. многочлен першого степеня над будь-яким полем P є незвiдним

у кiльцi P [x];
2. якщо p(x) є незвiдним у кiльцi P [x], то для кожного c ∈ P \ {0}

многочлен c · p(x) є незвiдним у P [x];
3. якщо многочлен p(x) є незвiдним над полем P , то для будь-якого

многочлена f(x) з кiльця P [x] виконується одне з двох: f(x) дiлиться
на p(x) або f(x) i p(x) є взаємно простими;

4. якщо незвiдний над полем P многочлен p(x) дiлиться на незвiдний
многочлен q(x) з кiльця P [x], то цi многочлени вiдрiзняються
тiльки сталим множником з поля P .

Будь-який многочлен ненульового степеня з кiльця P [x] є незвiдним над
полем P або його можна подати у виглядi добутку

f(x) = p1(x) · p2(x) · · · pk(x)

незвiдних многочленiв p1(x), p2(x), . . . , pk(x) над полем P , причому такий
розклад єдиний з точнiстю до сталих множникiв i порядку запису спiвмно-
жникiв у добутку.

Запис многочлена у виглядi добутку

f(x) = [p1(x)]k1 · [p2(x)]k2 · · · [pm(x)]km ,

де p1(x), p2(x), . . . , pm(x) – попарно взаємно простi i незвiднi над полем P
многочлени, називають канонiчним розкладом многочлена f(x) над полем
P .
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Канонiчний розклад для будь-якого многочлена ненульового степеня
f(x) з кiльця P [x] iснує i єдиний з точнiстю до сталих множникiв i по-
рядку запису спiвмножникiв у добутку.

Число всiх можливих коренiв многочлена f(x) над полем P , враховуючи
навiть кратнiсть кожного з них, не перевищує його степеня.

Теорема Кронекера. Для будь-якого многочлена ненульового степеня
f(x) над полем P iснує таке розширення L поля P , в якому f(x) має
корiнь.

З цiєї теореми випливає, що для будь-якого многочлена ненульового
степеня f(x) над полем P iснує таке розширення L поля P , в якому f(x)
розкладається на лiнiйнi множники.

Поле L, в якому многочлен f(x) розкладається на лiнiйнi множники,
називають полем розкладу цього многочлена.

Якщо α1, α2, . . . , αn є коренями многочлена

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

над полем P (якi можуть не належати P ), то мають мiсце формули Вiєта:
α1 + α2 + · · ·+ αn = −an−1

an
;

α1α2 + α1α3 + · · ·+ αn−1αn = an−2
an

;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1α2 · · ·αn = (−1)n a0

an
.

Якщо знайдено канонiчнi розклади многочленiв f(x) i g(x) над полем P ,
то їх НСД дорiвнює добутку всiх незвiдних множникiв, якi входять у обидва
розклади у найменшому степенi, а НСК дорiвнює добутку всiх незвiдних
множникiв, якi входять у обидва розклади у найбiльшому степенi. Якщо
спiльних незвiдних множникiв у многочленiв f(x) i g(x) немає, то вони є
взаємно простими.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Навести приклад звiдного многочлена четвертого степеня у кiльцi
R[x], який не має дiйсних коренiв.

2. У кiльцi Z5[x] виконуються рiвностi:

(x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 = (2x− 3)(3x− 2) = (4x+ 4)2.

Чи не суперечать вони теоремi про єдинiсть розкладу многочлена на
незвiднi множники у кiльцi Z5[x]?

3. Навести приклад незвiдного многочлена другого степеня у кiльцi:
а) Z[x]; б) Z5[x]; в) Q[x]; г) C[x].



32 Роздiл 1. Многочлени вiд однiєї змiнної

4. Перевiрити звiднiсть многочлена f(x) = x2 + x + 1 у кiльцях Z2[x] i
Z3[x].

5. Нехай F є пiдполем поля P . Перевiрити, яке з наступних тверджень
є вiрним для будь-якого многочлена f(x) з кiльця F [x]:
а) якщо f(x) є звiдним у кiльцi F [x], то вiн є звiдним у P ;
б) якщо f(x) є звiдним у кiльцi P [x], то вiн є звiдним у F [x];
в) якщо f(x) є незвiдним у кiльцi F [x], то вiн є незвiдним у P [x];
г) якщо f(x) є незвiдним у кiльцi P [x], то вiн є незвiдним у F [x];

6. Яке з наступних тверджень є вiрним для будь-якого многочлена f(x)
з кiльця Q[x]:
а) якщо f(x) має рацiональний корiнь, то вiн звiдний у Q[x];
б) якщо f(x) звiдний у Q[x], то вiн має рацiональний корiнь;
в) якщо f(x) звiдний у Q[x] i degf(x) = 2, то вiн має корiнь у Q;
г) якщо f(x) звiдний у Q[x] i degf(x) = 4, то вiн має корiнь у Q?

7. Яким є поле розкладу многочлена:
а) f(x) = x2 + 3x+ 2; в) f(x) = x2 + 2x+ 3;
б) f(x) = x2 − 3x− 2; г) f(x) = x2 + 3x− 2 з кiльця Z5[x]?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Записати всi звiднi многочлени не вище другого степеня з кiльця
Z3[x].

9. Знайти всi незвiднi многочлени степеня:
а) 2 у кiльцi Z2[x]; г) 5 у кiльцi Z2[x];
б) 3 у кiльцi Z2[x]; д) 2 у кiльцi Z3[x];
в) 4 у кiльцi Z2[x]; е) 3 у кiльцi Z3[x].

10. Дослiдити на звiднiсть многочлен:
а) f(x) = x2 − x+ 1 у кiльцi Q[x];
б) f(x) = x4 + 1 у кiльцi R[x];
в) f(x) = 2x3 − 3x2 + 4x+ 1 у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = xn + 1 у кiльцi C[x] для будь-якого n ∈ N.

11. Дослiдити, чи є звiдним многочлен f(x) = x4 + 2x2 + 4 над полями:
а) Z5; б) Q; в) R; г) C.

12. Розкласти на незвiднi множники многочлен:
а) f(x) = x4 − 2x3 − 27x2 − 44x+ 7 у кiльцi Q[x];
б) f(x) = (x+ 2)(x+ 4)(x+ 6)(x+ 8) + 16 у кiльцi Q[x];
в) f(x) = x4 − 10x2 + 169 у кiльцi R[x];
г) f(x) = x4 − 5x3 − 8x2 + 19x− 3 у кiльцi R[x].
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13. Знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне
многочленiв:
а) f(x) = (x4 − 4)(x2 − 2) i g(x) = x(x2 + 2)2(x3 − 1)

у кiльцi Q[x];
б) f(x) = (x2 − 3x+ 2)2(x+ i) i g(x) = x5 − 2x3 + 2x2 − 3x+ 2

у кiльцi C[x];
в) f(x) = (x2 − 2x+ 3)2(x2 + 4) i g(x) = (x3 − 1)(x5 + x2 − 3x+ 3)

у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = x9 − 1 i g(x) = x12 − 1 у кiльцi Q[x].

Задачi на доведення

14. Довести, що многочлен другого або третього степеня з кiльця P [x]
над полем P є звiдним над полем P тодi i тiльки тодi, коли вiн має
корiнь в P .

15. Довести, що множина незвiдних многочленiв над будь-яким скiнчен-
ним полем є нескiнченною.

16. Нехай p(x) – незвiдний многочлен у кiльцi P [x] над полем P . Довести,
що фактор-кiльце P [x]/(p(x)) є полем.

17. Довести, що многочлен f(x) = x4k + x2k + 1 є звiдним над полем Q
при будь-якому k ∈ N.

18. Довести, що многочлен:
а) f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) + 1 є звiдним у кiльцi Q[x];
б) f(x) = (x2 − x+ 1)2 + x(x2 − x+ 1)− 2x2 є звiдним у кiльцi Q[x];
в) f(x) = x3 + 2x2 + x− 3 є звiдним у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = x4 + x2 + 3 є звiдним у кiльцi Z5[x].

19. Довести, що многочлен:
а) f(x) = x3 − x2 + x+ 1 є незвiдним у кiльцi Q[x];
б) f(x) = x5 − x2 + 1 є незвiдним у кiльцi Q[x];
в) f(x) = x3 + x2 + x+ 3 є незвiдним у кiльцi Z5[x];
г) f(x) = x4 + 2x+ 3 є незвiдним у кiльцi Z5[x].

20. Довести, що при довiльному простому p у кiльцi Zp[x] iснують незвiднi
многочлени будь-якого ненульового степеня.

21. Нехай K є факторiальним кiльцем (область цiлiсностi, в якiй кожний
ненульовий необоротний елемент може бути розкладеним на простi
множники, причому цей розклад єдиний з точнiстю до перестановки
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спiвмножникiв i замiни їх асоцiйованими елементами).
Довести, що у факторiальному кiльцi K:
а) простi дiльники необоротного елемента a є, з точнiстю до асоцiйо-
ваностi, тi i тiльки тi простi елементи, якi входять в його розклад на
простi множники;
б) якщо добуток a1a2 · · · an дiлиться на простий елемент p, то хоча б
один iз спiвмножникiв a1, a2, . . . , an дiлиться на p.

22. Многочлен f(x) ∈ K[x] над факторiальним кiльцем K називають при-
мiтивним, якщо всi його коефiцiєнти взаємно простi, тобто в їх роз-
кладах на простi множники немає спiльного (з точнiстю до асоцiйова-
ностi) множника ( ще по iншому: вони не дiляться нi на який необо-
ротний елемент кiльця K).
Довести, що:
а) добуток двох примiтивних многочленiв кiльця K[x] є примiтивним
многочленом;
б) кожний многочлен f(x) ∈ K[x] може бути поданий у видi f(x) =
ag(x), де a ∈ K i g(x) є примiтивним многочленом.

23. Нехай P є полем вiдношень факторiального кiльця K.
Довести, що:
а) кожний многочлен f(x) ∈ P [x] може бути поданий у видi f(x) =
ag(x), де a ∈ P i g(x) є примiтивним многочленом кiльця K[x]; б)
якщо примiтивнi многочлени f(x), g(x) ∈ K[x] асоцiйованi в кiльцi
P [x], то вони асоцiйованi в кiльцi K[x].

Творчi задачi

24. Нехай многочлен f(x) має цiлi коефiцiєнти. Довести, що iснує просте
число p таке, що многочлен f(x) можна вважати елементом кiльця
Zp[x]. Як пов’язанi звiднiсть многочлена f(x) над полем Zp iз iснува-
нням розкладу його на множники ненульового степеня у кiльцi Z[x]?

25. Нехай p i q – рiзнi простi числа, та многочлен f(x) має цiлi коефiцi-
єнти такi, що його можна вважати елементом кiлець Zp[x] i Zq[x]. Як
повязанi мiж собою звiднiсть даного многочлена над полями Zp i Zq?

26. Нехай многочлен f(x) є незвiдним над полем Z5. Чи є серед многочле-
нiв f(x), f(x+1), f(x+2), f(x+3), f(x+4) рiвнi? Вивчiть цю ситуацiю
для всiх незвiдних многочленiв першого та другого степеня.
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27. Нехай P є полем вiдношень факторiального кiльця K. Встановити:
а) чи може бути так, щоб многочлен ненульового степеня f(x) ∈ K[x]
не розкладався в добуток двох многочленiв ненульового степеня у
K[x] i був звiдним многочленом у кiльцi P [x];
б) чи є факторiальним кiльце K[x]?

Задачi з олiмпiад

28. Знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне мно-
гочленiв f(x) = xm − 1 i f(x) = xn − 1.

29. Знайти найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне мно-
гочленiв f(x) = xm + 1 i f(x) = xn + 1.

30. Многочленом дiлення круга називають добуток Φn(x) = (x− ε1)(x−
ε2) . . . (x − εk), де εi(1 6 i 6 k) – всi рiзнi можливi первiснi коренi
степеня n з одиницi. Довести, що для кожного простого числа p i всiх
дiльникiв d числа p−1 многочлени дiлення круга Φd(x) розкладаються
на лiнiйнi множники у кiльцi Zp[x].
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§ 1.7 Похiдна многочлена. Вiдокремлення кра-
тних множникiв многочлена

Лiтература: [2] стор. 254 – 262; [3] стор. 479 – 484.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a1x+a0 є многочленом ненульового
степеня з кiльця P [x] над полем P .

Похiдною многочлена ненульового степеня f(x) називають многочлен

f ′(x) = nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + . . .+ 2a2 + a1.

Вважають, що похiдна многочлена нульового степеня дорiвнює нулю (є
нуль-многочленом).

Аналогiчно визначається поняття похiдної многочлена над довiльною
областю цiлiсностi.

Для многочленiв над довiльним полем мають мiсце вiдомi правила зна-
ходження похiдної:

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x); [cf(x)]′ = cf ′(x);
[f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x); {[f(x)]k}′ = kf ′(x)[f(x)]k−1, k ∈ N.
Має мiсце вiдома з курсу математичного аналiзу формула Тейлора:

f(x) = f(a)+(x−a)f ′(a)+(x−a)2
f ′′(a)

2!
+(x−a)3

f ′′′(a)
3!

+· · ·+(x−a)n
f (n)(a)
n!

.

Якщо поле P має характеристику 0, то для кожного многочлена нену-
льового степеня f(x) з кiльця P [x] виконується рiвнiсть degf ′ = degf − 1.

Для того, щоб елемент a поля P характеристики 0 був k-кратним коре-
нем многочлена f(x) з кiльця P [x] (або коренем кратностi k), необхiдно i
достатньо, щоб f(a) = f ′(a) = . . . = f (k−1)(a) = 0 i f (k)(x) 6= 0.

Нехай f(x) = [p1(x)]k1 [p2(x)]k2 . . . [pl(x)]kl – канонiчний розклад много-
члена f(x) з кiльця P [x]. Незвiдний над полем P многочлен pi(x) назива-
ють множником кратностi ki даного многочлена, якщо f(x) дiлиться на
[pi(x)]k i не дiлиться на [pi(x)]ki+1.

Якщо незвiдний над полем P характеристики 0 многочлен p(x) є мно-
жником кратностi k > 2 многочлена f(x) з кiльця P [x], то вiн є множником
кратностi k− 1 для похiдної f ′(x). Якщо незвiдний над полем P характери-
стики 0 многочлен p(x) є множником першої кратностi, то вiн не мiститься
в розкладi на незвiднi множники f ′(x) над полем P .
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Для того, щоб многочлен не мав кратних множникiв, необхiдно i доста-
тньо, щоб вiн був взаємно простим iз своєю похiдною.

Позначимо через ϕi(x) добуток всiх множникiв кратностi i многочле-
на f(x). Якщо многочлен f(x) не має множникiв кратностi k, то будемо
вважати ϕk(x) = 1. Тодi даний многочлен можна подати у виглядi

f(x) = ϕ1(x)[ϕ2(x)]2 · · · [ϕm(x)]m. (1)

Задача подання многочлена f(x) у виглядi (1) називається вiдокремлен-
ням кратних множникiв.

У будь-якого многочлена над полем P характеристики 0 можна вiдокре-
мити кратнi множники за допомогою скiнченного числа рацiональних дiй
над деякими многочленами з кiльця P [x].

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Знайти похiдну многочлена:
а) f(x) = ix5 + (1− i)x3 + (2 + i)x+ 1 + 2i;
б) f(x) = (x3 −

√
3)(x2 +

√
2)− (3x2 − 1)(2x2 + 3);

в) f(x) = 2x10 + x3 + 2x2 − x− 1 у кiльцi Z3[x];
г) f(x) = 2x10 + x3 + 2x2 − x− 1 у кiльцi Z5[x].

2. Знайти многочлен f(x), якщо f(2) = −1 i f ′(x) = 2x2 + 5x+ 1.

3. Чи може многочлен першого степеня бути похiдною деякого многочле-
на другого степеня у кiльцi Z2[x]?

4. Чому дорiвнює похiдна третього порядку для будь-якого многочлена з
кiльця Z3[x]?

5. Чи може многочлен f(x) = x3 − 3x + a мати кратний корiнь над чи-
словим полем?

6. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочлена i його похiдної:
а) f(x) = (x2 − 1)(x+ 2)2(x+ 5)3;
б) f(x) = (x2 + 2)(x2 − 3).

7. Як, не знаючи коренiв многочлена f(x), побудувати многочлен, який
має тi ж коренi, що i f(x), але простi?

8. Вiдокремити кратнi множники у многочлена:
а) f(x) = (x− 1)(x3 − 1);
б) f(x) = (x2 + 1)(x2 − 3ix− 2);
в) f(x) = (x2 − 5x+ 6)(x2 − 4x+ 3);
г) f(x) = (x3 − 1)(x3 + 1).
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9. Многочлен f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 має коренi
x1, x2, . . . , xn. Знайти коренi многочлена
g(x) = xn f

′′(a)
n! + · · ·+ x3 f

′′′(a)
3! + x2 f

′′(a)
2! + xf ′(a) + f(a).

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Розкласти многочлен f(x) за степенями двочлена g(x) = x−a i знайти
значення похiдних f ′(a), f ′′(a), f ′′′(a), f IV (a), якщо:
а) f(x) = x5 + 4x4 − 7x3 − 11x2 + 4 з Q[x] i a = 2;
б) f(x) = x4 − 6x3 + 10x2 − 6x+ 9 з R[x] i a = 3;
в) f(x) = x5 − 3ix3 − 4x2 + 5ix+ 1 з C[x] i a = i;
г) f(x) = ix4 + (1− i)x3 − (2 + i)x2 + 3x− 3− 4i з C[x] i a = 2i.

11. Знайти необхiднi i достатнi умови, при яких многочлен f(x) з кiльця
R[x] має кратнi коренi, якщо:
а) f(x) = x3 + x2 + ax+ 3; в) f(x) = x5 + ax+ b;
б) f(x) = x3 + 3x2 + 3ax− 4; г) f(x) = x5 + ax3 + b.

12. Для даного многочлена f(x) знайти кратнiсть кореня x1, якщо:
а) x1 = 2 i f(x) = x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8;
б) x1 = −1 i f(x) = x5 − 10x3 + 20x2 − 15x− 4;
в) x1 = i i f(x) = x7 − 3x6 + 5x5 − 7x4 + 7x3 − 5x2 + 3x− 1;
г) x1 = −2 i f(x) = x6 + x5 + 2x+ 4 з кiльця Z5[x].

13. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочлена f(x) i його похiдної:
а) f(x) = 3x3 + 12x2 + 3x− 18;
б) f(x) = x4003 − x2002 − x2001 + 1;
в) f(x) = x4 + 8x3 − x2 − 68x− 84;
г) f(x) = x2668 + x2001 + x667 + 1.

Чи має даний многочлен кратнi множники?

14. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв f(x) i f ′(x),
якщо f(x) = xm+n − xm − xn + 1 i m,n ∈ N.

15. Знайти необхiдну i достатню умову, при якiй многочлен f(x) над по-
лем P характеристики 0 дiлиться на свою похiдну.

16. Вiдокремити кратнi множники многочлена:
а) f(x) = x4 − 3x3 − 3x2 + 11x− 6;
б) f(x) = x5 − 6x4 + 16x3 − 24x2 + 20x− 8;
в) f(x) = x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4;
г) f(x) = x5 − ix4 + 5x3 − ix2 + 8x+ 4i.
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Задачi на доведення

17. Довести, що для будь-якого простого числа p в кiльцi Zp[x] iснує
многочлен f(x) такий, що degf − degf ′ = 2002.

18. Довести, що многочлен f(x) з кiльця Zp[x], степiнь якого дорiвнює
p− 1, не може бути похiдною жодного многочлена з цього кiльця.

19. Довести, що похiдна p-го порядку вiд будь-якого многочлена f(x) з
кiльця Zp[x] дорiвнює нулю.

20. Довести, що при диференцiюваннi многочлена над полем нульової ха-
рактеристики кратнiсть кожного незвiдного множника зменшується на
одиницю. Де в цьому доведеннi використовується те, що характери-
стика поля дорiвнює нулю?

21. Довести, що многочлен f(x) = xn

n! + · · · + x2

2! + x + 1 не має кратних
коренiв.

22. Нехай многочлен f(x) незвiдний у кiльцi Q[x]. Довести, що даний
многочлен не має кратних коренiв у будь-якому числовому полi.

23. Довести, що для кожного натурального числа n > 1 число 1 є коренем
кратностi 2 многочлена:
а) f(x) = nxn+1 − (n+ 1)xn + 1 ;
б) f(x) = x2n+1 − (2n+ 1)xn+1 + (2n+ 1)xn − 1;
в) f(x) = x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1;
г) f(x) = (n− 2m)xn − nxn−m + nxm − (n− 2m) при n > m.

Для якого з цих многочленiв кратнiсть кореня 1 є бiльшою 2?

Творчi задачi

24. Вивчити, як змiнюється кратнiсть незвiдного множника даного много-
члена f(x) з кiльця Zp[x] при переходi до його похiдної.

Задачi з олiмпiад

25. У кiльцi Zp[x] знайти всi многочлени степеня k < p, якi дiляться на
свою похiдну.
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§ 1.8 Iнтерполяцiйнi многочлени. Поле рацiо-
нальних дробiв.

Лiтература: [2] стор. 251, 262 – 272.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай a1, a2, . . . , an, an+1 – рiзнi елементи поля P i b1, b2, . . . , bn, bn+1 –
довiльнi елементи цього поля.

В кiльцi P [x] iснує єдиний многочлен f(x), степiнь якого не перевищує
n i такий, що f(ai) = bi для всiх 1 6 i 6 n + 1. Шуканий многочлен має
вигляд

f(x) =
n+1∑
i=1

bi
∏
j 6=i

(x− aj)
(ai − aj)

.

Цей многочлен називають iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа.
Iнодi його доцiльно записувати у виглядi

f(x) = c0 + c1(x− a1) + · · ·+ cn(x− a1)(x− a2) . . . (x− an),
де коефiцiєнти c0, c1, . . . , cn визначаються з системи рiвнянь f(a1) = b1,
f(a2) = b2, . . . , f(an+1) = bn+1. Останню форму шуканого многочлена нази-
вають iнтерполяцiйним многочленом Ньютона.

За загальною теорiєю кiлець для кiльця многочленiв P [x] над полем
P iснує єдине (з точнiстю до iзоморфiзму) поле часток P (x), яке мiстить
кiльце P [x] . Його елементи називають рацiональними дробами над полем
P i їх можна розглядати як частки виду

f(x)
g(x)

, де f(x), g(x) ∈ P [x] i g(x) 6= 0.

При цьому двi частки f1(x)
g1(x)

i f2(x)g2(x)
рiвнi мiж собою тодi i тiльки тодi, коли

f1(x)g2(x) = f2(x)g1(x). Як правило рацiональний дрiб f(x)
g(x) подають тiєю

часткою, для якої (f, g) = 1, i його називають нескоротним.
Дрiб f(x)

g(x) називають правильним, якщо deg f(x) < deg g(x). В протиле-
жному випадку дрiб називають неправильним.

Дрiб f(x)
[g(x)]k

називають елементарним над полем P , якщо g(x) – незвi-
дний над полем P многочлен, deg f(x) < deg g(x) i k ∈ N.

Якщо f(x)
g1(x)g2(x)···gm(x) – правильний дрiб над полем P i многочлени

g1(x), g2(x), · · · , gm(x) – попарно взаємно простi, то в кiльцi P [x] iснують
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многочлени f1(x), f2(x), · · · , fm(x) такi, що

f(x)
g1(x)g2(x) · · · gm(x)

=
f1(x)
g1(x)

+
f2(x)
g2(x)

+ · · ·+ fm(x)
gm(x)

i кожен з дробiв у правiй частинi є правильним.
Правильний дрiб над полем P виду f(x)

[g(x)]k
, де g(x) – незвiдний над полем

P многочлен i k ∈ N, можна подати як суму елементарних дробiв над цим
полем

f(x)
[g(x)]k

=
f1(x)
g(x)

+
f2(x)

[g(x)]2
+ · · ·+ fk(x)

[g(x)]k
.

Правильний дрiб над полем P можна подати як суму елементарних дро-
бiв над цим полем i до того єдиним способом.

Неправильний дрiб f(x)
g(x) над полем P можна подати як суму многочлена

i правильного дробу.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Задати всi вiдображення поля Z2 в себе многочленами з кiльця Z2[x].

2. В чому полягає задача iнтерполяцiї? Навести проклади.

3. Записати iнтерполяцiйнi многочлени Лагранжа i Ньютона за їх
значеннями:
а) в двох рiзних точках f(a1) = b1 i f(a2) = b2 поля P ;
б) в трьох рiзних точках f(a1) = b1, f(a2) = b2 i f(a3) = b3 поля P .

4. Чи може пряма y = 2x + 1 перетинати графiк многочлена третього
степеня у чотирьох точках?

5. Який з наступних дробiв є правильним, неправильним i елементарним:
а) 2x2+1

(x3+2)3 над полями Q,R та C;
б) 3x+1

(x−1)2 над полями Q,R та C;
в) 2x−1

x2+2 над полями Q,R та C;
г) x2−1

x2+3 над полями Q,R та C;
д) 4

(x+1)2 над полями Q,R та C;
е) 1

(x2+x+1)3
над полями Z2,Z3 та Z5?

6. В кiльцi цiлих чисел сума двох правильних дробiв може бути як пра-
вильним, так i неправильним дробом. Якою є сума правильних дробiв
в полi P (x) над полем P ?
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7. Якою є сума елементарних дробiв в полi P (x) над полем P ?

8. Навести приклади задач математичного аналiзу, при розв’язуваннi
яких потрiбно розкладати дроби з поля P (x) на суму многочлена i
елементарних дробiв.

9. Знайти цiлi числа a, b i c такi, що:
а) x+5

(x−1)(x−2)(x−3) = a
x−1 + b

x−2 + c
x−3 ;

б) 3x3+9x2−44x−24
(x+1)(x+2) = ax+ b

x+1 + c
x+2 .

Задачi на технiку обчислень та перетворень

10. Чи iснує многочлен другого степеня, який приймає значення:
а) f(1) = 1, f(−1) = 1, f(2) = 3 i f(3) = 4 у кiльцi Q[x];
б) f(0) = 1, f(1) = −2, f(2) = −3 i f(5) = 6 у кiльцi Q[x];
в) f(0) = i, f(1) = −i, f(2) = 4− 6i i f(−1) = 0 у кiльцi C[x];
г) f(0) = 1, f(1) = −2, f(2) = −3 i f(4) = 1 у кiльцi Z5[x]?

11. Знайти многочлен найменшого степеня у формi Лагранжа за такими
його значеннями:

а)
x -3 0 2

f(x) 4 -1 3
; в)

x 1 2 3 4
f(x) 1 1

2
1
3

1
4

;

Обчислити f(−1) та f(1). Обчислити f(0) та f(5).

б)
x -1 0 1

f(x) 1
4 -1 − 7

4

; г)
x 0 1 2 3

f(x) -2 1 4 13
.

12. Знайти многочлен найменшого степеня у формi Ньютона за такими
його значеннями:

а)
x -3 -2 -1

f(x) 1 2 4
; в)

x 1 4 9 16
f(x) 1 2 17

6 4
;

б)
x 0 1 4

f(x) 1 5 25
; г)

x 1 i -1 −i
f(x) i 1 −i -1

.

13. У кiльцi Z5[x] знайти многочлен найменшого степеня за такими його
значеннями:

а)
x 1 2 3

f(x) 4 1 0
; б)

x 0 1 2 4
f(x) 1 1 2 1

.

Обчислити f(0) та f(4). Обчислити f(3).
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14. У полi R(x) знайти нескоротний дрiб, який дорiвнює даному, i подати
його у видi суми многочлена та правильного дробу:
а) f(x) = x3+5

(x−1)(x2+4) ; в) f(x) = 2x4−2x3+3x2−8x+5
(x2+x+1)(x−2) ;

б) f(x) = 4x4−3x3+2x−3
3x3−2x2−1 ; г) f(x) = x4−6x3+12x2−16

x3−6x2+12x−8 .

15. Встановити, який з дробiв f(x)
g(x) є елементарним:

а) f(x)
g(x) = x−1

(x+2)2 над полем Q; в) f(x)
g(x) = x+1

x2+4 над полем C;
б) f(x)

g(x) = 3x
x2+3 над полем R; г) f(x)

g(x) = x
x3+x+1

над полем Z5.

16. Розкласти дрiб f(x)
g(x) на елементарнi дроби над полем Q, якщо:

а) f(x)
g(x) = x2

x3+3x2−4x−12 ; д) f(x)
g(x) = x2−1

x3+3x ;

б) f(x)
g(x) = 2x2+1

(x−1)3 ; е) f(x)
g(x) = x2

(x2+x+2)2 ;

в) f(x)
g(x) = 2x3+2x2+5x+1

x2(x+2)2 ; є) f(x)
g(x) = 2x5−x4−2x3+4x2+6

(x3+1)2 ;

г) f(x)
g(x) = x3−1

x4−1 ; ж) f(x)
g(x) = −x3+2x2+2x−3

x4−3x2+2 .

17. Розкласти дрiб f(x)
g(x) на елементарнi дроби над полем R, якщо:

а) f(x)
g(x) = x2−x−6

(2x−1)(x2+2x) ; г) f(x)
g(x) = x−1

x3+x2+x ;

б) f(x)
g(x) = x2−x−2

x4−5x2+4 ; д) f(x)
g(x) = 3x2+5x+12

(x2+3)(x2+1) ;

в) f(x)
g(x) = x3−1

x4−1 ; е) f(x)
g(x) = x2−1

(x2+1)2 .

18. Розкласти дрiб f(x)
g(x) на елементарнi дроби над полем C, якщо:

а) f(x)
g(x) = x

x2+1 ; в) f(x)
g(x) = x3−1

x4−1 ;

б) f(x)
g(x) = x−1

x3+x2+x ; г) f(x)
g(x) = 2

(x2+1)2 .

19. Розкласти дрiб f(x)
g(x) на елементарнi дроби над полем Z5, якщо:

а) f(x)
g(x) = 1

x3+x ; г) f(x)
g(x) = 1

x5−x ;

б) f(x)
g(x) = 1

(x+1)(x2+3x+4)
; д) f(x)

g(x) = x2+1
(x2−2)(x2+2)

;

в) f(x)
g(x) = 3x+3

(x+2)2(x2+2)
; е) f(x)

g(x) = 1
(x2+3)(x3+x+1)

.

Задачi на доведення

20. Довести тотожнiсть над полем R:
а) a3 (x−b)(x−c)

(a−b)(a−c) + b3 (x−a)(x−b)
(b−a)(b−c) + c3 (x−a)(x−b)

(c−a)(c−b) = x3;

б) (x−b)(x−c)(x−d)
(a−b)(a−c)(a−d) + (x−a)(x−c)(x−d)

(b−a)(b−c)(b−d) + (x−b)(x−a)(x−d)
(c−b)(c−a)(c−d) +

+ (x−b)(x−c)(x−a)
(d−b)(d−c)(d−a) = 1.
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21. Нехай многочлен f(x) степеня меншого за n приймає цiлi значення
при n послiдовних цiлих значеннях змiнної. Довести, що вiн приймає
цiлi значення при всiх цiлих значеннях змiнної.

22. Довести, що для будь-якого простого числа p кожне вiдображення
поля Zp в себе можна задати многочленом з кiльця Zp[x], степiнь
якого не перевищує p− 1.

23. Довести, що графiк многочлена степеня n з дiйсними коефiцiєнтами
перетинає будь-яку пряму не бiльше нiж в n точках.

Задачi з олiмпiад

24. Нехай ε0, ε1, ε2 – коренi кубiчнi з одиницi i значення многочлена f(x)
для цих чисел вiдповiдно дорiвнюють y1, y2, y3. Знайти f(0).

25. Вiдомо, що для комплексних чисел 1,−1, i,−i многочлен f(x) при-
ймає значення 1, 2, 3, 4 вiдповiдно. Знайти f(0). Як змiниться вiдпо-
вiдь, якщо виконати перестановку у вiдповiдних значеннях функцiї
(наприклад, 4, 3, 2, 1)?

26. Знайти многочлен найменшого степеня за даною таблицею його
значень:

а)
x 0 1 2 . . . n

f(x) 1 2 4 . . . 2n
;

б)
x 1 2 3 . . . n

f(x) 1 1
2

1
3 . . . 1

n

.
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§ 1.9 Вибранi задачi

1. Довести, що многочлен f(x) = x3n + x3m+1 + x3k+1 дiлиться на мно-
гочлен g(x) = x2 + x+ 1 при будь-яких натуральних n,m, k.

2. Знайти всi натуральнi n,m, k, при яких многочлен f(x) = x3n +
x3m+1 + x3k+1 дiлиться на g(x) = x2 − x+ 1.

3. При яких a i b многочлен f(x) ∈ Z[x] дiлиться на g(x) = x2 + x + 1,
якщо:
а) f(x) = x4 + ax2 + b; в) f(x) = x4 + ax+ b;
б) f(x) = x5 + ax2 + b; г) f(x) = x5 + ax+ b?

4. Нехай многочлен f(x) є незвiдним над полем Zp. Довести, що много-
члени f(x), f(x+1), . . . , f(x+p− 1) є попарно рiзними або всi рiвними.

5. Довести, що многочлен f(x) = x2n + xn + 1 є незвiдним над полем Z2

тодi i тiльки тодi, коли n = 3k для деякого k > 0.

6. Довести, що не iснує многочлена ненульового степеня з цiлими кое-
фiцiєнтами, значеннями якого для цiлих чисел були б тiльки простi
числа.

7. Довести, що многочлен f(x) = x4n + xn + 1 є незвiдним над полем Z2

тодi i тiльки тодi, коли n = 3k5m для деяких k,m > 0.

8. Нехай f(x) – деякий многочлен кiльця P [x] над полем P . Знайти
кратнiсть кореня многочлена h(x) = x−a

2 [f ′(x) + f ′(a)]− f(x) + f(a).

9. Знайти многочлен найменшого степеня за даною таблицею його
значень:

а)
x -1 0 1 2 3

f(x) 6 5 0 3 2
; б)

x 1 2 3 4 6
f(x) 5 6 1 -4 10

.

10. Нехай f(x) = (x−a1)(x−a2) . . . (x−an). Довести, що многочлен h(x),
степiнь якого менший n i такий, що при x = a1, x = a2, . . . , x = an при-

ймає значення y1, y2, . . . , yn вiдповiдно, дорiвнює f(x)
n∑
i=1

yi

(x−ai)f ′(ai)
.

11. Многочлен h(x), степiнь якого менший n, приймає значення
y1, y2, . . . , yn в коренях степеня n з 1. Знайти h(0).
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12. Знайти многочлен найменшого степеня над полем Zp такий, що f(k) =
k
−1

для k = 1, 2, . . . , p− 1.

13. Розкласти дрiб f(x)
g(x) на елементарнi дроби над полем R, якщо:

а) f(x)
g(x) = 1

cos(n arccos x) ; б) f(x)
g(x) = 1

h(x) ,

де многочлен h(x) степеня n має n рiзних дiйсних коренiв.

14. Розкласти дрiб 1
xp−x на елементарнi дроби над полем Zp.

15. Нехай f(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an). Довести, що
f ′(x)
f(x) = 1

x−a1
+ · · ·+ 1

x−an
.



Роздiл 2

Многочлени вiд кiлькох
змiнних

§ 2.1 Кiльце многочленiв вiд кiлькох змiнних
над областю цiлiсностi. Розклад многочлена
в добуток незвiдних множникiв

Лiтература: [2] стор. 272 – 288; [3] стор. 485 – 493.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай K[x1, x2, . . . , xn] – кiльце многочленiв вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn
над областю цiлiсностi K. Елементи цього кiльця називають многочлена-
ми вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn над областю цiлiсностi K i позначають
f(x1, x2, . . . , xn), g(x1, x2, . . . , xn), . . . .

Кiльце многочленiв K[x1, x2, . . . , xn] над областю цiлiсностi K є областю
цiлiсностi, причому кожен його елемент f(x1, x2, . . . , xn) можна записати як
скiнченну суму:

f(x1, x2, . . . , xn) =
m∑
i=1

aix
k1i
1 xk2i

2 . . . xkni
n , (1)

де ai ∈ K, kij ∈ N ∪ {0}, i ∈ {1, 2, . . . , n} та j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Будь-
який вираз такого виду є елементом кiльця K[x1, x2, . . . , xn]. Кожен дода-
нок aix

k1i
1 xk2i

2 . . . xkni
n в сумi називають членом многочлена f(x1, x2, . . . , xn),

47
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елемент ai ∈ K – коефiцiєнтом цього члена. Два члени називаються по-
дiбними, якщо вони вiдрiзняються тiльки коефiцiєнтами.

Запис многочлена f(x1, x2, . . . , xn) у виглядi суми (1), де немає подiбних
членiв, називається його канонiчною формою. Кожен многочлен з кiльця
K[x1, x2, . . . , xn] можна записати у канонiчнiй формi єдиним чином з точнi-
стю до порядку доданкiв.

Степенем члена axk11 x
k2
2 . . . xn1kn з ненулевим коефiцiєнтом a мно-

гочлена f(x1, x2, . . . , xn) називають суму k1 + k2 + · · · + kn. Число ki(i ∈
{1, 2, . . . , n}) називають степенем даного члена вiдносно xi. Найбiльший
iз степенiв членiв називають степенем многочлена, а член з найбiльшим
степенем – старшим членом многочлена. Якщо всi члени мають однаковий
степiнь m, то його називають однорiдним многочленом степеня m.

Нехай axk11 x
k2
2 . . . xkn

n i bxl11 x
l2
2 . . . x

ln
n – два члени многочлена

f(x1, x2, . . . , xn), записаного в канонiчнiй формi. Говорять, що перший член
вищий вiд другого, якщо k1 = l1, k2 = l2, . . . , ks−1 = ls−1 i ks > ls та
s 6 n. Вiдношення "бути вищим" на множинi членiв многочлена є лiнiйним
строгим порядком i його називають лексикографiчним.

Нехай члени многочлена f(x1, x2, . . . , xn) упорядкованi лексикографiчно.
Тодi перший по порядку член називають вищим членом даного многочлена.

Вищий член добутку многочленiв дорiвнює добутку вищих членiв цих
многочленiв.

Означення подiльностi многочленiв, всi властивостi, поняття звiдного i
незвiдного многочленiв у кiльцi P [x1, x2, . . . , xn] над полем P залишаються
тими самими, що i в кiльцi P [x] над полем P (див. §§ 1.2, 1.6).

Будь-який многочлен f(x1, x2, . . . , xn) ненульового степеня з кiльця
P [x1, x2, . . . , xn] над полем P є незвiдним над полем P або його можна
подати у виглядi добутку незвiдних многочленiв над полем P , причому таке
подання єдине з точнiстю до сталих множникiв i порядку запису спiвмно-
жникiв у добутку.

Кiльце K[x1, x2, . . . , xn] при n > 1 не є кiльцем головних iдеалiв, а тому
не є евклiдовим кiльцем.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Знайти канонiчну форму многочлена:
а) f(x, y) = (x+ y)2(x2 − xy + y2)− (x− 2y)(y2 + 1) над полем Q;
б) f(x, y, z) = (2ix)2(y − z)− 4i3yz + 3i(x− z)3 над полем C;
в) f(x, y) = (2x+ 3y)3 − 4(x− 2y)(3x+ 4y2) над полем Z5;
г) f(x, y, z) = (2x− 3y)2 + (x− z)(y + 2z) над полем Z5.
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2. Скiльки членiв може мати канонiчна форма однорiдного многочлена:
а) другого степеня вiд двох змiнних;
б) другого степеня вiд трьох змiнних;
в) третього степеня вiд двох змiнних;
г) третього степеня вiд трьох змiнних?

3. Скiльки iснує однорiдних многочленiв другого степеня вiд трьох змiн-
них над полем: а) Q; б) Z2?

4. Записати множину всiх однорiдних многочленiв третього степеня вiд
трьох змiнних над:
а) кiльцем Z; б) полем Q; в) полем Z3; г) полем Zp.

5. Записати многочлен у виглядi суми однорiдних многочленiв:
а) f(x, y) = (x2 − y)(xy + y2 − 1) ;
б) f(x, y, z) = (x3 − yz + 2x)2;
в) f(x, y, z) = (x− y)2 + y2 − z2 + xz;
г) f(x, y, z) = (x+ 2y)2(x− z − 1)− (x+ z + 1)3 .

6. Чи утворює пiдкiльце кiльця P [x1, x2, . . . , xn] над полем P множина:
а) всiх однорiдних многочленiв другого степеня;
б) всiх однорiдних многочленiв вiд однiєї змiнної;
в) всiх однорiдних многочленiв;
г) всiх многочленiв вiд двох змiнних?

7. Чи може бути так, щоб добуток двох многочленiв з кiльця
P [x1, x2, . . . , xn] над полем P був однорiдним многочленом, а хоча б
один iз спiвмножникiв не був однорiдним многочленом?

8. Якою є мультиплiкативна група кiльця многочленiв:
а) R[x, y] ; в) Q[x1, x2, . . . , xn];
б) Z5[x, y, z]; г) P [x1, x2, . . . , xn] над полем P ?

9. Навести приклад многочлена другого степеня з кiльця R[x, y], який є
незвiдним над полем R.

10. Якi многочлени мiстить iдеал (x)− (y) кiльця R[x, y]?

11. Встановити, чи є кiльце R[x, y]:
а) полем; в) евклiдовим;
б) факторiальним; г) кiльцем головних iдеалiв.

12. Навести приклад iдеала з кiльця Q[x, y], який не є головним.
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13. Навести приклад многочлена четвертого степеня вiд трьох змiнних, у
якому вищий член:
а) є одночасно його старшим членом;
б) не є його старшим членом.

14. Яким є вищий член многочлена:
а) f(x, y) = y3 + 3y2x+ yx2;
б) f(x, y, z) = (x2 − y)(y − xz)(z3 − xy)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

15. Упорядкувати лексикографiчно i знайти вищий член многочлена:
а) f(x, y) = (x− 2)(y2 + 3x);
б) f(x, y) = x2y − 3x3 + 2x4 − xy3;
в) f(x, y, z) = xy2z2 − x2 + z4 − 3x2yz;
г) f(x, y, z) = (x2 − yz)(y2 − xz)(z2 − xy).

16. Упорядкувати многочлен за степенями кожної iз змiнних, якi входять
до нього:
а) f(x, y) = (x+ y − 2)2;
б) f(x, y) = x2 − (x− y)3 + 2xy;
в) f(x, y, z) = (x− y + z − 1)2;
г) f(x, y, z) = (x+ z)2(y − z) + 2xyz − 3z2 .

17. Перевiрити, чи дiлиться многочлен f(x, y) на g(x, y), якщо:
а) f(x, y) = x3 − y3, g(x, y) = x2 + xy + y2;
б) f(x, y) = x3 − y3, g(x, y) = x+ 2y;
в) f(x, y) = x3 + 2x2y − 2y2 − xy + x+ 2y, g(x, y) = x+ 2y;
г) f(x, y) = x4 + y4, g(x, y) = x+ y.

18. Знайти два рiзних многочлени вiд двох змiнних над полем Z2, яким
вiдповiдає те ж саме вiдображення множини Z2 × Z2 в Z2, задане
таблицею:

а)
(x, y) (1, 0) (1̄, 1̄) (0̄, 0̄) (0̄, 1̄)

f(x, y) 1̄ 1̄ 0̄ 0̄

;

б)
(x, y) (1̄, 0̄) (1̄, 1̄) (0̄, 0̄) (0̄, 1̄)

f(x, y) 1̄ 0̄ 1̄ 0̄

.
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19. Шляхом введення замiни x = ty розкласти на незвiднi над полем P
множники многочлен f(x, y), якщо:
а) f(x, y) = 4x4 + 4x3y + 13x2y2 + 6xy3 + 9y4 i P = Q;
б) f(x, y) = (x2 − xy)2 + 2x2y2 − 2xy3 + y4 i P = Q;
в) f(x, y) = x2 − xy − y2 i P = Z2;
г) f(x, y) = x4 + 4y4 i P = Z5.

20. Розкласти на незвiднi над полем Q множники многочлен:
а) f(x, y, z) = (x+ y + z)3 − x3 − y3 − z3;
б) f(x, y, z) = (x− y)(x+ y)2 + (y − z)(y + z)2 + (z − x)(z + x)2;
в) f(x, y, z) = x(y − z)2 + y(x− z)2 + z(x− y)2 + 9xyz;
г) f(x, y, z) = (x− y)5 + (y − z)5 + (z − x)5.

Задачi на доведення

21. Довести, що коли добуток двох многочленiв вiд n змiнних є однорi-
дним многочленом, то кожний з спiвмножникiв також є однорiдним
многочленом.

22. Довести, що всi незвiднi множники кожного однорiдного многочлена
з кiльця P [x1, x2, . . . , xn] над полем P також є однорiдними многочле-
нами.

23. Довести, що однорiдний многочлен степеня m вiд n змiнних при m > 0
має в загальному видi (m+n−1)!

m!(n−1)! членiв.

24. Довести, що канонiчна форма многочлена m-го степеня вiд n змiнних
має в загальному видi (m+n)!

m!n! членiв.

25. Довести, що в кiльцi Zp[x, y, z] iснує p6 − 1 однорiдних многочленiв
другого степеня вiд трьох змiнних.

26. Довести, що в кiльцi Zp[x1, x2, . . . , xn] iснує p
(m+n−1)!
m!(n−1)! − 1 однорiдних

многочленiв m-го степеня вiд n змiнних.

27. Довести, що многочлен f(x1, x2, . . . , xn) над областю цiлi-
сностi K дiлиться на многочлен g(x1, x2, . . . , xn) = xn −
s(x1, x2, . . . , xn−1) з цього самого кiльця тодi i тiльки тодi, коли
f(x1, x2, . . . , xn−1, s(x1, x2, . . . , xn−1)) є нульовим многочленом.

28. Довести, що многочлен f(x, y, z) = (x+y+ z)n−xn−yn− zn дiлиться
на многочлен g(x, y, z) = (x + y)(y + z)(x + z) в кiльцi Z[x, y, z] при
будь-якому непарному натуральному n.
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29. Довести, що многочлен f(x, y, z) = (x+y+z)2n+1−x2n+1−y2n+1−z2n+1

дiлиться на многочлен g(x, y, z) = (x + y + z)3 − x3 − y3 − z3 в кiльцi
Z[x, y, z] при будь-якому натуральному n.

30. Довести, що будь-який однорiдний многочлен k-го степеня вiд двох
змiнних f(x, y) над полем P за допомогою введення нової змiнної мо-
жна подати у виглядi добутку двох многочленiв, кожен з яких мiстить
тiльки одну змiнну.

31. Довести, що фактор-кiльце Q[x, y]/(x + y) iзоморфне кiльцю
Q[x, y]/(x).

32. Довести, що кiльце P [x1, x2, . . . , xn] над полем P не є кiльцем голов-
ним iдеалiв тодi i тiльки тодi, коли n > 1.

Творчi задачi

33. Встановити, якi зв’язки iснують мiж кiльцями R[x], R[x, y]/(x + y),
R[x, y]/(x− y), R[x, y]/(x) i R[x, y]/(y).

34. Встановити, якi зв’язки iснують мiж кiльцями Zp[x], Zp[x]/(x + y),
Zp[x]/(x− y), Zp[x]/(x) i Zp[x]/(y).

35. Нехай p – просте число i k ∈ N. Встановити, для яких p i k кожне
вiдображення множини Zkp у множину Zp можна задати за допомогою
многочлена з кiльця Zp[x1, x2, . . . , xn].

Задачi з олiмпiад

36. Знайти умови, при яких многочлен f(x, y) = ax2 + bxy + c з кiльця
Q[x, y] дiлиться на лiнiйний двочлен g(x, y) = 2x+ 3y + 1.
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§ 2.2 Симетричнi многочлени

Лiтература: [2] стор. 288 – 295; [3] стор. 493 – 500.

Теоретичнi вiдомостi

Многочлен f(x1, x2, . . . , xn) з кiльця P [x1, x2, . . . , xn] над полем P нази-
вають симетричним вiдносно змiнних x1, x2, . . . , xn, якщо пiсля виконання
довiльної перестановки змiнних x1, x2, . . . , xn утворюється многочлен, який
дорiвнює даному.

Симетричнi многочлени мають такi властивостi:
1. Множина всiх симетричних многочленiв вiд змiнних x1, x2, . . . , xn над

полем P утворює область цiлiсностi.
2. Якщо симетричний многочлен f(x1, x2, . . . , xn) мiстить деякий член

axk11 x
k2
2 . . . xkn

n , то вiн мiстить i член, утворений з заданого, в результатi
будь-якої перестановки показникiв k1, k2, . . . , kn.

3. Якщо axk11 x
k2
2 . . . xkn

n є вищим членом симетричного многочлена
f(x1, x2, . . . , xn), то k1 > k2 > . . . > kn.

Симетричнi многочлени
σ1 = x1 + x2 + · · ·+ xn,
σ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
σn = x1x2 · · ·xn

називають елементарними (або основними) симетричними многочленами.
Будь-який симетричний многочлен f(x1, x2, . . . , xn) з кiльця

P [x1, x2, . . . , xn] над полем P можна подати у виглядi многочлена вiд
елементарних симетричних многочленiв σ1, σ2, . . . , σn цих змiнних, коефiцi-
єнти якого належать полю P . Таке подання є єдиним.

Якщо f(x) – многочлен вiд однiєї змiнної над полем P з коренями
α1, α2, . . . , αn (якi можуть не належати P ), то будь-який симетричний мно-
гочлен g(x1, x2, . . . , xn) з кiльця P [x1, x2, . . . , xn] при x1 = α1, x2 = α2,
. . . , xn = αn набуває значення, яке є елементом поля P .

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є симетричними такi многочлени над полем R:
а) f(x, y) = 2x+ 2y + 3xy − x2 − 3y2;
б) f(x, y) = x+ 2ixy + y;
в) f(x, y, z) = (x+ y + z)(x− y − z)(x+ y − z);
г) f(x, y, z, t) = (x+ y − z − t)(x− y − z + t)(x− y + z − t)?
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2. Доповнити заданий многочлен найменшим числом членiв з вiдповiд-
ного кiльця так, щоб вiн став симетричним:
а) f(x, y) = 2x+ 3y − x2 − y2 − 5;
б) f(x, y) = −4x+ (x− y)2 + 3xy +

√
2;

в) f(x, y, z) = 1
3 (x+ y + z)(x− y − z);

г) f(x, y, z, t) = xy + zt− 2it.

3. Подати даний многочлен у видi суми однорiдних симетричних много-
членiв:
а) f(x, y) = 3xy − x2 − y2 + 2x+ 2y − 4;
б) f(x, y, z) = σ3

1 − 2σ2 + 3σ3 − 4σ1 + 5;
в) f(x, y, z) = xy + xz + yz − 2x− 2y − 2z + 3;
г) f(x, y, z, t) = σ3

1 − 2σ2 + σ3 − 2σ4.

4. Знайти вищий член многочлена:
а) f(x, y) = xy2 − 3x2y + 2x3;
б) f(x, y) = (y3 − x2 + 2xy)(xy + x3 − 3x);
в) f(x, y, z) = σ1σ

2
2σ3 − σ2

3 ;
г) f(x, y, z, t) = 5(x2 + y + z)(x+ y2 + z)(x+ y + z2).

5. Чи утворює пiдкiльце кiльця P [x1, x2, . . . , xn] над полем P множина:
а) всiх однорiдних симетричних многочленiв;
б) всiх симетричних многочленiв ненульового степеня;
в) всiх симетричних многочленiв не вище нульового степеня;
г)всiх неоднорiдних симетричних многочленiв?

6. Серед наступних одночленiв вказати тi, якi не можуть бути вищим
членом деякого симетричного многочлена, та вказати причину:
а) x4

1x
2
2x3; б) x2

1x
3
2x

2
3; в) x2

2x
2
3x

2
4; г) x4

1x
2
3x4.

7. Якими можуть бути вищi члени однорiдного симетричного многочлена
шостого степеня вiд трьох змiнних з коефiцiєнтом, рiвним одиницi?

8. Виразити через елементарнi симетричнi многочлени даний многочлен:
а) f(x, y) = 3x2 + 3y2 − x− y + 2;
б) f(x, y) = −2x3 − 2y3 + 5x+ 5y − 1;
в) f(x, y, z) = 4x2 + 4y2 + 4z2 − 3xyz;
г) f(x, y, z) = (xy + 1)(xz + 1)(yz + 1).

Задачi на технiку обчислень та перетворень

9. Нехай sn(x, y) = xn + yn, де n ∈ N. Перевiрити виконання рекурен-
тного спiввiдношення sk = σ1sk−1 − σ2sk−2 для всiх k > 2.
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10. При позначеннях попередньої задачi перевiрити справедливiсть таких
рiвностей:
а) s3 = σ3

1 − 3σ1σ2;
б) s4 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 2σ2

2 ;
в) s5 = σ5

1 − 5σ3
1σ2 + 5σ1σ

2
2 ;

г) s6 = σ6
1 − 6σ4

1σ2 + 9σ2
1σ

2
2 − 2σ3

2 .

11. Нехай sn(x, y, z) = xn + yn + zn, де n ∈ N. Перевiрити виконання
рекурентного спiввiдношення sk = σ1sk−1 − σ2sk−2 + σ3sk−3 для всiх
k > 3.

12. При позначеннях попередньої задачi перевiрити справедливiсть таких
рiвностей:
а) s3 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3;
б) s4 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 2σ2

2 + 4σ1σ3;
в) s5 = σ5

1 − 5σ3
1σ2 + 5σ1σ

2
2 + 5σ2

1σ3 − 5σ2σ3;
г) s6 = σ6

1 − 6σ4
1σ2 + 9σ2

1σ
2
2 − 2σ3

2 + 5σ3
1σ3 − 12σ1σ2σ3 + 3σ2

3 .

13. Виразити через елементарнi симетричнi многочлени даний многочлен:
а) f(x, y, z) = (x− 2y + z)(y − 2x+ z)(x− 2z + y);
б) f(x, y, z) = (x2 + yz)(y2 + xz)(z2 + xy);
в) f(x, y, z) = (x+ y − 5z)(y + z − 5x)(z + x− 5y);
г) f(x, y, z) = x4y2 + y4x2 + z4y2 + z4x2 + x4z2 + y4z2;
д) f(x, y, z) = x4 + y4 + z4 − 3(x2 − y2)(y2 − z2)(x2 − z2);
е) f(x1, x2, . . . , xn) = x2

1x2 + x2
1x3 + . . .+ x2

nxn−1.

14. Знайти суму чисел, обернених до всiх коренiв рiвняння:
а) 2x2 − 3x+ 5 = 0; в) x4 − 5x2 + 2x+ 6 = 0;
б) x3 − 3x2 + 2x− 1 = 0; г) x5 + x+ 1 = 0.

15. Симетричний многочлен вiд n змiнних з найменшим числом чле-
нiв, який мiстить одночлен xk11 x

k2
2 . . . xkn

n , називають орбiтою
xk11 x

k2
2 . . . xkn

n або моногенним многочленом, породженим членом
xk11 x

k2
2 . . . xkn

n , i позначають o(xk11 x
k2
2 . . . xkn

n ). Виразити через елемен-
тарнi симетричнi многочлени орбiти таких одночленiв:
а) o(x2

1x
2
2) в кiльцi Q[x1, x2, x3];

б) o(x1x
2
2) в кiльцi R[x1, x2, x3];

в) o(x1x2) в кiльцi Q[x1, x2, x3, x4];
г) o(x3

1x4) в кiльцi Q[x1, x2, x3, x4].

16. Знайти значення многочлена f(x, y, z) = (x2−yz)(y2−xz)(z2−xy) вiд
коренiв рiвняння 2t3 − 4t2 + 6t− 1 = 0.
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17. Знайти всi цiлi значення змiнних x, y, z, при яких многочлени
f1(x, y, z) = x2 + y2 + z2,
f2(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − xyz,
f3(x, y, z) = xy + xz + yz

приймають значення 6, −4 та −3 вiдповiдно.

18. Знайти всi дiйснi значення змiнних x, y, z, при яких многочлени
f1(x, y, z) = xy + xz + yz + x+ y + z,
f2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2(x+ y + z),
f3(x, y, z) = x2(y + z) + y2(x+ z) + z2(x+ y)

приймають значення −3, 5 та 8 вiдповiдно.

19. Знайти всi значення a, при яких коренi x1, x2, x3 многочлена f(x) =
x3−6x2+ax+a задовольняють рiвнiсть (x1−3)3+(x2−3)3+(x3−3)3 =
0.

20. Знайти суму кубiв коренiв n-го степеня з одиницi.

21. Знайти площу трикутника i радiус описаного навколо нього кола, якщо
його сторони є коренями рiвняння x3 − ax2 + bx− c.

Задачi на доведення

22. Довести, що для будь-якого симетричного многочлена f(x1, x2, . . . , xn)
з цiлими коефiцiєнтами число f(ε1, ε2, . . . , εn) є цiлим, якщо всi εi є
коренями n-го степеня з одиницi.

23. Многочлен f(x1, x2, . . . , xn), який змiнює тiльки знак на протилежний
при перестановцi будь-яких двох змiнних, називається антисиметри-
чним. Довести, що квадрат антисиметричного многочлена є симетри-
чним многочленом.

24. Довести, що добуток симетричного i антисиметричного многочленiв є
антисиметричним многочленом.

25. Довести, що будь-який антисиметричний многочлен вiд двох змiнних
f(x1, x2) можна подати у виглядi добутку f(x1, x2) = (x1−x2)g(x1, x2),
де g(x1, x2) є симетричним многочленом.

26. Довести, що для будь-якого антисиметричного многочлена вiд
трьох змiнних f(x1, x2, x3) виконуються рiвностi f(x1, x2, x2) =
f(x1, x1, x3) = f(x1, x2, x1) = 0.
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27. Довести, що будь-який антисиметричний многочлен вiд трьох змiн-
них f(x1, x2, x3) можна подати у виглядi добутку f(x1, x2, x3) =
(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)g(x1, x2, x3), де g(x1, x2, x3) є симетричним
многочленом.

28. Довести, що коли симетричний многочлен вiд двох змiнних f(x1, x2)
дiлиться на x1 − x2, то вiн дiлиться також на (x1 − x2)2.

29. Довести, що коли симетричний многочлен вiд трьох змiнних
f(x1, x2, x3) дiлиться на x1 − x2, то вiн дiлиться також на многочлен
g(x1, x2, x3) = (x1 − x2)2(x1 − x3)2(x2 − x3)2.

30. Многочлен вiд трьох змiнних f(x1, x2, x3) називають парносиметри-
чним, якщо вiн є сумою симетричного i антисиметричного многочленiв
вiд цих змiнних. Довести, що парносиметричнi многочлени i тiльки
вони не змiнюються при парних перестановках змiнних x1, x2, x3.

31. Довести, що будь-який парносиметричний многочлен вiд трьох змiн-
них f(x1, x2, x3) може бути поданий у виглядi многочлена вiд
елементарних симетричних многочленiв σ1, σ2, σ3 та многочлена
t(x1, x2, x3) = (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3).

32. Довести, що будь-який многочлен вiд двох змiнних f(x1, x2) є сумою
деяких симетричного i антисиметричного многочленiв.

Творчi задачi

33. Встановити, чи iснує многочлен n-го степеня вiд однiєї змiнної такий,
щоб суми sk(x1, x2, . . . , xn) (дивись задачi № 9,11) вiд його коренiв
були рiвнi 0 для всiх k = 1, 2, . . . , n− 1.

34. Вивчити властивостi антисиметричних многочленiв вiд чотирьох змiн-
них.

35. Вивчити властивостi парносиметричних многочленiв вiд чотирьох
змiнних.

36. Вивчити властивостi антисиметричних многочленiв вiд довiльного чи-
сла змiнних.

37. Вивчити властивостi парносиметричних многочленiв вiд довiльного чи-
сла змiнних.
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Задачi з олiмпiад

38. Обчислити значення симетричних многочленiв sk(x1, x2, . . . , xn) вiд
коренiв n-го степеня з одиницi.

39. Обчислити значення симетричних многочленiв s1, s2, . . . , sk вiд коре-
нiв многочлена

f(x) = xn +
xn−1

1!
+
xn−2

2!
+ · · ·+ x

(n− 1)!
+

1
n!
.

40. Довести, що елементанi симетричнi многочлени σ1, σ2, . . . , σn можна
виразити через суми sk(x1, x2, . . . , xn).

41. Довести, що:

а) sk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1 1 0 . . . 0

2σ2 σ1 1 . . . 0
3σ3 σ2 σ1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
kσk σk−1 σk−2 . . . σ1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

б) σk = 1
k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s1 1 0 . . . 0
s2 s1 2 . . . 0
s3 s2 s1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
sk sk−1 sk−2 . . . s1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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§ 2.3 Симетричнi многочлени та елементарна
алгебра

Лiтература: [2] стор. 305 – 309; [13] стор. 19 – 46, 62 – 89.

Теоретичнi вiдомостi

Близько 40 рокiв на теренах країн бувшого Радянського Союзу книга
Болтянского В.Г. та Вiленкiна Н.Я. "Симметрия в алгебре" найбiльш пов-
но висвiтлює застосування теорiї симетричних многочленiв до розв’язання
задач шкiльної (елементарної) алгебри. В цьому окремому параграфi ми на-
мiтимо основнi напрями таких застосувань i для розгляду бiльшого числа
подiбних задач вiдсилаємо зацiкавленого читача до названого посiбника.

З першими проявами симетрiї в алгебрi учнi зустрiчаються ще в молод-
ших класах, коли встановлюють, що результати виконання додавання i мно-
ження чисел не залежать вiд порядку запису доданкiв у сумi та множникiв
у добутку. Для таких властивостей дiй над числами вводяться спецiальнi
назви. Пiзнiше при вивченнi многочленiв з’являються "красивi" многочлени
x+y i xy та багато iнших, якi не змiнюються при замiнi мiсцями невiдомих у
цих многочленах. Їх назвали симетричними. Виявилося, що загальна теорiя
симетричних многочленiв дозволяє спростити розв’язання багатьох задач
шкiльної алгебри. До таких вiдносяться значна частина задач на розв’я-
зування систем рiвнянь, iррацiональних рiвнянь та їх систем, доведення
тотожностей i нерiвностей, розкладання на множники та тих, якi пов’язанi
з теоремою Вiєта. Такi задачi часто пропонуються учням на математичних
олiмпiадах та вступних екзаменах з математики у рiзних вищих навчальних
закладах.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Знайти x та y, якщо
{ 1

x + 1
y = 3

2 ,
1
x2 + 1

y2 = 5
4 .

2. Знайти найменше значення добутку xy, якщо
{
x+ y − xy = 1,
x2 + y2 = 3.

3. Нехай x1 i x2 – коренi рiвняння x2− ax+ 1 = 0, де a ∈ N. Обчислити,
при якому найменшому значеннi a вираз x5

1 + x5
2 дiлиться на 25.

4. Обчислити значення виразу x2

yz + y2

xz + z2

yx , якщо x+ y + z = 0.
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5. Не розв’язуючи рiвняння 3x2 + 17x− 14 = 0, знайти величину виразу

3x2
1 + 5x1x2 + 3x2

2 + 173
3

4x2
1x2 + 4x1x2

2

,

де x1, x2 – коренi рiвняння.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Знайти найменше значення xy, якщо x i y є розв’язками системи рiв-
нянь{
x+ y = 3a− 1,
x2 + y2 = 4a2 − 2a+ 2.

7. Знайти всi дiйснi розв’язки системи рiвнянь:

а)
{
x+ 3xy + y = 3 + 10

√
2,

x2 + y2 = 11;
д)

{
x3 + y3 = 9,
x2 + y2 = 6;

б)
{

5x+ xy + 5y = 11 + 7
√

3,
x2 + y2 = 7;

е)
{

2x− 3y = 4,
16x4 + 81y4 = 82;

в)
{

(x− y)(x2 − y2) = 3,
(x+ y)(x2 + y2) = 15; є)

{
x4 + y4 = 3x2y2,
x2 + y2 = axy;

г)

{
x5+y5

x3+y3 = 71
7 ,

x2 + xy + y2 = 3;
ж)

 x− y + z = 4,
x2 + y2 + z7 = 14,
x3 − y3 + z3 = 36.

8. Розв’язати рiвняння:
а) 3

√
9−
√
x+ 1 + 3

√
7 +
√
x+ 1 = 4 ;

б) 4
√
x− 2 + 4

√
19− x = 3;

в) x+
√

57− x2 + x
√

17− x2 = 9;
г) x 19−x

x+3 (x+ 19−x
x+1 ) = 84 .

9. Розв’язати систему iррацiональних рiвнянь:

а)
{
x
√
y + y

√
x = 6,

x2y + y2x = 20; в)
{ √

x2 + 5 +
√
y2 − 5 = 5,

x2 + y2 = 13;

б)

{
x
√
y + y

√
x = 1,

x2
√
y + y2

√
x

= 11; г)
{
x+
√
xy + y = 2,

x3 + 2xy
√
xy + y3 = 4.

10. Розкласти на множники найменшого степеня з рацiональними коефi-
цiєнтами многочлени:
а) f(x, y) = x4 + 8x3y + 2x2y2 + 8xy3 + y4;
б) f(x, y) = 7x4 + x3y + x2y2 + xy3 + y4;
в) f(x, y) = 6x2 + 41x3y + 75x2y2 + 41xy3 + 6y4;
г) f(x, y) = 18x4 − 11x3y − 94x2y2 − 21xy3 + 48y4.
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11. Подати у виглядi добутку многочлен:
а) f(x, y, z) = (x− y)3 − (x− z)3 + (y − z)3;
б) f(x, y) = (x+ y)4 + x4 + y4;
в) f(x, y) = (x+ y)5 − x5 − y5;
г) f(x, y) = (x+ y)7 − x7 − y7.

12. Розв’язати систему рiвнянь у невiд’ємних дiйсних числах:{
x2003

1 + x2009
2 + · · ·+ x2803

2002 = 1,
(1 + x8)(1 + x2) · · · (1 + x2002) = 0.

Задаqi на доведення

13. Довести тотожностi:
а) (x+ y)(x+ z)(y + z) + xyz = (x+ y + z)(xy + xz + yz);
б) xyz(x+ y + z)3 − (xy + xz + yz)3 = (x2 − yz)(y2 − xz)(z2 − xy);
в) x4 + y4 = 2(x9 + xy + y2)2 − (x+ y)4;
г) (x+y)7−x7−y7

(x+y)3−x3−y3 = 1
6 [(x+ y)4 + x2 + y4] .

14. Довести, що коли x+ y + z = 0, то:
а) 3xyz = x3 + y3 + z3 ;
б) x3 + y3 + z3 = −3(x+ y)(x+ z)(y + z);
в) x4 + y4 + z4 = 2(xy + yz + xz)2;
г) 2(x5 + y5 + z5) = 5xyz(x2 + y2 + z2) .

15. Довести, що коли x+ y + z = 0, то xy + xz + yz 6 0.

16. Довести, що коли x1, x2 є коренями квадратного рiвняння x2−6x+1 =
0, то сума xn1 + xn2 не дiлиться на 5 при жодному натуральному n.

17. Довести нерiвностi:
а) x4 + y4 > 1

8 (x+ y)4; в) x2 + y2 + 1 > xy + x+ y;
б) x4 + y4 > x3y + xy3; г) (x+ y + z)2 > 9(xy + xz + yz).

18. Довести, що для будь-яких невiд’ємних чисел x, y, z виконуються не-
рiвностi:
а) x4 + 8x8y + 5xy3 + y4 > 6x2y2;
б) (x+ y)(x+ z)(y + z) > 8xyz;
в) x4 + y4 + z4 > xyz(x+ y + z);
г) (x+ y + z)3 6 9(x3 + z3 + y3).

Задачi з олiмпiад

19. Розв’язати рiвняння
√

17− x2 = (3−
√
x)2.
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20. Вiдомо, що довжини сторiн даного трикутника є коренями рiвняння
ax3 + bx2 + cx + d = 0 з дiйсними коефiцiєнтами. Обчислити площу
цього трикутника.

21. Розв’язати систему рiвнянь:

а)

 x3 + y3 = z,
x3 + z3 = y,
y3 + z3 = x;

г)

 x+ y + z = a,
x2 + y2 + z2 = a2 + 2b2,
x3 + y3 + z3 = a3;

б)
{
x2 + xy + y2 = 1,
x4 + x2y2 + y4 = a2; д)

{
x+ y = a,
x3 + y3 = b(x2 + y2);

в)

 2x+ x2y = y,
2y + y2z = z,
2z + z2x = x;

е)

 x+ y + z = 2b,
x2 + y2 + z2 = b2,
x3 + y3 + z3 = 3xyz − b3.

22. Довести, що коренi x1, x2 многочлена f(x) = x2 + ax− 1
2a2 з дiйсними

коефiцiєнтами задовольняють нерiвнiсть x4
1 + x4

2 > 2 +
√

2.

23. Вiдомо, що t + 1
t = 2 cosα. Довести, що tn + 1

tn = 2 cosnα для всiх
натуральних чисел n.

24. Довести, що для всiх невiд’ємних чисел a, b виконується нерiвнiсть
1
2 (a+ b)2 + 1

4 (a+ b) > a
√
b+ b

√
a.

25. Довести, що коли добуток кiлькох додатних чисел рiвний 1, а їх сума
бiльша вiд суми їх обернених значень, то тiльки одно з цих чисел
бiльше за одиницю.
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§ 2.4 Результант двох многочленiв i його засто-
сування

Лiтература: [2] стор. 296 – 311; [3] стор. 500 – 504.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 та g(x) = bmx

m + · · ·+ b1x+ b0

– многочлени над полем P , an · bm 6= 0 i α1, α2, . . . , αn є коренями
многочлена f(x), якi можуть i не належати полю P .

Результантом многочленiв f(x) i g(x) називається вираз

R(f, g) = amn g(α1)g(α2) · · · g(αn).

Результант R(f, g) є симетричним многочленом вiд α1, α2, . . . , αn, а тому
результант довiльних двох многочленiв над полем P є елементом цього
поля.

Нехай γ1, γ2, . . . , γm – коренi многочлена g(x). Тодi:
1) R(f, g) = amn b

n
m

∏
16i6n, 16j6m

(αi − γj);

2) R(f, g) = (−1)nmR(g, f).
Для того щоб многочлени f(x) i g(x) мали спiльний корiнь, необхiдно i

достатньо, щоб iхнiй результант дорiвнював нулю.
Результант многочленiв f(x) i g(x) можна подати у формi Сiльвестра:

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 . . . a1 a0 0 . . . 0
0 an . . . a2 a1 a0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . an . . . a0

bm bm−1 . . . b1 b0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . bm . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m рядкiв

n рядкiв

Дискримiнантом D(f) многочлена f(x) називається вираз

(−1)
n(n−1)

2 a−1
n R(f, f ′),

де R(f, f ′) – результант многочлена f(x) i його похiдної f ′(x).
Має мiсце рiвнiсть D(f) = a2n−2

n

∏
16i<j6n

(αi − αj)2.
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Многочлен f(x) має кратний корiнь тодi i тiльки тодi, коли його дискри-
мiнант дорiвнює нулю.

Нехай задано систему двох алгебраїчних рiвнянь з двома невiдомими,
коефiцiєнти яких належать полю P :{

f(x, y) = 0,
g(x, y) = 0.

Схема виключення невiдомих з цiєї системи така:
1) упорядковуємо многочлени f(x, y) i g(x, y) за спадними степенями

однiєї iз змiнних, наприклад x;
2) складаємо результант R(f, g) = ϕ(y), розглядаючи змiнну y як пара-

метр;
3) знаходимо всi коренi β1, β2, . . . , βm результанта ϕ(y);
4) пiдставляємо в задану систему замiсть змiнної y значення

β1, β2, . . . , βm; дiстаємо сукупнiсть m систем двох рiвнянь з одним невi-
домим x;

5) розв’язуємо цю сукупнiсть систем рiвнянь i складаємо вiдповiднi пари
розв’язкiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якi задачi приводять до поняття результанту двох многочленiв?

2. Чому рiвнi результанти R(f, g) i R(g, f) многочленiв:
а) f(x) = 2x+ 3 i g(x) = 3x− 2;
б) f(x) = ax+ b i g(x) = cx+ d;
в) f(x) = 2x+ 1 i g(x) = 3x2 − x− 2;
г) f(x) = mx+ n i g(x) = ax2 + bx+ c?

Порiвняйте їх.

3. Обчислити результант R(f, g) для таких многочленiв:
а) f(x) = x2 − 5x+ 6 i g(x) = 3x2 + 2x− 7;
б) f(x) =

√
3x2 − 6x+ 4

√
3 i g(x) = x2 + 7x+ 12;

в) f(x) = 2x2 + x− 2
√

3 i g(x) = x4 + 5x2 + 4;
г) f(x) = x4 − 1 i g(x) = x3 − 4x2 − 7x− 2.

4. Знайти дискримiнант многочленiв:
а) f(x) = (1 + i)x+ (2− i); в) f(x) = 3ix2 − (1− i)x+ 1;
б) f(x) = ax+ b; г) f(x) = ax2 + bx+ c.

5. При якiй умовi многочлен f(x) = ax2 + bx+ c має кратний корiнь?
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6. Чи може многочлен f(x) = ax2 +(3a+4)x+a−2 мати кратний корiнь?

7. Нехай f(x) – многочлен ненульового степеня з кiльця C[x]. Що можна
сказати про дискримiнант D(f3)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Обчислити результант R(f, g) для таких многочленiв:
а) f(x) = x2 + 2x+ 5 i g(x) = 2x3 + 3x2 + 2x+ 2;
б) f(x) = x4 − 2x2 + 3 i g(x) = x2 − x+ 1;
в) f(x) = 3x3 + x− 1 i g(x) = x2 − 2x+ 4;
г) f(x) = x3 + 2x2 + 4x+ 1 i g(x) = 3x2 + 4x+ 4.

9. Обчислити дискримiнант таких многочленiв:
а) f(x) = x3 + 6x+ 2;
б) f(x) = x3 − 9x2 + 21x− 5;
в) f(x) = x4 − x3 − 3x2 + x+ 1;
г) f(x) = x4 − (1 + 2i)x3 − (4− 2i)x2 + (1 + 6i)x+ 3;
д) f(x) = x5 − 2;
е) f(x) = x5 + 1;
є) f(x) = x2002 + x2001 + · · ·+ x+ 1;
ж) f(x) = x2002

2002! + x2001

2001! + · · ·+ x2

2! + x+ 1.

10. Встановити, чи iснує зв’язок мiж дискримiнантами многочленiв
f(x) = x4− 1, f1(x) = x2− 1, f2(x) = x2 + 1 i результантом R(f1, f2).

11. Вивести формулу для обчислення дискримiнанта многочлена:
а) f(x) = x3 + bx+ c; б)f(x) = x3 + bx2 + cx+ d;
в) f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d.

12. Порiвняйте дискримiнанти многочленiв f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx+ d
та g(x) = 8x3 − 4ax2 − 8cx− (b2 − 4ac).

13. Знайти всi рацiональнi значення λ, при яких мають спiльний корiнь
такi многочлени:
а) f(x) = x2 + λx+ 1 i g(x) = x2 + x+ λ;
б) f(x) = 2x2 + λx− 3 i g(x) = λx2 + x− 2;
в) f(x) = x3 − 5x2 + 4λx− 4 i g(x) = 3x2 − 5λx+ 8;
г) f(x) = x3 + λx2 + 2 i g(x) = x3 + 2λx− 1.

Якими є цi коренi у вiдповiдних випадках?

14. Перевiрити одним з вiдомих способiв (обчислення результанта або зна-
ходження НСД многочленiв f(x) та f ′(x)), що многочлен f(x) з кiльця
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C[x] має кратнi коренi, якщо:
а) f(x) = 12x3 − 40x2 + 21x− 9;
б) f(x) = a2x3 + (2a3 − 3a2 + 2a)x2 + (4a2 − 2a+ 1)x+ 2a− 1;
в) f(x) = x4 − 3x3 − 3x2 + 16x− 12;
г) f(x) = x4 − 2x3 + (a+ 1)x2 − 2ax+ a.

15. Знайти всi цiлi значення λ, при яких мають кратнi коренi такi
многочлени з кiльця R[x]:
а) f(x) = x3 − λx+ 1; в) f(x) = x3 + (λ− 2)x2 + (1− λ)x;
б) f(x) = x4 − 4x+ λ ; г) f(x) = x4 − 4x3 + (2− λ)x2 + 2x− 2.

Якими є цi коренi у вiдповiдних випадках?

16. Розв’язати систему рiвнянь в полi C:

а)
{
xy2 + y2 + 2 = 0,
x2y − y + x− 1 = 0;

б)
{
y2 − 5y + 4x− 4 = 0,
2y2 + y − x2 + 1 = 0;

в)
{

5x2 − 5y2 − 3x+ 9y = 0,
5x3 + 5y3 − 15x2 − 13xy − y2 = 0;

г)
{

4x2 + y2 − 7xy + 13x− 2y − 3 = 0,
9x2 + y2 − 14xy + 28x− 4y − 5 = 0.

Задачi на доведення

17. Нехай f(x), g(x), f1(x), g1(x), f2(x), g2(x) ∈ C[x]. Довести, що:
а) R(f, g1 ± g2) = R(f, g1)±R(f, g2), коли degf = 1;
б) R(f, g1 · g2) = R(f, g1) ·R(f, g2);
в) R(f1 · f2, g1 · g2) = R(f1, g1) ·R(f1, g2) ·R(f2, g1) ·R(f2, g2);
г) R(fn, gm) = [R(f, g)]nm.

18. Нехай f(x), g(x), a ∈ C[x]. Довести, що:
а) D((x− a) · f(x)) = D(f(x)[f(a)]2);
б) D(f · g) = D(f) ·D(g) · [R(f, g)]2.

19. Нехай f(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 є многочленом третього степеня
з кiльця C[x] i x1, x2, x3 – його коренi. Довести, що

D(f) = a4
3 ·

∣∣∣∣∣∣
s0 s1 s2
s1 s2 s3
s2 s3 s4

∣∣∣∣∣∣ , де si = xi1 + xi2 + xi3 для всiх 0 6 i 6 4.
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20. Довести, що квадратнi рiвняння ax2 + bx+ c = 0 i a1x
2 + b1x+ c1 = 0

мають спiльний корiнь тодi i тiльки тодi, коли∣∣∣∣ a c
a1 c1

∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ b c
b1 c1

∣∣∣∣ .
21. Довести, що мають мiсце формули:

а) D(x4 + ax3 + b) = b2(256b− 27a4);
б) D(x4 + ax2 + b) = b(16b− 4a2);
в) D(x4 + ax+ b) = 256b3 − 27a4.

Творчi задачi

22. Нехай f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 та
g(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an−1x + an – многочлени над полем P i

an · a0 6= 0. Дослiдити, якi зв’язки iснують мiж дискримiнантами D(f)
i D(g) даних многочленiв.

23. Вивести формулу для обчислення дискримiнанта многочлена f(x) =
ax4 + bx3 + cx2 + dx+ g.

Задачi з олiмпiад

24. Нехай f(x) = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0 – многочлен над полем P ,
an 6= 0 i α1, α2, . . . , αn є коренями многочлена f(x), якi можуть i
не належати полю P . Довести, що

D(f) = a2n−2
n ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
s0 s1 s2 . . . sn−1

s1 s2 s3 . . . sn
. . . . . . . . . . . . . . .
sn−1 sn sn+1 . . . s2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
де si = αi1 + αi2 + · · ·+ αin для всiх 0 6 i 6 2n− 2.

25. Нехай f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, α1, α2, . . . , αn – його

коренi i g(x) = xm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0. Довести, що

D(f(g(x))) = (D(f(x)))m
n∏
i=1

D(g(x)− αi).
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§ 2.5 Вибранi задачi

1. Довести, що для будь-якого поля P кiльце многочленiв
P [x1, x2, . . . , xn] є факторiальним.

2. Нехай x1, x2, . . . , xn – коренi многочлена f(x) = anx
n + · · · + a1x +

a0. Довести, що будь-який симетричний многочлен вiд змiнних
x2, x3, . . . , xn можна подати у виглядi многочлена вiд x1.

3. Нехай f(x1, x2, . . . , xn) – антисиметричний многочлен вiд змiнних
x1, x2, . . . , xn. Довести, що виконується рiвнiсть

f(x1, x2, . . . , xn) = ∆(x1, x2, . . . , xn)g(x1, x2, . . . , xn),

де ∆(x1, x2, . . . , xn) – визначник Вандермонда, а g(x1, x2, . . . , xn) –
симетричний многочлен.

4. Нехай h(x1, x2, . . . , xn) – симетричний многочлен вiд змiнних
x1, x2, . . . , xn i h(x1, x1, x3, . . . , xn). Довести, що виконується рiвнiсть

h(x1, x2, . . . , xn) = ∆(x1, x2, . . . , xn)2u(x1, x2, . . . , xn),

де ∆(x1, x2, . . . , xn) – визначник Вандермонда, а u(x1, x2, . . . , xn) –
симетричний многочлен.

5. Нехай f(x1, x2, . . . , xn) – симетричний многочлен вiд змiнних
x1, x2, . . . , xn з кiльця Z[x1, x2, . . . , xn]. Довести, що значення цього
многочлена вiд коренiв n-го степеня з одиницi є цiлим числом.

6. Нехай P – поле часток кiльця всiх симетричних многочленiв вiд змiн-
них x1, x2, . . . , xn з кiльця Z[x1, x2, . . . , xn]. Довести, що поле P спiв-
падає з пiдполем поля Q(x1, x2, . . . , xn), яке складається зi всiх симе-
тричних рацiональних дробiв вiд цих змiнних.

7. Довести, що многочлен f(x1, x2, . . . , xn) з кiльця P [x1, x2, . . . , xn] над
полем P характеристики нуль дiлиться на лiнiйний многочлен

g(x1, x2, . . . , xn) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn + b

тодi i тiльки тодi, коли вiн перетворюється в нуль у кожнiй точцi
арифметичного простору Pn, в якiй перетворюється в нуль многочлен
g(x1, x2, . . . , xn).

8. Обчислити значення всiх елементарних симетричних многочленiв вiд
коренiв n-го степеня з одиницi.
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9. Розкласти на множники найменшого степеня з рацiональними коефi-
цiєнтами многочлен

f(x, y, z) = 2x2y2 + 2x2z2 + 2y2z2 − x4 − y4 − z4.

10. Розв’язати систему рiвнянь:

а)

 x+ y + z = a,
x2 + y2 + z2 = b2,
x3 + y3 + z3 = a3;

б)


(x+ y + z)3 = t,
(x+ z + t)3 = y,
(y + z + t)3 = x,
(x+ y + t)3 = z.

11. Знайти результант кругових многочленiв Φn(x) та Φm(x) в залежностi
вiд спiввiдношень мiж n i m.

12. Знайти результант кругового многочлена Φn(x) та f(x) = xm − 1 в
залежностi вiд спiввiдношень мiж n i m.

13. Нехай s, t ∈ N, d = (s, t), m = [s, t] та a, b ∈ C. Довести, що

R(xs − as, xt − bt) = (−1)s(am − bm)d.

14. Обчислити дискримiнант таких многочленiв:
а) f(x) = x2002 + 2002;
б) f(x) = x2n+1 + 1;
в) f(x) = x2n − 1;
г) f(x) = xn + a;
д) f(x) = x2n − x2n−1 + x2n−2 − · · · − x+ 1;
е) f(x) = x2n + x2n−1 + x2n−2 + · · ·+ x+ 1;
є) f(x) = xn + xn−1 + · · ·+ x+ 1;
ж) f(x) = xn

n! + xn−1

n−1! + · · ·+ x2

2! + x+ 1.



Роздiл 3

Многочлени над числовими
полями

§ 3.1 Многочлени над полем комплексних чи-
сел

Лiтература: [2] стор. 311 – 319; [3] стор. 505 – 512.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 – многочлен нену-
льового степеня над полем C комплексних чисел. Введемо позначення:
A = max{|an−1|, . . . , |a1|, |a0|}, N0 = 1 + A

|an| , N1 = 1 + 2A
|an| i M –

як завгодно велике додатне дiйсне число. Тодi:
1. Многочлен f(z) має тiльки тi коренi, модуль яких менший за число N0;
2. Як тiльки |z| > N0, то модуль старшого члена многочлена f(z) бiльший

за модуль суми решти членiв цього многочлена;

3. (∀z ∈ C)
(
|z| > max

{
N1, n

√
2M
|an|

}
−→ |f(z)| > M

)
.

Основна теорема алгебри многочленiв. Кожен многочлен ненульового
степеня з комплексними коефiцiєнтами має хоча б один комплексний корiнь.

З цiєї теореми слiдує, що незвiдними над полем комплексних чисел є
тiльки многочлени першого степеня, а кожен многочлен вищого степеня
єдиним способом розкладається над цим полем на лiнiйнi множники:

f(z) = an(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn),

70
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де z1, z2, . . . , zn – коренi многочлена f(z).
Поле P називають алгебраїчно замкненим, якщо всi коренi будь-якого

многочлена f(x) ненульового степеня з кiльця P [x] є елементами поля P .
Поле комплексних чисел є алгебраїчно замкненим i для коренiв много-

члена f(z) мають мiсце формули Вiєта:
z1 + x2 + . . .+ zn = −an−1

an
,

z1z2 + z1z3 + . . .+ zn−1zn = an−2
an

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
z1z2 · · · zn = (−1)n a0

an
.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Для довiльних комплексних чисел z1 i z2 перевiрити виконання по-
двiйної нерiвностi |z1| − |z2| 6 |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.

2. Яким є поле розкладу многочлена:
а) f(x) = x2 − 9; в) f(x) = x3 − 2x+ 1;
б) f(x) = x2 − 5; г) f(x) = x4 − 1?

3. Чи для кожного многочлена f(x) над числовим полем P iснує його
поле розкладу?

4. Чи є коренем многочлена f(x) = 4x5 + 2ix4− (4− 5i)x3 + 6x− 3 число:
а) 1− i; б) 3; в) 2 + i; г) 1− 3i?

5. Зобразити на координатнiй площинi коло, всерединi якого знаходяться
всi коренi многочлена:
а) f(x) = x5 + 2ix4 − 5x3 + 3x− 3;
б) f(x) = 3x4 + 12x3 − 5ix2 + 6;
в) f(x) = 4x5 + 8x4 − (2 + 3i)x3 + x− 1;
г) f(x) = x6 − 7x4 + (4 + 5i)x3 + x2 + 2x+ 1.

6. Скiльки полiв розкладу iснує для многочлена f(x) = x2 − 3?

7. Чи є алгебраїчно замкненим поле:
а) Q; б) Q[ 3

√
2]; в) R[

√
2]; г) C[

√
2i]?

8. Чи є звiдним над полем комплексних чисел многочлен f(x) = x2 + i?

9. Знайти многочлен найменшого степеня, коренями якого є:
а) 1, 2i, 1− i;
б) −i – двократний корiнь та 3− i – простий;
в) 2 + i – трикратний, 3 – простий i −5 – двократний корiнь;
г) 3i, −2 – трикратнi коренi.
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10. Запишiть формули Вiєта для многочлена:
а) f(x) = x3 − 9; в) f(x) = x4 − 5x3 + 4x2 − 2x− 3;
б) f(x) = x3 + 2x2 − 3x; г) f(x) = 5x5 + 3x+ 1.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Знайти додатне число m таке, що з нерiвностi |z| > m випливає нерiв-
нiсть:
а) |z3 − 5z2 + 6z − 1| > 1000;
б) |2z3 + 4z2 − 5z + 6| > 864;
в) |4z4 + z3 − 2z2 + 1 + i| > 512;
г) |z5 − 2iz3 + z| > 750.

12. Розкласти на незвiднi над полем C множники многочлен:
а) f(x) = 2x2 − 4x+ 3; д) f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6;
б) f(x) = x2 + (1 + i)x+ i; е) f(x) = x4 − 6x3 + 11x2 − 6x+ 1;
в) f(x) = x4 + 3; є) f(x) = xm+n − xn − xm + 1;
г) f(x) = x6 − 8; ж) f(x) = x2n − (2n + 3n)xn + 6n.

13. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв:
а) f(x) = (x− i)2(x+ i)3; i g(x) = x4 − 1;
б) f(x) = (x+ 1)(x+ i)(x− 2i)2; g(x) = (x2 + 4)(x2 − 1);
в) f(x) = xm + 1; g(x) = xn − 1;
г) f(x) = xm − 1; g(x) = xn − 1;

14. Знайти суму квадратiв коренiв многочлена f(x) = x3 − (1 + 2i)x2 − 3.

15. Знайти суму кубiв коренiв многочлена f(x) = x4 − (2− i)x2 + 3ix− 4.

16. Розв’язати рiвняння:
а) x3 − 3

√
3x2 + 7x−

√
3 = 0, якщо його коренi задовольняють

умову x1 − x2 =
√

2;
б) 8x3 + 4x2 − 34x+ 15 = 0, якщо його коренi задовольняють

умову 2x1 − 4x2 = 1;
в) x3 − 6x2 + px+ q = 0, якщо його коренi задовольняють

умову x1 : x2 : x3 = 1 : 2 : 3;
г) x3 − 7ix2 − 14x+ 8i = 0, якщо його коренi утворюють

геометричну прогресiю.

17. Знайти зведений многочлен f(x) найменшого степеня, якщо його по-
хiдна f ′(x) має:
а) простi коренi 1, −3 та i, а f(−i) = 1;
б) простi коренi 2 та 1− i, двократний корiнь i, а f(1) = 0.
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Задачi на доведення

18. Довести лему про модуль старшого члена: для будь-якого многочлена
ненульового степеня f(z) = anz

n+an−1z
n−1 + · · ·+a1z+a0 над полем

C i додатного числа k iснують достатньо великi за модулем значення
змiнної z такi, що модуль старшого члена буде бiльший модуля суми
решти членiв у k разiв, тобто виконується нерiвнiсть

|anzn| > k · |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|.

19. Довести, що всi коренi многочлена ненульового степеня
f(z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 над полем C комплексних

чисел меншi за абсолютною величиною вiд числа N0 = 1 + A
|an| , де

A = max{|an−1|, . . . , |a1|, |a0|}.

20. Довести лему про зростання модуля многочлена: для кожного мно-
гочлена ненульового степеня f(z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0

з комплексними коефiцiєнтами i довiльного додатного числа M мо-
жна знайти число m таке, що при |z| > m виконується нерiвнiсть
|f(z)| > M .

21. Довести, що кожний многочлен непарного степеня з дiйсними коефi-
цiєнтами має хоча б один дiйсний корiнь.

22. Нехай степiнь n многочлена f(z) з комплексними коефiцiєнтами
є парним числом i α1, α2, . . . , αn – його коренi у полi розкладу C.
Довести, що:
а) для довiльного дiйсного числа λ серед елементiв

βij = αiαj + λ(αi + αj), де i < j, є комплексне число;
б) для рiзних дiйсних чисел λ1 i λ2 iснує однакова пара iндексiв

(i, j) така, що елементи αiαj + λ1(αi + αj) i αiαj + λ2(αi + αj)
є комплекснимичислами;

в) серед чисел α1, α2, . . . , αn є комплексне число.

23. Нехай 1, x1, x2, . . . , xn−1 – коренi рiвняння xn − 1 = 0. Довести, що:

а)
n−1∑
i=1

xi = −1; б)
n−1∑
i=1

x2
i = −1; в)

n−1∏
i=1

(xi+1) =
[
0, n – парне,
1, n – непарне.

24. Довести, що R[x]/(x2− 3) є полем розкладу многочлена f(x) = x2− 3.

25. Довести, що поля Q[x]/(x2 − 3) i Q[
√

3] iзоморфнi.

26. Довести, що поле R[x]/(x2 + 1) є алгебраїчно замкненим.
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27. Довести, що коли комплекснi числа α1, α2, . . . , αn задовольняють умо-

ви


α1 + α2 + . . .+ αn = −an−1,
α1α2 + α1α3 + . . .+ αn−1αn = an−2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α1α2 · · ·αn = (−1)na0,

то цi числа є коренями многочлена f(z) = zn+an−1z
n−1+· · ·+a1z+a0.

28. Довести, що не всi коренi многочлена з дiйсними коефiцiєнтами є
дiйсними числами, якщо:
а) f(x) = x3 − 3x+ 5;
б) f(x) = x3 + 7x2 + 25x− 1;
в) f(x) = x4 − 4x3 + 9x2 − x− 1;
г) f(x) = x2003 + 2x2002 + · · ·+ 2002x+ 2003.

29. Довести, що рiвнiсть ab = c є необхiдною i достатньою умовою для
того, щоб серед коренiв рiвняння x3 + ax2 + bx+ c = 0, де c 6= 0, були
два протилежнi числа.

30. Довести, що ненульовi многочлени f(z) i g(z) з комплексними коефi-
цiєнтами мають однаковi коренi однакової кратностi тодi i тiльки тодi,
коли функцiя h(z) = |f(z)| − |g(z)| має постiйний знак у всiх точках
z ∈ C, при яких вона вiдмiнна вiд нуля.

Творчi задачi

31. Нехай f(x) = ax2 + bx + c – многочлен з кiльця R[x]. Знайти умови,
при яких кiльця R[x]/(ax2 + bx+ c) i C iзоморфнi.

Задачi з олiмпiад

32. Нехай f(z) i g(z) – многочлени ненульового степеня з комплексними
коефiцiєнтами. Довести, що коли виконується умова

(∀w)((f(w) = 0↔ g(w) = 0) ∧ (f(w) = 1↔ g(w) = 1)),

то многочлени f(z) i g(z) рiвнi.

33. Знайти коренi многочлена f(z) = zn+an−1z
n−1 + · · ·+a1z+a0 степеня

n > 3, якщо вони утворюють арифметичну прогресiю.

34. Рiвняння x12 − abx+ a2 = 0 має корiнь x0 > 2. Довести, що |b| > 64.
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§ 3.2 Многочлени над полем дiйсних чисел

Лiтература: [2] стор. 320 – 323; [3] стор. 512 – 514.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 – многочлен з дiйсними
коефiцiєнтами. Якщо комплексне число z0 є коренем многочлена f(z), то
спряжене до нього комплексне число z0 також є коренем цього многочлена.
Крiм того, якщо комплексне число z0 є коренем k-ї кратностi, то спряжене
комплексне число z0 також є коренем цього многочлена кратностi k.

Кожен многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, степiнь якого бiльший 2, є
звiдним над полем дiйсних чисел.

Кожен многочлен f(z) з дiйсними коефiцiєнтами єдиним способом роз-
кладається над полем R у добуток лiнiйних множникiв i квадратних три-
членiв:

f(z) = an(z − z1)k1 · · · (z − zi)ki(z2 + pi+1z + qi+1)ki+1 · · · (z2 + pmz + qm)km ,

де квадратнi тричлени не мають дiйсних коренiв.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи iснує у кiльцi R[x]/I iдеал I такий, що фактор-кiльце R[x]/I i поле
R iзоморфнi? Якщо так, то задайте вiдповiдний iзоморфiзм.

2. Чи iснує у кiльцi R[x]/I iдеал I такий, що фактор-кiльце R[x]/I i поле
Q iзоморфнi? Якщо так, то задайте вiдповiдний iзоморфiзм.

3. Знайти многочлен найменшого степеня у кiльцi R[x], який має:
а) простi коренi 1 i −2 та подвiйний корiнь 3;
б) простий корiнь 1− i та подвiйний корiнь 1−

√
3;

в) простi коренi 2 i 3 та подвiйний корiнь i;
г) потрiйний корiнь −2i.

4. Встановити, чи має дiйснi коренi многочлен:
а) f(x) = x3 − 3x2 + 2x− 1;
б) f(x) = x4 − 2x3 − 3x2 + 5x− 1;
в) f(x) = x5 − 3x2 − 1;
г) f(x) = x6 + x4 − 2x3 − x+ 1.

5. Якi дiйснi коренi може мати многочлен з дiйсними коефiцiєнтами
f(x) = x8 + a2x6 + b4x4 + c6x2?
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6. При якiй умовi коренями многочлена f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx+ d з
дiйсними коефiцiєнтами є тiльки уявнi числа?

7. Розкласти на незвiднi над полем R множники многочлен:
а) f(x) = x4 + 4; б) f(x) = x4 − 3x2 + 1 з кiльця R[x].

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Знайти всi дiйснi числа a i b такi, що рiвняння x4 + ax2 + b = 0 має
чотири дiйсних коренi, якi утворюють арифметичну прогресiю. Якi цi
коренi?

9. Знайти всi дiйснi числа a такi, що рiвняння x3 + ax2 − 6x + 8 = 0
має три дiйсних коренi, якi утворюють геометричну прогресiю. Якi цi
коренi?

10. Розв’язати рiвняння:
а) x4 + x3 − x2 − 10x− 12 = 0, якщо x1 = −1− i

√
3;

б) x4 − x3 + x2 + 4x+ 10 = 0, якщо x1 = −1− i;
в) x4 − x3 − 11x2 + 31x− 20 = 0, якщо x1 = 2− i;
г) x4 − x3 + x2 + 9x− 10 = 0, якщо x1 = 1 + 2i.

11. Розкласти на незвiднi над полем R множники многочлен:
а) f(x) = x4 + 4x3 − 2x2 + 20x+ 25;
б) f(x) = x4 − 2x3 + x2 + 3;
в) f(x) = x6 − 8;
г) f(x) = x6 + x5 + x4 + 2x3 + x2 + x+ 1.

12. Знайти необхiдну i достатню умову, при якiй многочлен f(x) = x4 +
ax3 + bx2 + cx+ d з дiйсними коефiцiєнтами має суто уявний корiнь.

13. Чи має суто уявнi коренi многочлен:
а) f(x) = x4 − 4x3 + 3x2 − 8x+ 2;
б) f(x) = x4 + 2x3 + x2 + 11x+ 3;
в) f(x) = x4 + x3 − 4x2 + 3x− 21;
г) f(x) = x5 + 3x3 − x2 + 4x+ 4?

14. Многочлен f(x) має суто уявний корiнь. Знайти дiйсне число a i всi
коренi многочлена, якщо:
а) f(x) = x4 − 2x3 + 6x2 − 18x+ a;
б) f(x) = x4 − 4x3 + ax2 − 8x+ 4;
в) f(x) = x4 + x3 − x2 + 3x+ a;
г) f(x) = x4 + 2x3 + ax2 + 8x+ 8.
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15. Яким умовам повиннi задовольняти дiйснi коефiцiєнти многочлена:
а) f(x) = (3a− 1)x2 + 2ax+ 3a− 2, щоб вiн мав два рiзних дiйсних

коренi;
б) f(x) = (2a− 1)x2 + ax+ 2a− 3, щоб вiн мав не бiльше одного

дiйсного кореня;
в) f(x) = (2a− 1)x2 + ( 1

2 − 4a)x+ 2a+ 1, щоб вiн мав один
дiйсний корiнь;

г) f(x) = (a3(1−
√

2)a2 − (3 +
√

2)a+ 3
√

2)x2 + 2(a2 − 2)x+ a+
√

2,
щоб вiн приймав додатнi значення для всiх x > 0?

16. В квадратному рiвняннi x2 + px + q = 0 коефiцiєнти p, q незалежно
пробiгають всi значення з вiдрiзка [−1, 1]. Знайти множину значень,
якi при цьому можуть приймати дiйснi коренi даного тричлена.

Задачi на доведення

17. Всi коефiцiєнти многочлена належать множинi {−1, 0, 1}. Довести, що
всi дiйснi коренi даного многочлена, якщо вони iснують, належать
вiдрiзку [−2, 2].

18. Нехай у многочлена f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 всi коефiцiєнти є

додатними дiйсними числами. Довести, що рiвняння xn+1 = f(x) має
єдиний додатний корiнь.

19. Довести, що коли всi коренi многочлена n-го степеня f(x) = anx
n +

· · · + a1x + a0 з дiйсними коефiцiєнтами є дiйсними числами, то всi
його послiдовнi похiднi f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n−1)(x) також мають тiльки
дiйснi коренi.

20. Нехай всi коренi многочлена n-го степеня f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

є дiйсними числами. Довести, що коли число a є кратним коренем
многочлена f ′(x), то воно також є коренем даного многочлена f(x).

21. Нехай у многочлена f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 з дiйсними коефi-

цiєнтами старший коефiцiєнт i вiльний член мають рiзнi знаки, тобто
ana0 < 0. Довести, що даний многочлен має хоча б один дiйсний
корiнь.

22. Многочлен f(x) з дiйсними коефiцiєнтами має властивiсть, що рiвня-
ня f(x) = x не має дiйсних коренiв. Довести, що рiвняння f(f(x)) = x
також не має дiйсних коренiв.
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23. Многочлен f(x) з дiйсними коефiцiєнтами приймає невiд’ємнi значен-
ня при всiх дiйсних значеннях змiнної. Довести, що iснують многочле-
ни з дiйсними коефiцiєнтами u(x) i v(x) такi, що f(x) = u2(x)+v2(x).

24. Многочлен f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + 1 з дiйсними коефiцi-

єнтами має n дiйсних коренiв. Довести, що f(2) > 3n.

25. Нехай всi коренi многочлена f(x) з дiйсними коефiцiєнтами є чисто
уявними, тобто мають вид ai, де a ∈ R \ {0}. Довести, що всi коренi
многочлена f ′(x), крiм одного, також є чисто уявними.

26. Довести, що всi коренi многочлена з дiйсними коефiцiєнтами f(x) =
xn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + 1 є суто уявними тодi i тiльки тодi, коли
многочлени g1(y) = a0−a2y

2 +a4y
4−· · · i g2(y) = a1−a3y

2 +a5y
4−· · ·

мають спiльний дiйсний корiнь.

27. Довести, що зведений многочлен четвертого степеня з дiйсними кое-
фiцiєнтами, всi коренi якого є суто уявними, можна подати у виглядi
суми квадратiв зведеного квадратного тричлена i многочлена першого
степеня з дiйсними коефiцiєнтами.

Творчi задачi

28. Вiдомо, що кiльця R[x]/I i C iзоморфнi. Опишiть всi iдеали, для яких
має мiсце такий iзоморфiзм.

Задачi з олiмпiад

29. Знайти всi многочлени f(x) з дiйсними коефiцiєнтами такi, що для
всiх дiйсних x виконується рiвнiсть (1 + 2x)f(2x) = (1 + 21999x)f(x).

30. Знайти всi дiйснi значення a i b такi, щоб рiвняння x3+ax2+bx+c = 0
мало не бiльше двох додатних коренiв для будь-якого дiйсного c.

31. Нехай многочлени з дiйсними коефiцiєнтами f(x) i g(x) приймають
цiлочисловi значення при однакових значеннях змiнної x. Довести, що
хоча б один з многочленiв f(x)− g(x) або f(x) + g(x) є константою.

32. Довести, що рiвняння x5 +ax4 + bx3 + c = 0 з дiйсними коефiцiєнтами
i c 6= 0 має не менше двох уявних коренiв.

33. Для заданого натурального числа n знайти в множинi дiйсних
чисел найдовший iнтервал (cn, bn) такий, щоб для довiльних чи-
сел a2n−1, . . . , a2, a1, a0 з цього iнтервалу многочлен f(x) = x2n +
a2n−1x

2n−1 + · · ·+ a1x+ a0 не мав дiйсних коренiв.
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34. Нехай для дiйсних чисел an, an−1, . . . , a1, a0 виконується рiвнiсть

an
n+ 1

+
an−1

n
+ · · ·+ a1

2
+ a0 = 0.

Довести, що многочлен f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 має хоча б один

дiйсний корiнь.

35. Знайти дiйснi числа p i q такi, щоб многочлен f(x) = x4 + px2 + q мав
4 дiйснi коренi, якi утворюють арифметичну прогресiю.

36. Довести, що многочлен f(x) = xn

n! + · · · + x2

2! + x + 1 не може мати
бiльше одного дiйсного кореня.

37. Нехай квадратнi тричлени f(x) = a1x
2 + 2b1x + c1, f2(x) = a2x

2 +
2b2x + c2 з кiльця R[x] приймають тiльки додатнi значення. Довести,
що тричлен f(x) = a1a2x

2 + 2b1b2x + c1c2 також додатний для всiх
x ∈ R.

38. Нехай маємо многочлен f(x) = x10 + a9x
9 + a8x

8 + · · ·+ a1x+ 1. Два
студенти грають у таку гру: кожен по черзi замiнює один з невизначе-
них коефiцiєнтiв a9, a8, . . . , a1 деяким дiйсним числом (всього 9 ходiв).
Якщо в результатi отримають многочлен, який не має дiйсних коренiв,
то виграє той, хто зробив перший хiд. Якщо многочлен має дiйсний
корiнь, то виграє той, хто зробив другий хiд. Чи може другий гравець
завжди виграти?

39. Нехай у многочлена f(x) = anx
n+an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 з дiйсними
коефiцiєнтами додатний старший коефiцiєнт an. За допомогою формул
Вiєта довести, що:
а) при парному n i a0 > 0 число додатних i число вiд’ємних коренiв

парне;
б) при парному n i a0 < 0 число додатних i число вiд’ємних коренiв

непарне(з врахуванням їх кратностi).

Дослiдити число парних i непарних коренiв при непарному n.

40. Довести, що многочлен f(x) = x12 − x9 + x4 − x + 1 не має дiйсних
коренiв.

41. Знайти всi ненульовi многочлени f(x) з кiльця R[x], для яких вико-
нується рiвнiсть: а) f(x2) = f2(x); б) f(x2 − 2x) = f2(x − 2);
в) f(x) · f(2x2) = f(2x3 + x).
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§ 3.3 Рiвняння третього i четвертого степеня

Лiтература: [2] стор. 337 – 348; [3] стор. 515 – 521.

Теоретичнi вiдомостi

Рiвняння третього степеня z3 + a2z
2 + a1z + a0 = 0 за допомогою замiни

z = x− a2
3 зводиться до виду

x3 + px+ q = 0.

Число D = q2

4 + p3

27 називається дискримiнантом отриманого кубiчного
рiвняння. Коренi цього рiвняння знаходять за формулою Кардано

x = 3

√
−q

2
+
√
D + 3

√
−q

2
−
√
D.

Зауважимо, що ця формула дає також 6 чисел, якi не є коренями рiвняння.

Нехай u1 = 3

√
− q2 +

√
D, u2 = 3

√
− q2 −

√
D та u1u2 = −p3 . Тодi

x1 = u1 + u2 є коренем цього кубiчного рiвняння, а решта його коренiв
обчислюються за формулами:

x2 = − 1
2 (u1 + u2) + i

√
3

2 (u1 − u2),
x3 = − 1

2 (u1 + u2)− i
√

3
2 (u1 − u2).

Якщо коефiцiєнти рiвняння p i q є дiйсними числами, то:
а) при D > 0 рiвняння має один дiйсний i два комплексних спряжених

коренi;
б) при D = 0 рiвняння має три дiйсних коренi, два з яких рiвнi мiж

собою;
в) при D < 0 рiвняння має три дiйсних рiзних коренi.
Рiвняння четвертого степеня x4+a3x

3+a2x
2+a1x+a0 = 0 пiсля введення

допомiжної змiнної t запишемо у виглядi(
x2 + a3x

2 + t
2

)2 =
(
a2
3
4 − a2 + t

)
x2 +

(
a3t
2 − a1

)
x+ t2

4 − a0.

Значення змiнної t вибирають так, щоб у правiй частинi останнього рiв-
няння утворювався квадрат деякого двочлена ax+ b. Це буде при умовi, що
дискримiнант цього квадратного тричлена рiвний нулю. Звiдси отримують
допомiжне кубiчне рiвняння

t3 − a2t
2 + (a3a1 − 4a0)t− (a2

3a0 − 4a2a0 + a2
0) = 0,
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яке називають кубiчною резольвентою даного рiвняння четвертого сте-
пеня.

Якщо t0 – один з коренiв резольвенти (знайдений, як правило, без
формули Кардано), то дане рiвняння рiвносильне сукупностi рiвнянь:[

x2 + a3
2 x+ t0

2 = ax+ b,
x2 + a3

2 x+ t0
2 = −(ax+ b).

Такий спосiб розв’язування рiвняння четвертого степеня називають ме-
тодом Феррарi.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Звести наступне кубiчне рiвняння до виду, у якому вiдсутнiй доданок
з невiдомим у другому степенi:
а) x3 + 9x2 + 18x+ 28 = 0; в) x3 − 2x2 + x− 3 = 0;
б) x3 − 6x2 + 4x− 1 = 0; г) x3 + 6ix2 + 2x− 4 = 0.

2. Як узгоджуються поняття дискримiнанта многочлена третього степеня
f(x) = x3 + px+ q i кубiчного рiвняння x3 + px+ q = 0?

3. Знайти дискримiнант рiвняння:
а) x3 + 2x+ 3 = 0; в) x3 − 6x+ 4 = 0;
б) x3 − 3x− 2 = 0; г) x3 − 3ix2 + 2x− 4 = 0.

4. Скласти резольвенту для рiвняння:
а) x4 − 12x− 3 = 0; в) x4 − 6x2 + 3x− 1 = 0;
б) x4 + 4x2 − 2 = 0; г) x4 + 2x3 + 2x2 + x− 7 = 0.

5. Знайти добуток суми коренiв рiвняння x3 + ax2 + bx + 1 = 0 на суму
їх обернених величин.

Задачi на технiку обчислень та перетворень

6. Розв’язати рiвняння:
а) x3 − 6x+ 4 = 0; д) x3 + 6x2 + 30x+ 25 = 0;
б) x3 + 3x+ 2i = 0; е) x3 + 9x2 + 18x+ 28 = 0;
в) x3 + 6ix+ 4 + 4i = 0; є) 2x3 + 3x2 − 3x− 9 = 0;
г) x3 + 3 3

√
6x+ 7i = 0; ж) 3x3 − 10x2 + 13x+ 14 = 0.

7. Розв’язати рiвняння 12x3 + 4x2 − 17x + 6 = 0, коли вiдомо, що се-
ред його коренiв є два числа, обернених за абсолютною величиною i
протилежних за знаком.
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8. Розв’язати рiвняння 3x3 + 2
√

3x2 − 21x + 6
√

3 = 0, коли вiдомо, що
добуток двох його коренiв дорiвнює 1.

9. Знайти всi коренi кубiчного рiвняння a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0, коли
вiдомо, що виконується рiвнiсть a3a0 = a2a1.

10. Розв’язати кубiчне рiвняння a3x
3+a2x

2+a1x+a0 = 0, коли вiдомо, що
його коефiцiєнти в порядку спадання степенiв утворюють геометричну
прогресiю з знаменником 2.

11. Скiльки iснує многочленiв виду f(x) = x3+ax2+bx+c з комплексними
коефiцiєнтами таких, що їх коренями є числа a, b, c?

12. Комплекснi числа a, b, c є трьома з чотирьох коренiв рiвняння
x4 − ax3 − bx+ c = 0. Знайти всi такi трiйки чисел a, b, c.

13. Розв’язати рiвняння:
а) x4 + 3x2 + 2x+ 3 = 0; д) 9x4 + 6x3 − 3x2 + 4x− 1 = 0
б) x4 + 4x3 + 4x− 1 = 0; е) x4 − 8x3 + 21x2 − 20x+ 5 = 0;
в) x4 − x3 − x2 + 2x− 2 = 0; є) x4 − 2x3 + x2 + 2x− 1 = 0;
г) x4 + x3 + 6x2 + 2x+ 8 = 0; ж) x4 − 2x3 + 8x2 − 12x+ 12 = 0.

Задачi на доведення

14. Довести, що коли коренi рiвняння x3 + ax2 + bx + c = 0 утворюють
геометричну прогресiю, то один з коренiв рiвний − 3

√
c.

15. Довести, що коли коефiцiєнти рiвняння a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0 в
порядку спадання степенiв утворюють геометричну прогресiю, то його
коренi також утворюють геометричну прогресiю.

16. Довести, що коренi рiвняння x3 + 3ax2 − 3a3 = 0 є дiйсними при
будь-яких дiйсних значеннях числа a.

17. Довести, що при a > 0 i довiльному дiйсному b рiвняння x3+ax+b = 0
має тiльки один дiйсний корiнь.

18. Довести, що для довiльного дiйсного числа c рiвняння x3−x2+x+c = 0
має тiльки один дiйсний корiнь.

19. Довести, що будь-яке кубiчне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами i
вiд’ємним дискримiнантом можна за допомогою замiни x = my + n
звести до вигляду ay3 − 3by2 − 3ay + b = 0, де a, b – дiйснi числа.
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20. Довести, що кубiчне рiвняння з дiйсними коефiцiєнтами

ay3 − 3by2 − 3ay + b = 0

має коренi y1 = tg ϕ
3 , y2 = tg ϕ+2π

3 , y3 = tg ϕ+4π
3 , де кут ϕ визначається

з системи рiвнянь {
sinϕ = b√

a2+b2
,

cosϕ = a√
a2+b2

.

21. Нехай координати точок A(b, a) i D(d, c), якi лежать в першiй чвертi,
є коефiцiєнтами рiвняння ax3 + bx2 + cx + d = 0. На осях координат
побудованi точки C i B так, що фiгура ABCD є прямокутною тра-
пецiєю. Довести, що число x0 = xB−b

a , де xB – абсциса точки B, є
дiйсним коренем цього рiвняння.

22. Довести, що многочлен з дiйсними коефiцiєнтами

f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0

можна подати у виглядi f(x) = (x2 + px + q)2 + r2 тодi i тiльки тодi,
коли

a3
3 − 4a2a3 + 8a1 = 0.

23. Довести, що многочлен з дiйсними коефiцiєнтами

f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0

можна подати у виглядi f(x) = (x2 +px+ q)2 + (rx)2 тодi i тiльки тодi,
коли

a2
1 − a0a

2
3 = 0.

24. Довести, що рiвнiсть a2a1 = a0 є необхiдною i достатньою умовою для
того, щоб серед коренiв рiвняння z3 + a2z

2 + a1z + a0 = 0 було два
числа, сума яких дорiвнює нулю.

Задачi з олiмпiад

25. Чи може рiвняння x3 + ax2 + bx + c = 0 мати лише вiд’ємнi коренi,
якщо вiдомо, що a+ 2b+ 4c = − 1

2 ?

26. Дано рiвняння x3 + ax2 + bx + c = 0. Знайти всi дiйснi значення a i
b такi, щоб дане рiвняння мало не бiльше двох додатних коренiв при
всiх дiйсних значеннях c.
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§ 3.4 Вiдокремлення дiйсних коренiв многочле-
на з дiйсними коефiцiєнтами

Лiтература: [2] стор. 323 – 336; [3] стор. 521 – 525.

Теоретичнi вiдомостi

Задача вiдокремлення дiйсних коренiв многочлена з дiйсними коефiцiєн-
тами полягає в знаходженнi тих iнтервалiв, у кожному з яких знаходиться
тiльки один корiнь. На пiдставi властивостей многочленiв з комплексними
коефiцiєнтами знаходять верхню i нижню межi дiйсних коренiв.

Якщо многочлен f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 має дiйснi
коренi, то вони знаходяться в iнтервалi (−N0, N0), де N0 = 1 + A

|an| i
A = max{|an−1|, . . . , |a1|, |a0|}.

Метод Ньютона для знаходження верхньої межi додатних коренiв мно-
гочлена з дiйсними коефiцiєнтами грунтується на теоремi:

Якщо при x = m > 0 многочлен f(x) має додатне значення, а всi його
похiднi приймають невiд’ємнi значення, то число m є верхньою межею його
додатних коренiв.

Вмiння знаходити верхню межу додатних коренiв многочлена з дiйсними
коефiцiєнтами дозволяє визначити межi його додатних i вiд’ємних коренiв.
Якщо m0,m1,m2,m3 – верхнi межi додатних коренiв многочленiв з дiй-
сними коефiцiєнтами f(x), ynf( 1

y ), f(−y) i ynf(− 1
y ) вiдповiдно, то вiд’ємнi

коренi многочлена f(x) знаходяться в iнтервалi (−m2,− 1
m3

), а додатнi – в
iнтервалi ( 1

m1
,m0).

Нехай c1, c2, . . . , cn – деяка послiдовнiсть дiйсних чисел. Кiлькiсть
пар сусiднiх чисел цiєї послiдовностi, якi мають протилежнi знаки, на-
зивають кiлькiстю змiн знакiв даної послiдовностi. Оцiнити число до-
датних коренiв многочлена з дiйсними коефiцiєнтами дозволяє правило
Декарта: число додатних коренiв многочлена з дiйсними коефiцiєнтами
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 дорiвнює або на парне число мен-

ше кiлькостi змiн знакiв у послiдовностi його коефiцiєнтiв. За допомогою
замiни x = −y можна оцiнити число вiд’ємних коренiв цього многочлена.

Вiдокремити коренi многочлена f(x), який не має кратних коренiв, мо-
жна методом Штурма. При цьому для многочлена f(x) будують насампе-
ред ряд многочленiв Штурма:

f(x), f ′(x), F1(x), F2(x), . . . , Fm−1(x), Fm(x).
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Щоб знайти многочлени Fi(x) для 1 6 i 6 m застосовують алгоритм, ана-
логiчний до алгоритму Евклiда:

f(x) = f ′(x)g1(x)− F1(x),
f ′(x) = F1(x)g2(x)− F2(x),
F1(x) = F2(x)g3(x)− F3(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Fm−2(x) = Fm−1(x)gm(x)− Fm,
Fm−1(x) = Fmgm+1(x).

Вiдмiннiсть цього алгоритму вiд алгоритму Евклiда полягає тiльки в тому,
що всi остачi rk(x) беруть з протилежними знаками, тобто Fk(x) = −rk(x).
Пiсля цього застосовують теорему Штурма:

Якщо a i b – довiльнi рiзнi дiйснi числа (a < b), якi не є коренями
многочлена f(x), то число p дiйсних кооренiв многочлена в iнтервалi (a, b)
дорiвнює s(a) − s(b), де s(a) i s(b) – кiлькiсть змiн знакiв у рядi Штурма
при x = a i x = b вiдповiдно.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Знайти промiжок, у якому знаходяться всi дiйснi коренi многочлена:
а) f(x) = x4 − 3x2 + 2x;
б) f(x) = 3x4 + 5x3 − 8x+ 9;
в) f(x) = 6x5 − 14x4 + 41x3 − 22x2 + 7x+ 8;
г) f(x) = x2003 + 2x2002 + . . .+ 2002x+ 2003.

2. Знайти число змiн знакiв у коефiцiєнтах многочлена:
а) f(x) = 3x4 + 5x3 − 8x+ 9;
б) f(x) = x5 − 2x4 + x3 − 3x2 − 8x+ 9;
в) f(x) = −x6 + x5 − x4 + x3 − 3x2 − x+ 1;
г) f(x) = x2003 − 2x2002 + 3x2001 − . . .− 2002x2 + 2003x− 2004.

3. Яке найбiльше число змiн знакiв може мати многочлен n-го степеня?

4. Порiвняйте кiлькiсть змiн знакiв у послiдовностях дiйсних чисел:
а) c1, c2, . . . , cn та cn, . . . , c2, c1;
б) c1, c2, . . . , cn та c1, c2 − c1, c3 − c2, . . . , cn − cn−1, cn.

5. Оцiнити за правилом Декарта число додатних i число вiд’ємних коре-
нiв многочлена:
а) f(x) = 3x4 + 5x3 + 8x+ 7;
б) f(x) = 7x5 − 2x4 + x3 − 3x2 − x+ 2;
в) f(x) = x8 + 7x6 − 9x5 + x4 − 3;
г) f(x) = x7 + x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1.
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6. Скласти ряд Штурма для многочлена:
а) f(x) = x3 − 3x2 + 3x− 1; в) f(x) = x3 + 3x− 1;
б) f(x) = 2x2 − 5x− 8; г) f(x) = x3 − x+ 5.

7. Яким умовам повиннi задовольняти коефiцiєнти квадратного тричлена
f(x) = ax2 + bx+ c, a 6= 0, щоб вiн мав:
а) два рiзних додатних коренi;
б) два рiзних вiд’ємних коренi;
в) додатний i вiд’ємний коренi;
г) два рiзних коренi у промiжку [−1, 1];
д) два коренi, розмiщенi по рiзнi сторони вiд числа m;
е) два коренi, мiж якими лежить вiдрiзок [m,n];
є) два коренi, розмiщенi по одному на кожному з двох вiдрiзкiв

[m,n] i [p, q], якi не мають спiльних точок;
ж) єдиний корiнь в iнтервалi (m,n)?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

8. Знайти методом Ньютона верхню межу додатних коренiв многочлена:
а) f(x) = 2x3 − 3x2 + 5; в) f(x) = (x− 2)6 + (x− 1)3;
б) f(x) = x4 − 8x+ 1; г) f(x) = x8 + 7x6 − 9x5 − x4 − 3.

9. Знайти методом Ньютона нижню межу додатних коренiв многочлена:
а) f(x) = 5x4 − 3x3 + x2 + 1;
б) f(x) = 4x4 − 12x2 + 8x− 1;
в) f(x) = x5 + 6x4 − 11x3 − 11x2 + 6x+ 1;
г) f(x) = x8 + 7x6 − 9x5 − x4 − 3.

10. Знайти межi додатних та вiд’ємних коренiв многочлена:
а) f(x) = x3 + 12x− 4; в) f(x) = x8 + 7x6 − 9x5 − x4 − 3;
б) f(x) = x5 + 5x3 − 7x+ 2; г) f(x) = −2x7 + 3x5 − x3 + x− 1.

11. Знайти число дiйсних коренiв многочлена:
а) f(x) = x4 − 2x3 − 6x2 + 4x+ 4 на промiжку [2; 4];
б) f(x) = x4 + 3x3 − 4x− 1 на промiжку [0; 2];
в) f(x) = x4 − 2x3 − 4 на промiжку [−3; 5];
г) f(x) = x5 + 5x2 − 10 на промiжку [1; 3].

12. Скласти ряд Штурма i визначити число дiйсних коренiв многочлена:
а) f(x) = x4 + 4x3 + 9; в) f(x) = x4 − 12x2 − 16x− 4;
б) f(x) = x4 + x2 − 1; г) f(x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x− 2.



87

13. Вiдокремити дiйснi коренi многочлена:
а) f(x) = x3 + 6x− 2; д) f(x) = x4 + 2x3 + 3x2 + 2x− 2;
б) f(x) = −8x3 + 16x− 2; е) f(x) = x4 + 2x3 − 4x2 − 5x+ 5;
в) f(x) = x4 − 4x3 − 2x+ 9; є) f(x) = 2x5 − 10x3 + 10x2 − 2;
г) f(x) = x4 − 2x2 − 4x− 1; ж) f(x) = 2x5 − 2x3 + 3x2 − 2x+ 2.

Задачi на доведення

14. Нехай f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 – многочлен з дiйсни-
ми коефiцiєнтами i v(f(x)) – число змiн знакiв у послiдовностi його
коефiцiєнтiв. Довести, що для будь-яких додатних чисел i ненульових
многочленiв f(x) число v((a− x)f(x))− v(f(x)) є додатним непарним.

15. Многочлен n-го степеня з дiйсними коефiцiєнтами є сумою k 6 n +
1 одночленiв. Довести, що число ненульових дiйсних коренiв цього
многочлена не перевищує 2(k − 1).

16. Нехай многочлен не має кратних коренiв. Довести, шо нiякi два сусу-
днiх многочлени з ряду Штурма для многочлена f(x) не мають спiль-
них коренiв.

17. Довести, що коли число α є коренем одного з промiжних многочленiв
з ряду Штурма для многочлена f(x), то сусiднi з ним многочлени при
x = α з ряду Штурма для многочлена f(x) приймають протилежнi за
знаком значення.

18. Довести, що коли при зростаннi x вiдбувається перехiд через корiнь
промiжного многочлена з ряду Штурма для многочлена f(x), який не
є коренем многочлена f(x), то число змiн знакiв у рядi Штурма при
цьому не змiнюється.

19. Довести, що коли при зростаннi x вiдбувається перехiд через корiнь
многочлена f(x), то число змiн знакiв у рядi Штурма для многочлена
f(x) зменшується на одиницю.

Творчi задачi

20. Знайти умови, яким повиннi задовольняти коефiцiєнти квадратного
тричлена f(x) = ax2 + bx+ c для того, щоб вiн не мав:
а) коренiв, бiльших вiд числа m;
б) коренiв, менших вiд числа m;
в) коренiв в iнтервалi (m,n);
г) коренiв на вiдрiзку [m,n].
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§ 3.5 Многочлени з рацiональними та цiлими
коефiцiєнтами

Лiтература: [2] стор. 337 – 343; [3] стор. 526 – 528.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 – многочлен з цiлими
коефiцiєнтами.

Якщо нескоротний дрiб p
q є коренем многочлена f(x), то p є дiльником

вiльного члена a0, а q – дiльником старшого коефiцiєнта an цього много-
члена.

Якщо an = 1, то всi рацiональнi коренi многочлена f(x) є цiлими числа-
ми.

Оскiльки многочлени f(x) i an−1
n f(x) мають однаковi коренi, то знахо-

дження рацiональних коренiв многочлена f(x) можна за допомогою замiни
anx = y звести до вiдшукання цiлих коренiв многочлена

an−1
n f(x) = g(y) = yn + an−1y

n−1 + an−2any
n−2 + . . .+ a1a

n−2
n y + a0a

n−1
n .

Iснують iншi необхiднi умови для того, щоб рацiональне число було ко-
ренем многочлена з цiлими коефiцiєнтами. Зокрема, щоб нескоротний дрiб
p
q був рацiональним коренем многочлена f(x), необхiдно, щоб при довiль-
ному цiлому k число f(k) дiлилося на p− qk 6= 0.

Така умова на практицi найчастiше використовується для k = ±1. При
цьому числа f(1)

p−q i f(−1)
p+q мають бути цiлими.

Многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами є звiдним над полем Q тодi i
тiльки тодi, коли iснують многочлени f1(x) i f2(x) ненульового степеня з
цiлими коефiцiєнтами такi, що f(x) = f1(x)f2(x), тобто коли многочлен
f(x) є звiдним у кiльцi Z[x].

Одну з достатнiх умов незвiдностi многочлена з цiлими коефiцiєнтами
дає критерiй Ейзенштейна:

Якщо коефiцiєнти an−1. . . . , a1, a0 многочлена f(x) з кiльця Z[x] дiля-
ться на деяке просте число p, вiльний член a0 не дiлиться на p2 i старший
коефiцiєнт an не дiлиться на p, то многочлен f(x) є незвiдним над полем
рацiональних чисел.

З критерiю Ейзенштейна слiдує, що у кiльцi многочленiв Z[x] iснують
незвiднi над полем Q многочлени будь-якого степеня.

Спосiб Кронекера дозволяє принципiально встановити звiднiсть чи не-
звiднiсть будь-якого многочлена з кiльця Z[x] над полем Q. Суть його така.
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Нехай f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 – многочлен з цi-
лими коефiцiєнтами степеня n, який не має цiлих коренiв i розкладає-
ться в добуток двох многочленiв меншого степеня з цiлими коефiцiєнтами
f(x) = f1(x)f2(x). Можна вважати, наприклад, що deg f1(x) 6 m = [n2 ].
Надамо тодi змiннiй x рiзних цiлих значень c1, c2, . . . , cn, cn+1. При цьому
ми отримаємо n+ 1 рiвнiсть мiж цiлими числами f(ci) = f1(ci)f2(ci), тобто
f(ci) дiлиться на f1(ci) для i = 1, 2, . . . ,m+ 1. Многочлен f1(x) однозначно
визначається своїми значеннями в точках c1, c2, . . . , cn, cn+1.

Для цiлих чисел f(c1), f(c2), . . . , f(cm+1) складемо всi можливi набори
дiльникiв d1, d2, . . . , dn, dn+1 таких, що f(ci) дiлиться на di для кожного
1 6 i 6 m + 1. Для кожного такого набору дiльникiв знайдемо вiдповiд-
ний iнтерполяцiйний многочлен g(x), степiнь якого не перевищує m. Таких
многочленiв скiнченна множина. А тому серед них повинен бути многочлен
f1(x). Перевiривши подiльнiсть многочлена f(x) на всi цi многочлени в кiль-
цi Z[x], ми отримаємо вiдповiдь на питання про звiднiсть даного многочлена
над полем Q.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Якими способами можна знайти значення многочлена для довiльного
цiлого або рацiонального числа?

2. Що можна сказати про рацiональнi коренi многочлена f(x) = x4 + 4
та його звiднiсть у кiльцi Q[x]?

3. Многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами такий, що f(0) i f(1) є не-
парними числами. Встановити, чи має даний многочлен цiлi коренi.

4. Для яких цiлих a i b многочлен f(x) = ax3 +b є звiдним у кiльцi Z[x]?

5. Для яких цiлих a i b многочлен f(x) = x4 + ax2 + b є звiдним у кiльцi
Q[x]?

6. Навести приклад незвiдного у кiльцi Q[x] многочлена:
а) другого степеня; в) шостого степеня;
б) третього степеня; г) 2003-го степеня.

7. Перевiрте, що многочлен f(x) = x3 + x2 + x + 2 є незвiдним у кiльцi
Z3[x]. Як це впливає на звiднiсть чи незвiднiсть у кiльцi Q[x] много-
члена:
а) f(x) = 4x3 + 10x2 − 8x− 1;
б) f(x) = 6x4 − 2x3 + 4x2 + x+ 5;
в) f(x) = 2002x3 − 1901x2 + 3001x+ 4001;
г) f(x) = 2001x5 + x3 + 7x2 + 4x+ 2003?
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8. Який зв’язок мiж звiднiстю многочлена f(x) з цiлими коефiцiєнтами
у кiльцi Z[x] та у кiльцi Zn[x]?

9. Що можна сказати про звiднiсть даного многочлена у кiльцi Z[x]:
а) f(x) = x4 − 2x2 − 8; в) f(x) = x4 − 12x2 − 16x− 2;
б) f(x) = x4 + 5x2 + 6; г) f(x) = x5 + 5?

10. Многочлени f(x) i g(x) з кiльця Q[x] є взаємно простими. Чи можуть
вони мати спiльний комплексний корiнь a+ bi, де b 6= 0?

11. Чи може незвiдний у кiльцi Q[x] многочлен:
а) не мати комплексних коренiв a+ bi, де b 6= 0;
б) мати кратнi комплекснi коренi a+ bi, де b 6= 0?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

12. Знайти всi цiлi коренi многочлена:
а) f(x) = x4 + 2x3 + x+ 2;
б) f(x) = x4 − 2x3 − 8x2 + 13x− 24;
в) f(x) = x4 − x3 − 22x2 + 16x+ 96;
г) f(x) = 10x4 − 13x3 + 15x2 − 18x− 24.

13. Знайти всi рацiональнi коренi многочлена:
а) f(x) = 30x3 + 11x2 − 9x− 2;
б) f(x) = 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12;
в) f(x) = 10x4 − 13x3 + 15x2 − 18x− 24;
г) f(x) = 12x5 + x4 + x3 − x− 165 .

14. Розв’язати рiвняння:
а) x3 − 6x2 + 15x− 14 = 0;
б) 12x3 − x2 + 2x− 1 = 0;
в) x4 − 4x3 − 13x2 + 28x+ 12 = 0;
г) 24x5 + 10x4 − x3 − 19x2 − 5x+ 6 = 0.

15. Розв’язати рiвняння незалежно вiд значень параметрiв, якi входять до
рiвняння:
а) x3 − (a+ b+ c)x2 + (ab+ bc+ ac)x− abc= 0;
б) x3 − (3a− 1)x2 + (2a2 − 3a)x+ 2a2 = 0;
в) x3 − 2x2 − (a2 − a− 1)x+ (a2 − a) = 0;
г) x3 − (2a+ 1)x2 + (a2 + 2a− b2)x+ (b2 − a2) = 0.

16. Розкласти на незвiднi множники у кiльцi Z[x] многочлен:
а) f(x) = x4 − 5x2 + 6; в) f(x) = x4 + 6x3 − 12x2 − 16x− 4;
б) f(x) = x4 + 2x2 + 9; г) f(x) = x4 + 3x3 +−15x2 − 37x− 60.
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17. Розкласти на незвiднi множники у кiльцi Q[x] многочлен:
а) f(x) = 4x3 − 6x2 + 3x− 6;
б) f(x) = x4 + x3 − 6x2 − 7x− 7;
в) f(x) = 12x4 + 32x3 + 23x2 + 15x+ 18;
г) f(x) = 225x5 − 165x4 − 401x3 + 145x2 + 192x+ 36.

18. Многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами приймає значення 1 при трьох
рiзних цiлих числах. Що можна сказати про iснування цiлих коренiв
у цього многочлена?

19. Дослiдити на звiднiсть у кiльцi Q[x] многочлен:
а) f(x) = x4 + x3 − 10x2 + x+ 1; в) f(x) = x3 + x2 − 1;
б) f(x) = (5− x)4 + (2− x)4 − 17; г) f(x) = x4 + 2x3 + 2x+ 3.

Задачi на доведення

20. Довести, що коли нескоротний дрiб є коренем многочлена f(x) з цi-
лими коефiцiєнтами, то для будь-якого цiлого k число f(k) дiлиться
на p− qk 6= 0.

21. Довести, що в кiльцi Z[x] немає многочлена f(x) такого, щоб:
а) f(7) = 11 i f(11) = 13; б) f(7) = 5 i f(15) = 9.

22. Довести, що многочлен f(x) = xp + xp−1 + · · · + x + 1 незвiдний над
полем Q для будь-якого простого числа p.

23. Довести, що коли многочлен f(x) з кiльця Q[x] незвiдний над полем
Q, то незвiдним також є кожний многочлен f(ax+b), де a, b ∈ Q, a 6= 0.

24. Довести, що для будь-яких цiлих чисел a1, a2, . . . , an незвiдним над
полем Q є многочлен:

а) f(x) =
n∏
i=1

(x− ai)− 1; б) f(x) =
n∏
i=1

(x− ai)2 + 1.

25. Многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами називається примiтивним,
якщо НСД всiх його коефiцiєнтiв дорiвнює 1. Довести, що добуток
двох примiтивних многочленiв є примiтивним многочленом.

26. Довести, що коли f(x), g(x) ∈ Z[x], причому g(x) – примiтивний мно-
гочлен, i h(x) ∈ Q[x] – такий многочлен, що f(x) = g(x)h(x), то
h(x) ∈ Z[x]. Покажiть на прикладi, що без умови примiтивностi мно-
гочлена g(x) висновок буде невiрним.
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27. Довести, що множина простих елементiв кiльця Z[x] є обєднанням
множини простих чисел i множини примiтивних многочленiв, якi не-
звiднi в кiльцi Q[x].

28. Довести, що кiльце Z[x] факторiальне.

29. Довести, що елементи 2 i x кiльця Z[x] взаємно простi.

30. Многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами приймає значення 1 бiльше
нiж при трьох цiлих значеннях змiнної. Довести, що f(a) 6= −1 для
всiх a ∈ Z.

31. Дано многочлен з цiлими коефiцiєнтами, який при трьох рiзних цiлих
значеннях змiнної приймає значення 2. Довести, що не iснує цiлого
числа, для якого цей многочлен приймає значення 3.

32. Нехай многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами приймає значення 1,2 i
3. Довести, що iснує не бiльше одного цiлого числа, при якому значе-
ння цього многочлена рiвно 5.

33. Довести, що коли многочлен f(x) = anx
n+an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 з
цiлими коефiцiєнтами має корiнь p+ qi ∈ Z[i], q 6= 0, то вiльний член
дiлиться на число p2 + q2.

34. Нехай многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами приймає значення ±1
при двох рiзних цiлих числах x1 i x2. Довести, що многочлен f(x) не
має рацiональних коренiв, якщо |x1 − x2| > 2. Якщо ж |x1 − x2| 6 2,
то його рацiональним коренем може бути тiльки 1

2 (x1 + x2).

35. Нехай f(x) – многочлен з цiлими коефiцiєнтами такий, що для ко-
жного натурального n виконується нерiвнiсть f(n) > n. Побудуємо
послiдовнiсть чисел x1 = 1, x2 = f(x1), . . . , xn = f(xn−1), . . .. Вiдомо,
що для будь-якого натурального s iснує член цiєї послiдовностi, який
дiлиться на s. Довести, що має мiсце рiвнiсть f(x) = x+ 1.

Творчi задачi

36. Дослiдити на звiднiсть в кiльцi Q[x] многочлени дiлення кола.

Задачi з олiмпiад

37. Встановити, чи iснує многочлен f(x) ∈ Z[x] такий, щоб f(20) = f(3) =
2003, а f(2003) дорiвнює 20 або 3?
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38. Знайти простi числа p, q такi, щоб многочлен f(x) = x4 − px3 + q мав
цiлий корiнь.

39. Нехай f(x) = x2 − x + 1. Довести, що числа n, f(n), f(f(n)), . . . є
попарно взаємно простими для всiх натуральних n > 1.

40. Для заданого натурального n знайти число всiх многочленiв, коефiцi-
єнти яких належать множинi {0, 1, 2, 3} i таких, що f(2) = n.

41. Довести, що многочлен f(x) = x2003 + x2002 + · · ·+ x3 + x2 + ax+ b не
має цiлих коренiв для всiх a > b > 0.

42. Нехай f(x) – многочлен з цiлими коефiцiєнтами, який незвiдний в
кiльцi Q[x]. Чи може рiвняння f(x) = 0 мати кратнi уявнi коренi?

43. Многочлен f(x) = xn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0 з цiлими коефiцiєнтами

такий, що f(0) i f(1) є непарними числами. Довести, що f(x) не має
цiлих коренiв.

44. Многочлен f(x) = xn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0 з цiлими коефiцiєнтами

такий, що приймає значення рiвне 5 при п’яти рiзних цiлих значеннях
змiнної. Довести, що f(x) не має цiлих коренiв.

45. Довести, що коли многочлен з цiлими коефiцiєнтами n-го степеня
набуває цiлi значення при n+1 послiдовному цiлому значеннi змiнної,
то вiн набуває цiлi значення при будь-якому цiлому значеннi змiнної.

46. Многочлен f(x) ∈ Q[x] степеня n задовольняє рiвнiсть f(k) = k
k+1 для

всiх k = 0, 1, 2, . . . , n. Знайти f(n+ 1).

47. Многочлен f(x) ∈ Q[x] степеня n задовольняє рiвнiсть f(k) = 1
Ck

n+1

для всiх k = 0, 1, 2, . . . , n. Знайти f(n+ 1).
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§ 3.6 Алгебраїчнi i трансцендентнi числа

Лiтература: [2] стор. 344 – 360; [3] стор. 528 – 531.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай P – деяке числове поле. Число α називають алгебраїчним вiдно-
сно поля P , якщо воно є коренем деякого многочлена над полем P . Число,
яке не є алгебраїчним вiдносно поля P , називають трансцендентним вiд-
носно P . Алгебраїчнi i трансцендентнi числа вiдносно поля рацiональних
чисел Q називають просто алгебраїчними i трансцендентними вiдповiд-
но.

Якщо число α є алгебраїчним вiдносно поля P , то в кiльцi P [x] iснує
єдиний незвiдний зведений многочлен f(x) (старший коефiцiєнт якого до-
рiвнює 1), який має α своїм коренем, а його степiнь n є найменшим серед
степенiв усiх многочленiв з коренем α. При цьому многочлен f(x) нази-
вають мiнiмальним многочленом числа α, а його степiнь n – степенем
алгебраїчного числа α вiдносно поля P . Всi коренi многочлена f(x) при
цьому називають спряженими алгебраїчними числами до числа α.

Мiнiмальне розширення поля P , яке мiстить число α /∈ P, називають
простим розширенням поля P , утвореним приєднанням числа α, i позна-
чають через P (α). Якщо α є алгебраїчним (трансцендентним) вiдносно поля
P , то P (α) називають простим алгебраїчним (трансцендентним) розши-
ренням.

Поле P (α), утворене з поля P приєднанням кореня α незвiдного у полi
P многочлена n-го степеня

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

складається з усiх чисел виду

β = c0 + c1α+ c2α
2 + · · ·+ cn−1α

n−1,

де c0, c1, . . . , cn−1 ∈ P.
Якщо α є коренем незвiдного у полi P многочлена другого степеня

f(x) = x2 + px + q, то просте алгебраїчне розширення P (α) називають
квадратичним i P (α) = {a+ bα|a, b ∈ P}.

Нехай F – деяке пiдполе поля P . Тодi P можна розглядати як векторний
простiр над полем F . При цьому розширення P поля F називають скiнчен-
ним, якщо P є скiнченно-вимiрним векторним простором над F . При цьому
розмiрнiсть простору P називають степенем розширення P над полем F .
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Просте алгебраїчне розширення P (α) є скiнченним розширенням поля
P , а степiнь розширення P (α) над полем P дорiвнює степеню числа α
вiдносно поля P .

Розширення P поля F , утворене за допомогою кiлькох послiдовно ви-
конаних простих алгебраїчних розширень, називають складеним алгебраї-
чним розширенням. Розширення P поля F називають алгебраїчним, якщо
всi його елементи є алгебраїчними числами вiдносно поля F .

Будь-яке скiнченне розширення поля P є його алгебраїчним та скла-
деним розширенням. Кожне складене алгебраїчне розширення поля P є
простим розширенням цього поля.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи є алгебраїчним число:
а) 3
√

5; б) 1+π; в) 1−
√

13
5 ; г) cos π4 + i sin π

4 ; д) 1+2i
1−i ; е)

√
2−
√

3?

2. Яким є мiнiмальний многочлен алгебраїчних чисел з задачi № 1?

3. Знайти всi спряженi числа до числа:
а) 2003; б) 4

√
2; в) 1− i; г) 1 + i

√
5.

4. Говорять, що множина A є зчисленною, якщо iснує взаємно однозна-
чне вiдображення множини A на множину всiх натуральних чисел N.
Чи є множина всiх алгебраїчних чисел:
а) скiнченною; б) зчисленною?

5. Говорять, що множина A є незчисленною, якщо iснує взаємно одно-
значне вiдображення множини A на множину всiх дiйсних чисел R.
Чи є множина всiх трансцендентних чисел:
а) скiнченною; б) зчисленною; в) незчисленною?

6. Яка будова простих алгебраїчних розширень поля Q за допомогою
алгебраїчних чисел з задачi № 1?

7. Нехай поле P є квадратичним розширенням поля Q. Чи iснує пiдполе
поля P , яке вiдмiнне вiд Q i P ?

8. Який степiнь може мати скiнченне алгебраїчне розширення:
а) поля всiх дiйсних чисел;
б) поля рацiональних чисел;
в) поля всiх дiйсних чисел виду Q(

√
5);

г) поля всiх комплексних чисел?
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9. Нехай a є вiдмiнним вiд нуля алгебраїчним числом. Чи є алгебраїчним
число a−1, обернене до a?

10. Нехай β є вiдмiнним вiд нуля трансцендентним числом. Чи може бути
алгебраїчним число β−1?

11. Нехай a – алгебраїчне, β – трансцендентне i n – натуральне число.
Якими є числа: а) an; б) n

√
a; в) βn; г) n

√
β?

12. Яким числом є сума довiльних рацiонального i трансцендентного чи-
сел?

13. Нехай маємо числовi поля Q( 3
√

3) i Q( 3
√

3,
√

5). Якими є степенi цих
розширень поля Q?

14. Нехай поле P є алгебраїчним розширенням поля Q степеня 10.

а) Якого степеня алгебраїчнi числа мiстяться в полi P ?

б) Чи мiстяться в полi P окремi трансцендентнi числа?

15. Якi з наступних числових полiв є алгебраїчно замкненими:
Q, Q(

√
3), R, Q(i), C, R(i), поле алгебраїчних чисел?

16. Яке число є оберненим до числа:
а) 1− 3

√
3 в полi Q[ 3

√
2]; б) 1 + 2i в полi Q[i]?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

17. Знайти многочлен з цiлими коефiцiєнтами, коренем якого є число:
а) a =

√
5 +
√

2; в) a =
√√

3− 1;
б) a = 3

√
2− 3
√

5; г) a = 1−
√

2 +
√

3.

18. Знайти мiнiмальний многочлен алгебраїчного числа:
а) a = 3

√
2−
√

3; в) a = 3
√

2 +
√

8; д) a = 4
√

2 над Q(
√

2);
б) a =

√
5− 4
√

7; г) a = 1 +
√

1 +
√

3; е) −1+i
√

3
2 над Q(

√
3).

19. Число λ є коренем многочлена f(x) з цiлими коефiцiєнтами. Знайти
решту коренiв цього многочлена (спряжених чисел до λ), якщо:
а) f(x) = 2x3 − 17x2 + 36x− 15 i λ = 3 +

√
6;

б) f(x) = x4 − 6x3 + 11x2 − 14x− 4 i λ = 2−
√

5;
в) f(x) = x4 + ax3 + bx2 + 6x+ 2 i λ = 1 +

√
3;

г) f(x) = x5 + ax3 + bx2 + 5x+ 2 i λ = 1 +
√

2.
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20. Нехай a + b
√
c – число з поля Q(

√
c), де c /∈ Q. Встановити, чи для

кожного многочлена f(x) з кiльця Q[x] рiвносильнi рiвностi
f(a+ b

√
c) = 0 i f(a− b

√
c) = 0.

21. Нехай a i b – алгебраїчнi числа та f(x) i g(x) – їх мiнiмальнi многочле-
ни вiдповiдно. Побудувати многочлен з рацiональними коефiцiєнтами,
коренем якого є число: а) a+ b; б) a− b; в) ab; г) a

b .

22. Встановити, яку алгебраїчну структуру вiдносно операцiй додавання i
множення утворюють:
а) алгебраїчнi числа; б) трансцендентнi числа?

23. Алгебраїчне число називають цiлим, якщо воно є коренем многочле-
на з цiлими коефiцiєнтами. Встановити, яку алгебраїчну структуру
утворює множина всiх цiлих алгебраїчних чисел вiдносно операцiй
додавання i множення?

24. Знайти розмiрнiсть i базис векторного простору на полем:
а) Q( 3

√
2); в) Q(1− i);

б) Q(
√

2,
√

5); г) Q( 4
√

2, i).

25. Знайти алгебраїчне число, приєднанням якого до поля Q можна отри-
мати складне алгебраїчне розширення як просте:
а) Q(

√
3,
√

5); в) Q(
√
p,
√
q), де p, q – простi числа;

б) Q(
√

2,
√

3,
√

6); г) Q(
√

2,
√

3,
√

5).

Задачi на доведення

26. Довести, що незвiдний над числовим полем P многочлен f(x) не може
мати кратних коренiв у полi C.

27. Нехай Q(α) – просте алгебраїчне розширення поля Q за допомогою
iррацiонального кореня α многочлена f(x) = x4 + x3 − 2x2 + 6x − 6.
Довести, що (1 + α)−1 = 1

7 (1− α− α2).

28. Довести, що коли α – алгебраїчне число, то кожне число з поля Q(α)
також є алгебраїчним.

29. Довести, що всяке число, яке зображується у виглядi як завгодно
складної комбiнацiї радикалiв над полем рацiональних чисел, є алге-
браїчним числом.

30. Довести, що множина всiх алгебраїхних чисел, якi записуються за
допомогою радикалiв, є полем.
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31. Довести, що поле дiйсних чисел R не є скiнченним розширенням поля
рацiональних чисел Q.

32. Довести, що розширення P поля Q, яке має третiй степiнь, не має
iнших пiдполiв, крiм Q i P .

33. Довести, що розширення P поля Q, яке має простий степiнь, не має
iнших пiдполiв, крiм Q i P .

34. Довести, що кожне з наступних полiв може бути одержано з поля
рацiональних чисел за допомогою кiлькох квадратичних розширень:
а) Q(

√
2− i

√
7); в) Q(

√
3 + i 4

√
5);

б) Q(
√√

7 + i
√

5); г) Q(
√

2
√

3 + i
√

7 +
√

5).

35. Довести, що коли степiнь незвiдного у кiльцi Q[x] многочлена не є
степенем двiйки, то його коренi не можна отримати з рацiональних
чисел за допомогою опеацiй додавання, вiднiмання, множення, дiлення
i добування квадратного кореня.

36. Нехай α – трансцендентне число над полем P . Довести, що:
а) кожне число з P (α) можна єдиним чином подати у видi f(α)

g(α) ,
де f(x), g(x) – взаємно простi многочлени з кiльця P [x],
причому старший коефiцiєнт у g(x) дорiвнює одиницi;

б) будь-якi два простих трансцендентних розширення поля P (α)
i P (β) iзоморфнi;

в) кожне число β ∈ P (α) \ P є трансцендентним;
г) якщо β ∈ P (α) \ P , то P (α) є простим алгебраїчним

розширенням поля P (β).

Творчi задачi

37. Нехай α i β – алгебраїчнi числа над числовим полем P . При яких
умовах:
а) простi алгебраїчнi розширення P (α) i P (β) iзоморфнi;

б) адитивнi групи полiв P (α) i P (β) iзоморфнi?

Задачi з олiмпiад

38. Вiдомо, що число
√

3 +
√

2 є коренем многочлена f(x) з цiлими кое-
фiцiєнтами. Довести, що число

√
3−
√

2 також є його коренем.
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§ 3.7 Задачi на звiльнення вiд iррацiональностi
в знаменнику дробу

Лiтература: [2] стор. 294, 347 – 348; [3] стор. 532.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай маємо дрiб f(x1,x2,...,xn)
g(x1,x2,...,xn) з поля часток Q(x1, x2, . . . , xn) областi

цiлiсностi Q[x1, x2, . . . , xn] i числа mi ∈ N, ri ∈ Q, λi = mi
√
ri та

1 6 i 6 n.
Замiна дробу f(λ1,...,λn)

g(λ1,...,λn) на рiвний йому дрiб, знаменник якого є ра-
цiональним числом, називають задачею на звiльнення (позбавлення) вiд
iррацiональностi в знаменнику дробу. Такi задачi мають рiзний рiвень
складностi i розв’язуються рiзними способами в залежностi вiд кiлькостi i
виду чисел λi.

Теоретичною базою для розв’язування задач на звiльнення вiд iррацiо-
нальностi в знаменнику дробу є наступнi двi теореми.

1. Якщо f(x) – многочлен вiд однiєї змiнної над полем P з коренями
α1, α2, . . . , αn (якi можуть не належати P ), то будь-який симетричний мно-
гочлен g(x1, x2, . . . , xn) з кiльця P [x1, x2, . . . , xn] при x1 = α1, x2 = α2,
. . . , xn = αn набуває значення, яке є елементом поля P .

2. Поле P (α), утворене з поля P приєднанням кореня α незвiдного у
полi P многочлена n-го степеня

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

складається з усiх чисел виду

β = c0 + c1α+ c2α
2 + · · ·+ cn−1α

n−1,

де c0, c1, . . . , cn−1 ∈ P.
Крiм цього, при розвязуваннi таких задач застосовуються теорема Вiєта

та формули скороченого множення для рiзних натуральних чисел n:

xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + · · ·+ yn−1),
x2n+1 + y2n+1 = (x+ y)(x2n − x2n−1y + · · ·+ y2n).

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Як розв’язуються задачi на звiльнення вiд iррацiональностi у знамен-
нику дробу в шкiльнiй математицi? Навести приклади.
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2. Звiльнитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу шляхом засто-
сування формул скороченого множення:
а) 22

3+ 3√5
; в) 4√

11+
√

7
; д) 29

2− 5√3
; є) 31√

3+ 3√2
;

б) 2
3√3−1

; г) 6
3√25− 3√5+1

; е) 49
3+ 5√2

; ж) 23√
3− 3√2

.

3. Чи можна у будь-якого дробу f(λ)
g(λ) , де f(x), g(x) ∈ Q[x] i λ =

√
2,

позбавитися вiд iррацiональностi у знаменнику?

4. Як змiниться вiдповiдь на запитання попередньої задачi, якщо число
λ = 3
√

3n+ 1, n ∈ N?

5. Звiльнитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу 1
ω1
, де ω1 – один

з коренiв рiвняння ω2 + ω + 1 = 0.

6. Нехай маємо дрiб 1
4√3−
√

2
. Як можна позбавитися вiд iррацiональностi

у знаменнику цього дробу? Який отримаємо результат?

Задачi на технiку обчислень та перетворень

7. Позбавитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу:
а) 1√

7− 4√5
; в) 1√

7+ 4√5
; д) 1

3
√

5−2
√

6
;

б) − 256
5√2− 3√4

; г) 258
5√2− 3√4

; е) 1√
1−2
√

1−
√

2
.

8. Позбавитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу з застосуванням
теореми Вiєта:
а) 1

1−ω , де ω – корiнь рiвняння ω3 − ω − 1 = 0;
б) 1

ω2−ω+2 , де ω – корiнь рiвняння ω4 − 5 = 0;
в) ω

ω2+1 , де ω – корiнь рiвняння ω4 − 4ω − 2 = 0;
г) ω2−3ω−1

ω2+2ω+1 , де ω – корiнь рiвняння ω3 + ω2 + 3ω + 4 = 0.

9. Позбавитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу шляхом засто-
сування теореми про симетричнi многочлени:
а) 1√

2+
√

3+
√

5
; в) 1√

2+
√

3−
√

5
; д) 1√

a+
√
b+
√
c
;

б) 1√
2−
√

3+
√

5
; г) 1√

2−
√

3−
√

5
; е) 1√

a+
√
b−
√
c
.

10. Позбавитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу шляхом засто-
сування теореми про будову простого алгебраїчного розширення поля:
а) 1√

2− 4√2+1
; в) 2

3√49− 3√7+3
;

б)
3√2

3√4+2 3√2
; г) 1

3 3√4+ 3√2+1
.
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11. Позбавитися вiд iррацiональностi у знаменнику дробу:
а) 1

3√2+ 3√3+ 3√4
; в) 1

3√a+ 3√
b+ 3√c

; д) 1
4√2+ 4√3+ 4√4

;

б) 1
3√2+ 3√3− 3√4

; г) 1
3√a+ 3√

b− 3√c
; е) 1

4√2+ 4√3− 4√4
.

12. Позбавитися вiд iррацiональностi в таких спiввiдношеннях:
а) 3

√
a+ 3
√
a2 + b = 0; в) 3

√
a+
√
b+ c = 0;

б) p
3
√
a2 + q 3

√
a+ r = 0; г)

√
a+
√
b− 4
√
a2 + b2 = 0.

13. Встановити, рацiональним чи iррацiональним є число:

а)
√
|40
√

2− 57| −
√
|40
√

2 + 57|;
б)

√
2
√

2 + 3 +
√

6− 4
√

2;
в) 3

√
20 + 14

√
2 + 3

√
20− 14

√
2;

г) 2+
√

3
√

2+
√

2+
√

3
+ 2−

√
4

√
2−
√

2−
√

3
.

14. Спростити вираз:

а) 3
√

8+2
√

7√
8−2
√

7
−
√

3+
√

7√
3−
√

7

√
2; в) 2

(
1+ 4√5
4√5−1

)4

− 3+2 4√5
3−2 4√5

;

б) 5
√

7−2
√

6√
7+2
√

6
+ 2
√

3
√

3+
√

6√
3−
√

6
; г)

√
5√

9+4
√

5+
√

9−4
√

5
.

15. Знайти мiнiмальне числове поле, якому належить число:
а)

√
12− 2

√
35 +

√
8− 2

√
15 +

√
5− 2

√
6 +
√

2;
б) 2+

√
3

√
2+
√

2+
√

3
+ 2−

√
3

√
2−
√

2−
√

3
;

в)

√
4√8−
√√

2+1√
4√8+
√√

2−1−
√

4√8−
√√

2−1
;

г) 2√
4−3 4√5+2

√
5− 4√125

.

Задачi на доведення

16. Довести, що для невiд’ємних дiйсних чисел a i b та a2 > b виконується
рiвнiсть:

а)
√
a+
√
b =

√
1
2 (a+

√
a2 − b) +

√
1
2 (a−

√
a2 − b);

б)
√
a−
√
b =

√
1
2 (a+

√
a2 − b)−

√
1
2 (a−

√
a2 − b);

17. Нехай α є коренем незвiдного над полем Q многочлена ϕ(x) з ра-
цiональними коефiцiєнтами. Довести, що для кожного многочлена
f(x) = an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 з кiльця Q[x] iснує многочлен
g(x) = bn−1x

n−1 + · · · + b1x + b0 цього кiльця такий, що f(α)g(α)
є рацiональним числом.
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Творчi задачi

18. В умовах задачi № 17 встановити для заданого рацiонального числа p
q

можливiсть iснування многочлена g(x) такого, що f(α)g(α) = p
q .

19. Вивчити можливiсть звiльнення вiд iррацiональностi для рiзних нату-
ральних чисел n у знаменнику дробу 1

1+
√

2+ 3√3+···+ n
√
n
.

20. Вивчити можливiсть звiльнення вiд iррацiональностi для рiзних нату-
ральних чисел n,m у знаменнику дробу 1

n
√
a+

m√
b
, де a, b ∈ Q.

21. Вивчити можливiсть звiльнення вiд iррацiональностi для рiзних нату-
ральних чисел n у знаменнику дробу 1

n
√
a+

n√
b+ n
√
c
, де a, b ∈ Q.

Задачi з олiмпiад

22. Довести, що при будь-якому натуральному n рiвняння

(x+ y
√

3)n =
√

1 +
√

3

не має розв’язкiв в полi рацiональних чисел.
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§ 3.8 Розв’язнiсть алгебраїчних рiвнянь у ква-
дратних радикалах та побудовнiсть за допо-
могою циркуля i лiнiйки

Лiтература: [2] стор. 294, 347 – 348; [3] стор. 532.

Теоретичнi вiдомостi

Нехай P – числове поле. Говорять, що число α ∈ P можна подати
у радикалах над P , якщо воно виражається через елементи поля P за
допомогою скiнченного числа дiй додавання, вiднiмання, множення, дiлення
i добування кореня будь-якого степеня.

Рiвняння

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (an 6= 0)

з коефiцiєнтами з поля P називається розв’язним у радикалах над P ,
якщо всi його коренi можна подати у радикалах через його коефiцiєнти.
Якщо при цьому обмежуються добуванням квадратного кореня, то говорять
про розв’язнiсть алгебраїчних рiвнянь у квадратних радикалах.

Теорема Руффiнi-Абеля. Рiвняння n-го степеня з довiльними числовими
коефiцiєнтами при n > 5 є нерозв’язним у радикалах.

В той же час iснують окремi класи рiвнянь вищих степенiв, якi можна
розв’язати у радикалах над окремими полями. Наприклад, можна розв’язати
у радикалах над полем Q рiвняння виду xn − a = 0 (a ∈ Q).

Еварiст Галуа довiв, що для будь-якого n > 5 iснують рiвняння n-го сте-
пеня з рацiональними коефiцiєнтами, якi не можна розв’язати у радикалах
над полем Q. Ця теорема доводиться в теорiї Галуа, де з кожним рiвня-
нням пов’язується скiнченна група, яку називають групою Галуа даного
рiвняння.

Якщо корiнь незвiдного у полi P многочлена f(x) ∈ P [x] можна подати
у квадратних радикалах через його коефiцiєнти, то степiнь n многочлена
f(x) є числом виду n = 2m, де m – цiле невiд’ємне число.

Коренi незвiдного у полi P многочлена f(x) ∈ P [x], степiнь якого не
є степенем числа 2, не виражаються в квадратних радикалах через числа
цього поля.

Для того щоб усi коренi кубiчного многочлена над полем P виражалися
в квадратних радикалах через числа цього поля, необхiдно i достатньо, щоб
цей многочлен був звiдним у полi P .
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Говорять, що число α побудовне циркулем i лiнiйкою, виходячи з мно-
жини чисел M, якщо побудовна циркулем i лiнiйкою, виходячи з множини
точок площини, обидвi координати яких належать множинi M, хоч одна
точка площини, для якої α є однiєю з координат.

Для того щоб число α було побудовним циркулем i лiнiйкою, виходячи з
поля P ⊆ R, необхiдно i достатньо, щоб число α виражалося в квадратних
радикалах через числа цього поля.

Задачi на iлюстрацiю понять

1. Чи можна розв’язати у квадратних радикалах рiвняння:
а) 2x3 + x2 + 1 = 0; б) x3 + x2 + 1 = 0?

2. Чи можна розв’язати рiвняння x6 + x3 + 1 = 0:
а) у квадратних радикалах; б) у радикалах?

3. Пояснити, чому рiвняння x4 + bx3 + cx2 + d = 0 з дiйсними коефiцiєн-
тами можна розв’язати у радикалах.

4. Пояснити, чому не можна розв’язати за допомогою циркуля i лiнiйки
задачу квадратури круга, тобто побудови квадрата, площа якого рiвна
площi даного круга.

5. Пояснити, чому не можна розв’язати за допомогою циркуля i лiнiйки
задачу подвоєння куба, тобто побудови куба, об’єм якого у два рази
бiльший за об’єм даного куба.

6. Чи можна за допомогою циркуля i лiнiйки побудувати вiдрiзок, рiвний
довжинi даного кола?

7. Пояснити, чому коли побудовний циркулем i лiнiйкою будь-який пра-
вильний n-кутник, то таким є i всякий многокутник з числом сторiн
2k · n.

8. Пояснити, чому коли побудовний циркулем i лiнiйкою будь-який пра-
вильний многокутник з числом сторiн n = m · k, (m, k > 3), то такими
є правильнi многокутники з числом сторiн m та k.

9. Пояснити, чому можна подiлити коло циркулем i лiнiйкою на 3 i 4
рiвнi частини з алгебраїчної точки зору.

10. Встановити, який зв’язок iснує мiж задачами трисекцiї кута, тобто
подiлу кута на три рiвнi частини, i побудовою правильного дев’ятику-
тника за допомогою циркуля i лiнiйки.
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Задачi на технiку обчислень та перетворень

11. Встановити, чи можна побудувати циркулем i лiнiйкою точки перети-
ну:
а) прямої y = 2x− 1 i елiпса x2

4 + y2

25 = 1;
б) прямої y = 3x− 2 i параболи y = x3;
в) прямої y = 2x− 5 i параболи y = x3;
г) параболи y = 3x2 − 7x− 2 i параболи y = x3;
д) параболи y = 2x2 − 7x− 10 i параболи y = 3x3;
е) гiперболи xy = 1 i елiпса x2

4 + y2

9 = 1;
є) параболи y = 2x2 − 3x+ 2 i гiперболи 2xy = 1;
ж) параболи y = x2 i лiнiї y2 + 5xy + 9y + 5x− 4 = 0.

12. Встановити алгебраїчно можливiсть подiлу кола циркулем i лiнiйкою
на 5 i 6 рiвних частин.

13. Встановити алгебраїчно можливiсть подiлу кола циркулем i лiнiйкою
на 7 рiвних частин.

14. Знайти рiвняння, яке вiдповiдає задачi подiлу кола циркулем i лiнiй-
кою на 10 рiвних частин.

15. Встановити алгебраїчно можливiсть подiлу кола циркулем i лiнiйкою
на 11 рiвних частин.

16. Знайти рiвняння, яке вiдповiдає задачi подiлу кола циркулем i лiнiй-
кою на 12 рiвних частин.

17. Встановити алгебраїчно можливiсть подiлу кола циркулем i лiнiйкою
на 13 рiвних частин.

18. Встановити алгебраїчно можливiсть подiлу кола циркулем i лiнiйкою
на 17 рiвних частин.

19. Встановити алгебраїчно можливiсть подiлу кола циркулем i лiнiйкою
на 19 рiвних частин.

20. Знайти рiвняння, яке вiдповiдає задачi подiлу кола циркулем i лiнiй-
кою на 20 рiвних частин.

Задачi на доведення
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21. Довести, що коли один з коренiв незвiдного многочлена f(x) над чи-
словим полем P можна подати у квадратних радикалах над P , то
рiвняння f(x) = 0 можна розв’язати у квадратних радикалах.

22. Довести, що коли один з коренiв незвiдного многочлена f(x) над
числовим полем P можна подати у радикалах над P , то рiвняння
f(x) = 0 можна розв’язати у радикалах.

23. Довести, що рiвняння четвертого степеня можна розв’язати у ква-
дратних радикалах тодi i тiльки тодi, коли цю властивiсть має його
кубiчна резольвента.

24. Довести, що можна подiлити на три рiвнi частини циркулем i лiнiйкою
кут:
а) α = 450; б) α = 2250; в) α = π

8 ; г) α = 900

2n , n ∈ N.

25. Довести, що для будь-яких взаємно простих натуральних чисел m i

n таких, що cosα = m(m2−3n2)
2m3 , кут α можна подiлити на три рiвнi

частини циркулем i лiнiйкою.

26. Довести, що не можна подiлити на три рiвнi частини циркулем i лi-
нiйкою кут:
а) α = 600; б) α = 1200; в) α = 2100; г) α = 5

7π.

27. Довести, що не можна побудувати циркулем i лiнiйкою правильний
дев’ятикутник.

28. Довести, що для будь-якого простого числа p не можна подiлити на
три рiвнi частини циркулем i лiнiйкою кут arccos 1

2p .

29. Довести, що коли побудовнi циркулем i лiнiйкою правильнi многоку-
тники з числом сторiн m та k, причому числа m та k взаємно простi,
то побудовним є правильний многокутник з числом сторiн n = m · k.

30. Нехай p > 3 – просте число. Довести, що коли правильний p-кутник
побудовний циркулем i лiнiйкою, то число p має вигляд p = 2m + 1.

31. Довести, що коли просте число має вигляд p = 2m + 1, то правильний
p-кутник побудовний циркулем i лiнiйкою.

32. Довести, що не можна побудувати за допомогою циркуля i лiнiйки
правильний n-кутник, якщо n = pk, де p > 3 – просте число i k > 2
натуральне число.
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Творчi задачi

33. Дослiдити, якими можуть бути координати точки M0(x0, y0), щоб за
допомогою циркуля i лiнiйки можна було через цю точку провести
пряму, на якiй осi Ox i Oy прямокутної системи координат вiдтинали
би вiдрiзок заданої довжини d.

Задачi з олiмпiад

34. Вiдомо, що бiсектриса, проведена з вершини рiвнобедреного трику-
тника до його основи, в k раз менша бiсектриси, проведеної до бiчної
сторони цього трикутника. Дослiдити, при якому k можна побудува-
ти такий трикутник за допомогою циркуля i лiнiйки. Вiдомо, що при
k = 4 такий трикутник побудувати не можна.
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§ 3.9 Вибранi задачi

1. Нехай f(x) = x4 + px+ q ∈ R[x]. Знайти умови, при яких:
а) всi коренi дiйснi;
б) всi коренi не дiйснi;
в) всi коренi мiстяться в iнтервалi (a, b);
г) всi коренi мiстяться поза iнтервалом (a, b);
д) всi коренi мiстяться в другiй чвертi;
е) два коренi мiстяться в iнтервалi (a, b), а iншi – в третiй чвертi.

2. Нехай f(z) – довiльний многочлен з комплексними коефiцiєнтами.
Довести, що iснує число c таке, що для будь-якого многочлена g(x) з
цiлими коефiцiєнтами число рiзних цiлих коренiв многочлена f(g(x))
не перевищує degg(x) + c.

3. Довести, що коли всi коренi многочлена f(x) = anx
n + an−1x

n−1 +
· · ·+a1x+a0 лежать у верхнiй пiвплощинi, то i всi коренi його похiдної
також знаходяться у верхнiй пiвплощинi.

4. Многочлени f(x) та g(x) такi, що f(x3) + g(x3) дiлиться на x2 +x+ 1.
Довести, що f(x) + g(x) дiлиться на x− 1.

5. Рiвняння x6 − 6x5 + 15x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0 має шiсть дiйсних
коренiв. Знайти коефiцiєнти a, b, c, d.

6. Довести, що для будь-якого простого числа p многочлен f(x) = xp +
. . .+ x2 + x+ 1 не можна подати у виглядi добутку двох многочленiв,
степiнь яких не менший 1 та з додатними дiйсними коефiцiєнтами.

7. Довести, що коли x+ y + z + t = x7 + y7 + z7 + t7 = 0, то t(t+ x)(t+
y)(t+ z) = 0.

8. Довести, що многочлен f(x) = x9999 + . . . + x3333 + x2222 + x1111 + 1
дiлиться на многочлен g(x) = x9 + . . .+ x3 + x2 + x+ 1.

9. Знайти всi натуральнi числа n, для кожного з яких iснує многочлен
f(x) степеня n, що многочлен f(x2 + x + 1) дiлиться на многочлен
f(x).

10. Доведiть, що для будь-якого многочлена f(x) четвертого степеня з
цiлими коефiцiєнтами знайдеться таке дiйсне число λ iз промiжка
[0; 1], що |f(λ)| > 1

16 .
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11. Знайти кiлькiсть коефiцiєнтiв многочлена f(x) = (1 +x)n, якi не дiля-
ться на 3.

12. Нехай f(x), g(x) та h(x) – такi многочлени з дiйсними коефiцiєнтами,
що f4(x) + g4(x) = h2(x). Довести, що iснують дiйснi числа p, q, r та
многочлен s(x) такi, що f(x) = p · s(x), g(x) = q · s(x), h(x) = r · s2(x).

13. Нехай f(x, y) – многочлен з дiйсними коефiцiєнтами вiд двох змiнних
x та y. Вiдомо, що f(x, y) = 0 для всiх дiйсних x та y таких, що
x2 + y2 = 1. Доведiть, що iснує такий многочлен g(x, y), що f(x, y) =
(x2 + y2 − 1) · g(x, y) для всiх дiйсних x та y.

14. Многочлен f(x) = xn + an−1x
n−1 + . . . + a0, де a0 6= 0 i n > 3, має n

дiйсних коренiв. Вiдомо, що a2 = 0 i
a1

a0
> n+ 1. Доведiть, що хоча

би один корiнь цього многочлена належить iнтервалу (− 1
2 ; 0).

15. Нехай f(x) = x4−18x3+ax2+200x−1984. Якi значення може приймати
параметр a, якщо вiдомо, що многочлен f(x) має два дiйсних коренi,
добуток яких дорiвнює −32?

16. Доведiть, що для будь-якого натурального n iснує многочлен f(x) сте-
пеня n з цiлими коефiцiєнтами такий, що для будь-якого многочле-
на g(x) з цiлими коефiцiєнтами, степiнь якого менший n, многочлен
f(x) · g(x) + 1 не можна подати у виглядi добутку многочленiв f1(x)
та g1(x) з цiлими коефiцiєнтами, якщо тiльки f1(x) 6= 1 та g1(x) 6= 1.

17. Нехай f(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an)− 2, де n > 3 i a1, a2, . . . ,
an – рiзнi цiлi числа. Доведiть, що коли f(x) = g(x) · h(x), де g(x)
та h(x) – многочлени з цiлими коефiцiєнтами, g(x) 6= 1, h(x) 6= 1, то
n = 3.

18. Знайти кiлькiсть непарних коефiцiєнтiв многочлена
f(x) = (1 + x+ x2)n.

19. Дiйснi числа x та y такi, що виконуються рiвностi

x+ x2 + . . .+ x1990 + 1992x1991 = 1990,

y + y2 + . . .+ y1992 + 1992y1993 = 1990.

З’ясуйте, яке з чисел бiльше: x чи y.
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20. Невiд’ємнi цiлi числа b1, b2, . . . , b32 такi, що справедлива тотожнiсть

(1− x)b1(1− x2)b2 . . . (1− x32)b32 = 1− 2x+ x33 · f(x),

де f(x) – деякий многочлен. Знайти b32.
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Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

Роздiл 1: Многочлени вiд однiєї змiнної

§ 1.1. Кiльце многочленiв над областю цiлiсностi

1. а) Є многочленом третього степеня над полем R; б) якщо a є елемен-
том числового кiльця K, то є многочленом четвертого степеня вiд змiнної x
над кiльцем K; в) якщо b = 0, то многочлен третього степеня з кiльця Z[y];
якщо b 6= 0, то не є многочленом вiд однiєї змiнної; г) не є многочленом.
2. а) Так; б) так; в) нi; г) так. 3. Безлiч многочленiв i 4 вiдображення. 4.
Так. Наприклад, f1(x) = x, f2(x) = x + 1, f3(x) = 0, f4(x) = 1. 5. а) 27; б)
2 · 32004; в) 3n; г) 2 · 3n. 6. Так, наприклад, f(x) = 2x4 + 4x3 + 5x2 + 6x+ 8.
7. f1(x) = f4(x), f2(x) = f6(x), f3(x) = f5(x) = f8(x). 8. а) 6; б) 42; в)
294; г) 343. 9. а) Так; б) нi; в) так; г) так. 10. f(0) = f(2) = 6, f(1) =
4, f(3) = f(6) = 5, f(4) = f(5) = 1. 11. а) 0; б) 0; в) 0; г) 2; д) 5; е) n.

13. Кiльце K повинно мати характеристику 0. 14. а) 6 ·7n; б) (p−1)pn;
в) 7n+1; г) pn+1. 15. а) Нi при яких ; б) при a = 2, b = 5, c = 7.

16. а) якщо a ∈ 2Z, то b = a2

4 +2 i g(x) = x2 + a
2x+1; б) якщо a = b = 0,

то g(x) = 2x2 або g(x) = 3x2; в) якщо a = b = 0, то g(x) = 0; якщо a = 0,
b = 1, то g(x) = x або g(x) = 6x; якщо a = 0, b = 2, то g(x) = 3x або
g(x) = 4x; якщо a = 0, b = 4, то g(x) = 2x або g(x) = 5x; г) якщо a = −8,
b = 18, то g(x) = x2 − 4x + 1 та якщо a = 8, b = 14, то g(x) = x2 + 4x − 1.
17. a = 6, b = 8; a = −6, b = −8. 18. Так, якщо a = 0 i b = c + 1 або
a 6= 0, c = −1 i 4b = a2. 19. Так, якщо a ∈ Z i нi – якщо a 6∈ Z.

20. Таких вiдображень є 27. Крiм того у кiльцi Z3[x] є 27 многочленiв,
степiнь яких не перевищує 2. Залишається показати, що всi вони визнача-
ють рiзнi вiдображення. 21. а) 64; б) 1; в) 0; г) 6. 22. 2n−1a.

23. а) f(x); б) нуль-многочлен g(x) = 0; в) g(x) = 3x3 + x2; г) f(x). 24.
а), б) – застосуйте малу теорему Ферма. На її основi у полi Z7 для кожного
ненульового елемента виконується рiвнiсть x6 = 1.

§ 1.2. Вiдношення подiльностi многочленiв. Дiлення з остачею

2. а) Нi; б) так; в) так; г) нi. 3. а) {−1, 1}; б) {1}; в) {1, 2, 3, 4, 5, 6} ; г)
не iснує; д) Q \ {0}; е) Q[

√
2] \ {0}; є) R \ {0}; ж) C \ {0}.

6. а) Так; б) нi; в) нi; г) нi. 7. а) Не дiлиться; б) не дiлиться; в) не
дiлиться; г) дiлиться.

8. а) Тi, що вiдрiзняються тiльки знаком; б) рiвнi; в) тi, що вiдрiзняю-
ться тiльки множником з мультиплiкативної групи цього кiльця; г) таких
многочленiв немає; д), е), є), ж) — тi, що вiдрiзняються тiльки множником
з мультиплiкативної групи вiдповiдного кiльця. 9. а) a = 1; б) a ∈ {− 2

3 , 1}.
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10. a = 5, b = 2. 11. а) a2 = b+ 1, a = −c; б) b = −a, c = 0; в) b = a3, c = 0;
г) a2 + c + abi = 0. 12. а) r(x) = 34x − 1; б) r(x) = −1; в) остачi не
iснує; г) r(x) = −x − 57. 13. а) q(x) = 2

3x + 5
9 ; r(x) = − 13

9 x −
4
9 . б)

q(x) = 2x2 − x + 8; r(x) = −27x2 + 20x − 1. в) q(x) = x3 − 2x2 − 27x −
124; r(x) = −514x2 +426x−377. г) q(x) = 3x3 +2x2 +3x+1; r(x) = 2x+2.
14. −5− 17i.

25. Якщо серед даних многочленiв є нуль-многочлен, то множина
f1(x), f2(x), . . . , fk(x) є лiнiйно залежною.

Припустимо, що 0 6 n1 < n2 < . . . < nk. Тодi n1 + n2 + · · · + nk >
1 + 2 + · · · + (k − 1) = k(k−1)

2 , що протирiчить умовi. Тому серед степе-
нiв n1, n2, . . . , nk є однаковi. Нехай, наприклад, n1 = n2 = m i f1(x) =
amx

m + · · · + a1x + a0 та f2(x) = bmx
m + · · · + b1x + b0. Розглянемо мно-

гочлен f(x) = bmf1(x) − amf2(x). Його степiнь менший за число m i вiн
є лiнiйною комбiнацiєю многочленiв f1(x) та f2(x). Крiм того, множина
f(x), f2(x), . . . , fk(x) має той самий ранг, що i множина даних многочленiв.

Продовжуючи аналогiчнi мiркування з побудованою множиною, пiсля
скiнченного числа крокiв, прийдемо до того, що в множинi многочленiв
буде мiститися нуль-многочлен, тобто вона буде лiнiйно залежною. Отже,
лiнiйно залежною є i дана множина.

§ 1.3. Коренi многочлена. Розклад многочлена за степенями двочлена
x− a

1. 0. 2. r = 0. 3. f(0) = f(2) = 1, f(1) = f(4) = 3, f(3) = 2.
Многочлен коренiв не має. 4. Нi. 5. Такого многочлена не iснує. 6.
(x − 3)2(x − 5)4. 7. f(x) = (x − 3)6 + a(x − 3)5, де a ∈ Z. 8. а) 2; б)
4; в) 1; г) 0, 1, . . . , p− 1. 9. а) q(x) = x3 + x2 + 10x + 52, r = 201; б)
q(x) = 2x3 + 3x + 3, r = 4; в) q(x) = x3 − 4

√
3x2 + (1 +

√
3)x − 1, r = 0; г)

q(x) = x4 − (1 + 2i)x3 + (−1 + 2i)x2 + (4− 5i)x− 12 + 7i, r = 29− 2i. 10.
r(x) = x. 11. r(x) = 2x+3. 12. r(x) = (− 3

8 + 1
12 i)x

2 + 1
6 (−2+3i)x− 7

8−
1
4 i.

13. а) a = −5; б) a = −n, b = −n−1; в) Таких a i b не iснує; г) a = 2, b = −1.
14. а) f(x) = (x− 2)4 + 5(x− 2)3 + 12(x− 2)2 + 10(x− 2) + 12;
б) f(x) = (x − 3)4 + 4(x − 3)3 + 4(x − 3)2 + 3; в) f(x) = (x + 1

2 )6 −
3(x + 1

2 )5 + 7
4 (x + 1

2 )4 + 3
2 (x + 1

2 )3 + 15
16 (x + 1

2 )2 − 70
32 (x + 1

2 ) − 23
64 ; г) f(x) =

(x− i)5 + (−1 + 4i)(x− i)4− (6 + 2i)(x− i)3 + (1− 6i)(x− i)2 + (x− i) + 6− 2i.
15. а) f(x) = x6 − 12x5 + 60x4 − 165x3 + 273x2 − 264x+ 118;
б) f(x) = x5 + 4x4 + 2x2 + 4x+ 3;
в) f(x) = x4 + (3− 4

√
2)x3 + (13− 9

√
2)x2 + (17− 10

√
2)x+ 6− 5

√
2; г)

f(x) = x5+(2+15i)x4+(−90+21i)x3−(91+270i)x2+(399−201i)x+176+222i.
16. а) 2; б) 3; г) 4; д) 1.

17. а) f(x) = (x2 + 1)2 + (−2x+ 1)(x2 + 1)− 3x− 1;
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б) f(x) = 3(x2 + 4)3 + (2x+ 3)(x2 + 4)2 + (3x+ 4)(x2 + 4) + 3x+ 4;
в) f(x) = (

√
2x−5)(x2+

√
2)2+((1+

√
2)x+8

√
2)(x2+

√
2)+(3−

√
2)x−7;

г) f(x) = x(x2 − i)2 − (4 + ix)(x2 − i) + (2 + 5i)x− 1− 4i.
18. Многочлен не має цiлих коренiв.

§ 1.4. Найбiльший спiльний дiльник i найменше спiльне кратне
многочленiв

1. Якщо αβ 6= 0, то (f(x), g(x)) = (αf(x), βg(x)). Якщо α = 0, β 6= 0,
то (αf(x), βg(x)) = g(x). Якщо α 6= 0, β = 0, то (αf(x), βg(x)) = f(x).
Якщо α = β = 0, то найбiльшого спiльного дiльника многочленiв αf(x) та
βg(x) не iснує. 2. а) (f(x), g(x)) = (f(x) + g(x), f(x)); б) (f(x), g(x)) =
(f(x) + g(x), f(x)− g(x)). 3. Використайте попередню задачу. 4. а) 2; б)
1; в) 4; г) безлiч. 5. а) 2; б) 1; в) 4; г) безлiч.

6. Наприклад, многочлен f(x) = 2x не дiлиться на жодний многочлен з
кiльця 2Z[x]. 7. Так. 8. Так. 9. а) 1; б) 1; в) x+ 2; г) x+ 3.

10. а) 1 = xf(x) + (−3x2−x+ 1)g(x); б) x−1 = 1−x
3 f(x) + 2x2−2x−3

3 g(x);
в) 4 = (3x3 + x+ 2)f(x) + (2x4 + x2 + 3x+ 3)g(x); г) x+ 4 = (4x+ 1)f(x) +
(x3 +4x+1)g(x). 11. а) 1 = xf(x)+(−3x2−x+1)g(x); б) данi многочлени
є взаємно простими i лiнiйного подання для 1 в кiльцi Z[x] не iснує; в)
1 = (x2 + 2)f(x) + 4x2g(x); г) x− i = ( 18+7i

27+38ix+ −17+72i
27+38i )f(x) + (−7+18i

27+38i x
2 +

11i
27+38ix+ 15−7i

27+38i )g(x).
12. а) 29h(x) = (x2+3x+10)(x−2)f(x)−(x2+3x+9)(x−2)g(x); б) h(x) =

(−6x2+11x−4)f(x)+(6x3+x2−1)g(x); в) h(x) = (x2+4x)f(x)+(4x3+x)g(x);
г) h(x) = 0f(x)+(x+1)g(x). 13. а) f(x)g(x); б) f(x)g(x); в) f(x)(x2+1);

г) f(x)g(x). 14. а) (f(x), g(x), h(x)) = x− i; [f(x),g(x),h(x)]=f(x)g(x); б)
(f(x), g(x), h(x)) = h(x); [f(x),g(x),h(x)]=f(x)(x+i).

§ 1.5. Iдеали кiльця многочленiв над областю цiлiсностi

1. а) Нi; б) так. 2. а) (x); б) Z[x]. 3. а) Класами лишкiв є мно-
жини всiх многочленiв, у яких однаковий вiльний член; б) фактор-кiльце
Z[x]/(x, 2) мiстить 2 класи – це множини всiх многочленiв, у яких вiль-
ний член є парним та всiх многочленiв, у яких вiльний член є непарним
цiлим числом. 4. а) Так; б) нi; в) так; г) так. 5. а) Так; б) нi; в) так;
г) нi. 6. а) Так; б) нi; в) так; г) нi. 7. а) Нi; б) так; в) так; г) не обо-
в’язково. 8. а) Нi; б) так; в) так; г) нi. 9. а) Нi; б) так. 10. (x) + (3) =
{f(x)|anxn+· · ·+a1x+a0∧a0÷3}. 11. а) (x2+1); б) (x−1); в) Z[x]; г) (x+1).
12. а) f1(x) = x5−2x4 +x3 +2x2−1; f2(x) = −2x4 +x3 +2x2−x−1; f3(x) =
x3 + 2x2− x+ 1; б) f2(x) = −2x4 + x3 + 2x2− x− 1; f3(x) = x3 + 2x2− x+ 1;
в) f3(x) = x3 + 2x2 − x + 1; г) немає. 13. а) Не iснує; б) − 1

3 + (x + 1); в)
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− 1
2 + (x+ 1); г) 1

3 + (x+ 1). 14. а) 1+i
2 + (x2 + i); б) 10−2i

26 x+ 1+5i
26 (x2 + i) ;

в) −1+i
2 x+ 1−i

2 + (x2 + i); г) 1
3x+ (x2 + i).

15. а) Так; б) нi.

§ 1.6. Незвiднi многочлени над полем. Розклад многочленiв на
незвiднi множники

1. x4 + 3x2 + 2 = (x2 + 1)(x2 + 2). 2. Нi, многочлени у розкладах
вiдрiзняються тiльки сталим множником. 3. а) x2 − 3; б) x2 + 2; в) x2 − 3;
г) не iснує. 4. Незвiдний у Z2[x] i звiдний у Z3[x] : f(x) = (x+ 2)2. 5. а)
Так; б) нi; в) нi; г) так. 6. а) Нi; б) нi; в) так; г) нi. 7. а) Z5; б) Z19; в)
Z11; г) Z19. 8. x2, 2x2, x2 +x, 2x2 +2x, x2 +2, 2x2 +1, x2 +x+1, 2x2 +2x+2.
9. а) x2 + x + 1; б) x3 + x2 + 1 i x3 + x + 1; в) x4 + x3 + 1, x4 + x + 1 i
x4 + x3 + x2 + x+ 1; г) таких многочленiв 6: ; д) x2 + 1, x2 + x+ 2, x2 + 2x+
2, 2x2 + 2, 2x2 + 2x + 1, 2x2 + x + 1; е) всiх 16, а серед них зведених – 8:
x3 + x2 + 2, x3 + 2x2 + 1, x3 + 2x+ 1, x3 + 2x+ 2, x3 + 2x2 + x+ 1, x3 + x2 +
2x+1, x3 +x2 ++x+2. 10. а) Незвiдний; б) звiдний; в) незвiдний; г) якщо
n = 1, то незвiдний; у всiх iнших випадках – звiдний. 11. а) Незвiдний; б)
незвiдний; в) звiдний: f(x) = (x2−

√
2x+ 2)(x2 +

√
2x+ 2); г) звiдний. 12.

а) f(x) = (x2 − 7x+ 1)(x2 + 5x+ 7); б) застосуйте замiну y = x2 + 10x+ 16;
f(x) = (x2+10x+20)2; в) подайте даний многочлен у видi рiзницi квадратiв;
f(x) = (x2 + 6x + 13)(x2 − 6x + 13); г) f(x) = (x2 − 6x + 1)(x2 + x − 3) =
(x− 3±4

√
2

2 )(x− −1±
√

13
2 ).

13. а) (f, g) = x2 + 2, [f, g] = (x2 − 2)2g(x); б) (f, g) = (x − 1)(x + i),
[f, g] = (x − 2)2g(x); в) (f, g) = x + 4, [f, g] = (x2 − 2x + 3)2(x + 1)g(x); г)
(f, g) = x− 1, [f, g] = (x6 + x3 + 1)g(x).

28. (f, g) = x(m,n)−1, [f, g] = f(x)g(x)
x(m,n)−1

. 29. Якщо m
(m,n) i

n
(m,n) – непарнi

числа, то (f, g) = x(m,n) + 1, [f, g] = f(x)g(x)
x(m,n)+1

. В рештi випадкiв (f, g) = 1,
[f, g] = f(x)g(x).

§ 1.7. Похiдна многочлена. Кратнi коренi многочлена. Видiлення
кратних множникiв многочлена

1. а) f ′(x) = 5ix4 + 3(1 − i)x2 + 2 + i; б) f ′(x) = 7x4 − 24x3 + 3
√

3x2 −
(2
√

3 + 14)x; в) f ′(x) = 2x9 + x − 1; г) f ′(x) = 3x2 + 4x − 1. 2. f(x) =
2
3x

3 + 5
2x

2 + x − 55
3 . 3. Нi. 4. 0. 5. Так. Якщо a = 2, то двократним

коренем є число x = 1. При a = −2 двократним коренем є число x = −1.
6. а) (f, f ′) = (x + 2)(x + 5)2; б) (f, f ′) = 1. 7. Слiд вiдокремити кратнi
множники у даного многочлена i многочлен ϕ1(x) буде шуканим. 8. а)
f1(x) = x2 + x + 1, f2(x) = x − 1, f(x) = f1(x)(f2(x))2; б) f1(x) = x2 −
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ix+ 2, f2(x) = x− i, f(x) = f1(x)(f2(x))2; в) f1(x) = x2 − 3x+ 2, f2(x) = x−
3, f(x) = f1(x)(f2(x))2; г) f(x) = f1(x) = x6−1. 9. x1−a, x2−a, . . . , xn−a.
10. а) f(x) = (x − 2)5 + 14(x − 2)4 + 65(x − 2)3 + 123(x − 2)2 + 80(x − 2),
f ′(2) = 80, f ′′(2) = 246, f ′′′(2) = 390, f4(2) = 336; б) f(x) = (x− 3)4 + 6(x−
3)3+10(x−3)2+12(x−3)+36, f ′(3) = 12, f ′′(3) = 20, f ′′′(3) = 60, f4(3) = 24;
в) f(x) = (x−i)5+5i(x−i)4−(9+2i)(x−i)3+(2−7i)(x−i)2+(3+3i)(x−i)−2,
f ′(i) = 3 + 3i, f ′′(i) = 4 − 14i, f ′′′(i) = −54 − 12i, f4(i) = 120i; г) f(x) =
i(x− 2i)4 − (7 + i)(x− 2i)3 + (4− 19i)(x− 2i)2 + (27 + 4i)(x− 2i)− 3 + 14i,
f ′(2i) = 27 + 4i, f ′′(2i) = 8 − 38i, f ′′′(2i) = −42 − 6i, f4(2i) = 24i. 11. а)
a = −5; б) a ∈ {− 14

27 , 18}; в) 256a5 + 3125b4 = 0; г) 3125b2 + 198a5 = 0.
12. а) 3; б) 0; в) 2; г) 5. 13. а) (f, f ′) = 1; нi; б) (f, f ′) = x − 1; так; в)
(f, f ′) = x + 2; так; г) (f, f ′) = x667 + 1; так. 14. (f(x), f ′(x)) = xk, де
k = (m,n). 15. f(x) = a(x+ b)n, де a, b ∈ P, a 6= 0 i n ∈ N. 16. а) f(x) =
(x2−x−6)(x−1)2; б) f(x) = (x−2)(x2−2x+2)2; в) f(x) = (x−2)2(x+1)4;
г) f(x) = (x− 2i)2(x+ i)3.

§ 1.8. Iнтерполяцiйнi многочлени. Поле рацiональних дробiв

1. f(x) = x, f(x) = x + 1, f(x) = 1, f(x) = 0. 2. Iнтерполяцiя в
класичному смислi – це конструктивне вiдновлення (можливо наближене)
функцiї певного класу за вiдомими її значеннями або значеннями її похiдних
в даних точках. Приклад такої задачi.

Нехай задано n + 1 рiзна точка x1, x2, . . . , xn, xn+1 деякого вiдрiз-
ка [a, b] (їх називають вузлами або полюсами iнтерполяцiї) i набiр
y1, y2, . . . , yn, yn+1 вiдповiдних значень функцiї f(x). Задача iнтерполяцiї
полягає в тому, як, маючи цi данi вiдносно f , можна з певною точнiстю
отримати iнформацiю про поведiнку функцiї:
1) на iнтервалах (xk, xk+1) мiж полюсами (iнтерполяцiя);
2) поза вiдрiзком [a, b] (екстраполяцiя).
Ця задача має єдиний розв’язок у класi всiх многочленiв над полем дiйсних
чисел (це полiном Лагранжа). В iнших класах функцiй задача iнтерполяцiї,
взагалi кажучи, не має єдиного розв’язку. В рiзних роздiлах математики у
багатьох випадках спочатку розв’язують задачу iнтерполяцiї у класi мно-
гочленiв, а потiм, за допомогою граничного переходу, у класi потрiбних
функцiй.

3. а) f(x) = b1
x−a2
a1−a2

+ b2
x−a1
a2−a1

, f(x) = b1 + b2−b1
a2−a1

(x− a1);

б) f(x) = b1
(x−a2)(x−a3)

(a1−a2)(a1−a3)
+ b2

(x−a1)(x−a3)
(a2=a1)(a2−a3)

+ b3
(x−a1)(x−a2)

(a3−a1)(a3−a1)
,

f(x) = b1+ b2−b1
a2−a1

(x−a1)+
(

b3−b1
(a3−a1)(a3−a2)

− (b2−b1)
(a2−a1)(a3−a2)

)
(x−a1)(x−a2).

4. Нi, оскiльки iснує єдиний многочлен не вище третього степеня в
кiльцi R[x], який приймає заданi значення у чотирьох рiзних точках. 5.
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а) Правильний, елементарний над Q, не елементарний над R та C; б) пра-
вильний, не елементарний над Q, R та C; в) правильний, елементарний
над Q i R, та не елементарний над C; г) неправильний i тому не елемен-
тарний над Q, R та C; д) правильний i елементарний над Q, R та C; е)
правильний i елементарний над Z2, Z5 та не елементарний над Z3. 6. Є
правильним дробом. 7. Є правильним дробом. 8. Наприклад, обчислити
iнтеграл

∫
3x6+1

x(1+x2)2 dx. 9. а) a = 3, b = −7, c = 4; б) a = 3, b = −54, c = 84.
10. а) Нi; б) так, f(x) = x2− 4x+ 1; в) нi; г) так, f(x) = x2 +x+ 1. 11.

а) f(x) = 11
15x

2 + 8
15x − 1, f(−1) = − 4

5 , f(1) = 4
15 ; б) f(x) = 1

4x
2 − x − 1; в)

f(x) = 1
24 (−x3 + 10x2 − 35x+ 50), f(0) = 25

12 , f(5) = 0; г) f(x) = x3 − 3x2 +
5x− 2. 12. а) f(x) = 1

2 (x+ 3)(x+ 2) + x+ 4; б) f(x) = 2
3x(x− 1) + 4x+ 1;

в) f(x) = 1
720 (x − 1)(x − 4)(x − 9) − 1

48 (x − 1)(x − 4) + 1
3 (x − 1) + 1; г)

f(x) = i(x2−1)(x− i)− (x−1)(x− i)− (x−1)+ i. 13. а) f(x) = x2 +4x+4,
f(0) = 4, f(4) = 1; б) f(x) = x3 + 4x+ 1, f(3) = 0.

14. а) 1 + x2−4x+9
x3−x2+4x−4 ; б)

4
3x −

1
9 −

2
9 ·

x−14
3x2+x+1 ; в) 2x + 5x2−4x+5

(x−2)(x2+x+1) ; г)

x + 8
(x−2)2 . 15. а) Нi; б) так; в) нi; г) так. 16. а) 1

5(x−2) −
1

x+2 + 9
5(x+3) ;

б) 2
x−1 + 4

(x−1)2 + 3
(x−1)3 ; в)

1
4x2 + 2

x+2 + 7
4(x+2)2 ; г)

1
2(x+1) + x+1

2(x2+1) ; д)

− 1
3x + 4x

3(x2+3) ; е)
1

x2+x+2 −
x+2

(x2+x+2)2 ; є)
2

3(x+1) + 1
3(x+1)2 −

2x−3
3(x2−x+1)2 ; ж)

− 1
x+1 + 1

x2−2 . 17. а) 3
x−

5
2x−1 ; б)

1
x−1−

1
2(x−

√
2)
− 1

2(x+
√

2)
; в) 1

2(x+1) + x+1
2(x2+1) ;

г) − 1
x + x+2

x2+x+1 ; д) −
5x+3

2(x2+3) + 5x+9
2(x2+1) ; е)

1
x2+1 −

2
(x2+1)2 .

18. а) 1
2(x+i) + 1

2(x−i) ; б) −
1
x + 1+i

√
3

2x+1+i
√

3
+ 1−i

√
3

2x+1−i
√

3
; в) 1

2(x+1) + 1−i
4(x−i) +

1+i
4(x+i) ; г)

1
2i(x−i) −

1
2i(x+i) −

1
2(x−i)2 −

1
2(x+i)2 .

19. а) 1
x + 2

x+2
+ 2

x+3
; б) 3

x+1
+ 2x+4

x2+3x+4
; в) 1

x+2
+ 2

(x+2)2
+ 4x

x2+2
;

г) 4
x + 4

x+1
+ 4

x+2
+ 4

x+3
+ 4

x+4
; д) 4

x2+2
+ 2

x2+3
; е) 4x+2

x2+3
+ x2+3x+3

x3+x+1
.

24. f(0) = 1
3 (y1 + y2 + y3). 25. f(0) = 5

2 . Не змiниться.

26. а) f(x) = 1 + x+ x(x−1)
2! + · · ·+ x(x−1)···(x−n+1)

n! ; б) f(x) = 1− x−1
2! +

(x−1)(x−2)
3! − · · ·+ (−1)n (x−1)(x−2)···(x−n+1)

n! .

Роздiл 2: Многочлени вiд кiлькох змiнних

§ 2.1. Кiльце многочленiв вiд кiлькох змiнних над областю цiлiсностi.
Розклад многочлена в добуток незвiдних множникiв

1. а) x4 + x3y + xy3 − xy2 − x + 2y + 2y3 + y4; б) 3ix3 − 4x2y + (4 −
9i)x2z + 9ixz2 + 4iyz − 3iz3; в) 3x3 + x2y + 3x2 + 3xy2 + 4xy + 4y3; г) 4x2 +
4xy+ 2xz+ 4y2 + 4yz+ 3z2. 2. а) Вiд одного до трьох членiв; б) вiд одного
до шести членiв; в) вiд одного до чотирьох членiв; г) вiд одного до десяти



Кiльце многочленiв вiд кiлькох змiнних 117

членiв. 3. а) Нескiнчення множина; б) 63. 4. У всiх випадках множина
має вид {ax3 + by3 + cz3 + dx2y + ex2z + ky2x + ly2z + mz2x + nz2y +
pxyz|a, b, c, d, e, k, l,m, n, p ∈ K}, де K – одне з кiлець заданих в умовi. 5.
а) (x3y+x2y2)−(xy2+y3)−x2+y; б) x6−2x3yz+(4x4+y2z2)−4xyz+4x2; в)
x2 +2y2−z2−2xy+xz; г) [(x+2y)2(x−z)−(x+z)3]− [(x+2y)2 +3(x+z)2]−
3(x + z) − 1. 6. а) Нi, оскiльки добуток однорiдних многочленiв другого
степеня є многочленом четвертого степеня; б) нi; в) нi; г) так. 7. Нi. 8.
а) R∗[x, y] = R \ {0} = R∗; б) Z∗5[x, y, z] = Z∗5; в) Q∗[x1, x2, . . . , xn] = Q∗; г)
P ∗[x1, x2, . . . , xn] = P ∗. 9. x2 + y2, x+ y3, . . . . 10. Всi многочлени, якi не
мiстять вiльного члена. 11. а) Нi; б) так; в) нi; г) нi.

12. Всi многочлени, якi не мiстять вiльного члена. 13. а) f(x, y, z) =
x2yz − xyz; б) f(x, y, z) = xyz − y2z2. 14. а) x2y; б) x4yz.

15. а) 3x2+xy2−6x−2y2; перший член є вищим членом; б) 2x4−3x3+
x2y−xy3; 2x4; в) −3x2yz−x2 +xy2z2 + z4; −3x2yz; г) x4yz−x3y3−
x3z3+xy4z+xyz4−x3y3 x4yz. 16. а) f(x, y) = x2+2(y−2)x+(y2−4y+4) =
y2+2(x−2)y+(x2−4x+4); б) f(x, y) = −x3+(1+3y)x2+(−3y2+2y)x+y3 =
y3−3xy2+(3x2+2x)y+x2; в) f(x, y, z) = x2+2(−y+z−1)x+(y−z+1)2 =
y2 + 2(x + z − 1)y + (x + z − 1)2 = z2 + 2(x − y − 1)z + (x − y − 1)2; г)
f(x, y, z) = (y − z)x2 + 2(2yz − z2)x − z3 + z2y − 3z2 = (x2 + 4xz + z2)y −
x2z − 2xz2 − 3z2 − z3 = −z3 + (y − 2x− 3)z2 + (4xy − x2)z + x2y.

17. а) Так; б) нi; в) так; г) нi. 18. а) f1(x, y) = x, f2(x, y) = y2+y+x; б)
f1(x, y) = y + 1, f(x, y) = x2 + x+ y + 1. 19. а) f(x, y) = (2x2 + xy + 3y2)2;
б) f(x, y) = (x2 − xy + y2)2; в) многочлен незвiдний; г) f(x, y) = (x −
y)(x+ y)(x2 + y2). 20. а) f(x, y, z) = 3(x+ y)(x+ z)(y+ z); б) f(x, y, z) =
(x − y)(y − z)(x − z); в) (x + y + z)(xy + xz + yz); г) f(x, y, z) = 5(x −
y)(y − z)(z − x)(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz).

§ 2.2.Симетричнi многочлени

1. а) Нi; б) нi; в) нi; г) так. 2. а) Додати x; б) додати −4y; в)
помножити на (y − x − z)(z − x − y); г) додати xz + xt + yz + yt − 2i(x +
y + z). 3. а) f(x, y) = (3xy − x2 − y2) + (2x + 2y) − 4; б) f(x, y, z) =
(σ3

1 + 3σ3)− 2σ2 − 4σ1 + 5; в) f(x, y, z) = (xy+ xz + yz)− (2x+ 2y+ 2z) + 3;
г) f(x, y, z, t) = −2σ4 + (σ3

1 + σ3)− 2σ2. 4. а) 2x3; б) −x5; в) x4y3z; г)
5x4. 5. а) Нi; б) нi; в) так; г) нi.

6. а) Може бути; б) не може бути вищим членом, оскiльки степiнь x2

бiльший степеня x1; в) не може бути вищим членом, оскiльки немає x1; г)
не може бути вищим членом, оскiльки степiнь x2 менший степеня x3. 7.
x6;x5y;x4y2;x4yz;x3y3;x3y2z;x2y2z2.

8. а) f(x, y) = 3σ2
1 − 6σ2 − σ1 + 2; б) f(x, y) = −2σ1(σ2

1 − 3σ2) + 5σ1 − 1;
в) f(x, y, z) = 4σ2

1 − 8σ2 − 3σ3; г) f(x, y, z) = σ2
3 + σ2 + σ1σ3 + 1.



118 Вiдповiдi. Вказiвки. Розв’язки

9. Застосувати метод математичної iндукцiї. 10. Всi рiвностi вiрнi.
11. Застосувати метод математичної iндукцiї. 12. Всi рiвностi вiрнi.

13. а) f(x, y, z) = −2σ3
1+9σ1σ2−27σ3; б) f(x, y, z) = σ3

1σ3− 5
2σ1σ2σ3+ 7

2σ
2
3 ;

в) f(x, y, z) = −5σ3
1 +36σ1σ2−216σ3; г) f(x, y, z) = σ2

1σ
2
2 + 16

3 σ1σ2σ3−3σ2
3−

2
3σ

3
1σ3−2σ2

2 ; д) f(x, y, z) = σ4
1−4σ2

1σ2 +2σ2
2 +4σ1σ3−3(σ2

1σ
2
2 +17σ1σ2σ3−

27σ2
3−5σ3

1σ3−4σ3
2); е) f(x1, x2, . . . , xn) = σ1σ2−3σ3. 14. а) 3

5 ; б) 2; в)
− 1

3 ; г) −1.
15. а) o(x2

1x
2
2) = σ2

2−2σ1σ3; б) o(x1x
2
2) = σ1σ2−3σ3; в) o(x1x2) = σ2;

г) o(x3
1x4) = σ2

1σ2 − 2σ2
2 − σ1σ3 + 4σ4. 16. f(t1, t2, t3) = −5σ3

1 + 6σ1σ2 −
216σ3 = −112.

17. (x, y, z) ∈ {(1, 1,−2), (1,−2, 1), (−2, 1, 1)}. 18. (x, y, z) ∈
{(1, 2,−2), (1,−2, 2), (−2, 2, 1), (−2, 1, 2), (2, 1,−2), (2,−2, 1)}. 19. a = −9.

§ 2.3. Симетричнi многочлени та елементарна алгебра

1. (x, y) ∈ {( 3−
√

5
3 , 3+

√
5

3 ), ( 3+
√

5
3 , 3−

√
5

3 )}. 2. xy = −
√

2. 3. a = 5. 4. 3.
5. 1

2 . 6. − 1
2 .

7. а) (x, y) ∈ {(3,
√

2), (
√

2, 3)}; б) (x, y) ∈ {(
√

3, 2), (2,
√

3)}; в)
(x, y) ∈ {(1, 2), (2, 1)}; г) (x, y) ∈ {(−1, 2), (2,−1), (1,−2), (−2, 1)}; д)
(x, y) ∈ {(1, 2), (2, 1),

( 3−
√

33−
√

6
√

33−2
4 , 3−

√
33+
√

6
√

33−2
4 ), ( 3−

√
33+
√

6
√

33−2
4 , 3−

√
33−
√

6
√

33−2
4 )}; е)

(x, y) ∈ {(1, 3), (3, 1)}; є) якщо a 6= −1 ±
√

5, то x = y = 0; якщо
a = −1 +

√
5, то (x, y) ∈ {(0, 0), (

√
5+2
2 ,

√
5−2
2 ), (

√
5−2
2 ,

√
5+2
2 )}; якщо

a = −1 −
√

5, то (x, y) ∈ {(0, 0), (−
√

5+2
2 , −

√
5−2
2 ), (−

√
5−2
2 , −

√
5+2
2 )}; ж)

(x, y, z) ∈ {(1,−3, 2), (1,−2, 3), (2,−3, 1), (2,−1, 3), (3,−1, 2), (3,−2, 1)}. .
8. а) x = 0; б) x ∈ {3, 18}; в) x ∈ {1, 4}; г) x ∈ {3, 4, 6 ±

√
29}. 9. а)

(x, y) ∈ {(1, 43), (4, 1)}; б) ; в) (x, y) ∈ {(2, 3), (−2,−3), (2,−3), (−2, 3)}; г) .
10. а) (x2 + y2)(x2 + 8xy + y2); б) (x2 − xy + y2)(x − 2y)(2x − y); в)

(3x2 + 7xy + 3y2)(2x2 + 9xy + 2y2); г) (x− 3y)(3x− y)(2x+ 3y)(3x+ 2y).
12. З другого рiвняння маємо 1 + σ1 + σ2 + · · · + σ2002 = 2. Якщо

x1, x2, . . . , x2002 – невiд’ємний розв’язок системи рiвнянь, то з першого
рiвняння робимо висновок про те, що 0 6 x2003

1 , x2003
2 , . . . , x2003

2002 6 1. Тодi
x2003

1 6 x1, x
2003
2 6 x2, . . . , x

2003
2002 6 x2002 i 1 = x2003

1 +x2003
2 + · · ·+x2003

2002 6
x1 + x2 + · · · + x2002 = σ1. Таким чином, σ1 = 1, σ2 = σ3 = . . . =
σ2002 = 0. Отже, невiд’ємний розв’язок системи рiвнянь є коренями рiв-
няння x2002 − x2001 = 0, тобто x1 = 1, x2 = x3 = . . . = x2002 = 0.

13. а), б), в) – подайте лiву i праву частини рiвностi у видi многочленiв
вiд елементарних симетричних многочленiв. г) Для доведення цiєї тотожно-
стi позначимо z = −x − y. Тодi x + y + z = 0 i при цiй умовi слiд довести
виконання рiвностi x

7+y7+z7

x3+y3+z3 = 7
6 (x4 + y4 + z4), що не викликає труднощiв.
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19. {1, 4}. Застосуйте замiну u =
√
x, v = 3−

√
x

§ 2.4. Результант двох многочленiв i його застосування

1. Розвязування систем нелiнiйних рiвнянь. 2. а) R(f, g) = −13,
R(g, f) = 13; б) якщо ab = 0, то результантiв не iснує; якщо ж ab 6= 0,
то R(f, g) = ad − bc, R(g, f) = bc − ad; в) R(f, g) = −7, R(g, f) = −7; г)
якщо am = 0, то результантiв не iснує; якщо ж am 6= 0, то R(f, g) =,
R(g, f) = an2 − bmn + cn2. 3. а) 234; б) (18 + 13

√
3)(24 + 20

√
3); в)

(17 + 8
√

3)(80 + 32
√

3); г) 0. 4. а) D(f) = 1 + i; б) якщо a = 0, то дис-
кримiнанта не iснує; якщо ж a 6= 0, то D(f) = a; в) D(f) = −14i; г) якщо
a = b = 0, то дискримiнанта не iснує; якщо ж a = 0, b 6= 0, то D(f) = b;
якщо ж a 6= 0, то D(f) = b2 − 4ac. 5. D(f) = b2 − 4ac = 0. 6. Якщо
f(x) ∈ R[x], то многочлен не має кратних коренiв. Якщо f(x) ∈ C[x], то
многочлен має кратнi коренi при a = −16±8i

5 . 7. Рiвний нулю.
8. а) 243; б) 19; в) 579; г) 107. 9. а) −972; б) 432; в) 725; г) 0; д) 50000;

е) 55; є) 1; ж) − 1
(n!)n .

10. D(f) = −64, D(f1) = 4, D(f2) = −4, R(f1, f2) = 4. Тому тут D(f) =
D(f1)·D(f2)·R(f1, f2). 11. а) −27c2−4b3; б) −27c2+18abc−4a3c−4b3+a2b2;
в) b2c2 − 4c3a− 4db3 − 27a2d2 + 18abcd.

12. Вони рiвнi. 13. а) Якщо λ = 1, то x1,2 = −1±
√

3i
2 ; якщо λ = −2,

то x = 1; б) якщо λ = 1, то x = 1; в) якщо λ = 2, то x = 2;
г) якщо λ = −1, то x = −1. 15. а) Не iснує; б) λ = 3, x = 1;
в) λ = 0, x = 1; г) λ = −1, x = 1. 16. а) (1, i)(1,−i)(− 3

2 , 2);
б) (1, 0)(2, 1)(− 19+

√
177

2 , 9+
√

177
2 )(−19+

√
177

2 , 9−
√

177
2 ); в) (0, 0)(1, 2)(2,−1); г)

(1, 2)(2, 3)(0,−1)(−2, 1).

Роздiл: Многочлени над числовими полями

§ 3.1. Многочлени над полем комплексних чисел

2. а) Q; б) R; в) R; г) C. 3. Так, зокрема, ним є поле компле-
ксних чисел. 4. а) Так; б) нi; в) так; г) нi. 6. Безлiч. Наприклад,
Q[
√

3],Q[
√

2,
√

3],R,C. 7. а) Нi; б) нi; в) нi; г) так. 8. Так. 9. а)
f(x) = (x − 1)(x − 2i)(x − 1 + i) ; б) f(x) = (x + i)2(x − 3 + i) ; в)
f(x) = (x − 2 − i)3(x − 3)(x + 5)2 ; г) f(x) = (x − 3i)3(x + 2)3 . 10. а) x1 + x2 + x3 = 0,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0,
x1x2x3 = 9;

б)

 x1 + x2 + x3 = −2,
x1x2 + x1x3 + x2x3 = −3,
x1x2x3 = 0;
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в)


x1 + x2 + x3 + x4 = 5,
x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4 = 4,
x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4 = 2,
x1x2x3x4 = −3;

г)


x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,
x1x2 + x1x3 + · · ·+ x4x5 = 0,
x1x2x3 + x1x2x4 + x1x2x5 + x2x3x4 + x2x4x5 + +x3x4x5 = 0,
x1x2x3x4 + x1x2x3x5 + x2x3x4x5 = 3

5 ,
x1x2x3x4x5 = − 1

5 ;
11. а) m = 13; б) m = 12; в) m = 4; г) m = 5. 12. а) f(x) = 2(x −

2−
√

2i
2 )(x − 2+

√
2i

2 ); б) f(x) = (x + 1)(x + i); в) f(x) = (x −
4√12
2 (1 + i))(x −

4√12
2 (1− i))(x−

4√12
2 (−1 + i))(x+

4√12
2 (1 + i)); г) f(x) = (x−

√
2)(x+

√
2)(x−√

−1 + i
√

3)(x+
√
−1 + i

√
3)(x−

√
−1− i

√
3)(x+

√
−1− i

√
3); д) (x−1)(x−

2)(x − 3); е) f(x) = (x − 3−
√

5
2 )2(x − 3+

√
5

2 )2; є) f(x) = (xm − 1)(xn − 1) =
(x− ε0)(x− ε1) · · · (x− εm−1)(x− ε′0)(x− ε′1) · · · (x− ε′n−1), де εi – всi коренi
m-го степеня з одиницi та ε′i – всi коренi n-го степеня з одиницi; ж) f(x) =
(x− 2ε0)(x− 3ε0)(x− 2ε1)(x− 3ε1) · · · (x− 2εn−1)(x− 3εn−1).

13. а) x2 +1; б) (x+1)(x−2i); в) якщо m – непарне i n – парне, то x+1;
в iнших випадках многочлени взаємно простi; г) x(m,n) − 1. 14. −3 + 4i.
15. 11− 11i.

16. а) {
√

3,
√

3 −
√

2,
√

3 +
√

2}; б) {− 5
2 ,

1
2 ,

3
2}; в) {1, 2, 3}; г) {i, 2i, 4i}.

17. а) f(x) = x3 + (2− i)x2− (3 + 2i)x+ 5− 5i; б) f(x) = x5− 5
4 (3 + i)x4 +

5
3 (3 + 4i)x3 − 5

2 (1 + 5i)x2 + (−10 + 10i)x− 49
4 + 5

4 i.
30. Якщо многочлени f(z) i g(z) з комплексними коефiцiєнтами мають

однаковi коренi однакової кратностi, то f(z) = λg(z) i h(z) = |f(z)|−|g(z)| =
(|λ|−1)|g(z)| має постiйний знак у всiх точках z ∈ C, при яких вона вiдмiнна
вiд нуля.

Навпаки, нехай для визначеностi h(z) > 0 у всiх точках z ∈ C. То-
дi deg f(z) > deg g(z). В противному випадку при достатньо великих за
модулем числах z ми отримаємо нерiвнiсть |g(z)| > |f(z)|, тобто h(z) < 0.

Нехай mi i ni – кратностi кореня zi многочленiв f(z) i g(z) вiдповiдно.
Якщо mi > ni, то h(z) = |f(z)|− |g(z)| = |(z−zi)mifi(z)|− |(z−zi)nigi(z)| =
|(z − zi)ni |(|(z − zi)mi−ni ||fi(z)| − |gi(z)|) приймає вiд’ємнi значення при z
близьких до zi. Тому mi 6 ni для всiх коренiв zi.

Нехай тепер z1, z2, . . . , zk – всi коренi многочлена f(z) з кратностями
m1,m2, . . . ,mk вiдповiдно. Тодi такi ж коренi з кратностями n1, n2, . . . , nk
має многочлен g(z). Далi
deg f(z) = m1 + m2 + · · · + mk 6 n1 + n2 + · · · + nk 6 deg g(z) 6 deg f(z).
З отриманого протирiччя маємо, що m1 = n1, . . . ,mk = nk та iнших коренiв
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многочлен g(z) не має.

§ 3.2. Многочлени над полем дiйсних чисел

1. Так. Таким iдеалом є множина I всiх многочленiв без вiльного члена.
Шуканим iзоморфiзмом є вiдображення, яке кожному класу лишкiв f(x)+I
ставить у вiдповiднiсть вiльний член многочлена f(x). 2. Такого iдеала не
iснує. 3. а) f(x) = (x−1)(x+2)(x−3)2; б) f(x) = (x2+2x+2)(x−1+

√
3)2;

в) f(x) = (x− 2)(x + 3)(x2 + 1)2; г) f(x) = (x2 + 4)3. 4. а) Так; б) так; в)
так; г) так. 5. Тiльки рiвнi нулю. 6. a = c = 0, b, d > 0, b2 − 4d > 0.

8. Шуканi коефiцiєнти мають вид a = −10λ2, b = 9λ4, де λ – довiльне
дiйсне число. Коренями таких рiвнянь є числа −3λ,−λ, λ, 3λ. 9. a = −3,
x1 = 1, x2 = −2, x3 = 4. 10. а) x1,2 = −1±i

√
3, x3,4 = 1±

√
13

2 ; б) x1,2 = −1±i,
x3,4 = 3±i

√
11

2 ; в) x1,2 = 2± i, x3 = −4, x4 = 1; г) x1,2 = 2± i, x3,4 = 3± i
√

2.
11. а) f(x) = (x+1)(x+5)(x2−2x+5); б) f(x) = (x2 +x+1)(x2−3x+3);

в) f(x) = (x −
√

2)(x +
√

2)(x2 −
√

2x + 2)(x2 +
√

2x + 2); г) f(x) = (x +
1)2(x2 + 1)(x2 − x+ 1).

12. ac > 0, ca+ da
c = b або a = c = 0, b2−4d > 0. 13. а) Так; б) нi; в) так;

г) нi. 14. а) a = −27, x1,2 = ±3i, x3 = −1, x4 = 3; б) a = 4, x1,2 = ±i
√

2,
x3,4 = 2±

√
2; в) a = −12, x1,2 = ±i

√
3, x3,4 = −1±

√
17

2 ; г) a = 6, x1,2 = ±2i,
x3,4 = −1± i.

15. а) a ∈ ( 9−
√

17
16 ; 1

3 ) ∪ ( 1
3 ; 9+

√
17

16 ); б) a ∈ (−∞; 16−3
√

14
15 ) ∪ { 1

2} ∪
( 16+3

√
14

15 ;∞); в) a ∈ { 1
2 ,

17
16}; г) a ∈ (−

√
2; 1)∪ (

√
2;∞). 16.

[
−1−

√
5

2 ; −1+
√

5
2

]
.

21. Для достатньо великого x0 числа f(x0) i f(0) = a0 мають рiзнi
знаки. Оскiльки многочлен f(x) є неперервною функцiєю, то на вiдрiзку
[0, x0] вiн має хоча б один дiйсний корiнь.

22. З неперервностi функцiї f випливає, що для будь-якого x ви-
конується одне з двох: f(x) < x або f(x) > x. В першому випадку
f(f(x)) < f(x) < x, а в другому – f(f(x)) > f(x) > x. Це означає, що
у всiх випадках рiвняння f(f(x)) = 0 не має дiйсних коренiв.

23. Многочлен f(x) не має дiйсних коренiв непарної кратностi, оскiльки
в протилежному випадку вiн повинен змiнювати свiй знак. Тому вiн має
вид f(x) = g2(x)h(x), де многочлен h(x) не має дiйсних коренiв i має пар-
ний степiнь 2k. Комплекснi коренi z1, z2, . . . , z2k многочлена h(x) роздiлимо
на двi групи так, щоб комплексно спряженi коренi ввiйшли у рiзнi групи.
Нехай, наприклад першу групу складають числа z1, z2, . . . , zk, а всi iншi є
спряженими до них. Розглянемо многочлени ϕ(x) = (x−z1)(x−z2) · · · (x−zk)
i ψ(x) = (x − zk+1)(x − zk+2) · · · (x − z2k). З властивостей спряжених ком-
плексних чисел отримуємо, що коефiцiєнти многочлена ψ(x) є спряженими
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числами до коефiцiєнтiв ϕ(x), тобто цi многочлени можна записати у видi
ϕ(x) = s(x)+it(x), ψ(x) = s(x)−it(x), де s(x), t(x) – многочлени з дiйсними
коефiцiєнтами. Тодi h(x) = s2(x) + t2(x) i f(x) = (gs)2(x) + (gt)2(x).

24. Оскiльки всi коефiцiєнти даного многочлена невiд’ємнi, то нi один з
його коренiв α1, α2, . . . , αn не може бути додатним числом. Отже, многочлен
має вид f(x) = (x + β1)(x + β2) · · · (x + βn), де βi = −αi > 0 для всiх
1 6 i 6 n. Тодi f(2) = (2 + β1)(2 + β2) · · · (2 + βn). З нерiвностi Кошi про
зв’язок мiж середнiм арифметичним i середнiм геометричним трьох додатних
чисел маємо нерiвностi: 1+1+β1 > 3 3

√
β1, 1+1+β2 > 3 3

√
β2, . . . , 1+1+βn >

3 3
√
βn. Але, за теоремою Вiєта, β1 · β2 · · ·βn = (−1)nα1 · α2 · · ·αn = 1. Тому,

перемноживши всi нерiвностi почленно, отримаємо:

f(2) = (2 + β1)(2 + β2) · · · (2 + βn) > 3n 3
√
β1 · β2 · · ·βn = 3n.

25. З умови випливає, що многочлен має вид f(x) = a(x2 + a2
1)(x2 +

a2
2) · · · (x2 + a2

k), де a, a1, a2, . . . , ak – вiдмiннi вiд нуля додатнi дiйснi числа.
Многочлен f ′(x) = 2ax[(x2 + a2

2) · · · (x2 + a2
k) + (x2 + a2

1)(x2 + a2
3) · · · (x2 +

a2
k)] + · · · + (x2 + a2

1)(x2 + a2
3) · · · (x2 + a2

k−1) = 2axg(x) дiлиться на x, але
не дiлиться на x2. Отже, число 0 є однократним коренем похiдної f ′(x). Всi
iншi коренi похiдної f ′(x) є коренями многочлена g(x). Серед них немає
дiйсних чисел. Нехай c + di 6= 0 i g(c + di) = 0. Якщо f(c + di) = 0, то
за умовою цей корiнь є чисто уявним числом. Нехай f(c + di) 6= 0. Тодi
f ′(c+di)
f(c+di) = 0. Але f ′(x) =

∑2k
n=1

f(x)
x−αn

, де αn – суто уявний корiнь даного

многочлена. Тому f ′(x)
f(x) =

∑2k
n=1

1
x−αn

i f
′(c+di)
f(c+di) =

∑2k
n=1

1
c+di−αn

= 0. Отже,∑2k
n=1

1
c+di−αn

=
∑2k
n=1

1
c+(d+iαn)i =

∑2k
n=1

c−(d+iαn)i
c2+(d+iαn)2 = 0. Таким чином,

дiйсна частина i коефiцiєнт при уявнiй частинi цього числа також рiвнi
нулю, тобто

∑2k
n=1

c
c2+(d+iαn)2 = 0 i c = 0.

§ 3.3. Рiвняння третього i четвертого степеня

1. а) y3 − 9y + 28 = 0; б) y3 − 8y − 9 = 0; в) y3 − 1
3y −

55
27 = 0; г)

y3 + 14y − 4− 20i = 0. 2. D(f) = −108. 3. а) 275
128 ; б) 0; в) −4; г) 125

27 − 8i.
4. а) t3 + 12t − 0 = 0; б) t3 − 4t2 + 8t + 36 = 0; в) t3 + 6t2 + 4t + 23 = 0; г)
t3 − 2t2 + 30t+ 21 = 0. 5. ab.

6. а) {2,−1±
√

3}; б) {−i, 2i}; в) {−1+ i, 3− i}; г) {(1+ 3
√

6)i,
√

3(1− 3√6)
2 −

1+ 3√6
2 i,−

√
3(1− 3√6)

2 − 1+ 3√6
2 i}; д) {−1, −5±5i

√
3

2 }; е) {−7,−1 ± i
√

3}; є)

{ 3
2 ,
−3±i

√
3

3 }; ж) {− 2
3 , 2± i

√
3}. 7. 2

3 ,−
3
2 ,

1
2 . 8.

√
3,
√

3
3 ,−2

√
3.

9. {−a2
a3
,±
√
−a1
a3
}. 10. {−2,−2i, 2i}. 11. Iснує 6 таких многочленiв:

f1(x) = x3, f2(x) = x3 + x2 − 2x, f3(x) = x3 + x2 − x − 1, f4,5,6(x) =
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x3 + bx2 − 1
bx + 2−b

b2 , де є b одним з коренiв рiвняння b3 − 2b + 2 = 0 (тут
дискримiнант D > 0 i рiвняння має 3 рiзних розв’язки). 12. {(a, 0, 0)|a ∈
C} ∪ {(ε, 1, ε), (ε2, 1, ε2), (ε2,−1, ε+ 1), (ε,−1, ε+ 1)|ε = − 1

2 +
√

3
2 }.

13. а) {−1±i
√

3
2 , 1±i

√
11

2 }; б) {±i, −2±
√

5
2 }; в) {±

√
2, 1±i

√
3

2 };
г) {±i

√
2, −1±i

√
15

2 }; д) { 1±i
√

11
6 , −3±

√
21

6 }; е) { 3±
√

5
2 , 5±

√
5

2 }; є)

{ 1+
√

2±i
√

1+6
√

2
2 , 1−

√
2±
√
−1+10

√
2

2 }; ж) {1± i,±i
√

6}.

§ 3.4. Вiдокремлення дiйсних коренiв многочлена з дiйсними
коефiцiєнтами

1. а) (−4; 4); б) (−4; 4); в) (−8; 8); г) (−2004; 2004). 2. а) 2; б) 4; в) 5;
г) 2003. 3. n. 4. а) Однакова; б) у другiй послiдовностi на непарне число
змiн знакiв бiльше або менше.

5. а) Многочлен додатних коренiв не має, а вiд’ємних може мати два
або нi одного; б) додатних коренiв коренiв многочлен може мати чоти-
ри, два або нi одного, а вiд’ємних може мати один; в) додатних коренiв
коренiв многочлен може мати три, один або нi одного, а вiд’ємних мо-
же мати один або нi одного; г) додатних коренiв коренiв многочлен мо-
же мати шiсть, чотири, два або нi одного, а вiд’ємних може мати один
або нi одного. 6. а) f, f ′; б) f, f ′, 89

8 ; в) f, f
′,−2x + 1,− 15

4 ; г) f, f
′, 2

3x −

5,− 671
4 . 7. а)

 b2 − 4ac > 0,
ac > 0,
ab < 0;

б)

 b2 − 4ac > 0,
ac > 0,
ab > 0;

в)
{
b2 − 4ac > 0,
ac < 0;

г)


b2 − 4ac > 0, a > 0,
−1 < − b

2a < 1,
a− b+ c > 0,
a+ b+ c > 0,

або


b2 − 4ac > 0, a < 0,
−1 < − b

2a < 1,
a− b+ c 6 0,
a+ b+ c 6 0;

д)
{
b2 − 4ac > 0,
af(m) < 0;

е)
{
b2 − 4ac > 0,
f(m)f(n) > 0; є)

 b2 − 4ac > 0,
f(m)f(n) < 0,
f(p)f(q) < 0;

ж)
{
b2 − 4ac > 0,
f(m)f(n) < 0, або b2 − 4ac > 0,

f(m) = 0,
af(n) > 0,

або

 b2 − 4ac > 0,
f(n) = 0,
af(m) > 0.

8. а) 2; б) 2; в) 3; г) 2. 9. а) 1; б) 1
6 ; в)

1
3 ; г) 1. 10. а) (−13,− 1

5 ), ( 1
5 , 13);

б) (−2,−1), ( 2
9 , 1); в) (−10,− 1

4 ), ( 1
4 , 10); г) (− 5

2 ,−
1
4 ), ( 1

4 ), 5
2 . 11. а) 1; б) 1; в)

2; г) 1. 12. а) f, f ′, 6x2 +12x+4, 32
3 (x+1); 2 дiйсних коренi; б) f, f ′,− 1

2x
2 +

1,−10x,−1; 2 дiйсних коренi; в) f, f ′, 3x2−9,−12x−36, 36; многочлен не має
дiйсних коренiв; г) f, f ′,− 3

4 (x2 +x+9), 8x+4, 33
16 ; многочлен не має дiйсних

коренiв. 13. а) Один дiйсний корiнь в iнтервалi x ∈ (0, 1); б) x1 ∈ (−2,−1),
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x2 ∈ (0, 1), x3 ∈ (1, 2); в) x1 ∈ (1, 2), x2 ∈ (3, 4); г) x1 ∈ (−1, 0), x2 ∈ (2, 3);
д) x1 ∈ (−2,−1), x2 ∈ (0, 1); е) x1 ∈ (−3,−2), x2 ∈ (−2,−1), x3 ∈ (0, 1),
x4 ∈ (1, 2); є) x1 ∈ (−3,−2), x2 ∈ (−2,−1), x3 = 1; ж) многочлен не має
дiйсних коренiв.

§ 3.5. Многочлени з рацiональними та цiлими коефiцiєнтами

1. Простим обчисленням, дiленням многочлена на двочлен x− a за схе-
мою Горнера або кутом. 2. Вiн не має рацiональних коренiв та звiдний у
кiльцi Q[x]. 3. Нi. 4. a 6= 0 i b

a є кубом рацiонального числа. 5. Мно-
гочлен f(x) = x4 + ax2 + b є звiдним у кiльцi Q[x] тодi i тiльки тодi, коли
рiвняння має рацiональнi коренi або iснують рацiональнi числа c i d, для
яких c2 = b, d2 = 2c− a.

7. Всi многочлени є незвiдними у кiльцi Q[x]. 8. Якщо многочлен з
цiлими коефiцiєнтами звiдний у кiльцi Z[x], то вiн звiдний у кiльцi Zn[x]
для будь-якого натурального n > 1. 9. а) Звiдний: f(x) = (x−2)(x+2)(x2+
2); б) звiдний: f(x) = (x2 + 2)(x2 + 3); в) незвiдний; г) незвiдний.

10. Нi. 11. а) Так; б) нi.
12. а) {−2,−1}; б) −3; в) {−4,−2, 3, 4}; г) цiлих коренiв немає. 13. а)

− 2
3 ,−

1
5 ,

1
2 ; б) −3, 1

2 ; в) рацiональних коренiв немає; г) 5
3 . Для зменшення

числа кандидатiв у рацiональнi коренi застосуйте необхiдну умову про по-
дiльнiсть числа f(2) на p− 2q. 14. а) {2± i

√
3}; б) { 1

3 ,
−1−i

√
15

8 , −1+i
√

15
8 };

в) {−3, 2, 5−
√

33
2 , 5+

√
33

2 }; г) {− 2
3 ,

1
2 ,

3
4 ,
−1−i

√
3

2 , −1+i
√

3
2 }. 15. а) {a, b, c}; б)

{−1, a, 2a}; в) {1, a, 1−a}; г) {1, b−a, b+a}. 16. а) f(x) = (x2−2)(x2−3);
б) f(x) = (x2 − 2x + 3)(x2 + 2x + 3); в) многочлен незвiдний у кiль-
цi Z[x]; г) f(x) = (x − 4)(x + 5)(x2 + 2x + 3). 17. а) Многочлен незвi-
дний; б) f(x) = (x2 + x + 1)(x2 − 7); в) f(x) = (x + 3

2 )2(12x2 − 4x + 8); г)
f(x) = 225(x− 6

5 )2(x+ 1
3 )2(x+ 1).

18. Многочлен цiлих коренiв не має. 19. а) Рацiональних коренiв мно-
гочлен не має, але є звiдним: f(x) = (x2 + 4x+ 1)(x2−3x+ 1); б) многочлен
незвiдний у кiльцi Q[x]; в) многочлен незвiдний у кiльцi Q[x]; г) пiсля за-
мiни x = y − 1 видно, що многочлен незвiдний у кiльцi Q[x] за критерiєм
Ейзенштейна.

§ 3.6. Алгебраїчнi i трансцендентнi числа

1. а) Так; б) нi; в) так; г) так; д) так; е) так. 2. а) f(x) = x3 − 5;
в) f(x) = 25x2 − 10x − 12; г) f(x) = x4 + 1; д) f(x) = 2x2 + 2x + 5; е)
f(x) = x4−10x2+1. 3. а) 2003; б) ± 4

√
2,±i 4

√
2; в) 1±i; г) 1±i

√
5. 4. а) Нi;

б) так. 5. а) Нi; б) нi; в) так. 6. а) Q( 3
√

5) = { 3
√

25c2 + 3
√

5c1 + c0|ci ∈ Q};
в) Q( 1−

√
13

5 ) = { 1−
√

13
5 c1 + c0|ci ∈ Q};
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г) Q(
√

2
2 (1 + i)) = {(

√
2

2 (1 + i))3c3 + (
√

2
2 (1 + i))2c2 + (

√
2

2 (1 + i))c1 + c0|ci ∈ Q};
д) Q(− 1

2 + 3
2 i) = {(− 1

2 + 3
2 i)c1 + c0|ci ∈ Q};

е) Q(
√

2−
√

3) = {(
√

2−
√

3)3c3 + (
√

2−
√

3)2c2 + (
√

2−
√

3)c1 + c0|ci ∈ Q}.
7. Нi. 8. а) 1,2; б) будь-яку натуральну; в) будь-яку натуральну; г) 1.
9. Так. Якщо число a є коренем многочлена f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · · +
a1x + a0, то число a−1 є коренем многочлена g(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · +

an−1x + 1. 10. Нi. 11. а),б) — алгебраїчнi; в),г) — трансцендентнi. 12.
Трансцендентним числом. 13. 3 i 6. 14. а) 1,2,5,10; б) нi. 15. C, R(i),
поле алгебраїчних чисел. 16. а) − 1

2 (1 + 3
√

3 + 3
√

9); б) 1
5 (1− 2i).

17. а) f(x) = x4 − 14x2 + 9; б) f(x) = x9 + 9x6 + 432x3 + 27; в) f(x) =
x4+2x2−2; г) f(x) = x4−4x3+6x2−14x+12. 18. а) f(x) = x6−4x3+1; б)
f(x) = (x4+30x2+18x)2−80(x3+5x)2; в) f(x) = (x3+24x−2)2−8(3x2+8)2;
г) f(x) = x4 − 4x3 + 4x2 − 3; д) f(x) = x2 −

√
2; е) f(x) = x2 + x+ 1.

19. а) 3−
√

6, 5
2 ; б) 2+

√
5, 1± i

√
3; в) 1−

√
3, 1±

√
2; г) −2,−1, 1, 1−

√
2.

20. Так.
21. а) f(x−b), g(x−a); б) f(x+b), g(a−x); в) f(xb ), g(xa ); г) f(xb), g(x b

2

a ).
22. а) Поле; б) поле, якщо приєднати нуль i одиницю. 23. Кiль-

це. 24. а) Розмiрнiсть рiвна 3, базис: 1, 3
√

2, 3
√

4; б) розмiрнiсть рiвна
4, базис: 1,

√
2,
√

5,
√

10; в) розмiрнiсть рiвна 2, базис: 1, i; г) розмiр-
нiсть рiвна 8, базис: 1, 4

√
2, 4
√

4, 4
√

8, i, i 4
√

2, i 4
√

4, i 4
√

8. 25. а) Q(
√

3,
√

5) =
Q(
√

3 +
√

5). Покажемо це. Як вiдомо Q(
√

3) = {a + b
√

3|a, b ∈ Q} та
Q(
√

3,
√

5) = {c + d
√

5|c = a1 + b1
√

3, d = a2 + b2
√

3, a1, a2, b1, b2 ∈ Q}.
Тодi c+d

√
5 = a1 +b1

√
3+(a2 +b2

√
3)
√

5 = a1 +b1
√

3+a2

√
5+b2

√
3
√

5. Але√
15 = 1

2 ((
√

3+
√

5)2−8),
√

5 = 1
2 ((
√

3+
√

5)3−3(
√

3+
√

5)−3
√

15(
√

3+
√

5))
i
√

3 = − 1
2 ((
√

3 +
√

5)3 − 5(
√

3 +
√

5)− 3
√

15(
√

3 +
√

5))).
Тому пiсля всiх пiдстановок i перетворень ми отримаємо, що c+ d

√
5 =

x(
√

3 +
√

5)3 + y(
√

3 +
√

5)2 + z(
√

3 +
√

5) + t, де x, y, z, t ∈ Q. б)
√

3 +
√

2;
в)
√
p+
√
q; г)

√
2 +
√

3 +
√

5.

§ 3.7. Задачi на звiльнення вiд iррацiональностi в знаменнику дробу

2. а) 11
16 ( 3
√

25 − 3 3
√

5 + 9); б) 3
√

9 + 3
√

3 + 1; в)
√

11 −
√

7; г) 3
√

5 + 1;
д) 5
√

81 + 2 5
√

27 + 4 5
√

9 + 8 5
√

3 + 16; е) 1
5 ( 5
√

16 − 3 5
√

8 + 9 5
√

4 − 27 5
√

2 + 81);
є) (
√

3 − 3
√

2)( 3
√

16 + 3 3
√

4 + 9); ж) (
√

3 + 3
√

2)( 3
√

16 + 3 3
√

4 + 9). 3. Так.
Для цього слiд розглянути многочлени g(x) i h(x) = x2 − 2. Вони взаєм-
но простi. Тому iснують многочлени з рацiональними коефiцiєнтами u(x) i
v(x) такi, що 1 = g(x)u(x) + h(x)v(x). Пiдставимо у цю рiвнiсть x =

√
2.

Отримаємо 1 = g(
√

2)u(
√

2) i 1
g(
√

2)
= u(

√
2) ∈ Q. Таким чином, у вира-

зi f(λ)
g(λ) = f(

√
2)

g(
√

2)
= f(

√
2)u(
√

2) немає iррацiональностi у знаменнику. 4.

Вiдповiдь не змiниться i схема звiльнення залишиться такою ж самою.
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5. −1− ω1. 6. −( 4
√

3 +
√

2)(
√

3 + 2). 7. а) 1
44 (
√

7 + 4
√

5)(7 +
√

5);
б) 1

4 ( 5
√

4 + 5
√

2 3
√

4 + 3
√

16)( 5
√

84 + 4 5
√

83 + 16 5
√

82 + 64 5
√

8 + 256); в) 1
44 (
√

7−
4
√

5)(7 +
√

5); г) 1
4 ( 5
√

4 − 5
√

2 3
√

4 + 3
√

16)( 5
√

84 − 4 5
√

83 + 16 5
√

82 − 64 5
√

8 + 256);

д) 3

√
(5− 2

√
6)2(5 + 2

√
6); е) 1

23

√
1 + 2

√
1−
√

2(3 + 4
√

2).
8. а) Нехай ω1, ω2 – iншi коренi цього рiвняння. Тодi 1

1−ω =

= (1−ω1)(1−ω2)
(1−ω)(1−ω1)(1−ω2)

= 1−ω1−ω2+ω1ω2
1−ω−ω1−ω2+ωω1+ωω2+ω1ω2−ωω1ω2

. Але, за теоремою
Вiєта для даного рiвняння, маємо
ω + ω1 + ω2 = 0, ωω1 + ωω2 + ω1ω2 = −1 та ωω1ω2 = 1. Тому

1
1−ω = −1+(ω1+ω2)−ω1ω2, причому ω1, ω2 є коренями рiвняння x3−x−1

x−ω = 0.
Пiсля виконання дiлення рiвняння має вид x2 + ωx + (ω2 − 1) = 0. За тео-
ремою Вiєта для цього рiвняння отримуємо ω1 + ω2 = −ω, ω1ω2 = ω2 − 1.
Таким чином, 1

1−ω = −1− ω − (ω2 − 1) = ω2 − ω.
б) − 1

4 (2ω3 − 3ω2 + 4ω − 7); в) 1
255ω(ω2 − 1)(64ω3 − 16ω2 + 4ω − 257); г)

17ω2 − 3ω + 55.
9. а) 1

12 (2
√

3+3
√

2−
√

30); б) 1
12 (−2

√
3+3

√
2−
√

30); в) 1
12 (2
√

3+3
√

2+
√

30); г) − 1
12 (2
√

3 − 3
√

2 +
√

30); д) (a−b−c)
√
a+(b−a−c)

√
b+(c−a−b)

√
c+2
√
abc

a2+b2+c2−2ab−2bc−2ac ;

е) (a−b−c)
√
a+(b−a−c)

√
b+(c−a−b)

√
c−2
√
abc

a2+b2+c2−2ab−2bc−2ac . 10. а) − 4
√

8 − 4
√

4 + 3 4
√

2 + 1; б)
1
6 ( 3
√

4− 2 3
√

2 + 4); в) 1
33 (− 3

√
49 + 5 3

√
7 + 8); г) 1

93 (−2 3
√

4 + 17 3
√

2− 5).
11. а) 1

9 (σ2
1 − 3σ2)(4 3

√
9 + 6 3

√
3 + 9), де σ1 = 3

√
2 + 3
√

3 + 3
√

4, σ2 = 3
√

6 +
3
√

12 + 2; б) 1
649 (σ2

1 − 3σ2)(36 3
√

9 − 6 3
√

3 + 9), де σ1 = 3
√

2 + 3
√

3 − 3
√

4, σ2 =
3
√

6− 3
√

12−2; в) (σ2
1−3σ2)((a+b+c)

2+3(a+b+c)
3√
abc+9 3

√
(abc)2)

(a+b+c)3−27abc , де σ1 = 3
√
a+ 3
√
b+

3
√
c, σ2 = 3

√
ab + 3

√
bc + 3

√
ac; г)

(σ2
1−3σ2)((a+b−c)2−3(a+b−c) 3√

abc−9 3
√

(abc)2)

(a+b+c)3+27abc , де

σ1 = 3
√
a+ 3
√
b− 3
√
c, σ2 = 3

√
ab− 3

√
bc− 3

√
ac. 12. а) a+ a2 + b3− 3ab = 0; б)

a2p3+aq3+r3−3apqr = 0; в) Позбавимося спочатку вiд квадратного кореня.
Для цього помножимо обидвi частини на вираз 3

√
a−
√
b+ c = 0. Отримаємо

( 3
√
a + c)2 − b = 0, b > 0 або (c2 − b) + 2c 3

√
a + 3
√
a2, b > 0. Покладемо тепер

x = c2−b, y = 2c 3
√
a, z = 3

√
a2. З вiдомої формули для s3 = σ3

1−3σ1σ2+3σ3, з
врахуванням того, що σ1 = 0, отримаємо s3 = 3σ3. Повертаючись до старих
змiнних, маємо (c2 − b)3 + 2ac3 + a2 + 6abc = 0, b > 0; г) ab = 0.

13. а) −10; б) 3; в) 4; г)
√

2. 14. а) 1; б) 13; в) (3 + 2 4
√

5)2(9 + 4
√

5); г)
1
2 . 15. а) Q(

√
7); б) Q(

√
2); в) Q(

√
2); г) Q( 4

√
5).

§ 3.8. Розв’язнiсть алгебраїчних рiвнянь у квадратних радикалах та
побудовнiсть за допомогою циркуля i лiнiйки

1. а) Так; б) нi. 2. а) Нi; б) так. 3. Тому, що кубiчна резольвента i ква-
дратнi рiвняння розв’язуються у радикалах. 4. Нехай x – сторона шука-
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ного квадрата i r = 1 – радiус даного круга. Тодi має виконуватися рiвнiсть
x2 = π. Але число π є трансцендентним i не виражається через рацiональнi
числа у квадратних радикалах. Тому число x =

√
π також не виражається

через рацiональнi числа у квадратних радикалах i не може бути побудов-
ним циркулем i лiнiйкою. 5. Нехай a = 1 – ребро даного куба i x –
ребро шуканого куба. Тодi має виконуватися рiвнiсть x3 = 2. Але много-
член f(x) = x3 − 2 незвiдний у полi Q. Отже, коренi цього многочлена не
виражаються через рацiональнi числа у квадратних радикалах i не можуть
бути побудовними циркулем i лiнiйкою. 6. Поясненя аналогiчне поясненню
до задачi № 1. 7. Нехай побудовний правильний n-кутник. Якщо k = 1, то
задача побудови правильного (2n)-кутника циркулем i лiнiйкою зводиться
до задачi подiлу кута на двi рiвнi частини, яка завжди розв’язується. Пере-
хiд вiд (2m ·n)-кутника до (2m+1n)-кутника здiйснюється аналогiчно. Тому,
на пiдставi принципу математичної iндукцiї, побудовним є будь-який пра-
вильний (2k · n)-кутник, якщо побудовний правильний n-кутник. 8. Якщо
побудовний правильний (m · k)-кутник, то вiзьмемо одну з його вершин i
з’єднаємо її через m − 1 вершину послiдовно. Отримаємо правильний k-
кутник. Якщо з’єднати цю вершину через k−1 вершин послiдовно, то отри-
маємо правильний m-кутник. 9. Задача подiлу кола на 3 i 4 рiвнi частини
рiвносильна побудовi циркулем i лiнiйкою коренiв рiвнянь x3 − 1 = 0 i
x4 − 1 = 0 вiдповiдно. Оскiльки коренi цих рiвнянь виражаються у квадра-
тних радикалах через рацiональнi числа, то їх можна побудувати циркулем i
лiнiйкою. 10. Вiдомо, що правильний трикутник можна побудувати цирку-
лем i лiнiйкою. Таким чином, задача побудови правильного дев’ятикутника
рiвносильна задачi подiлу кута 1200 на три рiвнi частини. 11. а) Так; б) так;
в) нi; г) так; д) нi; е) так; є) так; ж) так.

12. Задача подiлу кола на 5 рiвних частин рiвносильна побудовi цирку-
лем i лiнiйкою коренiв рiвняння x5−1 = 0. Одним з цих коренiв є число 1, а
решта коренiв є коренями рiвняння x4+x3+x2+x+1 = 0. Останнє рiвняння
перетворимо так: (x2+ 1+

√
5

2 x+1)(x2+ 1−
√

5
2 x+1) = 0. Всi коренi останнього

рiвняння виражаються у квадратних радикалах i є побудовними циркулем i
лiнiйкою. Аналогiчно розглядається задача подiлу кола на 6 рiвних частин.
13. Задача подiлу кола на 7 рiвних частин рiвносильна побудовi циркулем
i лiнiйкою коренiв рiвняння x7 − 1 = 0. Одним з цих коренiв є число 1, а
решта коренiв є коренями рiвняння x6 +x5 +x4 +x3 +x2 +x+1 = 0. Введемо
замiну x + 1

x = y. Отримаємо рiвняння y3 + y2 − 2y − 1 = 0. Це рiвняння
не має рацiональних коренiв i не розв’язується у квадратних радикалах.
Тому i вихiдне рiвняння не розв’язується у квадратних радикалах. Таким
чином, коло не можна подiлити циркулем i лiнiйкою на 7 рiвних частин.
14. Шуканим рiвнянням є x10 − 1 = 0.
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15. Задача подiлу кола на 11 рiвних частин рiвносильна побудовi цирку-
лем i лiнiйкою коренiв рiвняння x11− 1 = 0. Одним з цих коренiв є число 1,
а решта коренiв є коренями рiвняння x10 +x9 + · · ·+x3 +x2 +x+ 1 = 0. За-
пишемо лiву частину цього рiвняння як суму членiв геометричної прогресiї:
x10 +x9 + · · ·+x3 +x2 +x+1 = x11−1

x−1 . Введемо замiну x = y+1. Отримаємо

послiдовно рiвняння (y+1)11−1
y = 0, y10 + 11y9 +C2

11y
8 + · · ·+C9

11y+C10
11 = 0

та y10 + 11y9 + 55y8 + · · ·+ 55y + 11 = 0. За критерiєм Єйзенштейна много-
член, який стоїть у лiвiй частинi рiвняння є незвiдним у полi рацiональних
чисел. Тому таким є i многочлен f(x) = x10 + x9 + · · · + x3 + x2 + x + 1.
Оскiльки степiнь 10 цього многочлена не можна записати у видi 2m, то
його коренi не виражаються у квадратних радикалах. Таким чином, коло не
можна подiлити циркулем i лiнiйкою на 11 рiвних частин.

24. Задача подiлу кута α на три рiвнi частини зводиться до задачi про
можливiсть вираження у квадратних радикалах через рацiональнi числа ко-
ренiв рiвняння 4x3 − 3x − a = 0, де a = cosα. а) В цьому випадку згадане
вище рiвняння набуває вигляду 4x3 − 3x −

√
2

2 = 0, а його коренi вира-
жаються у квадратних радикалах через рацiональнi числа (одним з них є
число −

√
2

2 ) i їх можна побудувати циркулем i лiнiйкою. Випадки б), в) i г)
розглядаються аналогiчно. 26. а) Для кута 600 вiдповiдне рiвняння є таким
4x3−3x− 1

2 = 0. Його коренi не виражаються у квадратних радикалах через
рацiональнi числа i їх не можна побудувати циркулем i лiнiйкою. Випадки
б), в) i г) розглядаються аналогiчно.
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Основнi позначення

N = {1, 2, 3, . . .} — множина всiх натуральних чисел
Z — множина всiх цiлих чисел
Z+ — множина всiх цiлих додатних чисел
nZ — множина всiх цiлих чисел, якi дiляться на натуральне n
Z[i] = {a+ bi|a, b ∈ Z} — множина всiх цiлих гауссових чисел
Z[ m
√
n] = {a+ b m

√
n|a, b, n ∈ Z,m ∈ N}

Zn = Z/(n) = Z/n — кiльце класiв лишкiв за модулем n

Q — множина всiх рацiональних чисел
Q+ — множина всiх додатних рацiональних чисел
Qp = {mn |m,n ∈ Z, p ∈ N, (p, n) = 1}
Q[ m
√
n] = {a+ b m

√
n|a, b ∈ Q, n ∈ Z,m ∈ N}

R — множина всiх дiйсних чисел
Dk = {a1 · kr1 + a2 · kr2 + · · ·+ an · krn |k, n ∈ N ∧ ai ∈ Z ∧ ri ∈ Q+ ∪ {0}}
C — множина всiх комплексних чисел
K — кiльце
P — поле
K × L — прямий добуток кiлець K i L
K[x] — кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної над областю цiлiсностi K
P [x] — кiльце многочленiв вiд однiєї змiнної над полем P

f(x) = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a1x+a0, ai ∈ K – канонiчна форма запису
многочлена вiд однiєї змiнної над областю цiлiсностi K

N0 = 1 + A
|an| , де A = max{|an−1|, . . . , |a1|, |a0|} i ai – коефiцiєнти мно-

гочлена
N1 = 1 + 2A

|an| , де A = max{|an−1|, . . . , |a1|, |a0|} i ai – коефiцiєнти мно-
гочлена

deg f(x) — степiнь многочлена f(x)
K[x1, x2, . . . , xn] — кiльце многочленiв вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn над

областю цiлiсностi K
P [x1, x2, . . . , xn] — кiльце многочленiв вiд n змiнних x1, x2, . . . , xn над

полем P

K(x) — поле часток областi цiлiсностi K[x]
K(x1, x2, . . . , xn) — поле часток областi цiлiсностi K[x1, x2, . . . , xn]
K∗ — мультиплiкативна група кiльця K (множина всiх дiльникiв оди-

ницi кiльця K)
M(n,R) — множина всiх матриць n-го порядку над полем R
K/I — фактор-кiльце кiльця K за iдеалом I

f(x) + I — клас лишкiв кiльця K[x] з представником f(x) за iдеалом I
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C[a,b] — множина всiх функцiй вiд однiєї змiнної, неперервних на вiдрiз-
ку [a, b]

(a) — головний iдеал кiльця K, породжений елементом a ∈ K
({a, b}) = (a, b) — найменший iдеал кiльця K, який мiстить елементи

a, b ∈ K
a ≡ b (mod I) — елементи a i b кiльця K, конгруентнi за iдеалом I

f(x)
...g(x) — многочлен f(x) дiлиться на многочлен g(x)

НСД(f(x), g(x)) = (f(x), g(x)) — найбiльший спiльний дiльник много-
членiв f(x) i g(x)

НСК(f(x), g(x)) = [f(x), g(x)] — найменше спiльне кратне многочленiв
f(x) i g(x)

Kerf — ядро гомоморфiзму f
f ′(x) — похiдна многочлена f(x)
Φn(x) — многочлен дiлення кола
f(x)
g(x) — рацiональний дрiб з поля часток P (x)
f(x1,x2,...,xn)
g(x1,x2,...,xn) — рацiональний дрiб з поля часток P (x1, x2, . . . , xn)
σ1, σ2, . . . , σn — основнi (елементарнi) симетричнi многочлени вiд n змiн-

них
o(xk11 , x

k2
2 , . . . , x

kn
n ) — моногенний многочлен (орбiта), породжений чле-

ном xk11 x
k2
2 · · ·xkn

n у кiльцi K[x1, x2, . . . , xn]
R(f, g) — результант многочленiв f(x) i g(x)
D(f) — дискримiнант многочлена f(x)
f, f ′, F1, F2, . . . , Fm — ряд многочленiв Штурма
P (α) — просте розширення поля P за допомогою числа α
P (α1, α2, . . . , αn) — складене розширення поля P за допомогою чисел

α1, α2, . . . , αn
Sn = a1−anq

1−q = a1(1−qn)
1−q – сума n членiв геометричної прогресiї з першим

членом a1 i знаменником q
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Степеневi суми

Нехай sn(x, y) = xn + yn, де n ∈ N.
Для всiх k > 2 має мiсце рекурентне спiввiдношення

sk = σ1sk−1 − σ2sk−2.

Крiм того, цi степеневi суми виражаються через елементарнi симетричнi
многочлени σ1 = x+ y, σ2 = xy так:
s0 = 2;
s1 = σ1;
s2 = σ2

1 − 2σ2;
s3 = σ3

1 − 3σ1σ2;
s4 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 2σ2

2 ;
s5 = σ5

1 − 5σ3
1σ2 + 5σ1σ

2
2 ;

s6 = σ6
1 − 6σ4

1σ2 + 9σ2
1σ

2
2 − 2σ3

2 .
s7 = σ7

1 − 7σ5
1σ2 + 14σ3

1σ
2
2 − 7σ1σ

3
2 ;

s8 = σ8
1 − 8σ6

1σ2 + 20σ4
1σ

2
2 − 16σ2

1σ
3
2 + 2σ4

2 ;
s9 = σ9

1 − 9σ7
1σ2 + 27σ5

1σ
2
2 − 30σ3

1σ
3
2 + 9σ1σ

4
2 ;

s10 = σ10
1 − 10σ8

1σ2 + 35σ6
1σ

2
2 − 50σ4

1σ
3
2 + 25σ2

1σ
4
2 − 2σ5

2 .
Нехай sn(x, y, z) = xn + yn + zn, де n ∈ N.
Для всiх k > 3 має мiсце рекурентне спiввiдношення

sk = σ1sk−1 − σ2sk−2 + σ3sk−3.

Крiм того, цi степеневi суми виражаються через елементарнi симетричнi
многочлени σ1 = x+ y + z, σ2 = xy + xz + yz, σ3 = xyz так:
s0 = 3;
s1 = σ1;
s2 = σ2

1 − 2σ2;
s3 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3;
s4 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 2σ2

2 + 4σ1σ3;
s5 = σ5

1 − 5σ3
1σ2 + 5σ1σ

2
2 + 5σ2

1σ3 − 5σ2σ3;
s6 = σ6

1 − 6σ4
1σ2 + 9σ2

1σ
2
2 − 2σ3

2 + 5σ3
1σ3 − 12σ1σ2σ3 + 3σ2

3 .
s7 = σ7

1 − 7σ5
1σ2 + 14σ3

1σ
2
2 − 7σ1σ

3
2 + 7σ4

1σ2 − 21σ2
1σ2σ3 + 7σ1σ

2
3 + 7σ2

2σ3;
s8 = σ8

1 − 8σ6
1σ2 + 20σ4

1σ
2
2 − 16σ2

1σ
3
2 + 2σ4

2 + 8σ5
1σ3 − 32σ3

1σ2σ3 + 12σ2
1σ

2
3+

+24σ1σ
2
2σ3 − 8σ2σ

2
3 ;

s9 = σ9
1 − 9σ7

1σ2 + 27σ5
1σ

2
2 − 30σ3

1σ
3
2 + 9σ1σ

4
2 + 9σ6

1σ3 − 45σ4
1σ2σ3+

+54σ2
1σ

2
2σ3 + 18σ3

1σ
2
3 − 9σ3

2σ3 − 27σ1σ2σ
2
3 + 3σ3

3 ;
s10 = σ10

1 − 10σ8
1σ2 + 35σ6

1σ
2
2 − 50σ4

1σ
3
2 + 25σ2

1σ
4
2 − 2σ5

2 + 10σ7
1σ3−

−60σ5
1σ2σ3 + 100σ3

1σ
2
2σ3 + 25σ4

1σ
2
3 − 40σ1σ

3
2σ3 − 60σ2

1σ2σ
2
3+

+10σ1σ
3
3 + 15σ2

2σ
2
3 .



136 Додаток 2

Моногеннi многочлени

У кiльцi K[x, y]:
o(x) = σ1;
o(x2) = s2(x, y);
o(x3) = s3(x, y);
. . . . . . . . .
o(xn) = sn(x, y), n ∈ N;
o(xy) = σ2;
o(x2y) = σ1σ2;
o(x3y) = σ2

1σ2 − 2σ2
2 ;

o(x2y2) = σ2
2 ;

o(x4y) = σ3
1σ2 − 3σ1σ

2
2 ;

o(x3y2) = σ1σ
2
2 ;

o(x5y) = σ4
1σ2 − 4σ2

1σ
2
2 ;

o(x4y2) = σ2
1σ

2
2 ;

o(x3y3) = σ3
2 .

У кiльцi K[x, y, z]:
o(x) = σ1;
o(x2) = s2(x, y, z);
o(x3) = s3(x, y, z);
. . . . . . . . .
o(xn) = sn(x, y, z), n ∈ N;
o(xy) = σ2;
o(x2y) = σ1σ2 − 3σ3;
o(x3y) = σ2

1σ2 − 2σ2
2 − σ1σ3;

o(x2y2) = σ2
2 − 2σ1σ3;

o(x4y) = σ3
1σ2 − 3σ1σ

2
2 − σ2

1σ3 + 5σ2σ3;
o(x3y2) = σ1σ

2
2 − 2σ2

1σ3 − σ2σ3;
o(x5y) = σ4

1σ2 − 4σ2
1σ

2
2 − σ3

1σ3 + 7σ1σ2σ3 + 23
2 − 3σ2

3 ;
o(x4y2) = σ2

1σ
2
2 − 2σ3

1σ3 + 4σ1σ2σ3 − 2σ3
2 − 3σ2

3 ;
o(x3y3) = σ3

2 − 3σ1σ2σ3;
o(xyz) = σ3 + 3σ2

3 ;
o(x2yz) = σ1σ3;
o(x2y2z) = σ1σ2;
o(x2y2z2) = σ2

3 .
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Канонiчний розклад над полем R многочленiв f(x) = xn − 1

x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).
x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1).
x4 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1).
x5 − 1 = (x− 1)(x2 + 1+

√
5

2 x+ 1)(x2 + 1−
√

5
2 x+ 1).

x6 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1).
x7 − 1 = (x− 1)(x2 − 2 cos 2π

7 x+ 1)(x2 − 2 cos 4π
7 x+ 1)·

(x2 − 2 cos 6π
7 x+ 1).

x8 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x2 +
√

2x+ 1)(x2 −
√

2x+ 1).
x9 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x2 − 2 cos 2π

9 x+ 1)(x2 − 2 cos 4π
9 x+ 1)·

(x2 − 2 cos 8π
9 x+ 1).

x10 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1+
√

5
2 x+ 1)(x2 + 1−

√
5

2 x+ 1)·
(x2 − 1+

√
5

2 x+ 1)(x2 − 1−
√

5
2 x+ 1).

x11 − 1 = (x− 1)(x2 − 2 cos 2π
11x+ 1)(x2 − 2 cos 4π

11x+ 1)·
(x2 − 2 cos 6π

11x+ 1)(x2 − 2 cos 8π
11x+ 1)(x2 − 2 cos 10π

11 x+ 1).
x12 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)(x2 + 1)·

(x2 +
√

3x+ 1)(x2 −
√

3x+ 1).
x13 − 1 = (x− 1)(x2 − 2 cos 2π

13x+ 1)(x2 − 2 cos 4π
13x+ 1)

(x2 − 2 cos 4π
13x+ 1)(x2 − 2 cos 8π

13x+ 1)(x2 − 2 cos 10π
13 x+ 1)

(x2 − 2 cos 12π
13 x+ 1).

x14 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 − 2 cos π7x+ 1)(x2 − 2 cos 2π
7 x+ 1)·

(x2 − 2 cos 3π
7 x+ 1)(x2 − 2 cos 4π

7 x+ 1)·
(x2 − 2 cos 5π

7 x+ 1)(x2 − 2 cos 6π
7 x+ 1).

x15 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1)(x2 + 1+
√

5
2 x+ 1)(x2 + 1−

√
5

2 x+ 1)·
(x2 − 2 cos 2π

15x+ 1)(x2 − 2 cos 4π
15x+ 1)(x2 − 2 cos 8π

15x+ 1)·
(x2 − 2 cos 14π

15 x+ 1).
x16 − 1 = (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)(x2 +

√
2x+ 1)(x2 −

√
2x+ 1)·

(x2 + 2
√√

2+1
2 x+

√
2)(x2 − 2

√√
2+1
2 x+

√
2)·

(x2 + 2
√√

2+1
2 x− 1)(x2 − 2

√√
2+1
2 x− 1).

x17 − 1 = (x− 1)(x2 − 2 cos 2π
17x+ 1)(x2 − 2 cos 4π

17x+ 1)·
(x2 − 2 cos 6π

17x+ 1)(x2 − 2 cos 8π
17x+ 1)·

(x2 − 2 cos 10π
17 x+ 1)(x2 − 2 cos 12π

17 x+ 1)·
(x2 − 2 cos 12π

17 x+ 1)(x2 − 2 cos 14π
17 x+ 1).
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Алфавiти

Латинський алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
Aa а Nn ен
Bb бе Oo о
Cc це Pp пе
Dd де Qq ку
Ee е Rr ер
Ff еф Ss ес
Gg же Tt те
Hh аш Uu у
Ii i Vv ве(фау)
Jj йот Ww ве
Kk ка Xx iкс
Ll ель Yy iгрек
Mm ем Zz зет(цет)

Грецький алфавiт
Букви Назви букв Букви Назви букв
Aα альфа Nν нi
Bβ бета Ξξ ксi
Γγ гама Oo омiкрон
∆δ дельта Ππ пi
Eε епсилон Pρ ро
Zζ дзета Σσ сигма
Hη ета Tτ тау
Θθ тета Υυ iпсилон
Iι йота Φϕ фi
Kκ капа Xχ хi
Λλ ламбда Ψψ псi
Mµ мi Ωω омега
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