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Курс математичної логiки i теорiї алгоритмiв в педагогiчних унiверситетах має на
метi ознайомити майбутнiх учителiв математики з основами цiєї науки, оскiльки вона
посiдає важливе мiсце в професiйнiй пiдготовцi вчителiв математики. Вона сприяє
вихованню культури логiчного мислення, кращому розумiнню структурно-логiчної
схеми шкiльного курсу математики, глибшому проникненню в суть процесу доведення
теорем та встановлення зв’язкiв мiж ними. Символiка та мова математичної логiки
дають змогу стисло i точно описувати означення математичних понять, формування
теорем та їх доведень. Математична логiка дає вчителю новi засоби для формування в
учнiв навичок точного мислення.

Конспект лекцiй вiдповiдає дiючiй програмi з математичної логiки i теорiї алгори-
тмiв для математичних спецiальностей педагогiчних унiверситетiв. Ним можуть кори-
стуватись не тiльки студенти стацiонарного вiддiлення, але й заочного, та особи, якi
вивчають цей курс самостiйно.
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Вступ

Математична логiка належить до такого напряму в математицi, який останнiм часом
особливо iнтенсивно розвивається. Це пояснюється зростаючим у наш час значенням
математичної логiки в таких галузях, як проектування обчислювальних машин i авто-
матичних систем, програмування та кiбернетики.

Курс математичної логiки в педагогiчних унiверситетах має на метi ознайомити
майбутнiх учителiв математики з основами цiєї науки. Конспект лекцiй охоплює най-
головнiшi питання математичної логiки.

Перший роздiл — “Логiка висловлень” — викладений змiстовно, вводить студента в
коло основних понять: висловлення, логiчнi операцiї i функцiї; ознайомлює з символi-
кою та апаратом алгебри логiки, необхiдних для подальшого вивчення курсу.

Зважаючи на практичне значення цього роздiлу при конструюваннi систем керу-
вання та лiчильно-цифрових пристроїв, до нього включено попереднє ознайомлення з
релейно-контактними схемами.

Другий роздiл — “Числення висловлень” — будується на формально аксiоматич-
нiй основi. Важливiсть цього роздiлу визначається тим, що вiн входить як частина
в бiльш широкi логiчнi теорiї. Завдяки своїй простотi, порiвняно з iншими аксiомати-
чними теорiями числення, числення висловлювань дає змогу без великої затрати часу
проiлюструвати на ньому багато питань математичної логiки: формальну довiднiсть,
несуперечливiсть, повноту та iн.

У третьому роздiлi — “Логiка предикатiв” — логiка предикатiв викладається змi-
стовно. В ньому студенти ознайомляться з апаратом логiки предикатiв i використанням
його при формуваннi математичних тверджень.

У четвертому роздiлi — “Математичнi теорiї першого порядку” — передбачено озна-
йомити студентiв з мовою першого порядку, розглянути логiчнi та спецiальнi аксiо-
ми, навести приклади формалiзованих теорiй першого порядку. Розглядаються питання
несуперечностi, повноти та незалежностi аксiом числення предикатiв. Студенти зна-
йомляться з аксiомами формальної арифметики та формулюванням теореми Геделя про
неповноту. Проблема вирiшення, що включена до цього роздiлу, пов’язана з багатьма
важливими питаннями сучасної математики.

П’ятий роздiл — “Елементи теорiї алгоритмiв” — має на метi з’ясування поняття
про алгоритм спочатку на iнтуїтивнiй основi, з розглядом прикладiв з рiзних роздiлiв
математики. З багатьох еквiвалентних мiж собою уточнень алгоритму розглядається
визначення алгоритму у формi машини Тьюрiнга.
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1 Логiка висловлень

1.1 Логiчнi операцiї над висловленнями

Предмет математичної логiки. Логiчнi операцiї над висловленнями.
Формули i таблицi iстинностi. Булевi функцiї та їх число. Тавтологiї.

1. Згiдно одного з розповсюджених визначень пiд логiкою розумiють науку про
методи мiркувань. Причому вивчаючи цi методи, логiка цiкавиться в першу чергу
формою, а не змiстом доказiв у тому чи iншому мiркуваннi. Розглянемо, наприклад,
такi два мiркування:

• Всi люди смертнi. Сократ — людина. Отже, Сократ — смертний.

• Всi кролi люблять моркву. Себаст’ян — кролик. Отже, Себяст’ян любить моркву.

Обидва цi мiркування мають одну i ту ж форму: "Всi A суть B. S є A. Отже, S є B".
Iстиннiсть або хибнiсть окремих посилок або висновкiв не цiкавить логiка. Вiн бажає
лише знати чи випливає iстиннiсть висновку з iстинностi посилок.

Систематична формалiзацiя i каталогiзацiя правильних способiв мiркувань — одна
з головних задач логiка. Якщо при цьому логiк застосовує математичний апарат, i
його дослiдження присвяченi в першу чергу вивченню математичних мiркувань, то
предмет його дiяльностi може бути названий математичною логiкою. Головна мета
математичної логiки — дати точне визначення поняттю "математичне доведення".

Ще в давнi часи, приблизно 2.5 тисячi рокiв тому назад, в Iндiї, Китаї та Грецiї
мислителi й фiлософи почали систематично вивчати загальнi форми логiчних умовиво-
дiв. Основний вплив вплив на розвиток логiки зробила старогрецька формальна логiка,
розвинута в основному Аристотелем (384 – 322 р. до н.е.) в його працях "Органон",
"Аналiтика", "Топiка", "Категорики"та iн. Iдею побудови математичної логiки вперше
чiтко сформулював Лейбнiц (1646 – 1716), однак його працi мiстять лише програму
побудови алгебри логiки, оскiльки в тi часи не було необхiдностi в побудовi математи-
чної логiки. Ця потреба виникла в серединi XIX ст., i першими творцями математичної
логiки вважають англiйських математикiв Джорджа Буля та Августа де Моргана. Ско-
ро новий напрямок в математицi привернув до себе увагу спецiалiстiв: в Нiмеччинi —
Шредера i Фреге; Францiї — Кутюра i Бутру; Iталiї — Пеано; США — Пiрса; Росiї —
професора Казанського унiверситету П. С. Порецького (1846 – 1907).

Особливо швидкий розвиток математичної логiки спостерiгається на початку ХХ
ст. i продовжується в наш час у зв’язку з дослiдженнями основ математики. Це
пов’язано з появою на початку столiття парадоксiв. Розглянемо, наприклад, вiдомий
парадокс Рассела (1902 р.). Отже, нехай A є множина всiх таких множин X, якi не є
своїм елементом, тобто A = {X |X 6∈ X}. Згiдно означення, якщо A є своїм елементом,
то A 6∈ A; якщо ж A не є своїм елементом, то A ∈ A. Отже, одночасно виконуються
A ∈ A i A 6∈ A. Iснують й iншi парадокси (див. [17]). Всi парадокси є дiйсними в тому
розумiннi, що вони не мiстять логiчних вад. Спроби математикiв позбутися парадоксiв
в теорiї множин призвели їх до створення цiлого ряду аксiоматичних теорiй множин, а
це вимагало подальшого розвитку математичної логiки.

Новий стимул в розвитку математичної логiки пов’язаний iз створенням електрон-
них обчислювальних машин, з розвитком нової науки кiбернетики. Тут результати
логiки знайшли чисто технiчнi застосування.
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В наш час iдеї математичної логiки використовуються не тiльки в математицi або
кiбернетицi, але й лiнгвiстицi, бiологiї, радiотехнiцi та iн.

2. Одним з основних понять математичної логiки є поняття висловлення, пiд яким
розумiється стверджувальне речення, вiдносно якого ми можемо запитати iстинне во-
но чи хибне. Наприклад, речення "Париж — столиця Францiї", "8 є число непарне",
"всi дiйснi числа задовольняють нерiвнiсть x2 < 9” — приклади висловлень. Висловлен-
ня, якi є простими реченнями називаються простими, а всi останнi — складними. В
математичнiй логiцi складнi висловлення утворюються з простих за допомогою часток
або сполучникiв. Найбiльш використовуваними є частка "не" i сполучники "i", "або",
"якщо. . . , то. . . ", "якщо. . . , то. . . i навпаки", якi називаються логiчними операцiями
(або логiчними зв’язками).

В подальшому висловлення ми будемо позначати латинськими лiтерами
A, B, C, . . . ; p, q, r, s, . . ., при цьому значення "iстина" будемо позначати символом "1",
а "хиба" — "0". Змiннi величини, якi приймають два значення "iстина" i "хиба", ми
будемо називати логiчними змiнними. Iстинностне значення логiчної змiнної A будемо
позначати через |A|.

Для позначення логiчних операцiй введемо такi позначення: ∼ A або A читається
"не А" або "невiрно, що А"; AB або A∧B читається "А i В";1 A∨B читається А або В;
A −→ B читається "якщо А, то В", "з А випливає В", "А достатня умова для В", "В
необхiдна умова А"; A←→ B читається "якщо А, то В i навпаки", "А еквiвалентне
В", "А необхiдна i достатня умова для В", "В тодi i тiльки тодi коли А".2 Логiчнi
операцiї мають такi назви: ∼ — заперечення, ∧ — кон’юнкцiя, ∨ — диз’юнкцiя, −→ —
iмплiкацiя, ←→ — еквiвалентнiсть. Встановлюється порядок виконання логiчних опе-
рацiй, а саме, в такому порядку: ∼, ∧, ∨, −→, ←→. Якщо вказаний порядок необхiдно
змiнити, то використовують дужки. Логiчнi операцiї визначаються такими таблицями
iстинностi:

A ∼ A

0 1
1 0

A B A ∧B A ∨B A −→ B A←→ B

0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1

Вiдмiтимо, що кон’юнкцiю часто називають логiчним множенням, а диз’юнкцiю —
логiчним додаванням.

3. Нехай p, q, r, s, t, w, . . . є логiчнi змiннi. За допомогою логiчних операцiй з них ми
можемо утворити вирази виду ∼ p, p ∧ q, p ∨ q, p −→ q, p ←→ q i т.д. З отриманих
виразiв ми далi можемо утворювати бiльш складнi вирази, наприклад, p ∧ q −→ s ∨ t,
(u ←→ p) −→∼ q, ∼ (p ∨ q) −→ r ∧ s i т.д. Подiбнi вирази ми в подальшому будемо
називати формулами логiки висловлень.3 Для кожної конкретної формули, знаючи
iстинностнi значення її логiчних змiнних, ми можемо обчислити iстинностнi значення
всiєї формули. Нехай, скажiмо, у формулi ∼ (p ∨ q) −→ r ∧ s ми маємо |p| = 1, |q| = 0,

1 В деяких книгах зустрiчається також позначення A&B.
2 В останнiх чотирьох реченнях лiтери А i В можна помiняти мiсцями.
3 Чiтке означення формул можна знайти в книгах [1], [2], [3], [10].
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|r| = 1, |s| = 1, тодi формула приймає значення ∼ (1 ∨ 0) −→ 1 ∧ 1, тобто ∼ 1 −→ 1 або
0 −→ 1, що означає 1. Отже, дана формула при даних iстинностних значеннях змiнних
приймає значеннi "iстина".

Кожна формула логiки висловлень на множинi {0, 1} визначає функцiю, яка приймає
значення на цiй же множинi. Ця функцiя може бути задана табличним способом.
В математичнiй логiцi такi таблицi називають таблицями iстинностi. Наприклад,
формула ∼ p ∨ q −→ s визначає функцiю вiд трьох аргументiв, яка має таку таблицю
iстинностi:

p q s ∼ p ∼ p ∨ q ∼ p ∨ q −→ s
0 0 0 1 1 0
1 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1

Неважко бачити, що число рядкiв у таблицi iстинностi для формули, яка мiстить n
логiчних змiнних, дорiвнює 2n.

4. Функцiї, якi визначенi на двохелементнiй множинi {0, 1}, називаються буле-
вими. Вони вiдiграють в математичнiй логiцi досить важливу роль, тому придiляє-
мо деяку увагу до вивчення таких функцiй. Отже, нехай f(x1, x2, . . . , xn) є булева
функцiя вiд аргументiв x1, x2, . . . , xn. Очевидно, що область визначення такої фун-
кцiї є множина всiх упорядкованих n-ок, компоненти яких є 0 або 1, тобто множина
{(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), . . . , (1, 1, . . . , 1)}. Такi n-ки називають двiйковими наборами.
Вище зазначалося, що число n-вимiрних двiйкових наборiв дорiвнює 2n. А скiльки
iснує рiзних булевих функцiй вiд n аргументiв? Вiдповiдь на це питання дає наступ-
на теорема:

Теорема 1. Число m всiх булевих функцiй вiд n аргументiв дорiвнює 22n
, тобто

m = 22n

(1.1.1)

Доведення стає очевидним, якщо скористатись такою таблицею:

x1 x2 · · · xn−1 xn f1 f2 f3 · · · fm

0 0 . . . 0 0 0 1 0 . . . 1
0 0 . . . 0 1 0 0 1 . . . 1
0 0 . . . 1 0 0 0 0 . . . 1
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1 1 0 0 0 . . . 1

В данiй таблицi є 2n рядкiв по числу всiх двiйкових наборiв розмiрностi n. Кожний
стовпчик fi є двiйковим набором розмiрностi 2n, тому число всiх таких наборiв, тобто
число всiх функцiй m, дорiвнює 22n

. Теорема доведена. �
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Отже, булевих функцiй вiд одного аргументу всього 4:

x 0 ∼ x x 1
0 0 1 0 1
1 0 0 1 1

Вiд двох аргументiв булевих функцiй, згiдно формули (1.1.1), буде 16:

x 0 1 0 1 НАЗВА БУЛЕВИХ

y 0 0 1 1 ФУНКЦIЙ

0 0 0 0 0 Константа 0
x ↓ y 1 0 0 0 Стрiлка Пiрса
x −→/ y 0 1 0 0 Заперечення iмплiкацiї
∼ y 1 1 0 0 Заперечення y

x←−/ y 0 0 1 0 Заперечення оберненої iмплiкацiї
∼ x 1 0 1 0 Заперечення x
x⊕ y 0 1 1 0 Сума по модулю 2
x | y 1 1 1 0 Штрих Шеффера
x ∧ y 0 0 0 1 Кон’юнкцiя

x←→ y 1 0 0 1 Еквiвалентнiсть
x 0 1 0 1 x

x←− y 1 1 0 1 Обернена iмплiкацiя
y 0 0 1 1 y

x −→ y 1 0 1 1 Iмплiкацiя
x ∨ y 0 1 1 1 Диз’юнкцiя

1 1 1 1 1 Константа 1

Булевих функцiй вiд трьох аргументiв — 256, вiд 4-х — 65536, вiд 5-ти — ≈ 4 млрд.
Звернемо увагу на двi важливi функцiї:

x | y df
=∼ (x ∧ y) — штрих Шеффера,

x ↓ y df
=∼ (x ∨ y) — стрiлка Пiрса.

Данi функцiї володiють деякими "хорошими"властивостями, про якi пiде мова згодом.

5. Булева функцiя називається тотожно iстиною (або константою 1) вiдповiдно
тотожно хибною (або константою 0), якщо для довiльних значень своїх аргументiв
вона приймає значення 1 вiдповiдно 0. Формула, яка визначає тотожно iстину булеву
функцiю називається тавтологiєю, вiдповiдно, тотожно хибну — протирiччям. Оче-
видно, что заперечення протирiччя є тавтологiя i навпаки. тавтологiї називають також
законами логiки. Якщо формула A є тавтологiєю, то цей факт позначається як |= A.
Символ |= називається подвiйним турнiкетом.

Наведемо приклад тавтологiї. Покажемо, що формула (p −→ q) −→ (p ∨ r −→ q ∨ r)
є тавтологiя. Для цього складемо таблицю iстинностi цiєї формули:
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p q r p −→ q p ∨ r q ∨ r p ∨ r −→ q ∨ r (p −→ q) −→ (p ∨ r −→ q ∨ r)
0 0 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Вiдмiтимо, що тавтологiї задовольняють такi двi теореми:

Теорема 2. Для довiльних формул A i B, якщо формули A i A −→ B є тавтологiї,
то B — тавтологiя.

Доведення теореми очевидне, оскiльки воно випливає з означення iмплiкацiї. Корот-
ко формулювання теореми 2 записується так:" Якщо |= A i |= A −→ B, то |= B.”

Теорема 3. Якщо A є тавтологiя, що мiстить логiчнi змiннi x1, x2, . . . , xn, i
формула B отримується з A пiдстановкою в неї формул C1, C2, . . . , Cn замiсть
x1, x2, . . . , xn, то B є також тавтологiя.

Доведення. Нехай логiчнi змiннi формули B приймають довiльно деякi значення.
Припустимо, що при цьому формула B приймає значення |B|. Оскiльки формула B є
результат пiдстановки S x1,...,xn

C1,...,Cn
(A), то |B| = S x1,...,xn

|C1|,...,|Cn|(A) = 1, оскiльки A — тавтологiя.
В силу довiльностi вибору значень для змiнних формули B, робимо висновок, що i B —
тавтологiя. Теорема доведена. �

Коротко формулювання теореми 3 записується так: " Якщо |= A, то |= S x1,...,xn

C1,...,Cn
(A).”

СПИСОК ОСНОВНИХ ТАВТОЛОГIЙ ЛОГIКИ ВИСЛОВЛЕНЬ

1. A ∧ (A −→ B) −→ B,

2. ∼ B ∧ (A −→ B) −→∼ A,

3. ∼ A ∧ (A ∨B) −→ B,

4. A −→ (B −→ A ∧B),

5. A ∧B −→ A,

6. A −→ A ∨B,

7. (A −→ B) ∧ (B −→ C) −→ (A −→ C),

8. (A ∧B −→ C) −→ (A −→ (B −→ C)),

9. (A −→ (B −→ C)) −→ (A ∧B −→ C),

10. (A −→ B∧ ∼ B) −→∼ A,

11. (A −→ B) −→ (A ∨ C −→ B ∨ C),
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12. (A −→ B) −→ (A ∧ C −→ B ∧ C),

13. (A −→ B) −→ ((B −→ C) −→ (A −→ C)),

14. (A←→ B) ∧ (B ←→ C) −→ (A←→ C),

15. A←→ A,

16. ∼∼ A←→ A,

17. (A←→ B)←→ (B ←→ A),

18. (A −→ B) ∧ (C −→ B)←→ (A ∨ C −→ B),

19. (A −→ B) ∧ (A −→ C)←→ (A −→ B ∧ C),

20. (A −→ B)←→ (∼ B −→∼ A),

21. A ∨B ←→ B ∨ A, 21′. A ∧B ←→ B ∧ A,

22. (A ∨B) ∨ C ←→ A ∨ (B ∨ C), 22′. (A ∧B) ∧ C ←→ A ∧ (B ∧ C),

23. A ∨ (B ∧ C)←→ (A ∨B) ∧ (A ∨ C),

23′. A ∧ (B ∨ C)←→ (A ∧B) ∨ (A ∧ C),

24. A ∨ A←→ A, 24′. A ∧ A←→ A,

25. ∼ (A ∨B)←→∼ A∧ ∼ B, 25′. ∼ (A ∧B)←→∼ A∨ ∼ B,

26. A −→ B ←→∼ A ∨B,

27. A −→ B ←→∼ (A∧ ∼ B),

28. A ∨B ←→∼ A −→ B,

29. A ∨B ←→∼ (∼ A∧ ∼ B),

30. A ∧B ←→∼ (A −→∼ B),

31. A ∧B ←→∼ (∼ A∨ ∼ B),

32. (A←→ B)←→ (A −→ B) ∧ (B −→ A).

33. (A −→ B ∨ C)←→ (A∧ ∼ B −→ C).
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1.2 Логiчне слiдування в логiцi висловлень

Логiчний наслiдок в логiцi висловлень. Властивостi логiчного слiду-
вання. Доведення в логiцi висловлень. Правила виведення. Методи до-
ведення теорем.

1. Нехай A1, A2, . . . , An i B — деякi формули логiки висловлень.

Означення 1 Висловлення B називається логiчним наслiдком висловлень
A1, A2, . . . , An (це позначається як A1, A2, . . . , An |= B), якщо для кожного розпо-
дiлення iстинностних значень, якi приписуються логiчним змiнним, що входять
хоч би в одну з формул A1, A2, . . . , An i B , формула B отримує значення 1, як
тiльки кожне Ai отримує значення 1.

Надалi ми називатимемо формули A1, A2, . . . , An посилками, а формулу B — наслiд-
ком. Якщо виконується A1, A2, . . . , An |= B, то ще кажуть, що B логiчно випливає з
посилок A1, A2, . . . , An, i говорять, що дане мiркування є коректним с точки зору логi-
ки. Доведемо, наприклад, що A,B,C ∧A −→∼ B |=∼ C. Для цього складемо таблицю
iстинностi:

A B C A B C ∧ A −→∼ B ∼ C

0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0 0

Ми бачимо, що в четвертому рядку всi посилки приймають значення 1 i значення
наслiдку також дорiвнює 1. Згiдно означення це означає, що наслiдок ∼ C логiчно
випливає з посилок A,B,C ∧ A −→∼ B.

Має мiсце така очевидна теорема:

Теорема 4. Для довiльних формул A1, A2, . . . , An i B має мiсце A1, A2, . . . , An |= B
тодi i тiльки тодi, коли |= A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An −→ B.

Наслiдок 1. A |= B тодi i тiльки тодi, коли |= A −→ B для довiльних формул
логiки висловлень.

Наслiдок 2. Для довiльних формул A1, A2, . . . , An i B має мiсце A1, A2, . . . , An |= B
тодi i тiльки тодi, коли A1, A2, . . . , An−1 |= An −→ B. В бiльш загальнiй формi
A1, A2, . . . , An |= B тодi i тiльки тодi, коли |= A1 −→ (A2 −→ (. . . (An −→ B) . . .)).

2. Вiдмiтимо двi очевиднi властивостi логiчного слiдування:

1. A1, A2, . . . , An |= Ai для кожного i = 1, 2, . . . , n.

2. Якщо A1, A2, . . . , An |= Bj для j = 1, 2, . . . , p i якщо B1, B2, . . . , Bp |= C, то
A1, A2, . . . , An |= C.

11



Доведення властивостей легко проводиться, якщо скористатись теоремою 4.

3. Нехай формула B є логiчним наслiдком з посилок A1, A2, . . . , An, тодi можна по-
будувати так зване доведення (або iнакше виведення) формули B з вказаних посилок,
яке визначається означенням 2.

Означення 2 Доведенням формули B з посилок A1, A2, . . . , An називається скiн-
ченна послiдовнiсть формул логiки висловлень, останньою з яких є формула B,
причому наявнiсть кожної формули E в цiй послiдовностi обгрунтовується засто-
суванням одного з наступних правил: 4

• Правило посилки (правило p): формула E є посилка.

• Правило наслiдку (правило t): формулi E в послiдовностi передують такi
формули A, . . . , C, що |= A ∧ . . . ∧ C −→ E.

• Правило умовного вiдокремлення (правило cp): формула B −→ C виправдана
в доведеннi, посилками якого слугують формули A1, A2, . . . , An, якщо встанов-
лено, що C є логiчний наслiдок формул A1, A2, . . . , An, B.

Приклад 1. Довести, що A ∨ B,A −→ C,B −→ D |= C ∨D, пiсля чого побудувати
доведення формули C ∨D з посилок A ∨B,A −→ C,B −→ D.

Доведення. Згiдно теореми 4 розглянемо формулу

(A ∨B) ∧ (A −→ C) ∧ (B −→ D) −→ (C ∨D) (1.2.1)

i покажемо, що вона є тавтологiя. Припустимо, що це не так, тобто

|(A ∨B) ∧ (A −→ C) ∧ (B −→ D) −→ (C ∨D)| = 0,

тому |A∨B| = 1, |A −→ C| = 1, |B −→ D| = 1, |C ∨D| = 0. З останньої рiвностi маємо,
що |C| = 0 i |D| = 0, тому |A −→ 0| = 1 i |B −→ 0| = 1. Таким чином, |A| = |B| = 0,
тому |A ∨ B| = 0, що протирiччить рiвностi |A ∨ B| = 1. Отже, формула (1.2.1) є
тавтологiя, а це означає згiдно теореми 4, що формула C ∨ D є логiчним наслiдком
формул A ∨B,A −→ C,B −→ D.

Нижче дано доведення формули C ∨D з посилок A ∨B,A −→ C,B −→ D.

1. A −→ C (правило p)

2. A ∨B −→ C ∨B (правило t, рядок 1, тавтологiя 11)

3. B −→ D (правило p)

4. C ∨B −→ C ∨D (правило t, рядок 3, тавтологiя 11)

5. A ∨B −→ C ∨D (правило t, рядки 2, 4, тавтологiя 7)

6. A ∨B (правило p)

4 Такi правила називають в математичнiй логiцi правилами виведення.
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7. C ∨D (правило t, рядки 5, 6, тавтологiя 1)

Приклад 1 розглянуто повнiстю. �

Багато теорем в математицi мають форму iмплiкацiї, причому припущеннями слугу-
ють аксiоми теорiї, що розглядається. У символiчнiй формi така теорема має наступний
вид:

A1, A2, . . . , An |= B −→ C,

де формули A1, A2, . . . , An — аксiоми, а B −→ C — наслiдок, який доводиться.
Звичайний спосiб доведення такої теореми полягає в тому, що B приймають як ще
одну посилку, яку називають гiпотезою, а потiм виводять C як логiчний наслiдок.
При цьому використовується той факт, що A1, A2, . . . , An |= B −→ C тодi i тiльки
тодi, коли A1, A2, . . . , An, B |= C, що обгрунтовується наслiдком 2 теореми 4, тобто
користуються правилом умовного вiдокремлення.

Приклад 2. Довести, що A −→ (B −→ C),∼ D ∨ A,B |= D −→ C.

1. A −→ (B −→ C) (правило p)

2. ∼ D ∨ A (правило p)

3. B (правило p)

4. D (гiпотеза, правило p)

5. A (правило t, рядки 2, 4, тавтологiя 3)

6. B −→ C (правило t, рядки 1, 5, тавтологiя 1)

7. C (правило t, рядки 3, 6, тавтологiя 1)

8. D −→ C (правило cp, рядки 4, 7, див. властивiсть 1 на стор. 11)

Теорема 5. Нехай A1, . . . , An, B — формули логiки висловлень i T — довiльна
тавтологiя, тодi A1, . . . , An |= B, якщо i тiльки якщо T,A1, . . . , An |= B.

Доведення. Справдi, згiдно теореми 4 твердження A1, . . . , An |= B означає, що
|= A1 ∧ . . . ∧ An −→ B. Оскiльки |= T , то очевидно |A1 ∧ . . . ∧ An| = |T ∧ A1 ∧ . . . ∧ An|,
а тому |= T ∧ A1 ∧ . . . ∧ An −→ B, що означає T,A1, . . . , An |= B. �

Теорема 5 дозволяє в доведення за правилом p вводити довiльну тавтологiю. На
практицi крiм вказаних вище трьох правил виведення користуються й iншими додатко-
вими правилами виведення, що значно полегшує доведення багатьох теорем. Нижче
наведенi найбiльш вживанi правила виведення:

• Модус поненс (МП): A,A −→ B |= B (див. тавтологiю 1).

• Модус толленс (МТ): ∼ B,A −→ B |=∼ A (див. тавтологiю 2).

• Введення кон’юнкцiї (ВК): A,B |= A∧B (згiдно тавт. 4 i наслiдку 2 теореми 4).
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• Знищення кон’юнкцiї (ЗК): A ∧B |= A або A ∧B |= B (див. тавтологiю 5).

• Введення диз’юнкцiї (ВД): A |= A ∨B або B |= A ∨B (див. тавтологiю 6).

• Знищення диз’юнкцiї (ЗД): ∼ A,A ∨B |= B або ∼ B,A ∨B |= A (див. тавт. 3).

• Правило силогiзму (ПС): A −→ B,B −→ C |= A −→ C (див. тавтологiю 7).

• Правило контрапозицiї (ПК): A −→ B |=∼ B −→∼ A (див. тавтологiю 20).

Пiдсумовуючи сказане вище, ми можемо дати таке означення доведення:

Означення 3 Доведенням формули B з посилок A1, A2, . . . , An називається скiн-
ченна послiдовнiсть формул логiки висловлень, останньою з яких є формула B,
причому наявнiсть кожної формули E в цiй послiдовностi обгрунтовується за-
стосуванням одного з наведених вище правил виведення до деяких формул, що
передують їй у цiй послiдовностi, або ж формула E є тавтологiєю.

Приклад 3. Побудувати доведення теореми: A ∨B −→ C ∧D,D ∨ E −→ F,A |= F .

1. A (посилка) 5

2. A ∨B (ВД, 1)

3. A ∨B −→ C ∧D (посилка)

4. C ∧D (МП, 2, 3)

5. D (ЗК, 4)

6. D ∨ E (ВД, 5)

7. D ∨ E −→ F (посилка)

8. F (МП, 6, 7)

4. Розглянемо тепер деякi методи доведення теорем. Припустимо, що нам потрiбно
довести теорему:

A1, A2, . . . , An |= B. (1.2.2)

Якщо ми будуємо доведення цiєї теореми, користуючись означеннями 2 або 3, тобто з
посилок A1, A2, . . . , An виводимо формулу B, то таке доведення називається прямим. В
розглянутих вище трьох прикладах нами були побудованi прямi доведення теорем. Крiм
прямого доведення часто на практицi користуються непрямими доведеннями, оскiльки в
багатьох випадках вони значно полегшують процес доведення теореми. Ми розглянемо
зараз три методи непрямих доведень:

5 Надалi ми будемо писати просто слово "посилка" замiсть слiв “правило p”.
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Доведення вiд супротивного полягає в тому, що до посилок приєднується, так звана,
гiпотеза ∼ B. Пiсля цього, користуючись означеннями 2 або 3 будується пряме
доведення формули виду H∧ ∼ H, де H — деяка формула. Неважко бачити, що
формула H∧ ∼ H є протирiччям. Отже, насправдi ми будуємо пряме доведення
твердження

A1, A2, . . . , An,∼ B |= H∧ ∼ H, (1.2.3)

але стверджуємо, що нами доведене твердження (1.2.2). Останнє пояснюється
таким чином. Твердження (1.2.3) згiдно теореми 4 означає

|= (A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An)∧ ∼ B −→ H∧ ∼ H.

Оскiльки |H∧ ∼ H| = 0, то очевидно |(A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An)∧ ∼ B| = 0 для всiх
значень логiчних змiнних, якi входять в данi формули. Отже,

|=∼ ((A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An)∧ ∼ B).

Таким чином, згiдно тавтологiї 27 маємо твердження (1.2.2).

Доведення за правилом гiпотези застосовується тодi, коли наслiдок, який випливає
з посилок, має вид iмплiкацiї, тобто теорема має таку форму:

A1, A2, . . . , An |= B −→ C. (1.2.4)

В цьому випадку до посилок приєднується, так звана, гiпотеза B. Пiсля цього,
користуючись означеннями 2 або 3 будується пряме доведення формули C. Да-
ний метод грунтується на застосування правила умовного вiдокремлення, тобто
правила cp. Отже, щоб довести твердження 1.2.4, ми будуємо пряме доведення
для твердження

A1, A2, . . . , An, B |= C.

Доведення методом частинних випадкiв застосовується тодi, коли наслiдок, який
випливає з посилок, має вид диз’юнкцiї, тобто теорема має таку форму:

A1, A2, . . . , An |= B ∨ C. (1.2.5)

В цьому випадку до посилок приєднується, так звана, гiпотеза ∼ B (або ∼ C).
Пiсля цього, користуючись означеннями 2 або 3 будується пряме доведення фор-
мули C (або вiдповiдно B), тобто доводиться твердження

A1, A2, . . . , An,∼ B |= C (1.2.6)

або вiдповiдно A1, A2, . . . , An,∼ C |= B. Обгрунтуємо тiльки-що сказане. Дiйсно,
твердження (1.2.5) згiдно теореми 4 означає

|= A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An −→ B ∨ C.

Приймаючи до уваги тавтологiю 33, ми отримуємо

|= A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An∧ ∼ B −→ C,

що означає (1.2.6).
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Продемонструємо тепер вказанi методи доведень на прикладах.

Приклад 4. Побудувати доведення теореми:

(A −→ B) ∧ (C −→ D), (B −→ E) ∧ (D −→ F ),∼ (E ∧ F ), A −→ C |=∼ A.

Доведення проведемо методом вiд супротивного.

1. ∼∼ A (гiпотеза)

2. ∼∼ A −→ A (тавтологiя)

3. A (МП, 1, 2)

4. A −→ C (посилка)

5. C (МП, 3, 4)

6. (A −→ B) ∧ (C −→ D) (посилка)

7. C −→ D (ЗК, 6)

8. D (МП, 5, 7)

9. (B −→ E) ∧ (D −→ F ) (посилка)

10. D −→ F (ЗК, 9)

11. F (МП, 8, 10)

12. ∼ (E ∧ F ) (посилка)

13. ∼ (E ∧ F ) −→∼ E∨ ∼ F (тавтологiя)

14. ∼ E∨ ∼ F (МП, 12, 13)

15. F −→∼∼ F (тавтологiя)

16. ∼∼ F (МП, 11, 15)

17. ∼ E (ЗД, 14, 16)

18. B −→ E (ЗК, 9)

19. ∼ B (МТ, 17, 18)

20. A −→ B (ЗК, 6)

21. ∼ A (МТ, 19, 20)

22. A∧ ∼ A (ВК, 3, 21) �

16



Приклад 5. Побудувати доведення теореми:

∼ A ∨B,C −→∼ B |= A −→∼ C.

Доведення будемо проводити за правилом гiпотези:

1. A (гiпотеза)

2. ∼ A ∨B (посилка)

3. A −→∼∼ A (тавтологiя)

4. ∼∼ A (МП, 1, 3)

5. B (ЗД, 2, 4)

6. B −→∼∼ B (тавтологiя)

7. ∼∼ B (МП, 5, 6)

8. C −→∼ B (посилка)

9. ∼ C (МТ, 7, 8) �

Приклад 6. Побудувати доведення теореми:

X ∨ Y,X −→ Z, Y −→ W |= Z ∨W.

Доведення проводимо методом частинних випадкiв:

1. ∼ Z (гiпотеза)

2. X −→ Z (посилка)

3. ∼ X (МТ, 1, 2)

4. X ∨ Y (посилка)

5. Y (ЗД, 3, 4)

6. Y −→ W (посилка)

7. W (МП, 5, 6) �
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1.3 Рiвносильнiсть формул логiки висловлень. Нормальнi форми

Визначення рiвносильностi формул. Список основних рiвносильностей.
Елементарнi кон’юнкцiї та диз’юнкцiї. Нормальнi форми. Досконалi
нормальнi форми. Теореми про зображення булевих функцiй за допомо-
гою досконалих нормальних форм. Релейно-контактнi схеми.

1. Нехай A i B є двi формули логiки висловлень. Будемо казати, що вони рiвносильнi
i позначати цей факт A ≡ B, якщо i тiльки якщо для довiльного розподiлу iстинностних
значень логiчних змiнних, що входять хоча б в одну з цих формул, данi формули
приймають однаковi iстинностнi значення. Наприклад, покажемо, що формула ∼ p ∨ q
рiвносильна формулi p −→ (q ∨ s) ∧ (s −→ q).

p q s ∼ p ∼ p ∨ q q ∨ s s −→ q (q ∨ s) ∧ (s −→ q) p −→ (q ∨ s) ∧ (s −→ q)

0 0 0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1

В таблицi ми бачимо, що стовпцi, якi вiдповiдають даним формулам однаковi, що
означає Рiвносильнiсть формул. Неважко також бачити, що вiдношення рiвносильностi
мiж формулами є вiдношення еквiвалентностi, тобто воно рефлексивне, симетричне i
транзитивне.

Теорема 6. Для довiльних формул A i B логiки висловлень A ≡ B тодi i тiльки
тодi, коли |= A←→ B.

Доведення. Дiйсно, для довiльного розподiлу iстинностних значень логiчних змiн-
них, що входять хоча б в одну з формул A, B (тобто якi входять в формулу A←→ B),
формули A i B приймають однаковi значення, тобто |A| = |B|, що означає згiдно озна-
чення еквiвалентностi, що |A←→ B| = 1. Таким чином, |= A←→ B. �

Теорема 7. Якщо формули A, B, C, D такi, що A ≡ B i D отримується з формули
C пiдстановкою B замiсть одного або бiльшого числа входжень A, то C ≡ D.

Доведення теореми очевидне.

Теорема 8. В логiцi висловлень мають мiсце такi рiвносильностi:

1. A ≡ A — закон подвiйного заперечення, 6

2. (AB)C ≡ A(BC) — асоцiативнiсть кон’юнкцiї, 7

6 Нагадаємо, що A означає ∼ A.
7 AB означає кон’юнкцiю A ∧B.
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3. (A ∨B) ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C) — асоцiативнiсть диз’юнкцiї,

4. AB ≡ BA — комутативнiсть кон’юнкцiї,

5. A ∨B ≡ B ∨ A — комутативнiсть диз’юнкцiї,

6. AA ≡ A — iдемпотентнiсть кон’юнкцiї,

7. A ∨ A ≡ A — iдемпотентнiсть диз’юнкцiї,

8. A(B ∨ C) ≡ AB ∨ AC — перший закон дистрибутивностi,

9. A ∨BC ≡ (A ∨B)(A ∨ C) — другий закон дистрибутивностi,

10. AB ≡ A ∨B — перший закон де Моргана,

11. A ∨B ≡ AB — другий закон де Моргана,

12. A −→ B ≡ A ∨B,

13. A←→ B ≡ (A −→ B)(B −→ A),

14. A ∨ A ≡ 1 — закон виключеного третього,

15. AA ≡ 0 — закон протирiччя,

16. A 1 ≡ A, A ∨ 1 ≡ 1, A 0 ≡ 0, A ∨ 0 ≡ A — дiї з константами,

17. A −→ B ≡ B −→ A — закон контрапозицiї.

Рiвносильностi 1–17 доводяться за допомогою таблиць iстинностi i використовую-
ться для спрощення формул логiки висловлень.

Приклад 1. Спростити формулу (A −→ B)(A ∨BC)(A −→ C) ∨ C.

Маємо

(A −→ B)(A ∨BC)(A −→ C) ∨ C 12≡ (A ∨B)(A ∨BC)(A −→ C) ∨ C 12≡

≡ (A ∨B)(A ∨BC)(A ∨ C) ∨ C 4≡ (A ∨B)(A ∨ C)(A ∨BC) ∨ C 9≡

≡ (A ∨BC)(A ∨BC) ∨ C 9≡ (AA ∨BC) ∨ C 15≡ (0 ∨BC) ∨ C 16≡

≡ BC ∨ C 9≡ (B ∨ C)(C ∨ C)
14≡ (B ∨ C) 1

16≡ B ∨ C 5≡ C ∨B 12≡ C −→ B. �

2. Елементарною кон’юнкцiєю називається кожна кон’юнкцiя скiнченного числа
попарно рiзних логiчних змiнних, взятих iз запереченням або без нього. Наприклад,
xyz, xȳzū, x1x̄2x̄3x̄4x5 є елементарнi кон’юнкцiї, а xx̄y, xyzȳ такими не будуть. Еле-
ментарною диз’юнкцiєю називається диз’юнкцiя скiнченного числа попарно рiзних
логiчних змiнних, взятих iз запереченням або без нього. Наприклад, x∨ y∨ z, x̄∨ y∨ z̄,
x1 ∨ x̄2 ∨ x3 ∨ x̄4, а x ∨ y ∨ x̄ вже не є елементарною диз’юнкцiєю.
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Зафiксуємо деяку множину X логiчних змiнних. Елементарнi кон’юнкцiї, якi мi-
стять всi змiннi з X, будемо називати конституентами одиницi над X, вiдповiдно
елементарнi диз’юнкцiї, якi задовольняють подiбну властивiсть, назвемо конституен-
тами нуля над X. Наприклад, якщо X = {x, y, z, u}, то xȳzū, xyzū — конституенти
одиницi над X, x̄ ∨ y ∨ z ∨ ū — конституента нуля над X. Неважко бачити, що ко-
жна конституента одиницi (вiдповiдно, конституента нуля) тiльки на одному, єдиному
для неї, двiйковому наборi приймає значення 1 (вiдповiдно, значення 0). В цьому ви-
падку говорять, що конституента вiдповiдає даному двiйковому набору. Наприклад,
якщо X = {x, y, z}, то xȳz̄ вiдповiдає двiйковому набору (1, 0, 0), x̄yz — набору (0, 1, 1),
x ∨ y ∨ z̄ вiдповiдає (0, 0, 1), а x̄ ∨ y ∨ z — (1, 0, 0).

Означення 4 Диз’юнктивною (кон’юнктивною) нормальною формою називаєть-
ся диз’юнкцiя (кон’юнкцiя) скiнченного числа попарно рiзних елементарних кон’юн-
кцiй (диз’юнкцiй).

Наприклад, xy∨ x̄∨yz̄∨yzu, xyz̄∨u є диз’юнктивнi нормальнi форми (скорочено ДНФ),
а (x∨y)(x̄∨ū∨z), (x∨ȳ∨z)x — кон’юнктивнi нормальнi форми (скорочено КНФ). Надалi
елементарнi кон’юнкцiї в ДНФ будемо називати доданками, а елементарнi диз’юнкцiїї
в КНФ — множниками.

ДНФ (КНФ) називається досконалою, якщо всi її доданки (множники) є консти-
туенти одиницi над множиною всiх її логiчних змiнних. Досконалу ДНФ (КНФ) ми
будемо скорочено позначати як ДДНФ (ДКНФ). Наприклад, xyz̄ ∨ x̄yz̄ є ДДНФ, а
(x∨ ȳ ∨ z)(x∨ y ∨ z̄)(z̄ ∨ ȳ ∨ z̄) — ДКНФ. Вiдмiтимо, що за допомогою очевидної рiвно-
сильностi

Ax ∨ Ax̄ ≡ A, (1.3.1)

де A — довiльна формула, а x — логiчна змiнна, кожна ДНФ може бути зведена до
ДДНФ, а з допомогою рiвносильностi

(A ∨ x)(A ∨ x̄) ≡ A (1.3.2)

кожна КНФ може бути зведена до ДКНФ.

Приклад 2. Звести формулу xy ∨ xz̄ до ДДНФ.

Маємо, згiдно формули (1.3.1): xy ∨ xz̄ ≡ xyz ∨ xyz̄ ∨ xz̄ ≡ xyz ∨ xyz̄ ∨ xyz̄ ∨ xȳz̄ ≡
xyz ∨ xyz̄ ∨ xȳz̄. �

Приклад 3. Звести формулу (x ∨ y)y до ДКНФ.

Згiдно формули (1.3.2) маємо: (x ∨ y)y ≡ (x ∨ y)(x ∨ y)(x̄ ∨ y) ≡ (x ∨ y)(x̄ ∨ y). �

На завершення вiдмiтимо, що ДДНФ тавтологiї, що буде доведено пiзнiше, мiстить
точно 2n доданкiв, де n — число всiх логiчних змiнних даної тавтологiї. Це дає нам ще
один спосiб перевiрки формули на тавтологiчнiсть. Наприклад, доведемо, що формула
x(x −→ y) −→ y є тавтологiя. Отже, маємо: x(x −→ y) −→ y ≡ x(x̄ ∨ y) −→ y ≡
x(x̄ ∨ y) ∨ y ≡ x̄ ∨ x̄ ∨ y ∨ y ≡ x̄ ∨ xȳ ∨ y ≡ x̄y ∨ x̄ȳ ∨ xȳ ∨ y ≡ x̄t ∨ x̄ȳ ∨ xȳ ∨ xy ∨ x̄y ≡
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x̄y ∨ x̄ȳ ∨ xȳ ∨ xy, звiдки видно, що ДДНФ даної формули має чотири доданки, тобто
вона є тавтологiя.

Аналогiчно, ДКНФ протирiччя, тобто тотожно хибної формули, мiстить точно 2n

множникiв, де n — число всiх змiнних даної формули.

3. Виникає природне питання про те, чи можна кожну булеву функцiю зобразити
формулою алгебри висловлень. Позитивна вiдповiдь на це питання випливає з наступ-
них двох теорем.

Теорема 9. Кожну булеву функцiю f(x1, x2, . . . , xn) можна зобразити наступною
формулою логiки висловлень:

f(x1, x2, . . . , xn) =

(1,...,1)∨
~a=(0,...,0)

f(a1, a2, . . . , an)xa1
1 x

a2
2 . . . xan

n , (1.3.3)

де ~a = (a1, a2, . . . , an), ai ∈ {0, 1}, x0
i = x̄i, x1

i = xi для кожного i = 1, 2, . . . , n.

Доведення. Покажемо, що лiва i права частини спiввiдношення (1.3.3) спiвпада-
ють. Нехай ~a = (a1, a2, . . . , an) є довiльний двiйковий набiр. Пiдставляючи його в (1.3.3)
в лiвiй частинi будемо мати f(a1, a2, . . . , an), а в правiй отримаємо:

(1,...,1)∨
~a=(0,...,0)

f(a1, a2, . . . , an)aa1
1 a

a2
2 . . . aan

n = f(a1, a2, . . . , an)aa1
1 a

a2
2 . . . aan

n = f(a1, a2, . . . , an),

оскiльки xai
i = 1 лише при xi = ai. �

Наслiдок 3. Кожна булева функцiя, яка тотожно не дорiвнює нулевi, може бути
єдиним чином зображена в ДДНФ.

Теорема 10. Кожну булеву функцiю f(x1, x2, . . . , xn) можна зобразити наступною
формулою логiки висловлень:

f(x1, x2, . . . , xn) =

(1,...,1)∧
~a=(0,...,0)

(
f(a1, a2, . . . , an) ∨ xā1

1 ∨ xā2
2 ∨ . . . ∨ xān

n

)
, (1.3.4)

де ~a = (a1, a2, . . . , an), ai ∈ {0, 1}, x0
i = x̄i, x1

i = xi для кожного i = 1, 2, . . . , n.

Доведення. За законом подвiйного заперечення маємо

f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn), (1.3.5)

а за теоремою 9 можемо записати рiвнiсть

f(x1, x2, . . . , xn) =

(1,...,1)∨
~a=(0,...,0)

f(a1, a2, . . . , an)xa1
1 x

a2
2 . . . xan

n . (1.3.6)
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Пiдставляючи (1.3.6) в (1.3.5) i застосовуючи закон де Моргана ми отримаємо:

f(x1, x2, . . . , xn) =

(1,...,1)∨
~a=(0,...,0)

f(a1, a2, . . . , an)xa1
1 x

a2
2 . . . xan

n =

=

(1,...,1)∧
~a=(0,...,0)

(
f(a1, a2, . . . , an) ∨ xā1

1 ∨ xā2
2 ∨ . . . ∨ xān

n

)
=

=

(1,...,1)∧
~a=(0,...,0)

(
f(a1, a2, . . . , an) ∨ xā1

1 ∨ xā2
2 ∨ . . . ∨ xān

n

)
,

оскiльки xai
1 = xāi

i . �

Наслiдок 4. Кожна булева функцiя, яка тотожно не дорiвнює одиницi, може
бути єдиним чином зображена в ДКНФ.

Приклад 4. Знайти ДДНФ i ДКНФ для булевої функцiї f(x, y, z), яка задана
такою таблицею iстинностi:

x y z f(x, y, z)

0 0 0 0
1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 0 0
0 0 1 0
1 0 1 1
0 1 1 0
1 1 1 0

Спочатку знайдемо ДДНФ для даної функцiї. Згiдно теоре-
ми 9 вiдмiтимо рядки, в яких функцiя приймає значення 1.
Кожнiй такiй одиницi вiдповiдає певний двiйковий набiр. Це
будуть такi набори: (1, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 1). Кожному такому
двiйковому набору, як вiдомо, вiдповiдає конституента оди-
ницi, а саме: xȳz̄, x̄yz̄, xȳz. Отже, ДДНФ для даної функцiї
є диз’юнкцiя цих конституент одиницi, тобто

f(x, y, z) = xȳz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ xȳz.

Щоб знайти ДКНФ для вказаної булевої функцiї, треба вiдмiтити рядки, в яких зна-
чення функцiї дорiвнює 0. Таких рядкiв п’ять. Далi необхiдно вiдмiтити в цих рядках
двiйковi набори: (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1). Пiсля цього для кожного
такого двiйкового набору записати вiдповiдну конституенту нуля: x ∨ y ∨ z, x̄ ∨ ȳ ∨ z,
x ∨ y ∨ z̄, x ∨ ȳ ∨ z̄, x̄ ∨ ȳ ∨ z̄. За теоремою 10 дана функцiя є кон’юнкцiя останнiх
конституент нуля, тобто

f(x, y, z) = (x ∨ y ∨ z)(x̄ ∨ ȳ ∨ z)(x ∨ y ∨ z̄)(x ∨ ȳ ∨ z̄)(x̄ ∨ ȳ ∨ z̄).

4. Пiд релейно-контактною схемою розумiють пристрiй, який складається з про-
вiдникiв i двопозицiйних контактiв. Двопозицiйний контакт — це фiзичне тiло, яке
може перебувати лише в двох станах — “ввiмкнено” або “вимкнуто”, якi будемо позна-
чати через 1 i 0 вiдповiдно. Контакти ми позначатимемо малими латинськими лiтерами.

Мiж собою контакти можуть з’єднуватись послiдовно i паралельно. При послiдов-
ному з’єднаннi контактiв сигнал через з’єднання проходить тодi i тiльки тодi, коли
вiн проходить через кожний контакт. При паралельному ж з’єднаннi контактiв сигнал
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проходить тодi i тiльки тодi, коли ввiмкнено хоча б один iз контактiв. Таким чином, по-
слiдовне з’єднання контактiв вiдповiдає кон’юнкцiї двох логiчних змiнних, а паралель-
не — диз’юнкцiї. Отже, послiдовне з’єднання контактiв a i b ми позначатимемо через
ab, а паралельне — через a ∨ b. Далi, через ā будемо позначати такий контакт, який
проводить сигнал тодi i тiльки тодi, коли контакт a його не проводить. Таким чином,
будь-яка булева функцiя може бути реалiзована за допомогою релейно-контактної схе-
ми, оскiльки її можна зобразити формулою алгебри висловлень, наприклад, ДДНФ або
ДКНФ, в яких використовуються лише три логiчних операцiї — кон’юнкцiя, диз’юнкцiя
i заперечення. Так булева функцiя, яка визначається формулою логiки висловлень

(a ∨ b)
(
x(a ∨ y) ∨ x̄(c ∨ a) ∨ (y ∨ z)az̄

)
,

зображується наступною релейно-контактною схемою:
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1.4 Повнi системи булевих функцiй. Алгебра Жегалкiна

Повнi системи булевих функцiй. Теорема про число повних бiнарних
логiчних операцiй. Алгебра Жегалкiна. Полiном Жегалкiна. Теорема
про зображення булевої функцiї полiномом Жегалкiна

1. Система булевих функцiй {f1, f2, . . . , fn} називається повною, якщо довiльна бу-
лева функцiя може бути подана за допомогою перейменування аргументiв i суперпози-
цiї функцiй f1, f2, . . . , fn, взятих довiльне скiнченне число разiв. Наприклад, система
функцiй {∼,∧,∨} є повною, оскiльки, як вiдомо з попередньої лекцiї, кожна булева
функцiя може бути подана ДДНФ або ДКНФ. Популярно означення повноти можна
дати таким чином: множина логiчних операцiй Φ називається повною, якщо кожна
булева функцiя може бути задана формулою, яка записана за допомогою лише
операцiй з Φ. Як приклад неповної системи можна навести систему, яка складається
з однiєї операцiї заперечення, тобто ∼. Це пояснюється тим, що за допомогою одного
заперечення можна побудувати лише двi функцiї — логiчну змiнну та її заперечення.
Чи iснують крiм {∼,∧,∨} iншi повнi системи булевих функцiй? Вiдповiдь на це дається
у наступнiй теоремi.

Теорема 11. Системи логiчних операцiй {∼,∧}, {∼,∨}, { | }, { ↓ } (див. стор. 8) є
повними.

Доведення. Оскiльки {∼,∧,∨} є повна система логiчних операцiй i мають мiсце
рiвностi:

x ∨ y = x ∧ y, x ∧ y = x ∨ y,
x̄ = x |x, x ∨ y = (x |x)|(y | y),
x̄ = x ↓ x, x ∧ y = (x ↓ x) ↓ (y ↓ y),

то очевидно наведенi системи операцiй будуть повними.8 �

2. З теореми 11 випливає, що за допомогою лише однiєї операцiї штриха Шеффера
або лише однiєї стрiлки Пiрса можна зобразити формулою довiльну булеву функцiю.
Виникає питання про число булевих функцiй, якi мають подiбну властивiсть. Такi буле-
вi функцiї ми надалi будемо називати повними. У випадку бiнарних логiчних операцiй
має мiсце така теорема:

Теорема 12. Єдиними бiнарними повними логiчними операцiями є штрих Шеф-
фера i стрiлка Пiрса.

Доведення. Припустимо, що бiнарна логiчна операцiя h(x, y) є повною. Як би
h(1, 1) = 1, то довiльна булева функцiя, яку можна зобразити за допомогою лише
операцiї h(x, y), приймала би значення 1, коли всi її аргументи приймали б значення
1. Але ж тодi функцiя x̄ не могла б бути виражена через h(x, y). Отже, h(1, 1) = 0.
Аналогiчними мiркуваннями ми доводимо, що h(0, 0) = 1. Отже, ми маємо:

8 Доведiть, що мають мiсце рiвностi: x ∧ y = (x | y)|(x | y), x ∨ y = (x ↓ y) ↓ (x ↓ y).
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x y h(x, y)

1 1 0
0 1
1 0
0 0 1

Залишаються незаповненими другий i третiй рядки. Для них мож-
ливi такi випадки:

а)
0
0
; б)

1
1
; в)

0
1
; г)

0
0
.

Випадок а) визначає стрiлку Пiрса, б) — штрих Шеффера, в) — заперечення y, тобто
ȳ, г) — заперечення x, тобто x̄. Однак, заперечення не є повною булевою операцiєю,
тому залишаються лише пункти а) i б). �

3. Нехай F є множина всiх булевих функцiй. На множинi F можна також розгляда-
ти логiчнi операцiї, якi для булевих функцiй вводяться таким чином. Нехай f(x1, . . . , xn)
i g(y1, . . . , ym) є деякi булевi функцiї, > — деяка логiчна операцiя. Тодi через f>g бу-
демо позначати булеву функцiю, множиною аргументiв якої є об’єднання аргументiв
даних функцiй, а значення функцiї для цих аргументiв визначається згiдно рiвностi:

(f > g)(x1, . . . , ym)
df
= f(x1, . . . , xn)> g(y1, . . . , ym).

Наприклад, кон’юнкцiя функцiй f(x, y, z) i g(y, u, z, v) є функцiя виду (f∧g)(x, y, z, u, v),
значення якої визначаються згiдно рiвностi:

(f ∧ g)(x, y, z, u, v) = f(x, y, z) ∧ g(y, u, z, v).

Аналогiчним чином можна визначити довiльнi логiчнi операцiї для булевих функцiй.
Алгеброю Жегалкiна ми будемо називати алгебру виду (Φ,∧,⊕), де Φ = F∪{0, 1} —

множина всiх булевих функцiй, доповнена константами 0 i 1, ∧ — операцiя кон’юнкцiї,
⊕— сума по модулю 2. За допомогою таблиць iстинностi легко доводиться така теорема:

Теорема 13. В алгебрi Жегалкiна виконуються такi спiввiдношення:

1. (xy)z = x(yz) —асоцiативнiсть кон’юнкцiї;

2. (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z) — асоцiативнiсть суми по модулю 2;

3. xy = yx — комутативнiсть кон’юнкцiї;

4. x⊕ y = y ⊕ x — комутативнiсть суми по модулю 2;

5. xx = x — iдемпотентнiсть кон’юнкцiї;

6. x⊕ x = 0 — закон зведення подiбних членiв;

7. x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz — закон дистрибутивностi;

8. x · 1 = x, x · 0 = 0, x⊕ 0 = x — дiї з константами.

Нехай задана алгебра Жегалкiна. Кон’юнкцiя довiльного скiнченного числа попарно
рiзних логiчних змiнних називається одночленом. Наприклад, 1, 0, x, y, xy, xyz, xu.
Далi, сума по модулю 2 скiнченного числа попарно рiзних одночленiв називається

25



полiномом Жегалкiна. Наприклад, xz ⊕ xy⊕ x⊕ z ⊕ 1, xyzu⊕ xy⊕ z. Сума по модулю
2 скiнченного числа попарно рiзних конституент одиницi над деякою множиною логiч-
них змiнних називається досконалою бiсумарною нормальною формою (скорочено
ДБНФ). Наприклад, xyz̄ ⊕ xȳz̄ ⊕ xyz ⊕ x̄ȳz̄ — ДБНФ. Враховуючи, що x ⊕ 0 = x ∨ 0,
виконується така теорема:

Теорема 14. Кожна булева функцiя, яка тотожно не дорiвнює нулевi, може бути
єдиним чином зображена ДБНФ.

Доведення проводиться так, як i для ДДНФ, тому ми його не наводимо. Вiдмiтимо
лише, що враховуючи той факт, що конституента одиницi приймає значення 1 тiльки на
єдинному двiйковому наборi, який їй вiдповiдає, а також, що 1⊕ 0 = 1∨ 0, робимо вис-
новок, що для отримання ДБНФ достатньо в ДДНФ замiнити всi символи операцiї ∨
на символ ⊕. Наприклад, якщо f(x, y, z) = xyz̄∨xȳz̄∨x̄yz̄, то f(x, y, z) = xyz̄⊕xȳz̄⊕x̄yz̄.

4. ДБНФ дає нам можливiсть записувати формули у виглядi полiнома Жегалкiна.
Наприклад, нехай потрiбно записати диз’юнкцiю x∨y полiномом Жегалкiна. Запишемо
спочатку дану диз’юнкцiю в ДДНФ, тобто x∨y = xy∨xȳ∨ x̄y. Тодi ДБНФ має вигляд:
x ∨ y = xy ⊕ xȳ ⊕ x̄y. Оскiльки x̄ = x⊕ 1, то

x ∨ y = xy ⊕ x(y ⊕ 1)⊕ (x⊕ 1)y = xy ⊕ xy ⊕ x⊕ xy ⊕ y = xy ⊕ x⊕ y.

Отже, xy⊕x⊕y — полiном Жегалкiна для x∨y. Виникає питання: "Скiльки має булева
функцiя рiзних полiномiв Жегалкiна, що її зображують?"Вiдповiдь дається у наступнiй
теоремi:

Теорема 15. Кожна булева функцiя може бути єдиним чином зображена полiно-
мом Жегалкiна.

Доведення. Нехай f(x1, . . . , xn) є довiльна булева функцiя. Оскiльки константи 0
i 1 самi по собi є полiномами Жегалкiна, то ми можемо обмежитись випадком, коли
f(x1, . . . , xn) 6≡ 0. Зобразимо цю функцiю в ДБНФ, далi в цiй формi замiнимо вирази
типу x̄ на x ⊕ 1, пiсля чого, користуючись законами теореми 14, зводимо формулу до
полiнома Жегалкiна.

Доведемо його єдиннiсть. Нехай iснує два полiноми ϕ i ψ, якi зображують одну
i ту ж функцiю f(x1, . . . , xn). Оскiльки ϕ i ψ рiзнi полiноми, то в одному з них
знайдеться такий одночлен, якого немає в другому. Виберемо з таких одночленiв той,
який має найменшу кiлькiсть змiнних. Таким чином, всi одночлени з меншим числом
змiнних, присутнi в обох полiномах. Нехай вибраний нами одночлен позначається
лiтерою P . Задамо тепер двiйковий набiр таким чином, щоб всi змiннi, якi входять в
P , приймали значення 1, а всi iншi змiннi — 0. Тодi кожний одночлен, вiдмiнний вiд
P i який має бiльше нiж в P число змiнних, приймає значення 0. Сам же одночлен P
приймає значення 1. Таким чином, один з полiномiв приймає значення ϕ0 ⊕ 1, а iнший
— ψ0. Але ϕ0 = ψ0, оскiльки це є значення однакової частини обох полiномiв. Тому
ϕ0 ⊕ 1 6= ψ0, що протирiччить тому, що полiноми зображують одну i ту ж функцiю.
Теорема доведена. �
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З даної теореми випливає ще один спосiб доведення рiвносильностi формул. А саме,
якщо двi формули зводяться до одного i того ж полiнома Жегалкiна, то вони рiвно-
сильнi. Доведемо, наприклад, що

(A −→ B) −→ (A −→ C) ≡ A −→ (B −→ C).

Маємо x −→ y ≡ x̄∨y ≡ x̄y∨ x̄ȳ∨xy∨ x̄y ≡ x̄y∨ x̄ȳ∨xy ≡ (x⊕1)y⊕ (x⊕1)(y⊕1)⊕xy ≡
xy ⊕ y ⊕ xy ⊕ x⊕ y ⊕ 1⊕ xy ≡ xy ⊕ x⊕ 1. Отже, x −→ y ≡ xy ⊕ x⊕ 1. Таким чином,

(A −→ B) −→ (A −→ C) ≡ (AB ⊕ A⊕ 1) −→ (AC ⊕ A⊕ 1) ≡

≡ (AB ⊕ A⊕ 1)(AC ⊕ A⊕ 1)⊕ (AB ⊕ A⊕ 1)⊕ 1

≡ ABC ⊕ AB ⊕ AB ⊕ AC ⊕ A⊕ A⊕ AC ⊕ A⊕ 1⊕ AB ⊕ A⊕ 1⊕ 1 ≡

≡ ABC ⊕ AB ⊕ 1;

A −→ (B −→ C) ≡ A −→ (BC ⊕B ⊕ 1) ≡

≡ A(BC ⊕B ⊕ 1)⊕ A⊕ 1 ≡ ABC ⊕ AB ⊕ A⊕ A⊕ 1 ≡

≡ ABC ⊕ AB ⊕ 1.

Отже, обидвi формули зводяться до одного i того ж полiнома Жегалкiна, а це й означає,
що вони рiвносильнi.
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1.5 Замкненi класи булевих функцiй. Теорема про функцiональну
повноту

Функцiї, якi зберiгають константи. Самодвоїстi функцiї. Монотоннi
функцiї. Лiнiйнi функцiї. Теорема Поста про функцiональну повноту
системи булевих функцiй.

1. Будемо казати, що булева функцiя f(x1, . . . , xn) зберiгає константу нуль (вiд-
повiдно, одиницю), якщо f(0, . . . , 0) = 0 (вiдповiдно, f(1, . . . , 1) = 1). Множину всiх
функцiй, якi зберiгають ноль, позначимо через K0, а якi зберiгають одиницю — через
K1.

Лема 1. Суперпозицiя функцiй, якi зберiгають константу ноль, є знову функцiя,
яка зберiгає константу ноль. Iнакше кажучи, клас функцiй K0 замкнений вiдносно
суперпозицiй.

Доведення. Справдi, нехай f, f1, . . . , fn ∈ K0. Розглянемо функцiю F (x1, . . . , xn),
яка є суперпозицiєю даних функцiй i визначається рiвнiстю:

F (x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)). (1.5.1)

Покажемо, що ця функцiя належить класу K0. Маємо

F (0, . . . , 0) = f(f1(0, . . . , 0), . . . , fn(0, . . . , 0)) = f(0, . . . , 0) = 0.

Отже, F (x1, . . . , xn) ∈ K0. �

Наслiдок 5. Повна система булевих функцiй мiстить хоча б одну функцiю, яка
не зберiгає константу ноль.

Справдi, якщо припустити, що всi функцiї повної системи зберiгають константу
ноль, то звiдси випливатиме, що будь-яка булева функцiя також зберiгає константу
ноль. Але ж це не так, оскiльки, наприклад, iмплiкацiя ноль не зберiгає (0 −→ 0 = 1),
тобто −→6∈ K0.

Аналогiчно доводяться такi твердження:

Лема 2. Суперпозицiя функцiй, якi зберiгають константу одиниця, є знову фун-
кцiя, яка зберiгає константу одиниця. Iнакше кажучи, клас функцiй K1 замкнений
вiдносно суперпозицiй.

Наслiдок 6. Повна система булевих функцiй мiстить хоча б одну функцiю, яка
не зберiгає константу одиниця.

Всi мiркування аналогiчнi. Зауважимо лише, що сума по молулю два не зберiгає
одиницю (1⊕ 1 = 0), тобто ⊕ 6∈ K1.

2. Булева функцiя f(x1, . . . , xn) називається самодвоїстою, якщо вона на довiль-
нiй парi протилежних двiйкових наборiв 9 приймає протилежнi значення, тобто вона
задовольняє рiвнiсть:

f(x1, . . . , xn) = f(x̄1, . . . , x̄n) (1.5.2)

9 Двiйковi набори виду (x1, . . . , xn) i (x̄1, . . . , x̄n) називаються протилежними, наприклад,
(0, 1, 1, 0, 1, 0) i (1, 0, 0, 1, 0, 1) — приклад пари протилежних двiйкових наборiв.
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для довiльних x1, . . . , xn ∈ {0, 1}.
Множину всiх самодвоїстих булевих функцiй позначимо через Ks.

Лема 3. Суперпозицiя самодвоїстих булевих функцiй є знову самодвоїста фун-
кцiя, тобто клас Ks замкнений вiдносно суперпозицiй.

Доведення. Дiйсно, нехай f, f1, . . . , fm ∈ Ks. Розглянемо функцiю F (x1, . . . , xn),
яка визначається рiвнiстю (1.5.1). Тодi ми будемо мати:

F (x1, . . . , xn) = f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) =

= f(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) =

= f(f1(x̄1, . . . , x̄n), . . . , fn(x̄1, . . . , x̄n)) = F (x̄1, . . . , x̄n),

тобто F ∈ Ks. �

Наслiдок 7. Повна система булевих функцiй мiстить хоча б одну несамодвоїсту
функцiю.

Справдi, якщо припустити, що всi функцiї повної системи самодвоїстi, то звiдси
випливатиме, що будь-яка булева функцiя також буде самодвоїстою. Але ж це не так,
оскiльки, наприклад, iмплiкацiя є несамодвоїста функцiя, бо вона на протилежних
наборах (0, 0) i (1, 1) приймає однаковi значення. Отже, −→6∈ Ks.

Лема 4. За допомогою пiдстановки функцiй x i x̄ у несамодвоїсту булеву фун-
кцiю можна отримати константу.

Доведення. Нехай функцiя f(x1, . . . , xn) несамодвоїста, тобто

f(a1, . . . , an) = f(ā1, . . . , ān) (1.5.3)

для деякого двiйкового набору ~a = (a1, . . . , an). За набором ~a побудуємо функцiї ϕi(x),
i = 1, . . . , n, таким чином:

ϕi(x) =

{
x, якщо ai = 0;
x̄, якщо ai = 1.

(1.5.4)

З (1.5.4) випливає, що ϕi(0) = ai, ϕi(1) = āi для кожного i = 1, . . . , n. Розглянемо
функцiю

ϕ(x) = f(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)), (1.5.5)

тодi матимемо

ϕ(0) = f(ϕ1(0), . . . , ϕn(0)) = f(a1, . . . , an) = f(ā1, . . . , ān) = f(ϕ1(1), . . . , ϕn(1)) = ϕ(1),

тобто ϕ(x) є константа. �

3. Кажуть, що набiр ~a = (a1, . . . , an) передує набору ~b = (b1, . . . , bn) i це позначається
~a ≺ ~b, якщо ai 6 bi для всiх i = 1, . . . , n. Булева функцiя f(x1, . . . , xn) називається
монотонною, якщо для довiльних наборiв ~a, ~b з того, що ~a ≺ ~b, випливає f(~a) 6 f(~b).
Клас всiх монотонних функцiй позначимо через Km.
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Лема 5. Суперпозицiя монотонних булевих функцiй є знову монотонна функцiя,
тобто клас Km замкнений вiдносно суперпозицiй.

Доведення. Нехай f, f1, . . . , fn ∈ Km i F визначається згiдно (1.5.1). Якщо ~a ≺ ~b,
то, очевидно, fi(~a) 6 fi(~b) для кожного i = 1, . . . , n, тому (f1(~a), . . . , fn(~a)) ≺
(f1(~b), . . . , fn(~b)), звiдки

F (~a) = f(f1(~a), . . . , fn(~a)) ≺ f(f1(~b), . . . , fn(~b)) = F (~b),

отже, F ∈ Km. �

Наслiдок 8. Повна система булевих функцiй мiстить хоча б одну немонотонну
функцiю.

Справдi, якщо припустити, що всi функцiї повної системи монотоннi, то звiдси
випливатиме, що будь-яка булева функцiя також буде монотонною. Але ж це не так,
оскiльки, наприклад, еквiвалентнiсть є немонотонна функцiя, оскiльки iснують двiйковi
набори ~a = (0, 0) i ~b = (0, 1) такi, що ~a ≺ ~b, але 0 ←→ 0 = 1 i 0 ←→ 1 = 0. Отже,
←→6∈ Km.

Лема 6. За допомогою пiдстановки у немонотонну функцiю констант 0 i 1, а
також функцiї x, можна отримати x̄.

Доведення. Нехай f(x1, . . . , xn) є немонотонна функцiя. Це означає, що iснують
такi двiйковi набори ~a = (a1, . . . , an), ~b = (b1, . . . , bn), що ~a ≺ ~b, але f(~a) > f(~b). З
останнього випливає, що f(~a) = 1, f(~b) = 0. Побудуємо тепер послiдовнiсть сусiднiх
наборiв ~a0,~a1,~a2, . . . ,~am

10 таких, що ~a = ~a0 ≺ ~a1 ≺ ~a2 ≺ . . . ≺ ~am = ~b. Оскiльки
f(~a0) = 1 i f(~am) = 0, то знайдуться такi сусiднi набори ~ak i ~ak+1, що f(~ak) = 1 i
f(~ak+1) = 0. Припустимо, що цi набори мають такий вид:

~ak = (a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an), ~ak+1 = (a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an),

де a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ∈ {0, 1}. Розглянемо функцiю

g(x) = f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an).

Маємо g(0) = f(~ak) = 1 i g(1) = f(~ak+1) = 0, тому g(x) = x̄. �

4. Булева функцiя f(x1, . . . , xn) називається лiнiйною, якщо вона подається полiно-
мом Жегалкiна першого степеня, тобто якщо вона має вид:

f(x1, . . . , xn) = anxn ⊕ an−1xn−1 ⊕ . . .⊕ a1x1 ⊕ a0,

де a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1}. Клас всiх лiнiйних булевих функцiй позначимо через Kl.

Лема 7. Суперпозицiя лiнiйних булевих функцiй є знову лiнiйна функцiя, тобто
клас Kl замкнений вiдносно суперпозицiй.

10 Двiйковi набори ~ai i ~ai+1 називаються сусiднiми, якщо вони вiдрiзняються рiвно однiєю компонен-
тою, наприклад, (0, 1, 0, 1, 0) i (0, 1, 0, 1, 1) — сусiднi набори.
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Доведення леми очевидне.

Наслiдок 9. Повна система булевих функцiй мiстить хоча б одну нелiнiйну фун-
кцiю.

Мiркування аналогiчнi до мiркувань аналогiчних лем попереднiй пунктiв, тому ми
їх опускаємо. Зауважимо лише, що iснують нелiнiйнi булевi функцiї, наприклад, iмплi-
кацiя (див. стор. 27).

Лема 8. З нелiнiйної функцiї f(x1, . . . , xn) констант 0, 1 i функцiй x, x̄, y супер-
позицiєю можна отримати кон’юнкцiю двох логiчних змiнних.

Доведення. Оскiльки f(x1, . . . , xn) є нелiнiйна функцiя, то в полiномi Жегалкiна,
який її зображує, iснує одночлен, який мiстить добуток двох логiчних змiнних, скажi-
мо, x1x2. Далi, всi одночлени полiнома розiб’ємо на чотири групи:

I — якi мiстять одночасно x1 i x2;

II — якi мiстять x1, але не мiстять x2;

III — якi не мiстять x1, але мiстять x2;

IV — якi не мiстять нi x1, нi x2.

Функцiя f(x1, . . . , xn) в результатi такого групування буде мати вигляд:

f(x1, . . . , xn) = x1x2Ψ1(x3, . . . , xn)⊕ x1Ψ2(x3, . . . , xn)⊕ x2Ψ3(x3, . . . , xn)⊕Ψ4(x3, . . . , xn).

Очевидно, Ψ1(x3, . . . , xn) 6≡ 0, iнакше f(x1, . . . , xn) була б лiнiйною функцiєю. Отже,
знайдеться такий такий набiр значень змiнних x3, . . . , xn, наприклад, ~a = (a3, . . . , an),
що Ψ1(a3, . . . , an) = 1. Розглянемо функцiю

ξ(x1, x2) = x1x2 ⊕ αx1 ⊕ βx2 ⊕ γ,

де α = Ψ2(a3, . . . , an), β = Ψ3(a3, . . . , an), γ = Ψ4(a3, . . . , an). За допомогою цiєї функцiї
побудуємо функцiю F (x, y) так:

F (x, y) = ξ(x⊕ β, y ⊕ α) = (x⊕ β)(y ⊕ α)⊕ α(x⊕ β)⊕ β(y ⊕ α)⊕ γ =

= xy ⊕ αx⊕ βy ⊕ αβ ⊕ αx⊕ αβ ⊕ βy ⊕ αβ ⊕ γ =

= xy ⊕ (αβ ⊕ γ),

тобто F (x, y) = xy ⊕ (αβ ⊕ γ).

а) Якщо αβ ⊕ γ = 0, то F (x, y) = xy.

б) Якщо αβ ⊕ γ = 1, то F (x, y) = xy ⊕ 1 = xy,

тому xy = F (x, y). Отже, нами побудована кон’юнкцiя логiчних змiнних x i y. �

5. Теорема про функцiональну повноту.
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Теорема 16 (Post E.). Для того щоб система булевих функцiй {f1, f2, . . . , fn} була
повною, необхiдно i достатньо, щоб вона мiстила:

• хоча б одну функцiю, яка не зберiгає константу 0;

• хоча б одну функцiю, яка не зберiгає константу 1;

• хоча б одну несамодвоїсту функцiю;

• хоча б одну немонотонну функцiю;

• хоча б одну нелiнiйну функцiю.

Доведення. Необхiднiсть умов теореми випливає iз наслiдкiв 5, 6, 7, 8, 9. Для
доведення достатностi припустимо, що виконуються всi п’ять умов теореми i нехай
{f0, f1, fs, fm, fl} є пiдсистема системи {f1, f2, . . . , fn} така, що f0 не зберiгає 0, f1 не
зберiгає 1, fs — несамодвоїста, fm — немонотонна, fl — нелiнiйна функцiя.

Розглянемо довiльну булеву функцiю f(x1, . . . , xn) i покажемо, що її можна подати
як суперпозицiю функцiй f0, f1, fs, fm, fl, x1, . . . , xn. Перш за все, побудуємо константи
0 i 1. Вiзьмемо f0 i x1, i далi побудуємо функцiю g(x1) = f0(x1, . . . , x1). Оскiльки f0 не
зберiгає 0, то g(0) = f0(0, . . . , 0) = 1, тобто g(0) = 1.

а) Якщо g(1) = 1, тодi, очевидно, g(x1) ≡ 1, тобто g(x1) є константа 1. Далi,
пiдставляючи g(x1) в f1 отримаємо функцiю σ(x1) = f1(g(x1), . . . , g(x1)). Маємо

σ(0) = f1(g(0), . . . , g(0)) = f1(1, . . . , 1) = 0,

σ(1) = f1(g(1), . . . , g(1)) = f1(1, . . . , 1) = 0,

тому σ(x1) ≡ 0, тобто σ(x1) є константа 0.
б) Якщо ж g(1) = 0, то, очевидно, g(x1) = x̄1. Далi, з fs i x̄1 за лемою 4 будуємо

якусь константу. Iншу константу отримуємо iз побудованої в результатi її пiдстановки
в x̄1. Таким чином, константи 0 i 1 нами побудованi.

Потiм за лемою 6 з fm, 0 i 1 будуємо заперечення змiнної x̄1. Пiсля цього, за лемою 8
з fl, 0, 1, x̄1, x1, x2 будуємо кон’юнкцiю x1x2. Вiдомо, що функцiя f(x1, . . . , xn) може
бути задана формулою, яка записана лише за допомогою x1, . . . , xn, заперечення i кон’-
юнкцiї. Але оскiльки останнi операцiї виражаються через f0, f1, fs, fm, fl, x1, . . . , xn, то
f(x1, . . . , xn) також може бути задана суперпозицiєю функцiй f0, f1, fs, fm, fl, x1, . . . , xn.
Отже, ми показали, що система f0, f1, fs, fm, fl повна, а значить система {f1, f2, . . . , fn}
також повна. �

Приклад. Дослiдити на повноту систему булевих функцiй {∼,←→}.

Дослiдження даної системи функцiй виконаємо за теоремою Поста. Маємо 0̄ = 1.
Отже, ∼ не зберiгає константу 0, тому перша умова теореми 16 виконується. Аналогiчно
1̄ = 0, тому ∼ не зберiгає константу 1. Друга умова теореми 16 виконується також. Далi
маємо 0←→ 0 = 1 i 1←→ 1 = 1, тому←→ є несамодвоїста функцiя. Отже, третя умова
теореми виконується. Оскiльки 0 < 1, але 0̄ = 1 > 0 = 1̄, то ∼ є функцiя немонотонна,
а тому i четверта умова теореми має мiсце. I нарештi, x̄ = x ⊕ 1, x ←→ y = x ⊕ y ⊕ 1,
що говорить про те, що обидвi функцiї лiнiйнi. Таким чином, п’ята умова теореми не
має мiсця. Отже, дана система булевих функцiй неповна.
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2 Числення висловлень

2.1 Числення висловлень. Теорема дедукцiї

Поняття про формальну аксiоматичну теорiю. Вивiднiсть iз гiпотез
та її властивостi. Аксiоми числення висловлень. Лема ` A −→ A. Тео-
рема дедукцiї.

1. Таблицi iстинностi дозволяють вiдповiсти на багато важливих питань математи-
чної логiки, в тому числi, i на питання: чи буде дана формула тавтологiєю, протирiччям
або нi тим та не iншим, чи випливає вона логiчно з iншої формули тощо. Однак бiльш
складнi питання математичної логiки, про якi пiде мова пiзнiше, вже не можуть бути
вирiшенi за допомогою таблиць iстинностi. Для їх розв’язання iснує iнший метод, а
саме, метод формальних теорiй.

Формальна аксiоматична теорiя T вважається визначеною, якщо виконанi насту-
пнi умови:

1. Задана деяка зчисленна множина символiв теорiї T (ця множина називається
алфавiтом теорiї T). Скiнченнi послiдовностi символiв теорiї T називаються ви-
разами теорiї T.

2. Видiлена пiдмножина виразiв теорiї T, елементи якої називаються формулами.
Звичайно iснує правило, що дозволяє для деякого виразу визначати, чи є воно
формулою чи нi.

3. Видiлена деяка пiдмножина формул теорiї T, елементи якої називаються аксiо-
мами теорiї T. Часто вимагається лише ефективно з’ясувати, чи є дана формула
теорiї T аксiомою. чи нi; в цьому випадку теорiя T називається ефективно акси-
оматизованою або аксiоматичною теорiєю.

4. Задана деяка скiнченна множина ρ1, . . . , ρn вiдношень мiж формулами теорiї
T, якi називаються правилами виведення. Нехай ρi є mi-арне вiдношення,
A1, . . . , Ami−1, B — формули теорiї T такi, що (A1, . . . , Ami−1, B) ∈ ρi, тодi фор-
мула B називається безпосереднiм наслiдком формул A1, . . . , Ami−1 за правилом
ρi. Досить часто правило виведення записують так:

A1, . . . , Ami−1

B
(ρi).

Доведенням в теорiї T (або виведенням) називається кожна скiнченна послiдов-
нiсть A1, . . . , An формул цiєї теорiї така, що для довiльного i = 1, . . . , n формула Ai є
або аксiома теорiї T, або безпосереднiй наслiдок з деяких попереднiх формул за одним
з правил виведення. Формула A теорiї T називається теоремою теорiї T (i це позна-
чається `T A або просто ` A), якщо iснує таке доведення в теорiї T, що A є в ньому
останньою формулою. Це доведення називається доведенням формули A.

Вiдмiтимо, що для поняття теореми може i не iснувати алгоритму, який дозволяє
пiзнавати за даною формулою, чи iснує доведення в теорiї T цiєї формули або нi.
Теорiя, для якої такий алгоритм iснує, називається розв’язною, в iншому випадку
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вона називається нерозв’язною.

2. Формула A називається наслiдком в теорiї T множини формул Γ (якi назива-
ються гiпотезами) тодi i тiльки тодi, коли iснує така скiнченна послiдовнiсть формул
A1, . . . , An, що An є A, i для кожного i = 1, . . . , n формула Ai є або аксiома, або елемент
множини Γ, або безпосереднiм наслiдком деяких формул, що їй передують, за одним iз
правил виведення. Твердження "A є наслiдок Γ"символiчно позначається через Γ ` A.
Якщо ж Γ = {B1, . . . , Bn}, то пишемо B1, . . . , Bn ` A, якщо ж Γ = ∅, то замiсть ∅ ` A
пишемо ` A. Останнє, як не важко бачити, означає, що A є теорема теорiї T.

Вiдмiтимо деякi властивостi вивiдностi iз гiпотез:

1. Якщо Γ ⊂ ∆ i Γ ` A, то ∆ ` A.

2. Γ ` A тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченна пiдмножина ∆ ⊂ Γ така, що ∆ ` A.

3. Якщо ∆ ` A i Γ ` B для довiльного B ∈ ∆, то Γ ` A.

3. Розглянемо тепер формальну аксiоматичну теорiю L для числення висловлень.

1. Символами L є ∼, −→, (, )i лiтери p1, q1, r1, s1, p2, q2, r2, s2, . . . Символи ∼ i −→
називаються логiчними зв’язками, а лiтери pi, qi, ri, si — логiчними змiнними.

2. Формули L визначаються так:

(a) Всi логiчнi змiннi є формули.

(b) Якщо A i B — формули, то вирази (∼ A) i (A −→ B) — також формули.

3. Якi б не були формули A,B,C теорiї L наступнi формули є аксiоми L:11

A1: (A −→ (B −→ A));

A2: ((A −→ (B −→ C)) −→ ((A −→ B) −→ (A −→ C)));

A3: (((∼ B) −→ (∼ A)) −→ (((∼ B) −→ A) −→ B)).

4. Єдиним правилом виведення є правило modus ponens: B є безпосереднiй наслiдок
A i A −→ B, тобто

A, A −→ B

B
(modus ponens або скорочено MP).

Вiдмiтимо, що зовнiшнi дужки ми будемо опускати, якщо це не буде приводити до не-
порозумiнь. Наша мета: побудувати теорiю L таким чином, щоб клас всiх її теорем
спiвпадав з класом всiх тавтологiй.

Iншi логiчнi зв’язки введемо за допомогою таких означень:

D1: (A ∧B) означає ∼ (A −→ (∼ B));

D2: (A ∨B) означає (∼ A) −→ B;

11 Зауважимо, що вирази A1, A2 i A3 є, так званi, схеми аксiом, кожна з яких визначає нескiнченну
множину аксiом, тобто пiдставляючи в данi схеми конкретнi формули, ми будемо кожний раз отримувати
конкретнi аксiоми.
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D3: (A←→ B) означає (A −→ B) ∧ (B −→ A).

Лема 9. Для довiльної формули A теорiї L має мiсце ` A −→ A.

Доведення.

1. (A −→ ((A −→ A) −→ A)) −→ ((A −→ (A −→ A)) −→ (A −→ A)) (пiдстановка в
схему аксiом A2)

2. A −→ ((A −→ A) −→ A) (пiдстановка в схему A1)

3. (A −→ (A −→ A)) −→ (A −→ A) (з 1 i 2 по MP)

4. A −→ (A −→ A) (схема аксiом A1)

5. A −→ A (з 3 i 4 по MP) �

4. В математичних мiркуваннях часто деяке твердження B доводять в припущеннi
справедливостi iншого твердження A, пiсля чого роблять висновок, що справедливе
твердження "якщо A, то B". Для системи L цей засiб обгрунтовується наступною
теоремою.

Теорема 17 (Метатеорема дедукцiї). Якщо Γ — множина формул теорiї L, A i
B — формули L i Γ, A ` B, то Γ ` A −→ B.

Доведення. Нехай B1, . . . , Bn є доведення формули B з Γ ∪ {A}, де Bn = B. За
допомогою метода математичної iндукцiї доведемо, що Γ ` A −→ Bi для кожного
i = 1, . . . , n. Для формули B1 можливi такi випадки: а) B1 — аксiома, б) B1 ∈ Γ, в) B1

є формула A. За схемою A1 ми можемо записати ` B1 −→ (A −→ B1), тому у випадках
а) i б) за МР отримуємо Γ ` A −→ B1. У випадку ж в) за лемою 9 маємо ` A −→ B1,
тому Γ ` A −→ B1. Отже, при i = 1 теорема справедлива.

Припустимо, що теорема справедлива для довiльного k < i, тобто Γ ` A −→ Bk для
всiх k < i. Для формули Bi є чотири можливостi: а) Bi — аксiома; б) Bi ∈ Γ; в) Bi є
формула A; г) Bi виводиться за МР з Bj i Bm = Bj −→ Bi, де j < i i m < i. У випадках
а), б) i в) за допомогою таких же мiркувань, як i при i = 1, показуємо Γ ` A −→ Bi.У
випадку ж г) за схемою A2 записуємо, що

` (A −→ (Bj −→ Bi)) −→ ((A −→ Bj) −→ (A −→ Bi)).

Але згiдно iндуктивного припущення Γ ` A −→ Bj i Γ ` A −→ (Bj −→ Bi). Отже, по
МР отримуємо спочатку Γ ` (A −→ Bj) −→ (A −→ Bi), а далi знову по МР отримуємо
Γ ` A −→ Bi. Отже, згiдно методу математичної iндукцiї Γ ` A −→ Bi для всiх
i = 1, . . . , n, тому Γ ` A −→ Bn, що означає Γ ` A −→ B. �

Наслiдок 10. Якщо A ` B, то ` A −→ B.

Приклад 1. Користуючись теоремою дедукцiї довести, що

A −→ B,B −→ C ` A −→ C. (2.1.1)
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Доведемо спочатку, що
A −→ B,B −→ C,A ` C. (2.1.2)

Отже, маємо:

1. A (гiпотеза)

2. A −→ B (гiпотеза)

3. B (МР, 1, 2)

4. B −→ C (гiпотеза)

5. C (МР, 3, 4)

Таким чином, ми довели (2.1.2). Застосувавши тепер до (2.1.2) теорему дедукцiї,
отримаємо (2.1.1), що i треба було довести. �

Приклад 2. Користуючись теоремою дедукцiї довести, що

A −→ (B −→ C), B ` A −→ C. (2.1.3)

Доведемо спочатку, що
A −→ (B −→ C), B,A ` C. (2.1.4)

Отже, маємо:

1. A (гiпотеза)

2. A −→ (B −→ C) (гiпотеза)

3. B −→ C (МР, 1, 2)

4. B (гiпотеза)

5. C (МР, 3, 4)

Таким чином, ми довели (2.1.4). Застосувавши тепер до (2.1.4) теорему дедукцiї,
отримаємо (2.1.3), що i треба було довести. �
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2.2 Повнота, несуперечнiсть i незалежнiсть аксiом числення вис-
ловлень
Деякi теореми числення висловлень. Теорема про повноту. Несупере-
чнiсть числення висловлень. Незалежнiсть аксiом числення висловлень.
Iншi аксiоматики числення висловлень.

1. Доведемо деякi формальнi теореми числення висловлень, якi нам будуть потрiбнi
далi.

Лема 10. Для довiльних формул A i B наступнi формули є теоремами теорiї L:

(a) ∼∼ B −→ B; (e) (A −→ B) −→ (∼ B −→∼ A);

(b) B −→∼∼ B; (f) A −→ (∼ B −→∼ (A −→ B));

(c) ∼ A −→ (A −→ B); (g) (A −→ B) −→ ((∼ A −→ B) −→ B).

(d) (∼ B −→∼ A) −→ (A −→ B);

Доведення.

(a) `∼∼ B −→ B.

1. (∼ B −→∼∼ B) −→ ((∼ B −→∼ B) −→ B) ( схема аксiом A3 )

2. ∼ B −→∼ B ( лема 9 )

3. (∼ B −→∼∼ B) −→ B ( 1, 2, (2.1.3) )

4. ∼∼ B −→ (∼ B −→∼∼ B) ( схема аксiом A1 )

5. ∼∼ B −→ B ( 3, 4, (2.1.1) )

(b) ` B −→∼∼ B.

1. (∼∼∼ B −→∼ B) −→ ((∼∼∼ B −→ B) −→∼∼ B) ( схема аксiом A3 )

2. ∼∼∼ B −→∼ B ( пункт (а), доведений вище )

3. (∼∼∼ B −→ B) −→∼∼ B ( 1, 2 MP )

4. B −→ (∼∼∼ B −→ B) ( схема аксiом A1 )

5. B −→∼∼ B ( 3, 4, (2.1.1) )

(c) `∼ A −→ (A −→ B).

1. ∼ A ( гiпотеза )

2. A ( гiпотеза )

3. A −→ (∼ B −→ A) ( схема аксiом A1 )

4. ∼ A −→ (∼ B −→∼ A) ( схема аксiом A1 )

5. ∼ B −→ A ( 2, 3, MP )

6. ∼ B −→∼ A ( 1, 4, MP )

7. (∼ B −→∼ A) −→ ((∼ B −→ A) −→ A) ( схема аксiом A3 )

8. (∼ B −→ A) −→ B ( 6, 7, MP )

9. B ( 5, 8, MP )
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Отже, згiдно 1 – 9, ∼ A,A ` B. Тому, за теоремою дедукцiї, ∼ A ` A −→ B i, за
цiєю теоремою, `∼ A −→ (A −→ B).

(d) ` (∼ B −→∼ A) −→ (A −→ B).

1. ∼ B −→∼ A ( гiпотеза )

2. A ( гiпотеза )

3. (∼ B −→∼ A) −→ ((∼ B −→ A) −→ B) ( схема аксiом A3 )

4. A −→ (∼ B −→ A) ( схема аксiом A1 )

5. (∼ B −→ A) −→ B ( 1, 3, MP )

6. A −→ B ( 4, 5, (2.1.1) )

7. B ( 2, 6, MP )

В силу 1 – 7, ∼ B −→∼ A,A ` B, пiсля чого, двiчi застосовуючи теорему дедукцiї,
отримаємо потрiбний результат.

(e) ` (A −→ B) −→ (∼ B −→∼ A).

1. A −→ B ( гiпотеза )

2. ∼∼ A −→ A ( пункт (а) )

3. ∼∼ A −→ B ( 1, 2, (2.1.1S) )

4. B −→∼∼ B ( пункт (b) )

5. ∼∼ A −→∼∼ B ( 3, 4, (2.1.1) )

6. (∼∼ A −→∼∼ B) −→ (∼ B −→∼ A) ( пункт (d) )

7. (∼ B −→∼ A)) ( 5, 6, MP )

В силу 1 – 7, A −→ B `∼ B −→∼ A, звiдки (е) отримується за теоремою дедукцiї.

(f) ` A −→ (∼ B −→∼ (A −→ B)).

Очевидно, A,A −→ B ` B. Застосувавши двiчi теорему дедукцiї, отримуємо
` A −→ ((A −→ B) −→ B). Згiдно пункту (е) маємо

` ((A −→ B) −→ B) −→ (∼ B −→∼ (A −→ B)).

Нарештi, застосувавши (2.1.1), отримуємо

` A −→ (∼ B −→∼ (A −→ B)).

(g) ` (A −→ B) −→ ((∼ A −→ B) −→ B).

1. A −→ B ( гiпотеза )

2. ∼ A −→ B ( гiпотеза )

3. (A −→ B) −→ (∼ B −→∼ A) ( пункт (е) )
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4. ∼ B −→∼ A ( 1, 3, MP )

5. (∼ A −→ B) −→ (∼ B −→∼∼ A) ( пункт (е) )

6. ∼ B −→∼∼ A ( 2, 5, MP )

7. (∼ B −→∼∼ A) −→ ((∼ B −→∼ A) −→ B) ( схема аксiом A3 )

8. (∼ B −→∼ A) −→ B ( 6, 7, MP )

9. B ( 4, 8, MP )

Отже, A −→ B,∼ A −→ B ` B. Застосовуючи далi два рази теорему дедукцiї
отримуємо (g).

Твердження 1. Кожна теорема числення висловлень є тавтологiя.

Справдi, легко бачити, що кожна з аксiом числення висловлень є тавтологiя. Вiдомо,
що МР, застосований до тавтологiй, знову приводить до тавтологiї, звiдки випливає
справедливiсть твердження.

Лема 11. Нехай A є формула числення висловлень, а p1, . . . , pk — логiчнi змiннi, якi
входять в A. Нехай заданий деякий розподiл iстинностних значень для p1, . . . , pk.
Нехай далi p′i означає pi, якщо |pi| = 1, i p′i означає ∼ pi, якщо |pi| = 0. Аналогiчно,
A′ є A при |A| = 1 i A′ є ∼ A при |A| = 0. Тодi справедливе

p′1, . . . , p
′
k ` A′. (2.2.1)

Доведення. Доведення проводиться iндукцiєю по числу n входжень в A логiчних
зв’язок. Якщо n = 0, то A являє собою деяку логiчну змiнну, скажiмо, p1. В цьому
випадку твердження леми зводиться до p1 ` p1, або до ∼ p1 `∼ p1, що є справедливим
в силу леми 9. Отже, при n = 0 твердження (2.2.1) має мiсце. Припустимо, що (2.2.1)
справедливе для кожного i < n.

Випадок 1. Формула A має вигляд заперечення ∼ B, де число входжень логiчних
зв’язок в формулу B меньше n.

а) Нехай при даному розподiлi iстинностних значень |B| = 1, тодi |A| = 0, тому
B′ = B i A′ =∼ A. Згiдно припущення p′1, . . . , p

′
k ` B, але за лемою 10 (b) ` B −→∼∼ B,

тому по МР отримуємо p′1, . . . , p
′
k `∼∼ B, але ∼∼ B =∼ A = A′, звiдки p′1, . . . , p

′
k ` A′.

б) Нехай тепер |B| = 0, тодi |A| = 1, звiдки B′ =∼ B i A′ = A. За припущенням
p′1, . . . , p

′
k ` B′, тобто p′1, . . . , p′k `∼ B, але ∼ B = A = A′, тому p′1, . . . , p

′
k ` A′.

Випадок 2. Нехай A має вид B −→ C, тодi число входжень логiчних зв’язок в B i
C меньше, нiж в A, тому за припущенням p′1, . . . , p

′
k ` B′ i p′1, . . . , p′k ` C ′.

а) Якщо |B| = 0, то |A| = 1, отже, B′ =∼ B, A′ = A. Отже, p′1, . . . , p
′
k `∼ B,

але за лемою 10 (c) `∼ B −→ (B −→ C), тому по МР p′1, . . . , p
′
k ` B −→ C, тобто

p′1, . . . , p
′
k ` A′.

б) Якщо |C| = 1, то |A| = 1, звiдки C ′ = C i A′ = A. Маємо, p′1, . . . , p
′
k ` C, а за

схемою A1 ` C −→ (B −→ C), тому по МР p′1, . . . , p
′
k ` B −→ C, тобто p′1, . . . , p

′
k ` A′.

в) Якщо ж |B| = 1, |C| = 0, то |A| = 0, тому B′ = B, C ′ =∼ C, A′ =∼ A =∼
(B −→ C). За припущенням p′1, . . . , p

′
k ` B i p′1, . . . , p

′
k `∼ C. За лемою 10 (f) маємо

` B −→ (∼ C −→∼ (B −→ C)), звiдки по МР p′1, . . . , p
′
k `∼ C −→∼ (B −→ C) i далi

по МР p′1, . . . , p
′
k `∼ (B −→ C), тобто p′1, . . . , p

′
k ` A′.

Таким чином, (2.2.1) справедливе для n, тому за методом математичної iндукцiї
(2.2.1) виконується для довiльного натурального n. �
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Теорема 18 (теорема про повноту). Якщо формула A числення висловлень є тав-
тологiєю, то вона є теоремою числення висловлень.

Доведення. Нехай формула A є тавтологiя, p′1, . . . , p
′
k — логiчнi змiннi, що входять

в A. При довiльному розподiлi iстинностних значень змiнних p′1, . . . , p
′
k за лемою 2.2.1

маємо p′1, . . . , p
′
k ` A, оскiльки A′ = A. Отже, коли |pk| = 1 маємо p′1, . . . , p

′
k−1, pk ` A,

а коли |pk| = 0, то p′1, . . . , p
′
k−1,∼ pk ` A. Звiдси за теоремою дедукцiї отримуємо

p′1, . . . , p
′
k−1 ` pk −→ A i p′1, . . . , p

′
k−1 `∼ pk −→ A. За лемою 10 (g) маємо За лемою 10 (f)

маємо
` (pk −→ A) −→ ((∼ pk −→ A) −→ A),

тому по МР виводимо p′1, . . . , p
′
k−1 ` (∼ pk −→ A) −→ A, звiдки знову за МР отримуємо

p′1, . . . , p
′
k−1 ` A. Продовжуючи аналогiчнi мiркування далi, ми отримаємо в результатi

` A, що i треба було довести. �

Наслiдок 11. Якщо вираз B мiстить знаки ∼,−→,∧,∨,←→ i є скороченням для
деякої формули A числення висловлень, то B є тавтологiєю тодi i тiльки тодi,
коли A є теорема числення висловлень.

2. Має мiсце наступна теорема про несуперечнiсть числення висловлень.

Теорема 19. Числення висловлень несуперечлива формальна теорiя, тобто не
iснує такої формули A, щоб A i ∼ A одночасно були теоремами числення висловлень.

Справдi, згiдно твердженню 1 кожна теорема числення висловлень є тавтологiя.
Заперечення тавтологiї не є тавтологiєю. Отже, нi для жодної формули A неможливо,
щоб A i ∼ A були теоремами числення висловлень.

3. Розглянемо тепер питання про незалежнiсть аксiом числення висловлень.

Означення 5. Пiдмножина X множини всiх аксiом називається незалежною,
якщо деяка формула з X не може бути виведена за допомогою правил виведен-
ня з аксiом, що не входять в X.

Теорема 20. Кожна iз схем аксiом A1−A3 визначає незалежну множину аксiом.

Доведення. а) Незалежнiсть A1. На множинi з трьох елементiв {0, 1, 2} задамо
операцiї ∼,−→ за допомогою таких таблиць:

A ∼ A

0 1
1 1
2 0

A B A −→ B

0 0 0
1 0 2
2 0 0

0 1 2
1 1 2
2 1 0

0 2 2
1 2 0
2 2 0

Формула A, яка приймає значення 0 для до-
вiльних значень змiнних називається видiле-
ною. Modus ponens зберiгає властивiсть "бути
видiленою формулою", тобто якщо A, A −→ B
є видiленi формули, то i B є видiлена фор-
мула. Неважко перевiрити, що кожна аксiо-
ма, яка отримується за схемою A2 i A3, та-
кож буде видiленою. Отже, видiленою буде i
кожна формула, яка виводиться iз схем A2 i
A3 за допомогою modus ponens. Однак формула
p1 −→ (p2 −→ p1), яка являє собою частинний

випадок A1 не є видiленою, оскiльки вона приймає значення 2 при |p1| = 1 i |p2| = 2.
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б) Незалежнiсть A2. На множинi з трьох елементiв {0, 1, 2} задамо операцiї ∼,−→
за допомогою таких таблиць:

A ∼ A

0 1
1 0
2 1

A B A −→ B

0 0 0
1 0 0
2 0 0

0 1 2
1 1 2
2 1 0

0 2 1
1 2 0
2 2 0

Формула A, яка приймає значення 0 для довiль-
них значень змiнних називається гротескною.
Modus ponens зберiгає властивiсть "бути гро-
тескною формулою", тобто якщо A, A −→ B
є гротескнi формули, то i B є гротескна фор-
мула. Неважко перевiрити, що кожна аксiома,
яка отримується за схемою A1 i A3, також бу-
де гротескною. Отже, гротескною буде i кожна
формула, яка виводиться iз схем A1 i A3 за
допомогою modus ponens. Однак частинний ви-
падок схеми A2

(p1 −→ (p2 −→ p3)) −→ ((p1 −→ p2) −→ (p1 −→ p3))

не є гротескною, оскiльки при |p1| = 0, |p2| = 0 i |p3| = 1 формула приймає значення 2.
в) Незалежнiсть A3. Для довiльної формули A через h(A) позначимо формулу,

яка отримується з A витиранням всiх входжень знака заперечення. Для кожного
часткового випадка A схем A1 i A2 формула h(A) є тавтологiя. Modus ponens зберiгає
властивiсть "мати в якостi h(A) тавтологiю", тобто якщо h(A) i h(A −→ B) є тавтологiї,
то h(B) — тавтологiя, оскiльки h(A −→ B) спiвпадає з формулою h(A) −→ h(B).
Отже, кожна формула A, яка виводиться з схем A1 i A2 за допомогою modus ponens в
якостi h(A) має тавтологiю. Але формула h((∼ p1 −→∼ p1) −→ ((∼ p1 −→ p1) −→ p1))
спiвпадає з формулою (p1 −→ p1) −→ ((p1 −→ p1) −→ p1), а вона не є тавтологiєю.
Таким чином, аксiома (∼ p1 −→∼ p1) −→ ((∼ p1 −→ p1) −→ p1), яка є частковим
випадком A3, не виводиться з A1 i A2 за допомогою modus ponens. �

4. Для числення висловлень можуть бути побудованi аксiоматизацiї з однiєю лише
схемою аксiом. Так наприклад, якщо за логiчнi зв’язки взяти ∼ i −→, то при єдиному
правилi виведення modus ponens достатньою виявляється схема аксiом:

(((A −→ B) −→ (∼ C −→∼ D)) −→ E) −→ ((E −→ A) −→ (D −→ A))

(Мередiг [1953]).
Iншим прикладом такого ж типу може слугувати система Нiкода [1917], в якiй ви-

користовується лише одна логiчна зв’язка "штрих Шеффера", одне правило виведення,
згiдно якого формула C випливає з формул A i A | (B |C), i є одна схема аксiом

(A | (B |C)) | ((D | (D |D)) | ((E |B) | ((A |E) | (A |E)))).

41



3 Логiка предикатiв

3.1 Предикати i квантори

Предикат, область iстинностi предиката. Логiчнi функцiї. Операцiї
над предикатами. Квантори, вiльнi i зв’язанi змiннi. Формули логiки
предикатiв. Iстинностнi значення формул логiки предикатiв. Рiвно-
сильнiсть формул логiки предикатiв. Випереджена нормальна форма.

1. Нехай M1,M2, . . . ,Mn є деякi множини, x1, x2, . . . , xn — деякi змiннi, якi на-
бувають значень вiдповiдно з даних множин, тодi кожне стверджувальне речення,
яке мiстить данi змiннi i стає висловленням при кожнiй замiнi їх елементами з
вiдповiдних множин, називається n-мiсним предикатом. Наприклад, над множиною
натуральних чисел речення "x — просте число"є одномiсний предикат, а "x кохає y"є
двомiсний предикат на множинi людей. Предикати ми будемо позначати таким чином:
P (x1, x2, . . . , xn), R(x) або Q(x, y). Змiннi x1, x2, . . . , xn будемо називати предметними
змiнними.

Нехай далi P (x1, . . . , xn) є n-мiсний предикат, визначений на множинах M1, . . . ,Mn,
тодi логiчною функцiєю, що вiдповiдає даному предикату, називається функцiя

λP : M1 × · · · ×Mn → {0, 1},

де для довiльних a1 ∈M1, . . . , an ∈Mn за означенням маємо

λP (a1, . . . , an) = |P (a1, . . . , an)|.

Часто поняття логiчної функцiї ототожнюється з поняттям предиката. Це пояснюється
тим, що в математичнiй логiцi нас не цiкавить змiстовна суть предиката, нам важливо
знати яке iстинностне значення ставиться у вiдповiднiсть за допомогою даного преди-
ката тiй чи iншiй послiдовностi елементiв.

Для n-мiсного предиката P (x1, . . . , xn), де xi ∈ Mi, i = 1, . . . , n, через DP будемо
позначати його область iстинностi, яка визначається таким чином:

DP = {(a1, . . . , an) | |P (a1, . . . , an)| = 1} ⊂M1 × · · · ×Mn.

Наприклад, якщо P (x, y) означає предикат x2 + y2 6 1 на множинi дiйсних чисел R,
то DP = {(x, y) ∈ R × R |x2 + y2 6 1}, тобто DP є круг радiуса 1 з центром в початку
координат.

Оскiльки предикати для конкретних значень предметних змiнних приймають одне iз
значень "iстина"або "хиба", то їх можна зв’язувати логiчними операцiями. Наприклад,
якщо A є висловлення, P (x), Q(y, z) — предикати, то A∨P (x) — одномiсний предикат,
P (x) −→∼ Q(y, z) є трьохмiсний предикат тощо. В зв’язку з цим виникає задача зна-
ходження областi iстинностi предикатiв, отримуваних за допомогою логiчних операцiй,
якщо вiдомi областi iстинностi вихiдних предикатiв. Справедливе таке твердження:

Твердження 2. Якщо P (x) i Q(x) є предикати над множиною M , то

D∼P = M \DP ,
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DP∧Q = DP ∩DQ,

DP∨Q = DP ∪DQ,

DP−→Q = (M \DP ) ∪DQ,

DP←→Q = (DP ∩DQ) ∪ ((M \DP ) ∩ (M \DQ)).

Доведення. Справдi, a ∈ D∼P означає | ∼ P (a)| = 1, тобто |P (a)| = 0, що означає
a 6∈ D∼P . Отже, ми довели першу рiвнiсть. Нехай тепер a ∈ DP∧Q, тобто |(P∧Q)(a)| = 1.
Останнє означає, що |P (a) ∧ Q(a)| = 1, тому |P (a)| = 1 i |Q(a)| = 1, тобто a ∈ DP i
a ∈ DQ, тому a ∈ DP ∩DQ. Друга рiвнiсть доведена. Третя доводиться аналогiчно. Далi
маємо DP−→Q = D∼P∨Q = D∼P ∪ DQ = (M \ DP ) ∪ DQ. Остання рiвнiсть доводиться
аналогiчно. �

Розглянутi областi iстинностi добре iлюструються нижче дiаграмами Ейлера:

D∼P DP∧Q

DP∨Q DP−→Q

DP←→Q

2. Нехай P (x) є деякий предикат над множиною M , тодi пiд виразом

(∀x)P (x) (3.1.1)
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ми будемо розумiти висловлення, яке iстинне, коли P (x) iстинне для кожного елемента
з M , i хибне в протилежному випадку. Це висловлення вже не залежить вiд x. Вiдпо-
вiдний йому словесний вираз буде такий: "Для всiх x справедливе P (x)". Символ (∀x)
називається квантором загальностi. З даного означення випливає, що у випадку необ-
хiдностi вираз (3.1.1) можна розглядати як скорочений запис кон’юнкцiї

∧
a∈M

P (a). Якщо

M = {a1, a2, . . . , an}, то, очевидно, така кон’юнкцiя має вигляд P (a1)∧P (a2)∧. . .∧P (an).
Далi, пiд виразом

(∃x)P (x) (3.1.2)

ми будемо розумiти висловлення, яке iстинне, коли iснує елемент x зM такий, що P (x)
iстинне. Вираз (3.1.2) словесно читається так: "Iснує x такий, що P (x) справедливе".
Знак (∃x) називається квантором iснування. Вiдмiтимо, що (3.1.2) можна розглядати,
як скорочення запису

∨
a∈M

P (a) або ж P (a1)∨P (a2)∨ . . .∨P (an) при умовi, що множина

M скiнченна, тобто M = {a1, a2, . . . , an}.
За допомогою логiчних операцiй i кванторiв з висловлень та предикатiв можна

утворювати формули логiки предикатiв. Наприклад,

(∀x)(A −→ (∃y) ∼ B(x, y)) ∨ (C ←→ (∀z)(∃y)D(y, z))

є формула логiки предикатiв. Ми бачимо, що однi предметнi змiннi знаходяться
в областi дiї квантора, а iншi нi. Першi називаються зв’язаними предметними
змiнними, а iншi — вiльними. Наприклад, у формулi (∀x)(P (x) −→ (∃y)Q(y, z)) змiннi
x, y — зв’язанi, а z — вiльна.

3. Нехай D є деяка множина, яка далi буде називатися полем, A — формула логiки
предикатiв. Вiдомо, що A може мати змiннi трьох видiв, а саме, логiчнi, предметнi i
предикатнi. Логiчнi змiннi, як вiдомо, приймають значення "iстина", "хиба", предметнi
приймають значення з поля D, а предикатнi приймають значення з множини всiх логi-
чних функцiй над полем D. Приписуванням для формули A над полем D називається
кожна вiдповiднiсть, яка приписує кожнiй n-мiснiй предикатнiй змiннiй n-мiсну логiчну
функцiю над D, кожнiй вiльнiй предметнiй змiннiй — деякий елемент поля D, кожнiй
логiчнiй змiннiй — значення "iстина"або "хиба". Вiдмiтимо, що логiчна функцiя преди-
ката i його область iстинностi (яка є вiдношенням) однозначно визначають одна-одну,
тому часто n-мiснiй предикатнiй змiннiй приписується просто n-арне вiдношення.

Як приклад розглянемо питання про приписування iстинностних значень для фор-
мули

(∀x)(P (x) −→ Q) ∨ (Q ∧ P (y))

над полем D = {a, b}. Згiдно означення приписування одномiснiй предикатнiй змiннiй
P (x) ставиться у вiдповiднiсть одна з чотирьох логiчних функцiй:

x λ1(x) λ2(x) λ3(x) λ4(x)

a 1 1 0 0
b 1 0 1 0

Логiчнiй змiннiй Q можна приписувати два значення 0 або 1, вiльнiй предметнiй змiннiй
y також два значення a або b. Таким чином, для даної формули можна задати всього 4×
2×2 = 16 рiзних приписувань значень змiнних. Розглянемо конкретнi два приписування
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f1:


Q 7→ 1,

y 7→ b,

P (x) 7→ λ2(x);

f2:


Q 7→ 0,

y 7→ a,

P (x) 7→ λ1(x),

i знайдемо iстинностнi значення даної формули для них. При f1 формула має значення
1, оскiльки

(∀x)(λ2(x) −→ 1)∨ (1∧ λ2(b)) = (λ2(a) −→ 1)(λ2(b) −→ 1)∨ (1∧ 0) = 1 · 1∨ 0 = 1∨ 0 = 1,

при f2 формула приймає значення 0, оскiльки

(∀x)(λ1(x) −→ 0) ∨ (0 ∧ λ1(a)) = (λ1(a) −→ 0)(λ1(b) −→ 0) ∨ (0 ∧ 1) =

= (1 −→ 0)(1 −→ 0) = 0 · 0 ∨ 0 = 0 ∨ 0 = 0.

4. Поняття рiвносильностi формул вводиться також i в логiцi предикатiв. А саме,
двi формули A i B логiки предикатiв називаються рiвносильними (це позначається
через A ≡ B), якщо вони приймають однаковi iстинностнi значення при кожному
приписуванi значень змiнним над довiльним полем.

Теорема 21. В логiцi предикатiв виконуються такi рiвносильностi:

1. ∼ (∀x)A(x) ≡ (∃x) ∼ A(x);

2. ∼ (∃x)A(x) ≡ (∀x) ∼ A(x);

3. (∀x)(A(x) ∧B) ≡ (∀x)A(x) ∧B;

4. (∃x)(A(x) ∧B) ≡ (∃x)A(x) ∧B;

5. (∀x)(A(x) ∨B) ≡ (∀x)A(x) ∨B;

6. (∃x)(A(x) ∨B) ≡ (∃x)A(x) ∨B;

7. (∀x)(A(x) −→ B) ≡ (∃x)A(x) −→ B;

8. (∃x)(A(x) −→ B) ≡ (∀x)A(x) −→ B;

9. (∀x)(B −→ A(x)) ≡ B −→ (∀x)A(x);

10. (∃x)(B −→ A(x)) ≡ B −→ (∃x)A(x),

де предметна змiнна x не входить вiльно в формулу B.

Доведення. Доведемо, наприклад, властивiсть 9. Нехай |(∀x)(B −→ A(x))| = 0,
тобто знайдеться x0 таке, що |B −→ A(x0)| = 0. Звiдси маємо |B| = 1 i |A(x0)| = 0.
Отже, |(∀x)A(x)| = 0, тому |B −→ (∀x)A(x)| = 0. Обернене доводиться аналогiчно. Та-
ким чином, формули (∀x)(B −→ A(x)) i B −→ (∀x)A(x) одночасно приймають однаковi
значення, тобто вони рiвносильнi. �

Означення 6 Формула (Q1x1) . . . (Qnxn)A, де (Qixi) є квантор загальностi або
iснування, xi 6= xj при i 6= j i A не мiстить кванторiв, називається випередженою
нормальною формою.
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Очевидно, як випливає з теореми 21, кожна формула логiки предикатiв може бути
зведена до випередженої нормальної форми. Покажемо цю процедуру на конкретному
прикладi.

Приклад. Знайти випереджену нормальну форму для формули:

(∀x)A(x) −→ (∀x)(B(x, y) −→∼ (∀z)C(y, z)).

Маємо

≡ (∀x)A(x) −→ (∀x)(B(x, y) −→∼ (∀z)C(y, z)) ≡

≡ (∃x)(A(x) −→ (∀x)(B(x, y) −→∼ (∀z)C(y, z))) ≡

≡ (∃x)(A(x) −→ (∀u)(B(u, y) −→∼ (∀z)C(y, z))) ≡

≡ (∃x)(∀u)(A(x) −→ (B(u, y) −→∼ (∀z)C(y, z))) ≡

≡ (∃x)(∀u)(A(x) −→ (B(u, y) −→ (∃z) ∼ C(y, z))) ≡

≡ (∃x)(∀u)(∃z)(A(x) −→ (B(u, y) −→∼ C(y, z))).
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3.2 Загальнозначущiсть i виконуванiсть формул в логiцi предика-
тiв
Загальнозначущiсть i виконуванiсть формул логiки предикатiв. При-
клад формули, яка виконувана в нескiнченному полi, але не виконувана
у скiнченному полi. Формулювання проблеми вирiшення в логiцi преди-
катiв. Розв’язання проблеми вирiшення для формул у випередженiй
нормальнiй формi, якi мiстять квантори загальностi, що передують
кванторам iснування. Проблема вирiшення для формул з одномiсними
предикатами. Застосування мови логiки предикатiв для запису мате-
матичних тверджень, логiчний наслiдок в логiцi предикатiв.

1. Формула логiки предикатiв називається загальнозначущою в даному полi, якщо
вона приймає значення "iстина"при кожному приписуваннi значень предикатним i вiль-
ним предметним змiнним над цим полем. Якщо формула A загальнозначуща над до-
вiльним полем, то вона називається просто загальнозначущою. Цей факт позначається
символом |= A. Доведемо, наприклад, наступна формула загальнозначуща:

|= (∀x)P (x) ∨ (∀x)Q(x) −→ (∀x)(P (x) ∨Q(x)). (3.2.1)

Справдi, припустимо, що формула (3.2.2) не є загальнозначущою. Це означає, що знай-

деться поле i таке приписування f :

{
P (x) 7→ P ∗(x),
Q(x) 7→ Q∗(x)

над цим полем,12 що формула

(3.2.2) приймає значення "хиба". Тодi, очевидно,

|(∀x)P ∗(x) ∨ (∀x)Q∗(x)| = 1 i |(∀x)(P ∗(x) ∨Q∗(x))| = 0.

З останньої рiвностi випливає, що в даному полi знайдеться такий елемент a, що
|P ∗(a) ∨ Q∗(a)| = 0, звiдки |P ∗(a)| = 0 i |Q∗(a)| = 0. Таким чином, |(∀x)P ∗(x)| = 0
i |(∀x)Q∗(x)| = 0, тому |(∀x)P ∗(x) ∨ (∀x)Q∗(x)| = 0. Ми отримали протирiччя. Отже,
формула (3.2.2) загальнозначуща.

Далi, формула логiки предикатiв називається виконуваною в даному полi, якщо
над цим полем знайдеться таке приписування значень предикатним змiнним i вiльним
предметним змiнним, при якому формула приймає значення "iстина". Формула назива-
ється виконуваною, якщо вона виконувана в деякому полi. Очевидно, що формула A
загальнозначуща тодi i тiльки тодi, коли формула ∼ A не є виконуваною, i формула A
виконувана тодi i тiльки тодi, коли ∼ A не є загальнозначущою.

Вiдмiтимо без доведення такi двi теореми:

Теорема 22. Якщо формула логiки предикатiв загальнозначуща в деякому полi,
то вона загальнозначуща в кожному полi тiєї ж або меншої потужностi.

Теорема 23. Якщо формула логiки предикатiв виконувана в деякому полi, то
вона виконувана в iншому полi тiєї ж або бiльшої потужностi.

12 Вiдмiтимо, що нами позначено через P ∗(x), Q∗(x) логiчнi функцiї над даним полем, якi приписую-
ться предикатним змiнним P (x), Q(x).
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Нехай A — формула, x — предметна змiнна, що входить в A (в A, крiм x, можуть
бути й iншi предметнi змiннi). Щоб показати залежнiсть A вiд x, будемо писати A(x).
Будемо говорити, що формула A(x) вiльна для y, якщо в A вiдсутнi вiльнi входження x,
що входять в область дiї кванторiв (∀y) або (∃y). Наприклад, формула P (x, y)∧(∀y)Q(y)
вiльна для y, а формула (x = 1) ∧ (∃y)(y 6= x) вже не є вiльною для y.

Теорема 24. Нехай A(x) — формула, вiльна для y. Тодi мають мiсце:

1. |= (∀x)A(x) −→ A(y);

2. |= A(y) −→ (∃x)A(x).

Доведення. Справдi, припустимо, що перша формула не загальнозначуща. Це озна-
чає, що в деякому полi знайдеться приписування, при якому |(∀x)A(x) −→ A(a)| = 0,
де y 7→ a в даному приписуваннi. Отже, |(∀x)A(x)| = 1 i |A(a)| = 0. З першої умови
випливає, що |A(a)| = 1. Отримане протирiччя говорить про те, що припущення було
невiрним. Аналогiчно доводиться друге твердження. �

Теорема 25. Нехай x, y — рiзнi предметнi змiннi, P (x), Q(x), P (x, y) — формули,
Q — довiльна формула, яка не мiстить вiльних входжень x, тодi

1. |=∼ (∀x)P (x)←→ (∃x) ∼ P (x);

2. |=∼ (∃x)P (x)←→ (∀x) ∼ P (x);

3. |= (∀x)(P (x) ∧Q(x))←→ (∀x)P (x) ∧ (∀x)Q(x);

4. |= (∃x)(P (x) ∨Q(x))←→ (∃x)P (x) ∨ (∃x)Q(x);

5. |= (∀x)P (x) ∨ (∀x)Q(x) −→ (∀x)(P (x) ∨Q(x));

6. |= (∃x)(P (x) ∧Q(x)) −→ (∃x)P (x) ∧ (∃x)Q(x);

7. |= (∀x)(P (x) −→ Q(x)) −→ ((∀x)P (x) −→ (∀x)Q(x));

8. |= ((∃x)P (x) −→ (∃x)Q(x)) −→ (∃x)(P (x) −→ Q(x));

9. |= (∀x)(P (x)←→ Q(x)) −→ ((∀x)P (x)←→ (∀x)Q(x));

10. |= ((∃x)P (x)←→ (∃x)Q(x)) −→ (∃x)(P (x)←→ Q(x));

11. |= (∃x)(P (x) −→ Q(x))←→ ((∀x)P (x) −→ (∃x)Q(x));

12. |= ((∃x)P (x) −→ (∀x)Q(x)) −→ (∀x)(P (x) −→ Q(x));

13. |= (∀x)(P (x) ∧Q)←→ ((∀x)P (x) ∧Q);

14. |= (∀x)(P (x) ∨Q)←→ ((∀x)P (x) ∨Q);

15. |= (∃x)(P (x) ∧Q)←→ ((∃x)P (x) ∧Q);

16. |= (∃x)(P (x) ∨Q)←→ ((∃x)P (x) ∨Q);
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17. |= (∀x)(P (x) −→ Q)←→ ((∃x)P (x) −→ Q);

18. |= (∃x)(P (x) −→ Q)←→ ((∀x)P (x) −→ Q);

19. |= (∀x)(P −→ Q(x))←→ (P −→ (∀x)Q(x));

20. |= (∃x)(P −→ Q(x))←→ (P −→ (∃x)Q(x));

21. |= (∀x)(∀y)P (x, y)←→ (∀y)(∀x)P (x, y);

22. |= (∃x)(∃y)P (x, y)←→ (∃y)(∃x)P (x, y);

23. |= (∃x)(∀y)P (x, y) −→ (∀y)(∃x)P (x, y).

Доведення тверджень 1 – 23 проводиться за допомогою звичайних мiркувань.

2. Щоб показати, що теорема 22 для здiйсненностi не має мiсця, наведемо при-
клад формули, яка виконувана в нескiнченному полi, але не виконувана в жодному
скiнченному полi. Справдi, розглянемо формулу:

(∀x)(∀y)(∀z)(∃u)
(
∼ P (x, x) ∧ (P (x, y) ∧ P (y, z) −→ P (x, z)) ∧ P (x, u)

)
.

Припустимо, що ця формула виконується в деякому полi M . В такому випадку, iснує
двомiсна логiчна функцiя λ(x, y) над цим полем, для якої дана формула iстинна на M .
Неважко бачити, що λ(x, y) встановлює мiж елементами поля M вiдношення строгого
порядку, тому що справедливi умови:

1. ∼ λ(x, x) для довiльного x ∈M (антирефлексивнiсть);

2. λ(x, y) ∧ λ(y, z) −→ λ(x, z) для всiх x, y, z ∈M (транзитивнiсть).

Якщо λ(x, y), то будемо казати, що "x передує y". Вiзьмемо довiльний елемент поля x1,
тодi серед елементiв поля повинен знайтись елемент x2, вiдмiнний вiд x1, такий, що "x1

передує x2". Точно так саме повинен знайтись елемент x3 такий, що "x2 передує x3"i т.д.
Отримуємо послiдовнiсть елементiв: x1, x2, . . . , xn, . . .. В силу умов 1 i 2 кожний елемент
послiдовностi вiдмiнний вiд всiх елементiв з меншими iндексами. Але це значить, що
кожнi два елемента послiдовностi рiзнi, тому поле M нескiнченне. Отже, ми довели,
що коли дана формула виконується в деякому полi, то воно нескiнченне.

Покажемо тепер, що iснує поле, на якому дана формула виконується. Нехай N є
множина натуральних чисел, а P (x, y) означає, що x < y, де x, y ∈ N. Тодi дана формула
приймає вигляд:

(∀x)(∀y)(∀z)(∃u)
(
x ≮ x ∧ (x < y ∧ y < z −→ x < z) ∧ x < u

)
.

Легко бачити, що для натурального ряду цей вираз iстинний.

3. Проблема вирiшення в логiцi предикатiв формулюється так: вказати ефективний
спосiб, за допомогою якого для кожної формули логiки предикатiв можна було б визна-
чити чи вона загальнозначуща, чи нi. Як показав вiдомий американський логiк А. Черч,
в загальному випадку ця проблема має негативний розв’язок, тобто не iснує алгоритму,
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за допомогою якого для довiльної формули можна сказати, що вона загальнозначуща
або не загальнозначуща. Однак, для деяких спецiальних класiв формул ця задача має
позитивний розв’язок. Далi ми розглянемо лише два з подiбних класiв.

а) Розв’язання проблеми вирiшення для формул у випередженiй нормальнiй
формi, якi мiстять квантори загальностi, що передують кванторам iснування.

Розглянемо формулу логiки предикатiв

(∀x1) . . . (∀xm)(∃y1) . . . (∃yn)A(x1, . . . xm, y1, . . . , yn), (3.2.2)

де A(x1, . . . xm, y1, . . . , yn) є безкванторна формула.

Теорема 26. Формула (3.2.2) є загальнозначущою тодi i тiльки тодi, коли вона
загальнозначуща в полi з m елементiв.

Доведення. Нехай формула (3.2.2) є загальнозначущою, тому вона загальнозначу-
ща в довiльному полi, в тому числi, в полi з m елементiв.

Навпаки, нехай (3.2.2) загальнозначуща в m-елементному полi. Виберемо довiльне
поле M потужностi бiльше, нiж m. Розглянемо формулу

(∃y1) . . . (∃yn)A(x1, . . . xm, y1, . . . , yn), (3.2.3)

де x1, . . . , xm вже є вiльними предметними змiнними. Очевидно, формули (3.2.2) i
(3.2.3) в полi M одночасно загальнозначущi або нi. Розглянемо тепер довiльне припи-
сування змiнним формули (3.2.3) над полем M , i нехай при цьому xi 7→ ai, i = 1, . . . ,m,
ai ∈M . В результатi приписування формула (3.2.3) буде мати вид:

(∃y1) . . . (∃yn)A(a1, . . . am, y1, . . . , yn). (3.2.4)

Позначимо через M0 множину елементiв {a1, . . . , am}. За умовою теореми формула
(3.2.3) загальнозначуща вM0, тому i формула (3.2.4) загальнозначуща вM0. Очевидно,
що (3.2.4) в полi M рiвносильна формулi∨

(b1,...,bn)∈Mn

A(a1, . . . , am, b1, . . . , bn), (3.2.5)

яку ми можемо переписати у виглядi:∨
(b1,...,bn)∈Mn

0

A(a1, . . . , am, b1, . . . , bn) ∨
∨

(b1,...,bn)∈Mn\Mn
0

A(a1, . . . , am, b1, . . . , bn). (3.2.6)

Але оскiльки (3.2.4) загальнозначуща в M0, то, очевидно, формула∨
(b1,...,bn)∈Mn

0

A(a1, . . . , am, b1, . . . , bn)

має значення "iстина", тому вся формула (3.2.6) iстинна. Ми показали, що формула
(3.2.2) приймає значення "iстина" при довiльному приписуваннi над полем M . Отже,
формула (3.2.2) загальнозначуща. �
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б) Проблема вирiшення для формул з одномiсними предикатами.

Теорема 27. Формула логiки предикатiв, яка мiстить n рiзних одномiсних пре-
дикатних змiнних, загальнозначуща тодi i тiльки тодi, коли вона загальнозначуща
в полi, що мiстить 2n елементiв.

Доведення. Необхiднiсть теореми очевидна, тому зупинимось лише на доведеннi
достатностi. Отже, розглянемо формулу логiки предикатiв у випередженiй нормальнiй
формi

(Qx1)(Qx2) . . . (Qxm)A(P1, . . . , Pn, x1, . . . , xm), (3.2.7)

де (Qxi) є або (∀xi), або (∃xi), i = 1, . . . ,m, а формула A(P1, . . . , Pn, x1, . . . , xm) кван-
торiв не мiстить, де P1, . . . , Pn—одномiснi предикатнi змiннi, а x1, . . . , xn—предметнi
змiннi, що входять в них. Оскiльки кожна предметна змiнна xi (i = 1, . . . , n) вхо-
дить хоч б в один з предикатiв P1, . . . , Pn, то очевидно, що m 6 n, тому ми замiсть
A(P1, . . . , Pn, x1, . . . , xm) iнколи будемо писати A(P1(xi1), . . . , Pn(xin)) де i1, . . . , in ∈
{1, . . . ,m}.

Припустимо, що формула (3.2.7) загальнозначуща в полi з 2n елементiв, i покажемо,
що вона загальнозначуща в довiльному полi з бiльшим, нiж 2n, числом елементiв. Нехай
D є довiльне поле таке, що |D| > 2n. Розглянемо над цим полем довiльне приписування
f формули (3.2.7). Припустимо, що при цьому f : xk 7→ ak, k = 1, . . . ,m, f : Pl 7→ λl,
l = 1, . . . , n. Визначимо на D вiдношення еквiвалентностi ε таким чином:

d1 ≡ d2(ε)
df←→ λ1(d1) = λ1(d2) ∧ λ2(d1) = λ2(d2) ∧ . . . ∧ λn(d1) = λn(d2).

Нехай ᾱ = (α1, . . . , αn) є деякий двiйковий набiр. Поставимо йому у вiдповiднiсть
пiдмножину Hᾱ, яка визначається умовою:

d ∈ Hᾱ
df←→ λ1(d) = α1 ∧ λ2(d) = α2 ∧ . . . ∧ λn(d) = αn,

де d ∈ D. Очевидно, що d ∈ H(λ1(d),...,λn(d)) для кожного d ∈ D. Далi, якщо ᾱ 6= β̄,
то Hᾱ ∩ Hβ̄ = ∅. Отже, сiм’я пiдмножин (Hᾱi

)i=1,...,2n утворює розбиття множини D.
Причому, якщо d1, d2 ∈ Hᾱ, то, очевидно, d1 ≡ d2(ε). Таким чином, D/ε = (Hᾱi

)i=1,...,2n.
Отже, поле D/ε має 2n елементiв. Через [ d ] позначимо ε-клас, який мiстить елемент
d. Розглянемо над полем D/ε приписування f 0, яке визначається таким чином:

f 0:

{
xk 7→ [ak], k = 1, . . . ,m;

Pl 7→ λ0
l, l = 1, . . . , n,

де λ0
l([ d ])

df
= λ l(d). Покажемо тепер, що формула A(P1, . . . , Pn, x1, . . . , xm) в припису-

ваннях f i f 0 приймають однаковi iстинностнi значення. Справдi,

A(λ0
1(xi1), . . . , λ

0
n(xin), [ a1], . . . , [ am]) ≡

≡ A(λ0
1(ai1), . . . , λ

0
n(ain)) = A(λ1(ai1), . . . , λn(ain)) ≡

≡ A(λ1(xi1), . . . , λn(xin), a1, . . . , am).
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Покажемо тепер, що формула

(Qxm)A(P1, . . . , Pn, x1, . . . , xm−1, xm), (3.2.8)

де (Qxm) є (∀xm) або (∃xm), при приписуваннях f i f 0 також приймає однаковi iстинно-
стнi значення. Припустимо конкретно, що (Qxm) є (∀xm), тодi формула (3.2.8) набуває
вигляду:

(∀xm)A(P1, . . . , Pn, x1, . . . , xm−1, xm). (3.2.9)

Не втрачаючи загальностi, припустимо далi, що Pn = Pn(xm). Виберемо потiм по одному
представнику з кожного ε-класу i позначимо їх вiдповiдно через d1, d2, . . . , d2n. Таким
чином, будемо мати D/ε = {[ d1], [ d2], . . . , [ d2n ]}. Далi маємо:

(∀xm ∈ D/ε)A(λ0
1(xi1), . . . , λ

0
n−1(xin−1), λ

0
n(xm), [ a1], . . . , [ am−1], xm) ≡

≡ (∀xm ∈ D/ε)A(λ0
1([ ai1 ]), . . . , λ

0
n−1([ ain−1 ]), λ

0
n(xm)) ≡

≡
2n∧

k=1

A(λ0
1([ ai1 ]), . . . , λ

0
n−1([ ain−1 ]), λ

0
n([dk])) ≡

≡
2n∧

k=1

∧
d∈[dk]

A(λ0
1([ ai1 ]), . . . , λ

0
n−1([ ain−1 ]), λ

0
n([d])) ≡

≡
2n∧

k=1

∧
d∈[dk]

A(λ1(ai1), . . . , λn−1(ain−1), λn(d)) ≡

≡
∧
d∈D

A(λ1(ai1), . . . , λn−1(ain−1), λn(d)) ≡

≡ (∀xm ∈ D)A(λ1(ai1), . . . , λn−1(ain−1), λn(xm)) ≡

≡ (∀xm ∈ D)A(λ1(xi1), . . . , λn−1(xin−1), λn(xm), a1, . . . , am−1, xm).

Отже, формула (3.2.9) при приписуваннях f i f 0 приймають однаковi iстинностнi зна-
чення.

Якщо ж (Qxm) є (∃xm), то аналогiчне твердження також справедливе, що перевi-
ряється подiбними мiркуваннями. Мiркуючи таким же чином i далi, ми в результатi
покажемо, що формула (3.2.7) при приписуваннях f i f 0 приймає однаковi iстинностнi
значення. Враховуючи тепер, зо (3.2.7) загальнозначуща за умовою теореми в полi
D/ε, оскiльки воно мiстить 2n елементiв, робимо висновок, що формула (3.2.7) при
приписуваннi f 0 приймає значення "iстина", тому вона також i при приписуваннi f
набуває значення "iстина". В силу довiльностi вибору приписування f над полем D,
робимо висновок, що формула (3.2.7) приймає значення "iстина"при довiльному припи-
суваннi над цим же полем, тобто вона буде загальнозначущою в полi D. Оскiльки поле
D вибиралось також довiльно, лише б |D| > 2n, томi (3.2.7) загальнозначуща у всякому
полi з числом елементiв бiльшим, нiж 2n, а тому формула (3.2.7) загальнозначуща, що
i треба було довести. �

Приклад. Довести, що формула

(∀x)P (x) ∨ (∀x)Q(x) −→ (∀x)(P (x) ∨Q(x)) (3.2.10)
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загальнозначуща.

Справдi, формула (3.2.10) буде загальнозначущою тодi i тiльки тодi, коли вона, згi-
дно теореми 27, буде загальнозначуща в полi з 22 = 4 (чотирьох) елементiв, оскiльки
вона мiстить двi предикатнi одномiснi змiннi. Розглянемо поле D = {a, b, c, d} i запи-
шемо формулу (3.2.10) над ним у виглядi:

P (a)P (b)P (c)P (d) ∨Q(a)Q(b)Q(c)Q(d) −→

−→ (P (a) ∨Q(a))(P (b) ∨Q(b))(P (c) ∨Q(c))(P (d) ∨Q(d)).

Припустимо, що P,Q є логiчнi функцiї при довiльному приписуваннi над D i записана
формула хибна. Тодi

|P (a)P (b)P (c)P (d) ∨Q(a)Q(b)Q(c)Q(d)| = 1,

|(P (a) ∨Q(a))(P (b) ∨Q(b))(P (c) ∨Q(c))(P (d) ∨Q(d))| = 0.

Нехай P (a) ∨Q(a) є "хиба", тодi |P (a)| = 0 i |Q(a)| = 0. Тому |P (a)P (b)P (c)P (d)| = 0 i
|Q(a)Q(b)Q(c)Q(d)| = 0, отже, |P (a)P (b)P (c)P (d)∨Q(a)Q(b)Q(c)Q(d)| = 0. Ми отрима-
ли протирiччя, яке говорить про те, що наше припущення було невiрним. Таким чином,
формула (3.2.10) загальнозначуща в полi D, тому згiдно теореми вона загальнозначуща.

4. Покажемо на прикладах як логiка предикатiв використовується для записування
математичних означень та тверджень.

Приклад 1. Нехай змiннi x, y, z приймають значення з множини R дiйсних чисел.
Записати символiчно: "Для кожного дiйсного числа x iснує таке y, що для кожного z,
якщо сума z i 1 менше y, то сума x i 2 менше 4".

(∀x)(∃y)(∀z)(z + 1 < y −→ x+ 2 < 4).

Приклад 2. Означення границi послiдовностi:

a = lim
n→∞

xn
df←→ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 −→ |xn − a| < ε).

Приклад 3. Означення границi функцiї в точцi:

A = lim
x→a

f(x)
df←→ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x)(|x− a| < δ −→ |f(x)− A| < ε).

В логiцi предикатiв поняття логiчного наслiдку вводиться таким же самими чином,
як це було зроблено в свiй час в логiцi висловлень, а саме, формула B логiки преди-
катiв вважається логiчним наслiдком формул логiки предикатiв A1, A2, . . . , An, якi
називаються посилками, тодi i тiльки тодi, коли формула A1 ∧A2 ∧ . . . ∧An −→ B
є загальнозначущою, тобто

A1, A2, . . . , An |= B тодi i тiльки тодi, коли |= A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An −→ B.

Приклад 4. Деякi хiмiки — велосипедисти. Жоден фiлософ не є хiмiком. Отже,
деякi велосипедисти не є фiлософами. Чи буде правильним таке мiркування з логiчної
точки зору?
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Розв’язування. Введемо такi позначення: X(x) — "x є хiмiк", B(x) — "x є вело-
сипедист", Φ(x) — "x є фiлософ". Тодi умова задачi в символiчнiй формi запишеться
так:

(∃x)(X(x) ∧B(x)), (∀x)(Φ(x) −→∼ X(x)) |= (∃x)(B(x)∧ ∼ Φ(x))

або таким чином
1. (∃x)(X(x) ∧B(x)),

2. (∀x)(Φ(x) −→∼ X(x))

∴ (∃x)(B(x)∧ ∼ Φ(x))

Розглянемо формулу логiки предикатiв

(∃x)(X(x) ∧B(x)) ∧ (∀x)(Φ(x) −→∼ X(x)) −→ (∃x)(B(x)∧ ∼ Φ(x)) (3.2.11)

i перевiримо чи буде вона загальнозначущою. Припустимо, що ця формула не є загаль-
нозначущою. Це означає, що iснує таке поле D, а на ньому знайдеться таке припи-
сування ϕ: X(x) 7→ X∗(x), B(x) 7→ B∗(x),Φ(x) 7→ Φ∗(x), при якому формула (3.2.11) є
хибною, тобто

|(∃x)(X∗(x)∧B∗(x))∧ (∀x)(Φ∗(x) −→∼ X∗(x)) −→ (∃x)(B∗(x)∧ ∼ Φ∗(x))| = 0. (3.2.12)

Умова (3.2.12) означає, що має мiсце наступна система умов:

|(∃x)(X∗(x) ∧B∗(x))| = 1, (3.2.13)

|(∀x)(Φ∗(x) −→∼ X∗(x))| = 1, (3.2.14)

|(∃x)(B∗(x)∧ ∼ Φ∗(x))| = 0. (3.2.15)

Рiвнiсть (3.2.13) означає, що iснує таке x0 ∈ D, при якому |X∗(x0) ∧ B∗(x0)| = 1,
тобто |X∗(x0)| = 1 i |B∗(x0))| = 1. Умова (3.2.14) означає, що для кожного x ∈ D
має мiсце |Φ∗(x) −→∼ X∗(x)| = 1, звiдки випливає, що |Φ∗(x0) −→∼ X∗(x0)| = 1.
Оскiльки | ∼ X∗(x0)| = 0, то очевидно |Φ∗(x0)| = 0, що випливає з означення iмплiкацiї.
Рiвнiсть (3.2.15) означає, що для всiх x ∈ D виконується |B∗(x)∧ ∼ Φ∗(x)| = 0, тому
|B∗(x0)∧ ∼ Φ∗(x0)| = 0. Оскiльки | ∼ Φ∗(x0)| = 1, очевидно, |B∗(x0))| = 0. Отримане
протирiччя говорить про те, що наше припущення є невiрним. Отже, формула (3.2.11)
є загальнозначущою, що означає правильнiсть мiркування з логiчної точки зору. �

54



4 Математичнi теорiї першого порядку

4.1 Означення теорiї першого порядку. Числення предикатiв

Мова першого порядку. Терми i формули. Логiчнi та спецiальнi аксiо-
ми. Правила виведення. Приклади математичних теорiй. Доведення в
теорiї першого порядку. Теорема дедукцiї.

1. Аксiоматичний метод, який, мабуть, був лишньою розкiшшю при вивченнi логiки
висловлень, є необхiдним при вивченнi логiки предикатiв, що пояснюється в першу
чергу вiдсутнiстю алгоритму, за допомогою якого можна було б розпiзнавати загально-
значущi формули. Таким чином, ми приходимо до розглядання теорiй першого порядку
(або, iнакше, елементарних теорiй). Вiдмiтимо, що в елементарних теорiях кванто-
ри можуть навiшуватись тiльки на предметнi змiннi, i, нi в якому разi, на предикатнi
змiннi, а також не дозволяються предикати, якi мають в якостi можливих значень своїх
аргументiв iншi предикати та функцiї.

Символами кожної теорiї K першого порядку служать: логiчнi зв’язки ∼, −→;
знаки пунктуацiї (, ), ,; непорожня, скiнченна бо зчисленна, множина предикатних
змiнних An

j (n > 0, j > 1); скiнченна (можливо, i порожня) або зчисленна множина
функцiональних змiнних fn

j (n, j > 1); i, нарештi, скiнченна (можливо, порожня) або
зчисленна множина предметних констант ai (i > 1); ∀ — квантор загальностi. Верх-
нiй iндекс предикатної або функцiональної змiнної вказує число аргументiв, а нижнiй
iндекс служить щоб розрiзняти лiтери з одним i тим же числом аргументiв.

Функцiональнi змiннi, що застосовуються до предметних змiнних i констант, поро-
джують терми. А саме,

(a) кожна предметна змiнна або предметна константа є терм;

(b) якщо fn
i — функцiональна змiнна, а t1, . . . , tn— терми, то fn

i (t1, . . . , tn) є терм;

(c) вираз є термом тiльки у тому випадку, коли вiн випливає з правил (a) i (b).

Предикатнi змiннi, застосованi до термiв, породжують елементарнi формули, або
точнiше: якщо An

i —предикатна змiнна, а t1, . . . , tn— терми, то An
i (t1, . . . , tn)— елемен-

тарна формула.
Формули визначаються таким чином:

(a) кожна елементарна формула є формула;

(b) якщо A i B—формули i y—предметна змiнна, то кожний з виразiв (∼ A),
(A −→ B) i ((∀y)A) є формула;

(c) вираз є формулою тiльки в тому разi, коли вiн випливає з правил (a) i (b).

Звiсно, у випадку кожної конкретної теорiї K в побудовi термiв i формул беруть
участь тiльки тi символи, якi належать теорiї K.

Терм t називається вiльним для предметної змiнної xi у формулi A, якщо жо-
дне вiльне входження xi в A не знаходиться в областi дiї жодного квантора ∀xj, де
xj—предметна змiнна, що входить в t. Наприклад, терм f 2

1 (x1, x3) вiльний для x1 в
(∀x2)A

2
1(x1, x2) −→ A1

1(x1), але не вiльний для x1 в (∃x3)(∀x2)A
2
1(x1, x2) −→ A1

1(x1).
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Аксiоми теорiї K розбиваються на два класи: логiчнi аксiоми i власнi (або нелогi-
чнi) аксiоми.

Логiчнi аксiоми: якi б не були формули A, B i C теорiї K, наступнi формули є
логiчними аксiомами теорiї K:

(1) A −→ (B −→ A);

(2) (A −→ (B −→ C)) −→ ((A −→ B) −→ (A −→ C));

(3) (∼ B −→∼ A) −→ ((∼ B −→ A) −→ B)

(4) (∀xi)A(xi) −→ A(t), де A(xi) є формула теорiї K i t— терм теорiї K, вiльний для
xi в A(xi).

(5) (∀xi)(A −→ B) −→ (A −→ (∀xi)B), якщо формула A не мiстить вiльних входжень
предметної змiнної xi.

Власнi аксiоми: вони не можуть бути сформульованi в загальному випадку, оскiль-
ки змiнюються вiд теорiї до теорiї. Теорiя першого порядку, яка не мiстить власних
аксiом, називається численням предикатiв першого порядку.

Правилами виведення в кожнiй теорiї першого порядку є:

(a) Modus ponens: з A i A −→ B випливає B. (Скорочене позначення МР)

(b) Правило узагальнення: з A випливає (∀xi)A. (Скорочене позначення Gen)

2. Приклад 1. Теорiя часткового порядку. Нехай K мiстить одну предикатну змiн-
ну A2

1 i не мiстить функцiональних змiнних та предметних констант. Замiсть A2
1(x1, x2)

i ∼ A2
1(x1, x2) будемо вiдповiдно писати x1 < x2 i x1 ≮ x2. Нехай, нарештi, K мiстить

двi власнi аксiоми:

(a) (∀x1)(x1 ≮ x1) (iррефлексивнiсть);

(b) (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x1 < x2 ∧ x2 < x3 −→ x1 < x3) (транзитивнiсть).

Вiдмiтимо, що ∧,∨ i ←→ визначаються через ∼,−→ точно так, як в численнi
висловлень, i (∃x)A означає ∼ (∀x) ∼ A.

Приклад 2. Теорiя груп. Нехай K має одну предикатну змiнну A2
1, одну функцi-

ональну змiнну f 2
1 i одну предметну константу a1. Замiсть A2

1(t, s), f
2
1 (t, s), a1 будемо

писати вiдповiдно t = s, ts, e. Власними аксiомами теорiї K є формули:

(a) (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x1(x2x3) = (x1x2)x3); (асоцiативнiсть)

(b) (∀x1)(ex1 = x1); (e — лiва одиниця)

(c) (∀x1)(∃x2)(x2x1 = e); (iснування лiвого оберненого елемента)

(d) (∀x1)(x1 = x1); (рефлексивнiсть рiвностi)

(e) (∀x1)(∀x2)(x1 = x2 −→ x2 = x1); (симетричнiсть рiвностi)
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(f) (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x1 = x2 −→ (x2 = x3 −→ x1 = x3));(транзитивнiсть рiвностi)

(g) (∀x1)(∀x2)(∀x3)(x2 = x3 −→ (x1x2 = x1x3 ∧ x2x1 = x3x1)). (пiдстановочнiсть рiвно-
стi)

3. Вiдмiтимо, перш за все, що поняття доведення, вивiдностi з гiпотез залишаються
такими ж для теорiй першого порядку, якими ми їх давали для довiльних формальних
теорiй.

Теорема дедукцiї, яка доведена в численнi висловлень, не може бути чисто меха-
нiчно без вiдповiдної модифiкацiї перенесена в теорiю першого порядку K. Напри-
клад, згiдно вивiдностi з гiпотез має мiсце в теорiї K твердження A `K (∀x1)A для
довiльної формули A цiєї теорiї. Однак не завжди `K A −→ (∀x1)A. Справдi, роз-
глянемо поле D = {a, b} i нехай A є A1

1(x1). Розглянемо над полем D приписуван-
ня f : A1

1 7→ λ, де λ(a) = 1 i λ(b) = 0, f : x1 7→ a. При такому приписуваннi маємо
|λ(a)| = 1, |(∀x1)λ(x1)| = 0, тому |λ(a) −→ (∀x1)λ(x1)| = 0. Ми показали, що формула
A1

1(x1) −→ (∀x1)λ(x1) не є загальнозначущою. Однак деяка послаблена форма теореми
дедукцiї у випадку теорiй першого порядку може бути доведена.

Нехай A — деяка формула, що належить множинi гiпотез Γ, i нехай B1, . . . , Bn —
який-небудь вивiд з Γ, надiлений обґрунтуванням кожного кроку у ньому. Ми будемо
казати, що Bi залежить вiд A у цьому виведеннi, якщо

(1) Bi є A i обґрунтуванням Bi слугує належнiсть Bi до Γ; або

(2) Bi обґрунтоване як безпосереднiй наслiдок згiдно МР або Gen деяких попереднiх
у цьому виведеннi формул, з яких принаймнi одна залежить вiд A.

Лема 12. Якщо формула A теорiї першого порядку K є частинний випадок тав-
тологiї, то A є теорема K i може бути виведена iз застосуванням одних тiльки
схем аксiом (1) – (3) i правила modus ponens.

Доведення. Нехай A отримана з деякої тавтологiї W за допомогою пiдстановок.
Тодi, очевидно, iснує вивiд W в численнi висловлень L. Зробимо тепер всюди в цьому
виведеннi пiдстановки за правилом: (a) якщо яка-небудь логiчна змiнна входить вW , то
на мiсця всiх її входжень в кожну формулу виведення пiдставляємо ту формулу теорiї
K, яка пiдставлялася в W на мiсця входжень тiєї ж лiтери при побудовi A; (b) якщо
дана логiчна змiнна не входить в W , то на мiсця всiх її входжень у формули виведення
пiдставляємо довiльну формулу теорiї K. Отримана таким чином послiдовнiсть формул
i буде виведенням формули A в K, причому виведенням, який використовує лише схеми
аксiом (1) – (3) i МР. �

Лема 13. Якщо B не залежить вiд A у виведеннi Γ, A ` B, то Γ ` B.

Доведення. Нехай B1, . . . , Bn(= B) — виведення B з Γ i A, в якому B не залежить
вiд A. Вiзьмемо за iндуктивне припущення, що твердження, яке доводиться, справе-
дливе для всiх виведень, довжина яких менше n. Якщо B належить Γ або є аксiома, то
Γ ` B. Якщо B є безпосереднiм наслiдком яких-небудь попереднiх формул, то, оскiль-
ки B не залежить вiд A, то не залежить вiд A жодна з цих формул. Отже, згiдно
iндуктивного припущення, з Γ виводяться цi формули, а разом з ними i B. �
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Теорема 28 (Метатеорема дедукцiї). Нехай Γ, A ` B, i при цьому нехай iснує
таке виведення B з {Γ, A}, в якому при жодному застосуваннi правила узагальнення
до формул, що залежать у цьому виведеннi вiд A, не зв’язується квантором жодна
вiльна змiнна формули A. Тодi Γ ` A −→ B.

Доведення. Нехай B1, . . . , Bn(= B) — виведення B з {Γ, A}, що задовольняє умову
теореми. Доведемо iндукцiєю, що Γ ` A −→ Bi для кожного i 6 n. Якщо Bi є аксiома
або належить Γ, то Γ ` A −→ Bi, оскiльки A −→ Bi випливає згiдно МР з Bi i аксiоми
Bi −→ (A −→ Bi). Якщо Bi спiвпадає з A, то Γ ` A −→ Bi в силу того, що ` A −→ A
(лема 9). Якщо iснують j, k < i такi, що Bk є Bj −→ Bi, то, згiдно iндуктивному
припущенню, Γ ` A −→ Bj i Γ ` A −→ (Bj −→ Bi). Отже, за схемою аксiом (2) i МР
маємо Γ ` A −→ Bi. Нехай, нарештi, iснує j < i таке, що Bi є (∀xk)Bj. За припущенням
Γ ` A −→ Bj, i або Bj не залежить вiд A, або xk не є вiльною предметною змiнною
формули A. Якщо Bj не залежить вiд A, то в силу леми 13 маємо Γ ` Bj, i тодi
застосовуючи правило Gen, отримуємо Γ ` (∀xk)Bj, тобто Γ ` Bi. За схемою аксiом (1)
маємо ` Bi −→ (A −→ Bi), звiдки за МР отримуємо Γ ` A −→ Bi.

Якщо xk не є вiльною предметною змiнною формули A, то за схемою аксiом (5)
маємо ` (∀xk)(A −→ Bj) −→ (A −→ (∀xk)Bj). Оскiльки Γ ` Bj, то за правилом Gen
отримуємо Γ ` (∀xk)(A −→ Bj). Тому за допомогою правила modus ponens ми виводимо
Γ ` A −→ (∀xk)Bj, тобто Γ ` A −→ Bi. Цим i завершується iндукцiя. Покладаючи
тепер i = n ми отримуємо твердження теореми Γ ` A −→ B. �

Наслiдок 12. Якщо Γ, A ` B i iснує виведення, побудоване без використання
правила узагальнення до вiльних предметних змiнних формули A, то Γ ` A −→ B.

Наслiдок 13. Якщо формула A замкнена13 i Γ, A ` B, то Γ ` A −→ B.

13 Формула логiки предикатiв називається замкненою, якщо вона немає вiльних предметних змiнних.
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4.2 Несуперечнiсть i повнота числення предикатiв

Теорема про несуперечнiсть числення предикатiв першого порядку. Iн-
терпретацiї. Виконуванiсть та iстиннiсть. Моделi. Iзоморфiзм моде-
лей i категоричнiсть. Повнота числення предикатiв першого порядку.

1. Має мiсце теорема про несуперечливiсть числення предикатiв.

Теорема 29. Числення предикатiв першого порядку є несуперечлива теорiя.

Доведення. Для довiльної формули A позначимо через h(A) вираз, який отримує-
ться в результатi витирання в A всiх кванторiв i термiв разом з вiдповiдними дужками
й комами. По сутi h(A) є формулою числення висловлень, в якiй роль логiчних змiнних
грають символи Ak

j . Очевидно, що h(∼ A) =∼ h(A) i h(A −→ B) = h(A) −→ h(B). Для
кодної аксiоми A, яка отримується за якою-небудь схемою аксiом (1) – (5), h(A) є
тавтологiєю. Це очевидно для (1) – (3). Кожний частинний випадок (∀xi)A(xi) −→ A(t)
схеми (4) перетворюється операцiєю h в тавтологiю виду B −→ B, а кожний частинний
випадок (∀xi)(A −→ B) −→ (A −→ (∀xi)B) схеми (5) перетворюється в тавтологiю
виду (D −→ E) −→ (D −→ E). Нарештi, якщо h(A) i h(A −→ B) — тавтологiї,
то i h(B) — тавтологiя, i якщо h(A) — тавтологiя, то i h((∀xi)A) — тавтологiя,
оскiльки результати застосування операцiї h до A i (∀xi)A спiвпадають. Отже, якщо
A є теорема в численнi предикатiв, то h(A) є тавтологiя. Якби iснувала формула B
числення предикатiв така, що ` B i `∼ B, то обидва вирази h(B) i h(∼ B) були б
тавтологiями, що неможливо. Таким чином, числення предикатiв першого порядку
несуперечливе. �

2. Формули теорiї першого порядку мають змiст, коли iснує яка-небудь iнтерпре-
тацiя символiв, що входять у неї. Пiд iнтерпретацiєю ми будемо розумiти кожну
систему, яка складається з непорожньої множини D, що називається областю iн-
терпретацiї (або полем), i деякої вiдповiдностi, яка кожнiй предикатнiй змiннiй An

j

приписує деяке n-мiсне вiдношення в D, кожнiй функцiональнiй змiннiй fn
j — деяку

n-арну операцiю в D i кожнiй предметнiй сталiй ai — деякий елемент з D. При заданiй
iнтерпретацiї предметнi змiннi розумiються пробiгаючими область D цiєї iнтепретацiї,
а зв’язкам i кванторам надається їх звичайний змiст.

При данiй iнтерпретацiї кожна формула без вiльних предметних змiнних (або, iнак-
ше замкнена формула) являє собою висловлення, яке iстинне або хибне, а кожна
формула з вiльними предметними змiнними визначає деяке вiдношення на областi iн-
тепретацiї; це вiдношення може бути виконане (iстинне) для одних значень змiнних iз
областi iнтерпретацiї i не виконане (хибне) для iнших.

Нехай задана деяка iнтерпретацiя з областю D, i нехай Σ є множина всiх зчи-
сленних послiдовностей елементiв з D. Будемо казати, що формула A виконується
на послiдовностi s = (b1, b2, . . .) з Σ при данiй iнтерпретацiї, якщо для кожно-
го i = 1, 2, . . . пiдстановка bi на мiсця всiх вiльних входжень xi в A призводить до
iстинного в данiй iнтерпретацiї твердження. Формула A називається iстинною в данiй
iнтерпретацiї тодi i тiльки тодi, коли вона виконується на кожнiй послiдовностi з Σ.
Формула A називається хибною в данiй iнтерпретацiї, якщо вона не виконується на
жоднiй послiдовностi з Σ.
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Дана iнтерпретацiя називається моделлю для даної множини формул Γ, якщо кожна
формула з Γ iстинна в данiй iнтерпретацiї.

Вiдмiтимо деякi властивостi формул при iнтерпретацiях:

1. Формула A хибна в данiй iнтерпретацiї тодi i тiльки тодi, коли ∼ A iстинна в тiй
же iнтерпретацiї, i A iстинна тодi i тiльки тодi, коли ∼ A хибна.

2. Жодна формула не може бути одночасно iстинною i хибною в однiй i тiй же
iнтерпретацiї.

3. Якщо в данiй iнтерпретацiї iстиннi A i A −→ B, то iстинне B.

4. A −→ B хибне в данiй iнтерпретацiї тодi i тiльки тодi, коли A в цiй iнтерпретацiї
iстинне, а B хибне.

5. (a) A ∧ B виконується на послiдовностi s тодi i тiльки тодi, коли A виконується
на s i B виконується на s. A ∨ B виконується на s тодi i тiльки тодi, коли A
виконується на s або B виконується на s. A←→ B виконується на послiдовностi
s тодi i тiльки тодi, коли або A виконується на s i B виконується на s, або коли
A не виконується на s i B не виконується на s.

Будемо казати, що iнтепретацiя M даної теорiї першого порядку iзоморфна

(b) (∃xi)A виконується на s тодi i тiльки тодi, коли A виконується хоч би на однiй
послiдовностi s′, яка вiдрiзняється вiд s не бiльш нiж однiєю i-ю компонентою.

6. A iстинне в данiй iнтерпретацiї тодi i тiльки тодi, коли в цiй iнтерпретацiї iстинне
(∀xi)A. Замиканням даної формули A назвемо формулу, яка отримується при-
писуванням до A попереду знакiв кванторiв загальностi, якi мiстiть в порядку
спадання iндексiв всi вiльнi предметнi змiннi, що входять в A.

7. Кожний частинний випадок всякої тавтологiї iстинний у кожнiй iнтерпретацiї.

8. Нехай вiльнi предметнi змiннi формули A мiстяться серед змiнних xi1 , . . . , xin.
Тодi якщо у послiдовностей s i s′ компоненти з номерами i1, . . . , in спiвпадають,
то формула A виконується на s тодi i тiльки тодi, коли вона виконується на s′.

9. Якщо формула A замкнена, то в довiльнiй данiй iнтепретацiї або iстинна A, або
iстинна ∼ A (тобто хибна A).

Формула A числення предикатiв називається загальнозначущою, якщо вона iстинна в
кожнiй iнтерпретацiї. Формула A числення предикатiв називається виконуваною, якщо
iснує iнтерпретацiя, в якiй A виконується хоча б на однiй послiдовностi iз Σ.

Будемо казати, що iнтепретацiя M даної теорiї першого порядку K iзоморфна iн-
шiй iнтерпретацiї M ′ теорiї K, якщо iснує таке взаємно однозначне вiдображення g
(називається iзоморфiзмом) областi D iнтерпретацiї M на область D′ iнтерпретацiї
M ′, що

(a) якщо (An
j )∗ i (An

j )′ — iнтерпретацiї предикатної змiнної An
j вiдповiдно в M i M ′,

то, якi б не були b1, . . . , bn з D, умова (An
j )∗(b1, . . . , bn) виконується тодi i тiльки

тодi, коли виконується умова (An
j )′(g(b1), . . . , g(bn)), тобто

(b1, . . . , bn) ∈ (An
j )∗ ←→ (g(b1), . . . , g(bn)) ∈ (An

j )′;
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(b) якщо (fn
j )∗ i (fn

j )′ — iнтерпретацiї функцiональної змiнної fn
j вiдповiдно в M i

M ′, то для довiльних b1, . . . , bn з D справедлива рiвнiсть

g((fn
j )∗(b1, . . . , bn)) = (fn

j )′(g(b1), . . . , g(bn));

(c) якщо a∗j i a′j — iнтерпретацiї предметної константи aj вiдповiдно в M i M ′, то
a′j = g(a∗j).

Вiдмiтимо, що коли iнтерпретацiї M i M ′ iзоморфнi, то їх областi мають однакову
потужнiсть, тобто однакове число елементiв у випадку скiнченних множин.

Теорема 30. Якщо g — iзоморфiзм iнтерпретацiй M i M ′, то (1) якими б не були
формула A теорiї K i послiдовнiсть s = (b1, b2, . . .) елементiв областi D, формула
A виконується на s тодi i тiльки тодi, коли вона виконується на вiдповiднiй
послiдовностi g(s) = (g(b1), g(b2), . . .) i, отже, (2) формула A iстинна в M тодi i
тiльки тодi, коли вона iстинна в M ′.

Нехай K — теорiя першого порядку, серед предикатних змiнних є A2
1. Будемо для

скорочення писати t = s замiсть A2
1(t, s) i t 6= s замiсть ∼ A2

1(t, s). Теорiя K називається
теорiєю першого порядку з рiвнiстю, якщо наступнi формули є теоремами K:

(1) (∀x1)(x1 = x1), (рефлексивнiсть рiвностi);

(2) (x = y) −→ (A(x, x) −→ A(x, y)), (пiдстановочнiсть рiвностi),

де x, y — предметнi змiннi, A(x, x) — довiльна формула, а A(x, y) отримується з A(x, x)
замiною яких-небудь вiльних входжень x входженнями y. Неважко тепер показати, що
має мiсце таке твердження: у всякiй теорiї першого порядку з рiвнiстю

(a) ` t = t для довiльного терма t;

(b) ` x = y −→ y = x;

(c) ` x = y −→ (y = z −→ x = z).

Отже, для кожної моделi теорiї першого порядку K з рiвнiстю вiдношення ε, що вiдпо-
вiдає в цiй моделi предикатнiй змiннi =, є вiдношенням еквiвалентностi. Якщо в областi
деякої моделi це вiдношення є тотожнiстю, то ця модель називається нормальною.

Нехай ω — кардинальне число. Теорiя K першого порядку з рiвнiстю називається
ω-категоричною якщо 1) кожнi двi нормальнi моделi теорiї K, якi мають потужнiсть
ω, iзоморфнi, i 2) K має хоча б одну нормальну модель потужностi ω.

3. Справедлива наступна теорема:

Теорема 31. У кожному численнi предикатiв першого порядку всяка теорема є
загальнозначуща формула.

Справдi, неважко бачити, що аксiоми, що задаються схемами (1) – (5) є загаль-
ноформули. Правила виведення МР i Gen зберiгають властивiсть загальнозначущостi,
тому кожна теорема числення предикатiв є загальнозначуща формула.
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Теорема 32 (Гедель). Кожна несуперечлива теорiя першого порядку має зчислен-
ну модель.

Означення 7. Теорiя першого порядку K називається повною, якщо для довiльної
замкненої формули A теорiї K або `K A, або `K∼ A.

Теорема 33. Кожна загальнозначуща формула несуперечливої теорiї K першого
порядку є теоремою теорiї K.

Доведення. Достатньо розглянути лише замкненi формули A, оскiльки кожна фор-
мула B загальнозначуща тодi i тiльки тодi, коли загальнозначущим є її замикання, i
виводиться в теорiї K тодi i тiльки тодi, коли в K виводиться її замикання. Отже, нехай
A — загальнозначуща замкнена формула теорiї K. Припустимо, що A не є теоремою
в K. Тодi якщо ми додамо формулу ∼ A як нову аксiому до теорiї K, то отримаємо
нову теорiю K′ = K∪{∼ A}, яка буде несуперечливою.14 Теорiя K′ має модель M (див.
теорему 32). Оскiльки ∼ A є аксiомою в K′, то ∼ A iстинна в M , а оскiльки формула
A загальнозначуща, то i вона iстинна в M . Отже, ми прийшли до того, що формула A
одночасно iстинна i хибна в M , що неможливо. Таким чином, формула A повинна бути
теоремою теорiї K. �

Наслiдок 14 (теорема Геделя про повноту). У кожному численнi предикатiв
першого порядку теоремами є всi тi i тiльки тi формули, якi є загальнозначу-
щими.

14 Припустимо, що K′ суперечлива теорiя, тодi знайдеться формула B така, що K′ ` B∧ ∼ B, тобто
K, A ` B∧ ∼ B, звiдки K `∼ A −→ B∧ ∼ B. За законом контапозицiї K `∼ (B∧ ∼ B) −→ A, тобто
K `∼ B ∨B −→ A, але `∼ B ∨B, тому K ` A, що протирiчить припущенню.
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4.3 Формальна арифметика

Система аксiом формальної арифметики. Стандартна модель фор-
мальної арифметики, неповнота формальної арифметики.

1. Поряд з геометрiєю арифметика є найбiльш безпосередньо iнтуїтивною областю
математики. Цiлком природно тому саме з арифметики розпочати спробу формалiзацiї
й строгого обґрунтування математики. Перша напiваксiоматична побудова цiєї дисци-
плiни була запропонована Дедекiндом (1901 р.) i стала вiдомою пiд назвою "системи
аксiом Пеано". Цю систему можна сформулювати таким чином:

(P1) 0 є натуральне число;

(P2) для довiльного натурального числа x iснує iнше натуральне число, яке позначає-
ться x′ i називається: (безпосередньо) слiдуючим за x;

(P3) 0 6= x′ для довiльного натурального числа x;

(P4) якщо x′ = y′, то x = y;

(P5) якщо Q є властивiсть, якою, можливо, володiють однi i не володiють iншi нату-
ральнi числа, i якщо

1. натуральне число 0 володiє властивiстю Q i

2. для кожного натурального числа x з того, що x володiє властивiстю Q, вип-
ливає, що натуральне число x′ володiє властивiстю Q,

то властивiстю Q володiють всi натуральнi числа (принцип iндукцiї ).

Цих аксiом, разом з деяким фрагментом теорiї множин, достатньо для побудови не
тiльки арифметики, але й теорiї рацiональних, дiйсних та комплексних чисел. Однак в
цих аксiомах мiстяться iнтуїтивнi поняття такi, як, наприклад, "властивiсть", що зава-
жає всiй системi бути строгою формалiзацiєю. Тому ми зараз побудуємо деяку теорiю
першого порядку S, засновану на системi Пеано, яка виявиться, при всiй видимостi,
достатньою для виведення основних результатiв елементарної арифметики.

Ця теорiя першого порядку S буде мати тiльки одну предикатну змiнну A2
1, одну

предметну константу a1 i три функцiональних змiнних f 1
1 , f

2
1 , f

2
2 . Щоб не поривати

iз звичними нам в неформальнiй арифметицi позначеннями, в подальшому ми будемо
писати t = s замiсть A2

1(t, s), 0 замiсть a1 i t′, t+ s, t · s вiдповiдно замiсть f 1
1 (t), f 2

1 (t, s),
f 2

2 (t, s), де t i s — терми. Наступнi формули є власними аксiомами теорiї S:

(S1) x1 = x2 −→ (x1 = x3 −→ x2 = x3);

(S2) x1 = x2 −→ x′1 = x′2;

(S3) 0 6= (x1)
′;

(S4) x
′
1 = x′2 −→ x1 = x2;

(S5) x1 + 0 = x1;
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(S6) x1 + x′2 = (x1 + x2)
′;

(S7) x1 · 0 = 0;

(S8) x1 · (x′2) = (x1 · x2) + x1;

(S9) A(0) −→ ((∀x)(A(x) −→ A(x′)) −→ (∀x)A(x)),

де A(x) — довiльна формула теорiї S.
Схема аксiом (S9), яку ми будемо називати принципом математичної iндукцiї, не

вiдповiдає повнiстю аксiомi (P5) системи аксiом Пеано, оскiльки в цiй останнiй iнту-
їтивно припускаються 2ℵ0 властивостей натуральних чисел, а схема аксiом (S9) може
мати справу лише iз зчисленною множиною властивостей, якi визначаються формулами
теорiї S.

Аксiоми (S3) i (S4) вiдповiдають аксiомам (P3) i (P4) системи аксiом Пеано. Аксiоми
(P1) i (P2) пеанiвської системи забезпечує iснування нуля 0i операцiї "безпосередньо
наступний", яким в теорiї S вiдповiдає предметна константа a1 i функцiональна
змiнна f 1

1 . Аксiоми (S1) i (S2) забезпечують деякi необхiднi властивостi рiвностi,
якi Дедекiндом i Пеано передбачались як iнтуїтивно очевиднi. Аксiоми (S5) – (S8)
являють собою рекурсивнi рiвностi, якi слугують означеннями операцiй додавання
й множення. Жодних постулатiв, якi вiдповiдають цим аксiомам, Дедекiнд i Пеано
не сформулювали, тому що вони допускали використання iнтуїтивної теорiї множин,
в рамках якої iснування операцiй + i ·, якi задовольняють аксiоми (S5) – (S8), вивiдним.

2. Вiдмiтимо, що iнтерпретацiя теорiї S, в якiй

(a) множина всiх цiлих невiд’ємних чисел слугує областю iнтерпретацiї;

(b) цiле число 0 iнтерпретує символ 0;

(c) операцiя взяття наступного (додавання одиницi) елемента iнтерпретує функцiю ′

(тобто функцiональну змiнну f 1
1 );

(d) звичайне додавання i множення iнтерпретують як + i ·;

(e) предикатна лiтера = iнтерпретується вiдношенням тотожностi,

є нормальною моделлю теорiї S. Ця модель називається стандартною моделлю теорiї
S. Кожна нормальна модель теорiї S, яка неiзоморфна стандартнiй моделi, називається
нестандартною моделлю теорiї S.

Якщо ми визнаємо цю стандартну iнтерпретацiю моделлю теорiї S, то тодi ми
повиннi будемо визнати i факт несуперечностi цiєї теорiї. Однак семантичнi методи,
що включають в себе, як правило, вiдому долю теоретико-множинних мiркувань, за
думкою деяких математикiв є дуже ненадiйною основою для доведення несуперечно-
стi. Бiльш того, ми i не доводимо строго, що аксiоми теорiї S iстиннi в стандартнiй
iнтерпретацiї, а приймаємо це твердження лише всього як iнтуїтивно очевидне.
Тому, а також з ряду iнших причин прийнято кожний раз, коли на твердження про
несуперечнiсть теорiї S спирається деяке доведення, явно посилатися на це твердження
як на деяку недоведену гiпотезу.
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3. В данiй формальнiй теорiї S немає жодних принципових перешкод для того, щоб
кожну теорему, яка доводиться в курсах елементарної теорiї чисел (наприклад, в книзi
Виноградова И.М., Основы теории чисел), перевести на мову теорiї S i побудувати ви-
ведення такого перекладу в цiй теорiї. Iснують деякi теоретико-числовi функцiї такi, як,
наприклад, x! i xy, якi можна визначити в S. З iншого боку, деякi класичнi результати
теорiї чисел такi, як теорема Дiрiхле, доведенi з допомогою теорiї функцiй комплексної
змiнної, причому часто невiдомо навiть, чи можна отримати елементарнi доведення (або
виведення в S) для таких теорем. Деякi ж теореми теорiї чисел (наприклад, теорема
про простi числа) в самих формулюваннях мiстять неелементарнi поняття, подiбнi до
поняття логарифмiчної функцiї, i такi теореми не можуть бути навiть сформульованi
на мовi теорiї S, якщо тiльки для них не iснує еквiвалентної елементарної форми.

Говорячи про силу i виражальнi можливостi теорiї S розглянемо вiдому теорему
Геделя про неповноту формальної арифметики. В цiй теоремi доведено, що iснують
такi замкненi формули, якi недовiднi й неспростовнi в теорiї S, як тiльки вона несупе-
речлива; отже, iснує формула, iстинна в стандартнiй iнтерпретацiї, але невивiдна в S.
Виявляється, що така неповнота теорiї S не може бути вiднесена за рахунок нехватки
яких-то iстотних аксiом i що в основi цього явища криються бiльш глибокi причини,
якi дiють також i у випадку iнших теорiй.
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5 Елементи теорiї алгоритмiв

5.1 Поняття алгоритму та його характернi риси

Поняття про алгоритм, його характернi риси. Граф-схема алгоритму.
Алфавiт. Кодування iнформацiї. Алфавiтнi алгоритми.

1. Поняття алгоритму (або алгорифму) належить до основних понять сучасної ма-
тематики. Воно поряд з iншими поняттями не визначається через бiльш простi поняття,
а описується лише на прикладах. Пiд алгоритмом в математицi прийнято розумiти
скiнченну систему точно визначених правил дiї, виконання яких в певному порядку
дає можливiсть розв’язувати всi задачi даного типу. Сформульоване поняття ал-
горитму не є точним математичним означенням, оскiльки у ньому не визначено, що
треба розумiти пiд "правилами дiї"i що таке "задачi даного типу". В сформульованому
означеннi тiльки пояснюється змiст слова "алгоритм", в якому воно використовується
в математицi. Це поняття зрозумiле кожному математику. Воно в загальнiй формi ха-
рактеризує процеси, якi в математицi задаються у виглядi словесних правил, формул,
схем тощо. Правила дiї, якi дозволяють розв’язувати рiзнi задачi, вiдомi з давнiх часiв
i не тiльки в математицi, але й в iнших галузях людської дiяльностi.

Розглянемо два приклади вiдомих алгоритмiв:
Приклад 1. Алгоритм Евклiда. Цей алгоритм використовується при знаходженнi

найбiльшого спiльного дiльника для довiльних двох даних натуральних чисел a i b.
Нехай a > b > 0. Дiлимо a на b, отримуємо остачу r1 < b. Якщо r1 = 0, то b є
найбiльший спiльний дiльник (НСД), якщо ж r1 > 0, то шуканий дiльник спiвпадає з
НСД чисел b i r1. Тому b дiлимо на r1, i якщо нова остача r2 = 0, то r1 — шуканий
дiльник, якщо r1 > r2 > 0, то дiлимо r1 на r2. Продовжуючи цей процес, отримаємо:

a > b > r1 > r2 > . . . > rn > rn+1 = 0.

Останнє вiдмiнне вiд нуля в цьому ланцюгу (rn) i буде шуканим. При цьому весь
процес закiнчиться за скiнченне число крокiв, оскiльки натуральних чисел, менших
числа b, — скiнченне число.

Приклад 2. Додавання цiлих чисел. Вхiднi данi — цифровi записи натуральних
чисел у виглядi послiдовностi знакiв: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, якi називаються цифрами.
Наприклад, 71, 935, 01026. Правила додавання можна сформулювати так:

1. Для фiксованих цифр доданкiв з врахуванням цифри перенесення записати вiд-
повiдну їм цифру суми i вiдмiтити нове перенесення (якщо воно є).

2. Фiксувати наступнi влiво цифри доданкiв i мiсце нової цифри суми.

3. Повторити виконання правил 1 i 2, поки не будуть вичерпанi всi значущi цифри
доданкiв i перенесення.

Цей процес можна виконувати формально не задумуючись. Кожний процес, який може
бути автоматизований, є алгоритмiчним процесом.

З наведених прикладiв можна зробити такi висновки:

1. Вхiднi данi задач завжди задаються у виглядi деякої послiдовностi символiв.
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2. Процес розв’язування якої-небудь задачi являє собою послiдовнiсть перетворень
записiв вхiдних даних в запис результату.

3. Послiдовнiсть перетворень складається з визначених елементарних актiв (допу-
стимих операцiй), кожен з яких має формальний характер i може виконуватись
автоматично не приймаючи до уваги змiстовне значення записiв вхiдних даних.

4. Послiдовнiсть допустимих операцiй, яка визначає деякий алгоритм, не залежить
вiд конкретного виду вхiдних даних.

5. Порядок виконання допустимих операцiй визначається однозначно, тобто пiсля
виконання деякої допустимої операцiї точно вiдомим є наступний етап перетво-
рень.

Аналiз змiсту конкретних алгоритмiв дозволяє сформулювати основнi загальнi риси
алгоритмiв:

1. Визначенiсть алгоритму, тобто однозначне визначення результату кожної допу-
стимої операцiї i порядку виконання операцiй. Виконання алгоритму являє собою
строго детермiнований процес, який не залежить вiд того, хто його виконує (об-
числювач чи машина).

2. Масовiсть алгоритму, тобто можливiсть застосування алгоритму до рiзних вхi-
дних даних. Алгоритм розв’язує не одну конкретну задачу, а визначений клас
однотипних задач.

3. Результативнiсть алгоритму, тобто скiнченнiсть процесу перетворення вхiдних
даних. Застосування алгоритму до вхiдних даних завжди завершується утворен-
ням певного результату — розв’язку задачi.

2. Iнтуїтивне поняття алгоритму протягом довгого часу задовольняло математикiв,
доки термiн алгоритм зустрiчався в математицi лише в позитивних висловленнях типу
"для розв’язування таких-то задач iснує алгоритм i ось в чому вiн полягає". Теореми
про неiснування алгоритмiв не могли бiти доведенi за допомогою iнтуїтивного поняття
алгоритму в силу нечiткостi цього поняття. Для доведення подiбних теорем необхi-
дно строге поняття алгоритму. В останнiй час рядом авторiв розроблення теорiї, якi
приводять до уточнення поняття алгоритму. Основою для одного з уточнень є теорiя
рекурсивних функцiй, iншi уточнення пов’язанi з поняттям машини Тьюрiнга i нор-
мального алгоритму Маркова.

Числовi функцiї, значення яких можна обчислити з допомогою застосування деяко-
го алгоритму, називаються обчислюваними функцiями. Оскiльки поняття алгоритму в
цьому означеннi — iнтуїтивне, то i поняття обчислювальної функцiї виявляється iнтуї-
тивним. Дослiдження показали, що сукупнiсть частково обчислювальних функцiй для
самих рiзних розумiнь алгоритму виявляється однiєю i тiєю ж. Всi частковi функцiї, ал-
горитми обчислення яких вiдомi, виявились частково-рекурсивними, тобто функцiями,
якi визначаються певним чином з достатньою математичною строгiстю. Клiнi висунув
гiпотезу про те, що клас алгоритмiчно обчислювальних функцiй спiвпадає з класом
всiх частково-рекурсивних функцiй. Ранiше аналогiчну гiпотезу вiдносно всюди ви-
значених обчислювальних функцiй висунув А. Черч. Гiпотези Черча i Клiнi звичайно
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об’єднують пiд назвою тези Черча. В силу тези Черча питання про обчислювальнiсть
функцiї рiвносильний питанню про її рекурсивнiсть. Поняття рекурсивностi — строге,
тому, у вiдомих випадках, можна довести, що розв’язуюча задачу функцiя не може
бути рекурсивною, i, отже, алгоритм не може бути строго побудованим.

Постом i Тьюрiнгом незалежно один вiд одного була висловлена одна думка, що
процеси, якi описуються алгоритмами, може здiйснювати вiдповiдна машина Тьюрiнга.
Тьюрiнгом i Постом бiли описанi в точних математичних термiнах класи машин, на
яких можна здiйснити або iмiтувати практично всi алгоритмiчнi процеси, якi коли-
небудь описувались математиками. Такi машини називають в сучасний час машинами
Тьюрiнга. Дослiдження показали, що клас функцiй, в точностi спiвпадає з класом всiх
частково-рекурсивних функцiй. Тим самим було отримане ще одне пiдтвердження тези
Черча.

В алгоритмi Маркова (нормальному алгоритмi) вихiднi данi для обчислювального
процесу записуються у виглядi слова — послiдовностi лiтер. Обчислювальний процес
зводиться до перетворення слiв у вiдповiдностi з заданою програмою. Виявилось,
що клас функцiй, обчислювальних за допомогою нормальних алгоритмiв, спiвпадає
з класом частково-рекурсивних функцiй. Таким чином, всi вiдомi уточнення поняття
алгоритму призводять до одного i того ж класу функцiй — частково-рекурсивним
функцiям. Це доводить еквiвалентнiсть перерахованих уточнень.

3. Схема побудови алгоритмiчної системи:

1. Для описання задач задається система об’єктiв (символiв), мiж якими встанов-
люються деякi спiввiдношення. (Алфавiт)

2. Визначається сукупнiсть допустимих операцiй.

3. Алгоритмiчний процес — процес застосування алгоритму до даного початкового
стану.

4. Алгоритм визначається сукупнiстю допустимих операцiй iз вказiвкою порядку їх
виконання.

Граф-схемою алгоритму називається скiнченна система точок (якi називаються
вузлами граф-схеми), якi зв’язанi мiж собою стрiлками, що задовольняють такi власти-
востi:

1. Iснує точка, яка називається входом граф-схеми, з якої виходить лише одна стрiл-
ка i в яку стрiлки не входять.

2. Iснує точка, яка називається виходом граф-схеми, з якої не виходить жодна стрiл-
ка.

3. Iншi вузли граф-схеми можуть бути або D-точками (дiї), або P -точками (роз-
пiзнавання). З кожної D-точки виходить тiльки одна стрiлка. З кожної P -точки
виходять двi стрiлки: одна з мiткою 1 (1 →), iнша з мiткою 0 (0 →). В кожну
точку граф-схеми може входити довiльне число стрiлок.
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4. Абстрактним алфавiтом називається скiнченна сукупнiсть рiзних знакiв (сим-
волiв), якi називаються лiтерами алфавiту. Позначаємо алфавiти A, B тощо.

Слово — скiнченна впорядкована сукупнiсть лiтер даного алфавiту. Наприклад,
якщо A = {a, b, c, d}, то a, aa, ab, abc, abbadaadc — слова. Λ — порожнє слово. Два
слова A i B називаються рiвними, якщо вони складаються з однакових лiтер, якi
однаково розмiщенi, при цьому пишемо A = B. На множинi слiв вводиться операцiя
приписування слiв. Наприклад, якщо A = abcd, B = bcda, то AB = abcdbcda. Ця опера-
цiя задовольняє такi властивостi: A(BC) = (AB)C i ΛA = AΛ = A для довiльних слiв
A,B,C. Таким чином, множина всiх слiв WA в алфавiтi A утворює пiвгрупу з одиницею
Λ вiдносно операцiї приписування слiв.

Довжина слова — число лiтер в словi. Довжина слова A позначається через l(A).
Наприклад, якщо A = abcda, то l(A) = 5. l(Λ) = 0.

Слово A називається початком слова B, якщо iснує слово C таке, що B = AC.
Слово A називається кiнцем слова B, якщо iснує слово C таке, що B = CA. Слово A
називається пiдсловом слова B, якщо iснують такi слова C i D, що B = CAD.

Кодування iнформацiї. Iнформацiя про математичну задачу часто подається сло-
вами в алфавiтi з 10-ти лiтер {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Однак натуральнi числа можна
подати в алфавiтi з однiєї лiтери { | }: 0 — Λ, 1 — |, 2 — ||, 3 — |||, 4 — |||| тощо.
Можна подати натуральнi числа в алфавiтi {0, 1} у двiйковiй системi числення: 0 — 0,
1 — 1, 2 — 10, 3 — 11, 4 — 100, 5 — 101, 6 — 110, 7 — 111, 8 — 1000, 9 — 1001, 10

— 1010 тощо. В алфавiтi {−, |, / } можна зображати рацiональнi числа, наприклад, −3

5
зображується як −|||/|||||. В алфавiтi {−, |, /, ∗} можна зображати вектори: пара чисел

−3

5
,
1

4
зображується словом −|||/||||| ∗ |/||||. В алфавiтi {−, |, /, ∗,�} можна зображати

матрицi. Наприклад, матриця
2 −3
4 2

зображується словом || ∗ −|||�|||| ∗ ||. Отже, вся-

ка iнформацiя про задачу може бути зображена словом в деякому абстрактному
алфавiтi. Вiдмiтимо, що можна будь-яку iнформацiю зображати лише дволiтерному
алфавiтi {0, 1}, наприклад, 010, 0110, 01110, 011110 тощо.

Алфавiтнi алгоритми. Алгоритмiчний процес розв’язування задачi можна розгля-
дати як процес перетворення слiв в абстрактному алфавiтi. Вхiдними даними i резуль-
татом алгоритму є слова.

Означення 8. Алгоритмом в абстрактному алфавiтi A називається вiдповiд-
нiсть мiж словами в A, яка конструктивно задається скiнченною системою допу-
стимих операцiй.

Алгоритми будемо позначати через A, B, C тощо. Говорять, що алгоритм A за-
стосовний до слова X, якщо процес перетворень вхiдного слова X алгоритмом A за-
кiнчується деяким словом Y , при цьому записують A(X) = Y . Сукупнiсть слiв даного
алфавiту, до яких застосовний алгоритм A, називається областю застосовностi алго-
ритму A. Алгоритм в розширенi алфавiту A називається алгоритмом над алфавiтом
A. Алгоритми A i B над алфавiтом A називаються еквiвалентними вiдносно A, якщо
для довiльного слова X в алфавiтi A, до якого застосовний алгоритм A, застосовний
також алгоритм B, i результати їх дiй спiвпадають, тобто A(X) = B(X).
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5.2 Нормальнi алгоритми

Поняття про нормальний алгоритм. Узагальнений нормальний алго-
ритм. Нормальнi алгоритми Маркова. Приклади нормальних алгорит-
мiв. Принцип нормалiзацiї. Операцiї над алгоритмами. Поняття про
унiверсальний нормальний алгоритм.

1. Нехай A є деякий алфавiт. На множинi слiв над цим алфавiтом WA розглянемо
операцiю пiдстановки слiв, тобто операцiю замiнювання одного слова iншим, яка для
довiльних слiв A,B ∈ WA позначається через A → B або A → ·B, де стрiлка → i
крапка · не є лiтерами алфавiту A. Застосування операцiї пiдстановки до даного слова
X зводиться до того, що перше (злiва) входження слова A в слово X замiнюється
словом B. Наприклад, якщо X = Y AZ, то в результатi застосування пiдстановки
A → B або A → ·B до X ми отримуємо слово X1 = Y BZ. Пiдстановка A → B
називається простою, а A → ·B — заключною. Нехай A → (·)B означає якусь одну
з цих пiдстановок. Скiнченний список пiдстановок в алфавiтi A називається схемою
алгоритму i породжує, так званий, алгоритм A в алфавiтi A, який позначається так:

A:


A1 →(·)B1,
A2 →(·)B2,
· · · · · · · · · · · ·
Ar →(·)Br.

Пiдстановка A→ (·)B не завжди застосовна до слова X, тому,
щоб визначити, коли вона застосовна, а коли не застосовна,
розглядають предикат A ⊂ X, значення якого дорiвнює 1, якщо
слово A входить в X, тобто є його пiдсловом, i дорiвнює 0,
якщо A не входить в X. Введемо тепер операцiю входження

даного слова A, яка позначається A ⊂, результат застосування якої до слова X
є значення предиката A ⊂ X. В нормальних алгоритмах єдиними допустимими
операцiями є операцiя пiдстановки та операцiя входження. Нормальнi алгоритми ви-
значаються послiдовнiстю операцiй входження та вiдповiдних їм операцiй пiдстановок
iз вказiвкою порядку їх виконання. Узагальнений нормальний алгоритм в даному
алфавiтi A задається граф-схемою, в якiй D-точкам вiдповiдають операцiї пiдстановки,
а P -точкам — операцiї входження.

Приклад. На рисунку зображена граф-схема уза-
гальненого нормального алгоритму в алфавiтi
{a, b}. Розглянемо слово X = bbaba i застосуємо до
нього алгоритм A. Спочатку вiдмiтимо входжен-
ня слова ab у словi X. Маємо X = bbaba. Засто-
сувавши першу пiдстановку до нього, отримуємо
X1 = bbbaa. Застосуємо до X1 другу пiдстановку,
пiсля чого матимемо X2 = bba, звiдки знову за
другою пiдстановкою отримуємо слово X3 = b, до
якого жодна пiдстановка не застосовна.
Отже, A(bbaba) = b.

Далi замiсть будемо малювати так:
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Тодi алгоритм A зобразиться так:

2. Нормальнi алгоритми А. А. Маркова визначаються граф-схемами, якi задоволь-
няють умови:

а) Об’єднанi вузли, упорядкованi лiнiйно так, що стрiлка з вiдмiткою 0 одного
об’єднаного вузла входить в наступний об’єднаний вузол. В перший об’єднаний вузол
входить стрiлка з початкової точки граф-схеми. З останнього вузла стрiлка входить в
заключну точку схеми.

б) Всi стрiлки з вiдмiткою 1 входять або в перший об’єднаний вузол, або в заключну
точку граф-схеми.

Приклад 1. Розглянемо алгоритм, який зада-
ний такою схемою пiдстановок:

A1:


ab→ bb,
aaa→· b,
ba→ aa.

Граф-схема цього алгоритму зображена на рисун-
ку справа. Розглянемо слово X = abba в алфавiтi
A = {a, b} i застосуємо до нього алгоритм A1. За-
стосувавши до слова X = abba першу пiдстановку,
ми отримаємо слово X1 = bbba, звiдки за третьою
пiдстановкою матимемо X2 = bbaa. До слова X2

застосовна лише третя пiдстановка, тому воно пе-
ретворюється у слово X3 = baaa. До слова X3 зас-
тосовнi друга i третя пiдстановки, причому спочатку повинна виконуватись друга
пiдстановка, але оскiльки вона є заключною, то на цьому процес перетворення слiв
закiнчується. Отже, слово X3 переходить у слово X4 = bb. Таким чином, A1(abba) = bb.

Приклад 2. Розглянемо тепер алгоритм A2, який задається такою схемою пiдста-
новок:

A2:


aba→ bb,
bb→ a,
aa→ b.

Застосувавши його до слова X = babbbaa, ми отримаємо наступну послiдовнiсть слiв,
кожне з яких отримується з попереднього слова за однiєю з пiдстановок алгоритму A2:
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X1 = baabaa, X2 = babba, X3 = baaa, X4 = bba, X5 = aab, X6 = b. Отже, A2(babbbaa) = b.

Будемо казати, що алгоритм A застосовний до слова X, якщо про це перетво-
рення слова X закiнчується пiсля скiнченного числа крокiв яким-небудь словом Y . В
цьому випадку говорять, що алгоритм A перетворює слово X в слово Y i цей факт
записують як A(X) = Y . Якщо процес перетворення слова X алгоритмом A нiколи не
закiнчується то кажуть, що алгоритм A не застосовний до слова X.

Приклад 3. Алгоритм A3: {→ a не застосовний до жодного слова, оскiльки процес
приписування злiва лiтери a буде нескiнченним. Зауважимо, що алгоритм A4: {→ · a
застосовний до будь-якого слова X. Вiн приписує злiва до X лише одну лiтеру a.

Приклад 4. В алфавiтi {a, b} нормальний алгоритм A5: {a→ aa не застосовний до
слiв, в якi входить лiтера a, i застосовний до слiв, якi складаються лише з лiтер b.

Необхiдною умовою можливостi побудови нормальних алгоритмiв , якi реалiзують
який-небудь конструктивно заданий процес перетворення слiв, є використання обох
видiв пiдстановок як звичайних, так i заключних.

Покажемо необхiднiсть заключних пiдстановок. Нехай A є нормальний алгоритм,
у якого немає заключних пiдстановок; X — слово, до якого застосовний алгоритм A,
тодi, очевидно, має мiсце рiвнiсть

A(A(X)) = A(X), (5.2.1)

тобто результат дiї на слово A(X) є знову слово A(X), оскiльки до нього вже не за-
стосовнi всi пiдстановки алгоритму A. Умовi (5.2.1) не задовольняє алгоритм Aa, де
Aa(X) = aX, оскiльки Aa(Aa(X)) = Aa(aX) = aaX. Алгоритм Aa, таким чином, не
може бути реалiзований нормальним алгоритмом зi схемами без заключних пiдстано-
вок. В той же час ясно, що алгоритм A4: {→· a застосовний до кожного слова X.

По кажемо тепер, що неможливо обмежитись лише одними заключними пiдстанов-
ками. Дiя нормального алгоритму з лише одними заключними пiдстановками, полягає
з одноразового застосування однiєї з пiдстановок. Тому довжина вихiдного слова A(X)
вiдрiзняється вiд довжини вхiдного слова X на скiнченне число лiтер N , яка не за-
лежить вiд довжини вхiдного слова X. Число N визначається як максимум модулiв
рiзницi мiж довжинами слiв в лiвiй i правiй частинах пiдстановок алгоритму A.15 В той
же час iснують алгоритми, для яких рiзниця мiж довжинами вхiдного i вихiдного слiв
залежить вiд довжини вхiдного слова i може бути як завгодно великою. Наприклад, для
алгоритму подвоєння слiв Apod(X) = XX. Цей алгоритм не може бути реалiзований
нормальним алгоритмом, що складається тiльки iз заключних пiдстановок.

3. Розглянемо деякi приклади нормальних алгоритмiв.
Приклад 5. Додавання натуральних чисел. Алфавiт: {|,+}. Розглянемо нормаль-

ний алгоритм A1: {+→ i продемонструємо як виконується дiя 2 + 3 = 5. За початкове
слово вiзьмемо X = || + ||| i застосуємо до нього алгоритм A1, ми отримаємо слово
X1 = |||||. Отже, A1(X) = X1.

15 Тобто, якщо маємо алгоритм iз заключними пiдстановками A:

 X1 →·Y1,
· · · · · · · · ·
Xk →·Yk,

то ni = |l(Xi)− l(Yi)|,

i = 1, . . . , k, N = max(n1, . . . , nk), а тому |l(X)− l(A(X))| 6 N для довiльного слова X.
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Приклад 6. Вiднiмання натуральних чисел. Алфавiт: {|,−}. Нормальним алгорит-

мом вiднiмання буде A2:

{
| − | → −,
− →, i продемонструємо його роботу на прикладi

5− 3 = 2. За початкове слово вiзьмемо X = |||||− |||. Застосовуючи послiдовно три рази
першу пiдстановку, ми отримаємо такi слова: X1 = ||||−||, X2 = |||−|, X3 = ||−. До слова
X3 застосовна лише друга пiдстановка, тому ми маємо X4 = ||. Отже, A2(X) = X4.

Приклад 7. Множення двох натуральних чисел. Алфавiт: {|,×, a, b}. Нормальний
алгоритм множення позначимо через A3, i вiн визначається такою системою пiдстано-
вок:

A3:



b| → |b,
a| → |ba,
|× → ×a,
×| → ×,
× →,
a→,
b→ |.

Продемонструємо дiю алгоритму на такому прикладi: 2 × 3 = 6.
За вихiдне вiзьмемо слово X = ||× |||. До нього застосовна третя
пiдстановка, тому слово X перетворюється в слово X1 = | × a|||.
До слова X1 в порядку розташування пiдстановок застосовна
друга пiдстановка, тому X1 перетворюється в слово X2 = |×|ba||,
пiсля чого за тiєю ж самою пiдстановкою X2 перетворюється в
слово X3 = | × |b|ba|. До X3 вже застосовна перша пiдстановка,
тому ми отримуємо слово X4 = |× ||bba|. До X4 застосовна друга

пiдстановка, тому ми далi матимемо X5 = | × ||bb|ba. Продовжуючи i далi подiбнi мiр-
кування, ми послiдовно за тiєю чи iншою пiдстановкою отримуємо таку послiдовнiсть
слiв:

X6 = | × ||b|bba X13 = ×||b|bbabbba X20 = bbbbbb

X7 = | × |||bbba X14 = ×|||bbbabbba X21 = |bbbbb
X8 = ×a|||bbba X15 = ×||bbbabbba X22 = ||bbbb
X9 = ×|ba||bbba X16 = ×|bbbabbba X23 = |||bbb
X10 = ×|b|ba|bbba X17 = ×bbbabbba X24 = ||||bb
X11 = ×||bba|bbba X18 = bbbabbba X25 = |||||b
X12 = ×||bb|babbba X19 = bbbbbba X26 = ||||||

Отже, ми показали, що A3(X) = X26, тобто A3(|| × |||) = ||||||, що означає 2× 3 = 6.

Приклад 8. Алгоритм скасування частини слова. Такий
алгоритм, який ми позначаємо через A4, визначається так:
A4(PαQ) = P для довiльних слiв P, Q в алфавiтi A, де α 6∈ A.

A4 задається такою системою пiдстановок:
{
αa→ α,
α→, де a ∈ A.

Приклад 9. Алгоритм подвоєння слiв. Розглянемо в алфавiтi
A = {a, b}, алгоритм подвоєння слiв A5(X) = XX. Цей алгоритм
реалiзується в алфавiтi {a, b, α, β, γ} схемою нормального алго-
ритму, що знаходиться праворуч. Нехай X = bab є вихiдне слово
в даному алфавiтi A, тодi A6(bab) = babbab. Процес перетворення

A5:



abβ → bβa,
aaβ → aβa,
baβ → aβb,
bbβ → bβb,
αa→ aβaα,
αb→ bβbα,
β → γ,
γ →,
α→·,
→ α.

вихiдного слова алгоритмом буде такий:
X1 = αbab, X2 = bβbαab, X3 = bβbaβaαb, X4 = bβaβbaαb, X5 = bβaβbabβbα,
X6 = bβaβbbβabα, X7 = bβaβbβbabα, X8 = bγaβbβbabα, X9 = bγaγbβbabα,
X10 = bγaγbγbabα, X11 = baγbγbabα, X12 = babγbabα, X13 = babbabα, X14 = babbab.

Отже, A6(X) = X14.
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Приклад 9. Алгоритм подвоєння слiв в алфавiтi двiйникiв. Алфавiт — A = {a, b},
алфавiт двiйникiв — A = {a, b}. Алгоритм подвоєннi слiв в алфавiтi двiйникiв позна-

A6:



ab→ ba,
aa→ aa,
ba→ ab,

bb→ bb,
αa→ aaα,

αb→ bbα,
α→· ,
→ α .

чимо через A6. Якщо, наприклад, ми маємо слово X = aba, то
то це слово в алфавiтi двiйникiв має вигляд X = a b a. Таким
чином, A6(X) = XX, тобто A6(aba) = a b aaba. Розглянемо тепер
процес перетворення слiв цим алгоритмом слова ab. В результатi
ми повиннi отримати слово a b ab, тобто A6(ab) = a b ab. До слова
X = ab застосовна лише остання пiдстановка, тому ми отримуємо
наступне слово X1 = αab. На слово X1 дiє лише п’ята пiдстанов-
ка, за якою ми маємо X2 = a aαb. За шостою пiдстановкою слово

X2 перетворюється в слово X3 = a ab bα. Далi за першою пiдстановкою отримуємо
слово X4 = a b abα, звiдки за заключною сьомою пiдстановкою остаточно маємо слово
X5 = a b ab. Отже, A6(X) = X5.

4. Принцип нормалiзацiї полягає в тому, що для довiльного конструктивно заданого
алгоритму в деякому алфавiтi A можна побудувати еквiвалентний йому нормальний
алгоритм Маркова в деякому алфавiтi, який є розширенням алфавiту A.

Цей принцип пiдтверджується експериментально. Впевненiсть в справедливостi
принципу нормалiзацiї базується на всьому досвiдi людства у створеннi алгоритмiв,
оскiльки серед рiзноманiтних алгоритмiв, якi створенi в наш час, немає таких, якi не
можуть бути нормалiзованi. Принцип нормалiзацiї можна сформулювати i так: кожний
алгоритм нормалiзований.

5. Побудова нормальних алгоритмiв. Тепер ми розглянемо деякi операцiї, якi мож-
на виконувати над алгоритмами, що дають змогу за допомогою одних алгоритмiв буду-
вати iншi.

5.1. Композицiя алгоритмiв. Послiдовне застосування до даного слова X двох ал-
горитмiв — спочатку B, а потiм А — називається композицiєю цих алгоритмiв i по-
значається: D(X) = A(B(X)), тобто D = AB. Побудова узагальненого алгоритму D,
який є композицiєю двох узагальнених нормальних алгоритмiв А i В, виконується
просто. Необхiдно вихiдний вузол граф-схеми алгоритму В з’єднати з вхiдним вузлом
граф-схеми алгоритму А.

5.2. Об’єднання алгоритмiв. Алгоритм D називають об’єднанням алгоритмiв А i
В, якщо вiн кожне слово X перетворює в об’єднання слiв A(X) i B(X), тобто

D(X) = A(X)B(X).

Для побудови граф-схеми об’єднання алгоритмiв А i В треба переписати пiдстановки
алгоритму А в алфавiтi двiйникiв i використати алгоритм A6 подвоєння слiв. Заклю-
чною частиною алгоритму D є алгоритм A7 переходу вiд лiтер двiйникiв до вiдповiдних
лiтер даного алфавiту (вважаємо, що A = {a, b}):

A7:

{
a→ a ,

b→ b .

Отже, D = A7ABA6, де A означає алгоритм A в алфавiтi двiйникiв.
5.3. Розгалуження алгоритмiв. Алгоритм D називають розгалуженням двох даних

алгоритмiв А i В, який керується третiм алгоритмом C, якщо для довiльного слова
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X в даному алфавiтi A маємо спiввiдношення:

D(X) =

{
A(X), якщо C(X) = Λ;
B(X), якщо C(X) 6= Λ,

де Λ означає порожнє слово. Для побудови алгоритму D скористаємося алгоритмом
A6 подвоєння слiв i перепишемо пiдстановки алгоритму C в алфавiтi двiйникiв, тодi
C(A6(X)) = C(X)X для довiльного слова X. Граф-схема розгалуження двох алгорит-
мiв А i В, який керується алгоритмом C, має такий вид:

5.4. Iтерацiя алгоритмiв. Багаторазове повторення даного алгоритму А, яке керу-
ється алгоритмом В, так що для довiльного вхiдного слова Х iснує послiдовнiсть слiв
X = X0, X1, X2, . . . , Xn (n > 0), для якої

Xk+1 = A(Xk) при 0 6 k 6 n− 1;

B(Xk) 6= Λ при 0 6 k 6 n− 1;

B(Xn) = Λ,

називається iтерацiєю алгоритму A, яка керується алгоритмом B. Граф-схема iте-
рацiї має такий вигляд:
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6. Поняття про унiверсальний алгоритм. Нехай A є деякий нормальний алгоритм
в алфавiтi A. Покажемо, що цей алгоритм зображується в алфавiтi B = A∪{α, β, γ}, де
{α, β, γ} ∩ A = ∅, одним словом. Для цього послiдовно пiдстановки даного алгоритму
виписуються так, що стрiлки замiнюються лiтерою α, крапка — лiтерою β, а слова
пiдстановки роздiляються за допомогою γ. Побудоване слово в алфавiтi B називається
зображенням Au алгоритму A. Наприклад, розглянемо алгоритм

A:


ab→ a,
aa→· b,
ba→ a

в алфавiтi A = {a, b}. Тодi зображенням Au цього алгоритму є слово:

abαaγaaαβbγbaαa.

Введемо нову лiтеру δ, тодi в алфавiтi B′ = B ∪ {δ} будуємо зображення нормального
алгоритму A i вхiдного слова X словом AuδX. Має мiсце наступна теорема, яку ми
формулюємо без доведення:

Теорема. Iснує такий нормальний алгоритм N, який називається унiверсальним
нормальним алгоритмом, що для довiльного алгоритму A i довiльного вхiдного
слова X в алфавiтi A перетворює слово AuδX в алфавiтi A ∪ {α, β, γ, δ} в слово
A(X), тобто N(AuδX) = A(X).

З цiєї теореми випливає принципова можливiсть побудови такої машини, яка може
виконувати роботу довiльного нормального алгоритму.

76



5.3 Про алгоритмiчно нерозв’язнi проблеми

Асоцiативне числення слiв. Проблема еквiвалентностi слiв. Приклади.
Поняття про алгоритмiчно нерозв’язнi проблеми.

1. Асоцiативне числення слiв. В асоцiативному численнi слiв вводяться допустимi
операцiї пiдстановок без будь-яких обмежень на порядок їх застосування. Якщо A —
деякий алфавiт, а A i B — слова в ньому, то неорiєнтована пiдстановка позначати-
меться через A ↔ B. Наприклад, пiдстановка ab ↔ bcb у двоелементному алфавiтi
A = {a, b} може бути застосована до слова abcbcbab в рiзному порядку, тобто можна в
цьому словi видiляти (причому не обов’язково злiва) або слово ab, або слово bcb, тобто
abcbcbab, або abcbcbab, або abcbcbab, або abcbcbab.

Означення 9. Асоцiативним численням називається сукупнiсть всiх слiв в да-
ному абстрактному алфавiтi разом з деякою скiнченною системою допустимих
пiдстановок. Асоцiативне числення задається алфавiтом i системою допустимих
пiдстановок.

Якщо слово A є результат одного застосування допустимої пiдстановки до слова B,
то, очевидно, що слово B також є результатом застосування цiєї ж пiдстановки до слова
A; такi два слова називаються сумiжними словами. Послiдовнiсть слiв A1, A2, . . . , An,
в якiй два сусiднi слова є сумiжними, називається дедуктивним ланцюгом, який
з’єднує слова A1 i An. Два слова A i B називаються еквiвалентними (позначається
через A ' B), якщо iснує дедуктивний ланцюг, який з’єднує цi слова. Ясно, що ' є
вiдношення еквiвалентностi.

2. Проблема еквiвалентностi слiв полягає в тому, що для довiльних двох слiв
даного асоцiативного числення необхiдно визначити чи еквiвалентнi вони, чи нi. Ця
проблема має важливе теоретичне i практичне значення в математицi.

Приклад 1. Асоцiативне числення задається алфавiтом {a, b, c} i системою допусти-
мих пiдстановок

ab↔ ba,
ac↔ ca,
bc↔ cb.

Розглянемо нормальний алгоритм:

A2:


ba→ ab,
ca→ ac,
cb→ bc.

Результат застосування цього нормального алгоритму до довiльного слова X в алфавiтi
{a, b, c} є слово, у якого є всi лiтери слова X, але вони упорядкованi так, що спочатку
йдуть всi лiтери ”a ”, за ними — всi лiтери ”b ”, i потiм ”c ”. Наприклад,

A2(bacbaca) = aaabbcc.

Алгоритм A2 перетворює еквiвалентнi слова в даному асоцiативному численнi в рiвнi
слова.
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Приклад 2. Асоцiативне числення задається алфавiтом {a, b, c} i системою допусти-
мих пiдстановок

b↔ acc,
ca↔ accc,
aa↔ Λ,
cccc↔ Λ.

Розглянемо нормальний алгоритм:

A3:


b→ acc,
ca→ accc,
aa→ Λ,
cccc→ Λ.

Слова в даному алфавiтi, якi можна отримати застосуванням алгоритму A3 до слiв в
цьому ж алфавiтi, назвемо зведеними словами. Покажемо, що зведеними словами в
даному алфавiтi можуть бути лише слова:

Λ, c, cc, ccc, a, ac, acc, accc.

Дiйсно, алгоритм A3 знищує лiтери ”b ” в словах даного алфавiту; лiтера ”a ” завжди
входить перед лiтерою ”c ” у зведених словах, причому не бiльше одного разу; лiтер
”c ”, нарештi, не може бути бiльше трьох.

Покажемо далi, що довiльнi два зведених слова не еквiвалентнi мiж собою. Зразу
ж вiдмiтимо, що при побудовi дедуктивного ланцюга можна не користуватись першою
пiдстановкою. Справдi, якщо в кожному словi дедуктивного ланцюга замiнити лiтери
”b ” на слово acc, то отримаємо послiдовнiсть слiв, у якiй всi сусiднi слова або сумiжнi,
або просто рiвнi.

Оскiльки друга, третя i четверта пiдстановки не змiнюють парностi лiтер ”a ” i ”c ”,
то жодне з перших чотирьох слiв, в якi лiтера ”a ” не входить, не еквiвалентне жодному
з чотирьох слiв, що залишаються, в якi входить лiтера ”a ” (непарне число разiв).

Залишається тепер переконатися в нееквiвалентностi наступних пар слiв:

”Λ” i ”cc ”; ”c ” i ”ccc ”; ”a ” i ”acc ”; ”ac ” i ”accc ”.

Неважко бачити, що з еквiвалентностi хоча б однiєї пари випливає еквiвалентнiсть
iнших пар слiв, в чому легко переконатися.

Iндексом входження лiтери ”a ” в слово X називається число всiх входжень лiтери
”c ”, якi зустрiчаються правiше лiтери ”a ”. Iндексом слова X називається сума iндексiв
всiх входжень лiтери ”a ”. Наприклад, в словi ”accac ” перша злiва лiтера ”a ” має
iндекс 3, друга — 1, iндекс слова — 4

Покажемо, що слова ”a ” i ”acc ” не еквiвалентнi. Iндекси цих слiв однакової парностi
(0 i 2). Пiдстановки aa↔ Λ i cccc↔ Λ не змiнюють парностi iндекса слова. Пiдстановка
ж ca ↔ accc змiнює парнiсть iндекса слова. Справдi, розглянемо два слова: AcaB i
AacccB. Iндекси входжень ”a ” в словi A змiнюється на 2; iндекси входжень ”a ” в
словi B не змiнюється; iндекс входження ”a ” мiж словами A i B змiнюється на 3.
Отже, в цiлому iндекс слова змiнюється на непарне число.

Припустимо вiд супротивного, що слова ”a ” i ”acc ” еквiвалентнi, тобто iснує деду-
ктивний ланцюг, який зв’язує цi слова; ланцюг побудований за допомогою пiдстановок:
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ca ↔ accc; aa ↔ Λ; cccc ↔ Λ. Оскiльки пiдстановка cccc ↔ Λ змiнює число входжень
лiтери ”c ” на 4, а пiдстановка aa ↔ Λ зовсiм не змiнює числа входжень ”c ”, то для
побудови дедуктивного ланцюга, яка зв’язує ”a ” i ”acc ”, необхiдно застосувати пiдста-
новку ca↔ accc, причому непарне число разiв. Але при цьому iндекс слова змiнюється
на непарне число, що протирiччить однаковiй парностi iндексiв цих слiв. Отже, слова
”a ” i ”acc ” не еквiвалентнi.

3. Поняття про алгоритмiчно нерозв’язнi проблеми. Iснування алгоритмiчно не-
розв’язних проблем можна сформулювати так: iснують такi класи задач, для яких не
iснує єдиного нормального алгоритму їх розв’язання. Наприклад, росiйський мате-
матик П. С. Новiков вперше встановив алгоритмiчну нерозв’язнiсть проблеми тото-
жностi в теорiї груп. Ще одним прикладом нерозв’язної проблеми в теорiї алгоритмiв
є проблема розпiзнання самозастосовностi алгоритмiв.

Пояснимо в чому полягає ця проблема. Розглядаємо нормальнi алгоритми в алфа-
вiтi A, який складається с двох лiтер. Нехай Au є слово в алфавiтi A, яке зображує
алгоритм A.кщо алгоритм A застосовний до слова Au, то A називається самозасто-
совним, iнакше вiн називається несамозастосовним. Iснують алгоритми обох видiв.
Наприклад, тотожнiй алгоритм A1(X) = X самозастосовний, а алгоритм Aa(X) = aX
приписування лiтери — несамозастосовний.

Проблема розпiзнавання самозастосовностi алгоритмiв полягає в тому, щоб
знайти єдиний алгоритм, який би за схемою довiльного нормального алгоритму A
встановив, чи самозастосовний алгоритм A, чи нi.

Згiдно принципу нормалiзацiї цю задачу достатньо розглядати лише для нормальних
алгоритмiв. Iснування алгоритмiчно нерозв’язних проблем означає, що при вiдшуканнi
алгоритму, який розв’язує ту чи iншу проблему, потрiбно мати на увазi, що такий
алгоритм може взагалi i не iснувати. Тому разом зi спробами побудови алгоритму
треба намагатися також довести його iснування.
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5.4 Обчислювальнi функцiї

Числовi функцiї, найпростiшi числовi функцiї. Перетворення функ-
цiй: пiдстановка, примiтивна рекурсiя, мiнiмiзацiя. Примiтивно-
рекурсивнi i частково-рекурсивнi функцiї.

1. Функцiя, яка визначена i приймає значення на множинi натуральних чисел, на-
зивається числовою функцiєю. Надалi ми будемо розглядати тiльки такi функцiї.

Перша алгоритмiчна система була побудована на основi зображення обчислюваль-
них функцiй. Вiдомо, що функцiя визначається вiдповiднiстю мiж елементами множини
значень аргументу та елементами множини значень функцiї. При визначеннi функцiї
жодних обмежень на характер закону вiдповiдностi не накладається. Можливо, навiть,
що за означенням аргументу неможливо знайти вiдповiдне значення функцiї. Таке
становище недопустиме для обчислювальних функцiй. Отже, функцiя, для якої iснує
алгоритм обчислення її значень, називається обчислювальною функцiєю.

Серед обчислювальних функцiй видiлемо найпростiшi функцiї:

(a) функцiя слiдування s(x) = x′ = x+ 1;

(b) функцiя-константа Cn
a (x1, . . . , xn) = a;

(c) функцiя тотожностi In
m(x1, . . . , xn) = xm, де 1 6 m 6 n, n = 1, 2, . . .

2. Оператор пiдстановки Sn+1. Нехай f є n-мiсна числова функцiя, f1, . . . , fn —
m-мiснi числовi функцiї, тодi через Sn+1(f, f1, . . . , fn) будемо позначати таку m-мiсну
функцiю g(x1, . . . , xm), яка визначається рiвнiстю

g(x1, . . . , xm) = f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))

для довiльних x1, . . . , xm ∈ N. Оператор пiдстановки визначений для функцiй f1, . . . , fn

з однаковими аргументами. При необхiдностi пiдстановки функцiй з рiзним числом
аргументiв, ускладнення можна подолати шляхом введення фiктивних аргументiв. На-
приклад, функцiю двох аргументiв ϕ(x1, x2) можна подати у виглядi:

ϕ(x1, x2) = ψ(x1, x2, x3) = ϕ(I3
1 (x1, x2, x3), I

3
2 (x1, x2, x3)).

Оператор примiтивної рекурсiї R. Нехай g є n-мiсна, h — (n + 2)-мiсна i f —
(n+1)-мiсна числовi функцiї. Будемо казати, що f отримується з g i h за допомогою
оператора примiтивної рекурсiї (при цьому пишемо f = R(g, h)), якщо для довiльних
x1, . . . , xn, y ∈ N справедливi рiвностi:

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)).

Знайдемо послiдовно значення числової функцiї f :

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, 1) = h(x1, . . . , xn, 0, g(x1, . . . , xn)),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f(x1, . . . , xn,m+ 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn,m)).
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Приклад. Нехай g = 0, h = 2x+y, тодi f(0) = 0, f(1) = 0, f(2) = 2, f(3) = 2·2+2 = 6,
f(4) = 2 · 3 + 2 · 2 + 2 = 12; f(x+ 1) = 2x+ 2(x− 1) + · · ·+ 2 · 2 + 2 = 2 x+1

2
x = (x+ 1)x.

Оператор мiнiмiзацiї M. Цей оператор дає можливiсть визначати функцiю вiд n ар-
гументiв за допомогою функцiї (n+1)-го аргументу. Нехай дана обчислювальна функцiя
g(x1, . . . , xn, y); фiксуємо значення аргументiв x1 = a1, . . . , xn = an. Оператором мiнi-
мiзацiї визначається найменше натуральне число β, для якого g(a1, a2, . . . , an, β) = 0;
позначається дана операцiя так:

β = µy[ g(a1, a2, . . . , an, y) = 0 ],

де µy є символ даної операцiї. Очевидно, що значення β є функцiєю вiд a1, a2, . . . , an.
Таким чином, ми маємо означення обчислювальної функцiї f(x1, x2, . . . , xn) (=
(Mg)(x1, x2, . . . , xn)) за допомогою операцiї µy (яка називається операцiєю наймен-
шого кореня):

f(x1, x2, . . . , xn) = µy[ g(x1, x2, . . . , xn, y) = 0].

Якщо не iснує таких значень y, при яких g(x1, . . . , xn, y) = 0, то функцiя f(x1, . . . , xn)
вважається невизначеною на вiдповiдному наборi значень x1, x2, . . . , xn. Крiм того,
вважається, що функцiя f(x1, . . . , xn) невизначена на такому наборi значень x1 =
a1, . . . , xn = an, для якого iснує корiнь рiвняння g(a1, . . . , an, y) = 0, але хоча б для
одного значення (0 6 γ < β) функцiя g(a1, . . . , an, γ) невизначена.

3. Функцiя f називається примiтивно-рекурсивною, якщо вона є однiєю з найпро-
стiших функцiй s, C1

0 , I
n
m або може бути отримана з найпростiших функцiй за допомогою

скiнченного числа операторiв пiдстановки i примiтивної рекурсiї. Вiдмiтимо, що опера-
тори пiдстановки та примiтивної рекурсiї, застосованi до всюди визначених функцiй,
дають також всюди визначенi функцiї, тому всi примiтивно рекурсивнi функцiї всюди
визначенi.

Приклад. Покажемо, що n-мiсна функцiя константа є примiтивно-рекурсивною
функцiєю. Справдi, це випливає з такої рiвностi:

Cn
a (x1, . . . , xn) = s(s(. . . s︸ ︷︷ ︸

a разiв

(C1
0(In

1 (x1, . . . , xn))) . . .)),

де s(x) = x+ 1.
Функцiя f називається частково-рекурсивною, якщо вона може бути отримана з

функцiй s, C1
0 , I

n
m за допомогою скiнченного числа операторiв пiдстановки, примiтивної

рекурсiї та мiнiмiзацiї. З означення випливає, що кожна примiтивно-рекурсивна фун-
кцiя є частково-рекурсивною. Тому клас частково-рекурсивних функцiй включає в себе
як пiдклас клас всiх примiтивно-рекурсивних функцiй.

Поняття частково- рекурсивної функцiї є одним з основних понять теорiї алгори-
тмiв. Якi б класи алгоритмiв до цього часу не будувались, у всiх випадках виявлялося,
що числовi функцiї, обчислювальнi за допомогою цих алгоритмiв, були частково ре-
курсивними. Тому загальноприйнятим є теза А. Черча вiдносно частково-рекурсивних
функцiй: клас алгоритмiчно обчислювальних числових функцiй спiвпадає з класом
всiх частково-рекурсивних функцiй.

На завершення вiдмiтимо, що Гедель, використовуючи апарат частково-рекурсивних
функцiй, довiв теорему про неповноту формальної арифметики.

81



5.5 Машина Тьюрiнга

Означення машини Тьюрiнга. Допустимi елементарнi операцiї маши-
ни Тьюрiнга. Програма роботи машини, конфiгурацiя, функцiональна
схема машини Тьюрiнга.

1. В зв’язку з розвитком сучасної обчислювальної математики особливий iнтерес має
така алгоритмiчна система, в якiй поняття алгоритму базується на командно-адресному
принципi. Для наукового аналiзу обчислювальних процесiв, якi можуть бути реалiзова-
нi машиною, бажано знайти просту за своєю логiчною структурою схему алгоритмiчної
машини, яка може бiти предметом точної математичної теорiї. Вперше схему такої
алгоритмiчної машини побудував англiйський математик А. Тьюрiнг в 1937 роцi (до
створення сучасних ЕОМ).

Iдея машини Тьюрiнга базується на загальному аналiзi процесiв обчислення значень
функцiй обчислювачем. При цьому має мiсце основна гiпотеза теорiї алгоритмiв
(теза Тьюрiнга): кожний алгоритм може бути реалiзований в машинi Тьюрiнга.

Означення машини Тьюрiнга. Основними блоками машини Тьюрiнга є:

1) Блок зовнiшньої пам’ятi (БП). Це нескiнченна в обидва боки стрiчка, яка розби-
та на комiрки.

2) Функцiональний (програмний) блок (БФ). Цей блок зображується скiнченною
таблицею з двома входами.

3) Читаючий елемент (ЧЕ). Вiн фiксує одну комiрку стрiчки пам’ятi.

4) Блок стану (БС) (блок внутрiшньої пам’ятi). Вiн фiксує той чи iнший стан
машини.
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Вхiдна iнформацiя подається (кодується) в комiрках пам’ятi лiтерами зовнiшнього
алфавiту: σ = {s0, s1, . . . , sk}. В кожнiй комiрцi може мiститися лише одна лiтера. Се-
ред лiтер алфавiту є лiтера, яка вiдповiдає "порожньому символу", вважаємо її лiтерою
s0 або θ. "Порожнiй символ"знаходиться у всiх комiрках пам’ятi, якi не зайнятi iншими
лiтерами зовнiшнього алфавiту.

Стани машини Тьюрiнга кодуються лiтерами внутрiшнього алфавiту:

C = {q0, q1, . . . , qm}

i визначаються змiстом блоку стану. Серед станiв машини Тьюрiнга видiляється
заключний стан, який означає завершення роботи машини (зупинка машини); по-
значають його символом " ! ".

Адреси комiрок пам’ятi машини Тьюрiнга позначаються трьома лiтерами: Н, П, Л.
Лiтерою Н позначається комiрка, яку фiксує (оглядає) читаючий елемент. Лiтерою П
позначається адреса комiрки, яка знаходиться правiше вiд фiксованої комiрки. Лiтерою
Л позначається адреса комiрки, сусiдньої злiва вiд фiксованої комiрки.

Допустимими елементарними операцiями в машинi Тьюрiнга є такi три операцiї:

1) Записування в фiксовану комiрку пам’ятi деякої лiтери зовнiшнього алфавiту.
При цьому попереднiй вмiст фiксованої комiрки витирається.

2) Перехiд до нового стану. При цьому в блок станiв помiщається вiдповiдна лiтера
внутрiшнього алфавiту.

3) Фiксування комiрки пам’ятi за однiєю з адрес Н, П, Л. При цьому здiйснюється
змiна розташування читаючого елемента.Точнiше, за адресою Н розташування
ЧЕ не змiнюється, за адресою П читаючий елемент зсувається на одну комiрку
вправо, а за адресою Л — влiво.

Кожна команда дiї машини Тьюрiнга зображується трьома лiтерами:

sqC,

де s — лiтера зовнiшнього алфавiту, яка записується у фiксовану комiрку; q — лiтера
внутрiшнього алфавiту, яка розмiщується в блок станiв; C — одна з лiтер Н, П, Л.
Команди розмiщуються в комiрках функцiонального блоку, якi за стовпцями помiченi
лiтерами станiв, а за рядками — лiтерами зовнiшнього алфавiту.

Програма роботи машини Тьюрiнга задається командами дiї, якi розмiщуються
в комiрках функцiонального блоку. Окремий етап дiї машини Тьюрiнга складається з
виконання деякої команди, яка мiститься в комiрцi функцiонального блоку, вiдмiчено-
го лiтерою станiв, яка мiститься у блоцi станiв, i лiтерою зовнiшнього алфавiту, яка
мiститься у фiксованiй комiрцi пам’ятi.

Конфiгурацiєю машини Тьюрiнга називається зображення стрiчки пам’ятi з розмi-
щеними на нiй лiтерами зовнiшнього алфавiту i вiдмiченим станом машини фiксованої
комiрки пам’ятi, яка фiксується читаючим елементом.

Функцiональною схемою машини Тьюрiнга називається функцiональний блок з
розмiщеними в його комiрках командами.

Починається робота машини Тьюрiнга iз задання початкової конфiгурацiї i функцi-
ональної схеми машини.
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Приклад. Алгоритм додавання натуральних чисел 3 + 2.

Зовнiшнiй алфавiт: σ = {θ, 1, ∗}

Внутрiшнiй алфавiт: C = {q0, q1, q2, !}

Початкова конфiгурацiя машини Тьюрiнга:

Функцiональна схема машини Тьюрiнга:
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