
Задачi для студентiв з курсу «Теорiя i практика математичних
олiмпiад»

Тема 1. «Доведення вiд супротивного i принцип Дiрiхле.
Узагальнений принцип Дiрiхле».

Задача 1. а) В класi 35 учнiв. Доведiть, що серед них знайдуться хоча б двоє, у яких
прiзвище починається з однiєї лiтери.
б) При якiй найменшiй кiлькостi учнiв в школi серед них обов’язково знайдуться двоє, у

яких день i мiсяць народження спiвпадають?

Задача 2. На 25 сторiнках книжки 102 помилки. Доведiть, що на однiй з них не менше
п’яти помилок.

Задача 3. В мiшку лежать 4 червонi i 2 синi кульки. Яку найменшу кiлькiсть кульок
потрiбно витягнути не дивлячись, щоб серед них точно були такi кульки: а) 1 червона; б)
1 синя; в) 1 синя i 1 червона; г) двi однокольоровi?

Задача 4. У людини на головi не бiльше нiж 500 000 волосин, а в Києвi бiльше 2 500 000
жителiв. Доведiть, що знайдуться 5 киян з однаковою кiлькiстю волосин на головi.

Задача 5. В школi 65 восьмикласникiв, i всi вони складають по три iспити, за кожний
з яких можна одержати 2, 3, 4 або 5. Чи правда, що знайдуться два школярi, якi отримали
однаковi оцiнки на всiх iспитах?

Задача 6. 34 пасажири їдуть в автобусi, який робить 9 зупинок i на цих зупинках новi
пасажири не заходять. Доведiть, що на якихось двох зупинках вийде однакова кiлькiсть
пасажирiв (можливо, жодного).

Тема 2. «Пошук iнварiанту як метод розв’язування задач.
Парнiсть як iнварiант. Розфарбування як iнструмент знаходження

iнварiанту».

Задача 7. З шахової дошки вирiзали двi клiтинки— a1 i h8. Чи можна решту частину
дошки покрити 31-єю домiношкою так, щоб кожна покривала рiвно двi клiтинки дошки?

Задача 8. Чи можна ходом коня пройти всi клiтини шахiвницi, почавши з клiтинки a1,
закiнчивши в клiтинцi h8 i побувавши на кожнiй клiтинцi рiвно по одному разу?

Задача 9. У Васi в колекцiї 20 дискiв з фiльмами, а у Машi — 40. Вони обмiнюються
мiж собою деякими дисками. Чи могло через деякий час трапитися так, що в колекцiї у
Васi 28 дискiв, а у Машi — 34 диска?

Задача 10. В прямокутнiй таблицi m × n розставлено числа так, що суми чисел в ко-
жному рядочку i кожному стовпчику однаковi i не дорiвнюють нулю. Доведiть, що m = n.

Задача 11. Хулiгани Костя i Максим рвуть газету, причому Костя рве кожний шматок,
що йому трапляється на 4 частини, а Максим— на 7 частин. На наступний день знайшли
2013 шматкiв. Чи усi шматки були знайденi?

Задача 12. В квадратi 3× 3 розставлено плюси та мiнуси. За 1 крок можна змiнити всi
знаки в будь-якому рядочку чи в будь-якому стовпчику на протилежнi. Чи можна за кiлька
крокiв отримати таблицю з одних плюсiв, якщо початкове розташування знакiв таке:
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Задача 13. В таблицi 8 × 9 в чорний колiр пофарбовано рiвно одну клiтину, решта—
бiлi. За один крок дозволяється перефарбувати усi клiтини в одному «хрестi» (об’єднаннi
одного рядка i одного стовпця) в протилежний колiр. Чи можна досягнути того, щоб через
кiлька крокiв усi клiтини стали бiлими?

Задача 14. Круг роздiлено на 6 секторiв, в кожному з яких стоїть фiшка. Дозволяється
за один хiд зсунути будь-якi двi фiшки в сусiднi з ними сектори. Чи можна з допомогою
таких дiй зiбрати усi фiшки в одному секторi?

Задача 15. Доведiть, що шахову дошку 8× 8 не можна замостити 15 фiгурками виду а)
i однiєю фiгуркою виду б).

а) б) в) г)

Задача 16. Доведiть, що дошку 10 × 10 не можна замостити фiгурками виду в) (див.
попередню задачу).

Задача 17. Доведiть, що фiгурками виду а) не можна замостити дошку: а) 10 × 10; б)
102× 102.

Задача 18. Дно прямокутної коробки вимощено плитками 1×4 i 2×2. Плитки висипали
з коробки i одна плитка 2 × 2 загубилась. Її замiнили плиткою 1 × 4. Чи вдасться тепер
замостити дно коробки?

Задача 19. Чи можна розрiзати дошку 10× 10 на 25 фiгурок виду б)?

Задача 20. Чи можна розрiзати дошку 10× 10 на 25 фiгурок виду г)?

Задача 21. З квадратної дошки вирiзали одну клiтинку. Чи можна решту частину дошки
розрiзати на кутики з трьох клiтинок, якщо сторона квадрата: а) 24 б) 4; в) 8; г) 2n?

Задача 22. В кожнiй клiтинцi дошки 7× 7 сидить жук. В деякий момент часу всi жуки
одночасно переповзають на сусiднi (по горизонталi чи вертикалi) клiтини. Доведiть, що
пiсля цього залишиться хоча б одна порожня клiтинка. Чи може така клiтинка бути рiвно
одна?

Тема 3. «Методи розв’язування задач комбiнаторного характеру.
Пошук бiєкцiї. Принцип включень-виключень. Прийом «Кулi i

перегородки»».

Задача 23. Скiлькома способами можна розставити на шаховiй дошцi бiлого i чорного
королiв так, щоб вони не били один одного?

Задача 24. В країнi є 20 мiст. Кожне мiсто з кожним з’єднане авiалiнiєю. Скiльки всього
авiалiнiй в цiй країнi?

Задача 25. Скiльки iснує п’ятицифрових чисел, у яких усi цифри— парнi?



Задача 26. Скiльки iснує п’ятицифрових чисел, в запису яких є хоча б одна парна
цифра?

Задача 27. Скiлькома способами можна переставити букви в словi «математика»?

Задача 28. Скiльки iснує найкоротших шляхiв з точки (0; 0) в точку (4; 3), якщо руха-
тись можна лише вздовж лiнiй координатної сiтки?

Задача 29. Розглядаються усi прямокутники, довжини сторiн яких виражено нату-
ральними числами. Яких прямокутникiв бiльше: з периметром, який дорiвнює 1000, чи з
периметром, який дорiвнює 1002?

Задача 30. Є шiсть коробок, занумерованих числами вiд 1 до 6. Скiлькома способами
можна розкласти по цим коробкам 10 однакових куль так, щоб жодна з коробок не була
порожньою.?

Задача 31. Є шiсть коробок, занумерованих числами вiд 1 до 6. Скiлькома способами
можна розкласти по цим коробкам 10 однакових куль (деякi коробки можуть бути поро-
жнiми)?

Задача 32. В кiоску продаються листiвки 10 видiв. Скiлькома способами можна в цьому
кiоску придбати: а) 12 листiвок; б) 8 листiвок; в) 8 рiзних листiвок?

Тема 4. «Оцiнка плюс приклад».

Задача 33. Яку найбiльшу кiлькiсть n тур можна розставити на шахiвницi 8 × 8 так,
щоб вони не знаходились пiд боєм одна одної?

• Наведiть приклад розташування n тур.

• Доведiть, що приклада розташування для n+ 1 тури не iснує.

• (Bonus) Скiльки iснує прикладiв розташування n тур, що не б’ють одна одну, на дошцi
8× 8?

Задача 34. Яку найбiльшу кiлькiсть n королiв можна розставити на шахiвницi 8 × 8
так, щоб вони не знаходились пiд боєм одна одної?

• Наведiть приклад розташування n королiв.

• Доведiть, що приклада розташування для n+ 1 короля не iснує.

• (Bonus) Чи iснують кiлька рiзних прикладiв розташування n королiв, що не б’ють
один одного, на дошцi 8× 8?

Задача 35. Яку найбiльшу кiлькiсть n слонiв можна розставити на шахiвницi 8× 8 так,
щоб вони не знаходились пiд боєм одна одної?

• Наведiть приклад розташування n слонiв.

• Доведiть, що приклада розташування для n+ 1 слона не iснує.

• (Bonus) Наведiть три рiзнi приклади розташування n слонiв на дошцi 8 × 8, що не
б’ють один одного.



Задача 36. Яку найбiльшу кiлькiсть n коней можна розставити на шахiвницi 8× 8 так,
щоб вони не знаходились пiд боєм однин одного?

• Наведiть приклад розташування n коней.

• Доведiть, що прикладу розташування для n+ 1 коня не iснує.

• (Bonus) Наведiть два рiзнi приклади розташування n коней на дошцi 8 × 8, що не
б’ють один одного.

Задача 37. Яку найбiльшу кiлькiсть n королев (ферзiв) можна розставити на шахiвницi
8× 8 так, щоб вони не знаходились пiд боєм одна одної?

• Наведiть приклад розташування n королев.

• Доведiть, що приклада розташування для n+ 1 королев не iснує.

• (Bonus) Наведiть два рiзнi приклади розташування n королев на дошцi 8 × 8, що не
б’ють одна одну.

Задача 38. В класi 25 учнiв. Вiдомо, що у будь-яких двох дiвчаток класу кiлькiсть
друзiв-хлопчикiв з цього класу не спiвпадає. Яка найбiльша кiлькiсть дiвчат може бути в
цьому класi?

Задача 39. Новорiчна гiрлянда, яка висить вздовж шкiльного коридору, складається з
червоних i синiх лампочок. Поряд з кожною червоною лампочкою обов’язково є синя. Яка
найбiльша кiлькiсть лампочок може бути в гiрляндi, якщо всього лампочок 50?

Задача 40. Клiтчастий прямокутник 19× 20 клiтин розрiзаний на кiлька квадратiв (всi
розрiзи йдуть по лiнiям сiтки). Яка найменша кiлькiсть квадратiв з непарною стороною
може виявитись серед них?

Тема 5. Задачi на пошук стратегiй в математичних iграх.

Задача 41. Двоє гравцiв грають в таку гру. Перший гравець називає натуральне число,
яке не перевищує 10, потiм другий гравець додає до нього натуральне число, яке не пере-
вищує 10, потiм те ж саме робить перший гравець i т. д. Виграє той, хто пiсля свого ходу
дiстане число 100. У кого з гравцiв є виграшна стратегiя?

Задача 42. Є поле у виглядi квадрата 3 × 3. Два гравцi по черзi записують в поро-
жнi клiтини натуральнi числа вiд 1 до 9. Числа в таблицi не повиннi повторюватися. Той
гравець, пiсля ходу якого в рядку, стовпчику або однiй з двох дiагоналей сума усiх трьох
записаних чисел дорiвнює 15, виграє. Якщо пiсля заповнення всiєї таблицi немає гравця,
який виграв, то фiксується нiчия. Чим закiнчиться гра при правильнiй грi супротивникiв?

Задача 43. Є двi купки камiнцiв: в однiй 20, а в iншiй — 30. За один хiд дозволяється
взяти довiльну кiлькiсть камiнцiв, але лише з однiєї купки. Програє той, хто не може
зробити хiд. У кого з гравцiв є виграшна стратегiя? В чому вона полягає?

Задача 44. Двоє гравцiв по черзi ставлять шахових королiв в клiтини дошки 5× 5 так,
щоб вони не знаходилися пiд боєм один одного (колiр королiв неважливий). Хто не зможе
зробити хiд — той програє. Хто i як може виграти в цiй грi: перший чи другий гравець?



Задача 45. Двоє гравцiв по черзi ставлять шахових слонiв в клiтини дошки 8 × 8 так,
щоб вони не знаходилися пiд боєм один одного (колiр слонiв неважливий). Хто не зможе
зробити хiд — той програє. Хто i як може виграти в цiй грi: перший чи другий гравець?

Задача 46. Двоє гравцiв по черзi ставлять шахових коней в клiтини дошки 8 × 8 так,
щоб вони не знаходилися пiд боєм один одного (колiр коней неважливий). Хто не зможе
зробити хiд — той програє. Хто i як може виграти в цiй грi: перший чи другий гравець?

Задача 47. Дана клiтчаста дошка 10 × 10. За один хiд дозволяється покрити довiльнi
двi сусiднi клiтини домiношкою 2 × 1 так, щоб домiношки не перекривалися. Програє той
гравець, який не може зробити хiд. Хто з гравцiв виграє при правильнiй грi: той, хто
розпочинає, чи його партнер?

Задача 48. Двоє гравцiв по черзi ламають шоколадку 6 × 8. За один хiд дозволяється
зробити прямолiнiйний розлом будь-якого шматка вздовж заглиблень. Програє той гравець,
який не може зробити хiд. Хто з гравцiв може забезпечити собi перемогу?

Задача 49. Двоє хлопчикiв по черзi записують цифри k-цифрового числа: першу ци-
фру пише перший, другу — другий, третю— знову перший i т.д. Чи може другий хлопчик
досягнути того, щоб отримане число дiлилось на 9, якщо перший гравець заважає йому це
зробити?

Задача 50. У рядок записано числа 1, 2, 3, . . . , 20, 21. Два гравцi —Михайлик i Ан-
дрiйко — грають у таку гру. Гравець своїм ходом викреслює будь-яке iз ще не викреслених
чисел. Гра триває доти, доки не залишаться два числа. Якщо сума цих чисел дiлиться на 5,
то перемагає Михайлик, за iнших умов—Андрiйко. Розпочинає Михайлик. Хто переможе
при правильнiй грi?

Тема 6. Принцип крайнього

Задача 51. Чи можна розставити в усiх вершинах куба натуральнi числа так, щоб число
в кожнiй з вершин дорiвнювало сумi чисел в трьох вершинах, якi з’єднано з нею ребрами?

Задача 52. Вздовж кола розставили 10 чисел так, що кожне число виявилось рiвним
середньому арифметичному своїх сусiдiв. Доведiть, що усi цi 10 чисел однаковi.

Задача 53. На площинi розташовано 10 рiзних точок. Доведiть, що можна нарисувати
п’ять вiдрiзкiв з кiнцями в даних точках так, щоб одержанi вiдрiзки не мали спiльних
точок.

Задача 54. На кожнiй з 15 планет, вiдстанi мiж якими попарно рiзнi, знаходиться по
астроному, який спостерiгає найближчу до нього планету. Доведiть, що за деякою планетою
нiхто не спостерiгає.

Задача 55. На столi лежать монети. Чи обов’язково можна зняти якусь монету зi столу,
не зачепивши при цьому iншi монети?

Задача 56. Доведiть, що круги, якi побудованi на сторонах опуклого чотирикутника як
на дiаметрах, повнiстю покривають цей чотирикутник.

Задача 57. Всерединi круга радiуса 1 обрано вiсiм точок. Доведiть, що деякi двi точки
знаходяться на вiдстанi меншiй за 1.

Тема 7. Методи розв’язування арифметичних задач i задач з теорiї
чисел.



Задача 58. Цифру 9, iз якої починається трицифрове число, перенесли на кiнець числа.
Нове число на 216 менше, нiж попереднє. Яким було початкове число?

Задача 59. До деякого числа праворуч дописали 6, i воно збiльшилося у 13 разiв. Яке
це число?

Задача 60. До деякого числа лiворуч приписали 3, i воно збiльшилося у 9 разiв. Яке це
число?

Задача 61. Деяке шестицифрове число починається цифрою 1. Якщо цю цифру закре-
слити i дописати одиницю праворуч, то одержимо втричi бiльше число. Знайдiть початкове
число.

Задача 62. Знайдiть усi числа, якi не перевищують 1000, i кожне з яких у 12 разiв бiльше
вiд суми своїх цифр.

Задача 63. Множення на 9 змiнює порядок цифр деякого чотирицифрового числа на
протилежний. Яке це число?

Задача 64. Знайдiть двi останнi цифри числа 22000.

Тема 8. Евристичнi прийоми доведення нерiвностей. Використання
нерiвностi Кошi; нерiвностi Кошi–Буняковського–Шварца;

реверсного методу.

Задача 65. Вiдомо, що a > 0, b > 0 i a+ b = 1. Доведiть, що(
a+

1

b

)2

+

(
b+

1

a

)2

>
25

2
.

Задача 66. Вiдомо, що a > 0, b > 0, c > 0. Доведiть нерiвнiсть

a2

b
+

b3

c2
+

c4

a3
> −a+ 2b+ 2c.

Задача 67. Вiдомо, що a > 0, b > 0, c > 0. Доведiть нерiвнiсть

a4 + b4 + c4 > abc(
√
ab+

√
bc+

√
ca).

Задача 68. Доведiть, що коли a+ b+ c = 3, то
√
3a+ 1 +

√
3b+ 1 +

√
3c+ 1 6 6.

Задача 69. Вiдомо, що a > 0, b > 0, причому a+ b = 1. Доведiть нерiвнiсть

a2

1 + b
+

b2

1 + a
>

1

3
.



Задача 70. Доведiть нерiвнiсть для a > 0, b > 0, c > 0:

а)
a2

b
+

b2

c
+

c2

a
> a+ b+ c.

б)
a4

b3
+

b4

c3
+

c4

a3
> a+ b+ c.

в)
a3

b
+

b3

c
+

c3

a
> a2 + b2 + c2.

Задача 71. Доведiть нерiвнiсть для a > 0, b > 0, c > 0:

a2

b+ 2c
+

b2

c+ 2a
+

c2

a+ 2b
>

a+ b+ c

3
.

Задача 72. Доведiть нерiвнiсть для a > 0, b > 0, c > 0:

a3

b+ c
+

b3

c+ a
+

c3

a+ b
>

a2 + b2 + c2

2
.

Задача 73. Доведiть нерiвнiсть для a > 0, b > 0, c > 0, a+ b+ c = 3:
a

b2 + 1
+

b

c2 + 1
+

c

a2 + 1
>

3

2
.

Задача 74. Доведiть нерiвнiсть для a > 0, b > 0, c > 0:

a3

a2 + ab+ b2
+

b3

b2 + bc+ c2
+

c3

c2 + ca+ a2
>

a+ b+ c

3
.

Тема 9. Базовi вiдомостi з теорiї графiв в задачах математичних
олiмпiад.

Задача 75. Чи можна на площинi намалювати 9 вiдрiзкiв так, щоб кожний вiдрiзок
перетинався рiвно з трьома iншими?

Задача 76. В класi 30 учнiв. Чи може бути так, що 9 з них мають по 3 друга (в ьому
класi), 11 — по 4 друга, а 10 — по 5 друзiв?

Задача 77. В деякiй країнi 15 мiст, причому кожний з них з’єднано дорогами не менше
як iз сiмома iншими мiстами. Доведiть, що з будь-якого мiста можна дiстатись до будь-
якого iншого (можливо, проїжджаючи повз iншi мiста), тобто доведiть, що граф дорiг є
зв’язним.

Задача 78. В деякiй країнi 30 мiст, причому кожний з них з’єднано дорогою з кожним
iншим. Яку найбiльшу кiлькiсть дорiг можна закрити на ремонт так, щоб з кожного мiста
можна було проїхати до кожного мiста (можливо, проїжджаючи повз iншi мiста)?

Задача 79. В квадратi вiдмiтили 20 точок i з’єднали їх вiдрiзками, що не перетинаються,
мiж собою i з вершинами квадрата так, що квадрат розбився на трикутники. Скiльки стало
цих трикутникiв?

Задача 80. Запишiть в рядок цифри вiд 1 до 9 так, щоб будь-яке число, яке складене iз
двох сусiдних цифр, дiлилось або на 7, або на 13.


