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Задача 5. В трапецiї ABC D (AD ‖ BC) точка M лежить на сторонi C D,
причому C M : M D = 2 : 3, AB = AD, BC : AD = 1 : 3. Доведiть, що BD ⊥ AM .
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Розв’язання. Нехай F точка перетину AM i BC ,
N точка перетину AM i BD. Трикутники C M F i
DMA подiбнi, а тому C F : AD = 2 : 3. Нехай BC = x ,
тодi AD = AB = 3x , C F = 2

3AD = 2x . Тодi трикутни-
ки BN F i DNAрiвнi за стороною i двома прилеглими
до неї кутами. Тому BN = N D. Таким чином, вiдрi-
зок AN є медiаною рiвнобедреного трикутника BAD,
яка є i його висотою, тобто AM ⊥ BD, що i потрiбно
було довести.

Задача 6. У чотирикутнику ABC D точки E, F i K середини сторiн AB,
BC , AD вiдповiдно. Вiдомо, що KE ⊥ AB, KF ⊥ BC , а кут ∠ABC = 118◦.
Знайдiть ∠AC D (у градусах).

Розв’язання.
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Оскiльки KE серединний перпендикуляр до вiдрiзка AB, KF середин-
ний перпендикуляр до вiдрiзка BC , то KA= KB = KC . Але KA= KD, тому
K центр кола, описаного навколо чотирикутника ABC D.∠AC D вписаний,
що спирається на дiаметр, тому є прямим.

Вiдповiдь. 90◦.
Примiтка. Умова ∠ABC = 118◦ є зайвою.
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Задача 5. Точка M лежить всерединi ромба ABC D. Вiдомо, що ∠DAB =
110◦, ∠AM D = 80◦, ∠BMC = 100◦. Чому може дорiвнювати величина кута
AMB?

A C

B

D

M1

M2

Розв’язання. Помiтимо, що геометричне мi-
сце точок M , з яких вiдрiзок AD видно пiд ку-
том 80◦, i якi лежать по ту ж сторону вiд AD, що
i точка B це дуга кола, що проходить через
точки A i D. Також геометричне мiсце точок M ,
з яких вiдрiзок BC видно пiд кутом 100◦, i якi
лежать по ту ж сторону вiд BC , що i точка A
це дуга кола, що проходить через точки B i C .
Шукана точка M повинна лежати на перетинi
цих дуг. Таким чином, таких точок не може
бути бiльше двох.

Покажемо двi точки, якi задовольняють умо-
вi задачi. Перша точка M1 лежить на дiагоналi
AC , причому ∠BM1C = 100◦. Тодi ∠BM1A =
180◦ − ∠BM1C = 80◦. Iз рiвностi трикутникiв AM1B i AM1D випливає, що
∠AM1D = 80◦, що i вимагається в умовi.

Аналогiчно друга точка M2 лежить на дiагоналi BD, причому ∠BM2C =
100◦. В цьому випадку знаходимо: ∠AM2D = 80◦, ∠AM2B = 100◦.

Залишається вiдмiтити, що точки M1 i M2 є рiзними (вони лежать на
рiзних дiагоналях ромба i не спiвпадають iз точкою перетину дiагоналей) i
лежать всерединi ромба ABC D.

Вiдповiдь. 80◦ або 100◦.

Задача 6. Дано трикутник ABC , в якому AB = BC . Точка O центр опи-
саного кола, точка I центр вписаного кола трикутника. Точка D лежить
на сторонi BC , причому прямi DI та AB паралельнi. Доведiть, що прямi DO i
C I перпендикулярнi.

(В’ячеслав Ясiнський)

Розв’язання. Нехай ∠A= ∠C = α, тодi ∠OBC = ∠ABO = 90◦ − α2 . З пара-
лельностi AB i DI випливає, що∠DIB = 90◦− α2 . Крiм того, з рiвнобедреного
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трикутника BOC знаходимо, що ∠BCO = 90◦ − α2 . Таким чином, точки I , O,
D, C лежать на одному колi.

A C

B

D

O

I

M

Далi, ∠BC I = α
2 , тому ∠OC I = α

2 − (90◦ − α) = 3
2α− 90◦, а з циклiчностi

точок I , O, D, C випливає, що i∠ODI = 3
2α−90◦. Також∠I DC = 2(90◦−α) =

180◦ − 2α (як зовнiшнiй кут трикутника BDI). Маємо:

∠ODC +∠IC D = (
3
2
α− 90◦) + (180◦ − 2α) +

α

2
= 90◦,

а це i означає, що прямi DO i C I перпендикулярнi.
Примiтка. У випадку iншого розмiщення точок O та I на прямiй BM

доведення проводиться аналогiчними мiркуваннями.
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Задача 5. В трапецiї ABC D (AD ‖ BC) точка M лежить на сторонi C D,
причому C M : M D = 2 : 3, AB = AD, BC : AD = 1 : 3. Доведiть, що BD ⊥ AM .
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Розв’язання. Нехай F точка перетину AM i BC ,
N точка перетину AM i BD. Трикутники C M F i
DMA подiбнi, а тому C F : AD = 2 : 3. Нехай BC = x ,
тодi AD = AB = 3x , C F = 2

3AD = 2x . Тодi трикутни-
ки BN F i DNAрiвнi за стороною i двома прилеглими
до неї кутами. Тому BN = N D. Таким чином, вiдрi-
зок AN є медiаною рiвнобедреного трикутника BAD,
яка є i його висотою, тобто AM ⊥ BD, що i потрiбно
було довести.

Задача 6. AH висота гострокутного трикутника ABC , K i L основи
перпендикулярiв, опущених вiдповiдно на сторони AB i AC з точки H. Дове-
дiть, що кути BKC i BLC рiвнi.

Розв’язання. Точки A, K, H, L належать одному колу, оскiльки ∠AKH =
∠ALH = 90◦, причому AH дiаметр цього кола, а BC дотична до нього.
Отже, ∠ABH = ∠AHK = ∠K LA. Тому ∠KBC +∠K LC = 180◦, тобто точки B,
K , L, C лежать на одному колi. Звiдси i випливає, що ∠BKC = ∠BLC .
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Задача 5. Вписане коло трикутника ABC дотикається до його сторiн AB,
BC , CA вiдповiдно в точках K , N , M . Вiдомо, що ∠AN M = ∠CKM . Доведiть,
що трикутник ABC рiвнобедрений.

(В’ячеслав Ясiнський)
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Розв’язання. Нехай прямi AN i CK пере-
тинають вдруге вписане коло трикутни-
ка ABC у точках P i Q вiдповiдно. Тодi, за
теоремою про вписаний кут та кут мiж
дотичною i хордою, що проведена в то-
чку дотику, одержуємо:

∠PN M = ∠PQM = ∠PMA,

∠QKM = ∠QPM = ∠QMC .

За умовою задачi ∠PN M = ∠QKM , тому
PQ ‖ AC . Звiдси випливає, що

∠CAN = ∠QPN = ∠QKN = ∠CKN ,

тобто ∠CAN = ∠CKN . Це означає, що чотирикутник AKNC вписаний,
тобто ∠CAK = ∠BNK i ∠ACN = ∠BKN . За теоремою про дотичнi, трику-
тник KBN рiвнобедрений, тобто ∠BNK = ∠BKN , тодi ∠CAK = ∠ACN .

Таким чином, ∠CAB = ∠ACB, тобто трикутник ABC рiвнобедрений.

Задача 6. Нехай O та I вiдповiдно центри описаного та вписаного кiл
гострокутного трикутника ABC . Вiдомо, що пряма OI паралельна до сторо-
ни BC цього трикутника. Пряма M I , де M середина BC , перетинає висоту
AH в точцi T . Знайдiть довжину вiдрiзка I T , якщо радiус кола, вписаного в
трикутник ABC , дорiвнює r.

(Григорiй Фiлiпповський)
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Розв’язання. Оскiльки OI паралельно
BC , то, OM = r. З формули Ейлера OI2 =
R2 − 2Rr. Тодi за теоремою Пiфагора для
трикутника IOM : M I2 = OI2 + OM2 =
R2 − 2Rr + r2 = (R− r)2, тобто M I = R− r.

Для подальшого доведення використа-
ємо той факт, що якщо у довiльному три-
кутнику ABC точка M середина BC , I
центр вписаного кола, то пряма M I вiдти-
нає на висотi AH вiдрiзок AT , довжина яко-
го дорiвнює радiусу кола, вписаного в три-
кутник ABC . Тодi чотирикутник AT MO є
паралелограмом, i, отже, T M = AO = R.
Тодi I T = M T −M I = R− (R− r) = r.

Вiдповiдь. r.
Доведення допомiжного факту. Проведемо дотичну EF до вписаного ко-

ла, яка паралельна сторонi BC i позначимо через D точку дотику, KD
дiаметр вписаного кола. Тодi точка D є центром зовнiвписаного кола трику-
тника AEF . Продовживши пряму AD до перетину iз стороною BC одержимо
точку N . Оскiльки трикутники ABC i AEF гомотетичнi з центром гомотетiї
в точцi A, то точка N точка дотику зовнiвписаного кола трикутника ABC .
Але точки K i N симетричнi вiдносно точки M (BK = CN = p − b), тому
M I середня лiнiя в трикутнику KDN , тому M I ‖ AD. Отже, чотирикутник
AT I D паралелограм i AT = I D = r.
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