
VI ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
8–9 класи (базовий варiант)

1. Дано кут, градусна мiра якого дорiвнює 108◦. Опишiть, як за допомогою
циркуля та лiнiйки можна подiлити цей кут на три рiвних.

(Юхим Рабiнович)

2. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 кут 𝐶 у чотири рази менший за кожен iз двох iнших
кутiв. З вершини кута 𝐴 проведенi висота 𝐴𝐾 та бiсектриса 𝐴𝐿. Вiдомо, що
довжина 𝐴𝐿 дорiвнює 𝑙 . Знайдiть довжину вiдрiзка 𝐿𝐾 .

(Григорiй Фiлiпповський)

3. У рiвнобедреному прямокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 з прямим кутом 𝐶

точка𝑀 —середина катета𝐴𝐶. На серединному перпендикулярi до𝐴𝐶 обрали
таку точку 𝐷, що ∠𝐶𝐷𝑀 = 30◦, причому 𝐷 та 𝐵 лежать по рiзнi сторони вiд
𝐴𝐶. Знайдiть величину кута ∠𝐴𝐵𝐷.

(Володимир Петрук)

4. Нехай 𝐵𝑀 — медiана трикутника 𝐴𝐵𝐶. На продовженнi 𝑀𝐵 за точку 𝐵
обрано точку 𝐾 так, що 𝐵𝐾 = 1

2𝐴𝐶. Доведiть, що якщо кут 𝐴𝑀𝐵 дорiвнює 60◦,
то 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶.

(Михайло Штанденко)

5.На сторонi𝐴𝐷 квадрата𝐴𝐵𝐶𝐷 обрано точку𝑋 . У трикутник𝐴𝐵𝑋 вписано
коло, яке дотикається до 𝐴𝑋 , 𝐵𝑋 i 𝐴𝐵 в точках 𝑁 , 𝐾 i 𝐹 вiдповiдно. Доведiть,
що промiнь 𝑁𝐾 проходить через центр 𝑂 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷.

(Дмитро Швєцов)

6. Нехай𝐴𝐷 , 𝐵𝐸 та𝐶𝐹 є дiаметрами кола, описаного навколо гострокутного
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Точка 𝑁 —середина дуги ⌣𝐶𝐴𝐷, а точка 𝑀—середина
дуги ⌣𝐵𝐴𝐷 . Доведiть, що прямi 𝐸𝑁 та 𝑀𝐹 перетинаються на бiсектрисi кута
𝐵𝐴𝐶.

(Матвiй Курський)
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1. Нехай 𝐵𝑀 — медiана трикутника 𝐴𝐵𝐶. На продовженнi 𝑀𝐵 за точку 𝐵
обрано точку 𝐾 так, що 𝐵𝐾 = 1

2𝐴𝐶. Доведiть, що якщо кут 𝐴𝑀𝐵 дорiвнює 60◦,
то 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶.

(Михайло Штанденко)

2.На сторонi𝐴𝐷 квадрата𝐴𝐵𝐶𝐷 обрано точку𝑋 . У трикутник𝐴𝐵𝑋 вписано
коло, яке дотикається до 𝐴𝑋 , 𝐵𝑋 i 𝐴𝐵 в точках 𝑁 , 𝐾 i 𝐹 вiдповiдно. Доведiть,
що промiнь 𝑁𝐾 проходить через центр 𝑂 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷.

(Дмитро Швєцов)

3. Вiдновiть трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐵 − ∠𝐶 = 90◦, за ортоцентром 𝐻 та
точками 𝑀1 i 𝐿1 —вiдповiдно основами медiани та бiсектриси, проведених з
вершини 𝐴.

(Григорiй Фiлiпповський)

4. Нехай 𝑋 —довiльна точка на сторонi 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶. Трикутник 𝑇
утворено бiсектрисами кутiв 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶. Доведiть, що описане коло
трикутника 𝑇 , проходить через вершину 𝐴.

(Дмитро Прокопенко)

5. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 — iнцентр, 𝐻 —ортоцентр,
𝑂 — центр описаного кола, 𝐾 i 𝑇 —точки дотику вiдповiдно вписаного та
зовнiвписаного кiл зi стороною 𝐵𝐶. Виявилося, що вiдрiзок 𝑇 𝐼 проходить
через точку 𝑂 . Доведiть, що 𝐻𝐾 є бiсектрисою кута 𝐵𝐻𝐶.

(Матвiй Курський)

6. Нехай 𝑠—довiльна пряма, яка проходить через iнцентр трикутника
𝐴𝐵𝐶—точку 𝐼 . Пряма 𝑠 перетинає прямi 𝐴𝐵 та 𝐵𝐶 у точках 𝐷 та 𝐸 вiдповiдно.
Точки 𝑃 та𝑄—центри описаних кiл 𝐷𝐴𝐼 та𝐶𝐸𝐼 вiдповiдно, а точка 𝐹 —друга
точка перетину цих кiл. Доведiть, що описане коло трикутника 𝑃𝑄𝐹 завжди
проходить через сталу точку на площинi незалежно вiд положення прямої 𝑠.

(Матвiй Курський)
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1. У трикутнику𝐴𝐵𝐶 медiану𝐴𝑀 продовжено до перетину з описаним колом
у точцi 𝐷. Вiдомо, що 𝐴𝐵 = 2𝐴𝑀 та 𝐴𝐷 = 4𝐴𝑀 . Знайдiть кути трикутника
𝐴𝐵𝐶.

(Григорiй Фiлiпповський)
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Вiдрiзки 𝐴𝑅, 𝐵𝑇 , 𝐶𝑃 , 𝐷𝑄 у перетинi утворюють чо-
тирикутник 𝐾𝐿𝑀𝑁 (див. рисунок).
а) Доведiть, що 𝐾𝐿𝑀𝑁 — квадрат.
б) Знайдiть вiдношення площ квадратiв 𝐾𝐿𝑀𝑁

i 𝐴𝐵𝐶𝐷.
(Олександр Школьний)

3. За допомогою лише однiєї лiнiйки без подiлок вiдновiть трапецiю 𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) за вершинами 𝐴 i 𝐵, точкою 𝑂 перетину дiагоналей трапецiї та
точкою 𝑀—серединою основи 𝐴𝐷.

(Юхим Рабiнович)
4. Точку 𝐼 перетину бiсектрис трикутника 𝐴𝐵𝐶 симетрично вiдобразили вiд-

носно сторiн i отримали точки 𝑃 ,𝑄 ,𝑇 . Виявилося, що коло 𝑠, описане навколо
трикутника 𝑃𝑄𝑇 , проходить через вершину𝐴. Знайдiть радiус описаного кола
трикутника 𝐴𝐵𝐶, якщо 𝐵𝐶 = 𝑎.

(Григорiй Фiлiпповський)
5. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — прямокутний трикутник з катетом 𝐶𝐵 = 2 i гiпотенузою

𝐴𝐵 = 4. На гiпотенузi 𝐴𝐵 обирається точка 𝐾 , а на катетi 𝐴𝐶 — точка 𝐿.
а) Опишiть i обґрунтуйте, як побудувати такi точки𝐾 i 𝐿, щоб сума вiдстаней

𝐶𝐾 + 𝐾𝐿 була найменшою з можливих.
б) Знайдiть найменше можливе значення 𝐶𝐾 + 𝐾𝐿.

(Олексiй Панасенко)
6. У трикутнику𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐶 > 𝐴𝐵) точка𝑁 —середина 𝐵𝐶, а 𝐼 —точка перети-

ну бiсектрис. Промiнь𝐴𝐼 перетинає описане коло трикутника𝐴𝐵𝐶 в точцi𝑊 , а
з неї проведено перпендикуляр𝑊𝐹 до сторони 𝐴𝐶. Знайдiть довжину вiдрiзка
𝐶𝐹 , якщо радiус вписаного у трикутник 𝐴𝐵𝐶 кола дорiвнює 𝑟 та ∠𝐼𝑁𝐵 = 45◦.

(Григорiй Фiлiпповський)
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1. Вiд трикутника𝐴𝐵𝐶 залишилися лише iнцентр 𝐼 , точка𝐾 дотику вписано-
го кола зi стороною𝐴𝐵, а також центр 𝐼𝑎 зовнiвписаного кола, яке дотикається
до сторони 𝐵𝐶. Побудуйте трикутник, рiвновеликий до трикутника 𝐴𝐵𝐶.

(Григорiй Фiлiпповський)

2. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 сума вiдстаней вiд вершин 𝐵 i 𝐶 до
ортоцентра 𝐻 дорiвнює 4𝑟 , де 𝑟 —радiус кола, вписаного у цей трикутник.
Знайдiть периметр трикутника 𝐴𝐵𝐶, якщо вiдомо, що 𝐵𝐶 = 𝑎.

(Григорiй Фiлiпповський)

3. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому медiани 𝐵𝐸 i 𝐶𝐹 перпендикулярнi. Нехай
𝑀—точка перетину медiан цього трикутника, а 𝐿—його точка Лемуана (то-
чка перетину прямих, симетричних до медiан вiдносно бiсектрис вiдповiдних
кутiв). Доведiть, що 𝑀𝐿 ⊥ 𝐵𝐶.

(Михайло Сидоренко)

4. У трикутнику𝐴𝐵𝐶 виконується спiввiдношення𝐴𝐵+𝐴𝐶 = 2𝐵𝐶. Нехай 𝐼 та
𝑀— iнцентр та точка перетину медiан трикутника𝐴𝐵𝐶,𝐴𝐿—його бiсектриса,
а точка 𝑃 —ортоцентр трикутника 𝐵𝐼𝐶. Доведiть, що точки 𝐿,𝑀 , 𝑃 лежать на
однiй прямiй.

(Матвiй Курський)

5. Нехай 𝑋 —довiльна точка на сторонi 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶. Трикутник 𝑇
утворено бiсектрисами кутiв 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶. Доведiть, що:

а) описане коло трикутника 𝑇 , проходить через вершину 𝐴;
б) ортоцентр трикутника 𝑇 належить прямiй 𝐵𝐶.

(Дмитро Прокопенко)

6. Нехай 𝜔 — описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶, в якому 𝐴𝐶 < 𝐴𝐵, 𝐾—се-
редина дуги 𝐵𝐴𝐶, 𝐾𝑊 —дiаметр кола 𝜔 . Коло 𝛾 вписане у криволiнiйний
трикутник, утворений вiдрiзками 𝐵𝐶, 𝐴𝐵 та дугою 𝐴𝐶 кола 𝜔. Виявилося, що
коло 𝛾 також дотикається до 𝐾𝑊 у точцi 𝐹 . Нехай 𝐼 — iнцентр трикутника
𝐴𝐵𝐶, 𝑀—середина меншої дуги 𝐴𝐾 , а 𝑇 —друга точка перетину 𝑀𝐼 з колом
𝜔 . Доведiть, що прямi 𝐹𝐼 , 𝑇𝑊 та 𝐵𝐶 перетинаються в однiй точцi.

(Михайло Сидоренко)


