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VI ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
8–9 класи (базовий варiант)

1. Дано кут, градусна мiра якого дорiвнює 108◦. Опишiть, як за допомогою
циркуля та лiнiйки можна подiлити цей кут на три рiвних.

(Юхим Рабiнович)

Розв’язання.

𝐴

𝐵 𝐶
𝐷 𝐸

Нехай 𝐴— вершина заданого кута.
1) Вiдкладемо на сторонах кута ∠𝐴

рiвнi вiдрiзки 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶, з’єднаємо 𝐵 i
𝐶. Трикутник 𝐴𝐵𝐶 — рiвнобедрений,
а тому ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐶𝐵 = 36◦.
2) Побудуємо серединнi перпенди-

куляри вiдрiзкiв 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶. Нехай вони
перетинають вiдрiзок 𝐵𝐶 у точках 𝐷
та 𝐸 вiдповiдно.

3) Трикутники 𝐴𝐵𝐷 i 𝐴𝐸𝐶 рiвнобед-
ренi, оскiльки точка 𝐷 рiвновiддалена

вiд кiнцiв вiдрiзка𝐴𝐵, а точка 𝐸—вiд кiнцiв вiдрiзка𝐴𝐶. Тодi ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝐸 =

36◦ i ∠𝐷𝐴𝐸 = 108◦ − 36◦ − 36◦ = 36◦.
4) Проводимо променi 𝐴𝐷 i 𝐴𝐸, якi подiляють заданий кут на три рiвних.

□

2. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 кут 𝐶 у чотири рази менший за кожен iз двох iнших
кутiв. З вершини кута 𝐴 проведенi висота 𝐴𝐾 та бiсектриса 𝐴𝐿. Вiдомо, що
довжина 𝐴𝐿 дорiвнює 𝑙 . Знайдiть довжину вiдрiзка 𝐿𝐾 .

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶 𝐿 𝐾

Знайдемо кути трикутника 𝐴𝐵𝐶. Позна-
чимо ∠𝐶 = 𝑥◦ i розв’яжемо рiвняння 𝑥 +
4𝑥 + 4𝑥 = 180◦: ∠𝐴 = ∠𝐵 = 80◦, ∠𝐶 = 20◦. З
трикутника 𝐴𝐵𝐾 знаходимо ∠𝐵𝐴𝐾 = 90◦ −
80◦ = 10◦. Оскiльки ∠𝐿𝐴𝐵 = 80◦

2 = 40◦, то
∠𝐿𝐴𝐾 = 40◦ − 10◦ = 30◦. Отже, у прямо-
кутному трикутнику 𝐿𝐴𝐾 катет 𝐿𝐾 лежить
напроти кута 30◦, тобто 𝐿𝐾 = 1

2𝐴𝐿 = 1
2𝑙 .

Вiдповiдь. 1
2𝑙 . □

2



3. У рiвнобедреному прямокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 з прямим кутом 𝐶

точка𝑀 —середина катета𝐴𝐶. На серединному перпендикулярi до𝐴𝐶 обрали
таку точку 𝐷, що ∠𝐶𝐷𝑀 = 30◦, причому 𝐷 та 𝐵 лежать по рiзнi сторони вiд
𝐴𝐶. Знайдiть величину кута ∠𝐴𝐵𝐷.

(Володимир Петрук)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝑀𝐷

Трикутник 𝐷𝑀𝐶 є прямокутним
iз гострим кутом 30◦. Тому 𝐷𝐶 =

2𝑀𝐶 = 𝐴𝐶 = 𝐶𝐵. Отже, трику-
тник 𝐷𝐶𝐵 є рiвнобедреним, причому
∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐷𝐶𝑀 + ∠𝐶 = 60◦ + 90◦ =

150◦. Тодi кути при основi цього три-
кутника дорiвнюють 15◦. Нарештi,
∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 − ∠𝐷𝐵𝐶 = 45◦−15◦ =
30◦.

□

4. Нехай 𝐵𝑀 — медiана трикутника 𝐴𝐵𝐶. На продовженнi 𝑀𝐵 за точку 𝐵
обрано точку 𝐾 так, що 𝐵𝐾 = 1

2𝐴𝐶. Доведiть, що якщо кут 𝐴𝑀𝐵 дорiвнює 60◦,
то 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶.

(Михайло Штанденко)

Розв’язання. Див. розв’язання задачi 1 складного варiанту олiмпiади. □

5.На сторонi𝐴𝐷 квадрата𝐴𝐵𝐶𝐷 обрано точку𝑋 . У трикутник𝐴𝐵𝑋 вписано
коло, яке дотикається до 𝐴𝑋 , 𝐵𝑋 i 𝐴𝐵 в точках 𝑁 , 𝐾 i 𝐹 вiдповiдно. Доведiть,
що промiнь 𝑁𝐾 проходить через центр 𝑂 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷.

(Дмитро Швєцов)

Розв’язання. Див. розв’язання задачi 2 складного варiанту олiмпiади. □

6. Нехай𝐴𝐷 , 𝐵𝐸 та𝐶𝐹 є дiаметрами кола, описаного навколо гострокутного
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Точка 𝑁 —середина дуги ⌣𝐶𝐴𝐷, а точка 𝑀—середина
дуги ⌣𝐵𝐴𝐷 . Доведiть, що прямi 𝐸𝑁 та 𝑀𝐹 перетинаються на бiсектрисi кута
𝐵𝐴𝐶.

(Матвiй Курський)

Розв’язання.
Оскiльки ⌣𝐸𝐷 = ⌣𝐴𝐵 (бо 𝐴𝐷 та 𝐵𝐸 — дiаметри), то i ⌣𝐸𝑀 = ⌣𝑀𝐴.

Аналогiчно ⌣𝐴𝑁 = ⌣𝑁𝐹 .
Вiдмiтимо середину дуги ⌣𝐵𝐷𝐶—точку𝑊 . Тодi ⌣𝑊𝐶 = ⌣𝑊𝐵 та ⌣𝐸𝐶 =

⌣𝐹𝐵.
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Отже, ⌣𝐸𝑊 = ⌣𝐹𝑊 . Тодi бiсектриси трикутника 𝐴𝐸𝐹 належать прямим
𝐴𝑊 , 𝐸𝑁 , 𝐹𝑀 вiдповiдно, а отже прямi 𝐸𝑁 та 𝑀𝐹 справдi перетинаються на
𝐴𝑊 —бiсектрисi кута 𝐵𝐴𝐶, що i треба було довести.

𝐴

𝐹

𝑁

𝐶

𝐷

𝐸

𝑊

𝑂

𝑀

𝐵

𝑋

□
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iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
8–9 класи (складний варiант)

1. Нехай 𝐵𝑀 — медiана трикутника 𝐴𝐵𝐶. На продовженнi 𝑀𝐵 за точку 𝐵
обрано точку 𝐾 так, що 𝐵𝐾 = 1

2𝐴𝐶. Доведiть, що якщо кут 𝐴𝑀𝐵 дорiвнює 60◦,
то 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶.

(Михайло Штанденко)

Розв’язання.
I спосiб. Вiдкладемо на променi 𝑀𝐵 вiдрiзок 𝑀𝐷 = 𝐴𝑀 = 𝐵𝐾 (рис. 1). Тодi

трикутник𝐴𝑀𝐷 рiвностороннiй. Оскiльки 𝐾𝐷 = 𝑀𝐾 −𝑀𝐷 = 𝑀𝐾 −𝐵𝐾 = 𝑀𝐵,

𝐴𝐷 = 𝐶𝑀 та ∠𝐴𝐷𝐾 = ∠𝐶𝑀𝐵 = 120◦, то трикутники 𝐴𝐷𝐾 i 𝐶𝑀𝐵 рiвнi. Звiдси
𝐴𝐾 = 𝐵𝐶.

𝐴

𝐵

𝐶𝑀

𝐷

𝐾

Рис. 1
𝐴

𝐵

𝐶𝑀

𝐿

𝐾

Рис. 2

II спосiб. На бiсектрисi кута ∠𝐵𝑀𝐶 вiдмiтимо таку точку 𝐿, що 𝐴𝑀 = 𝑀𝐿

(рис. 2). Маємо

∠𝐵𝑀𝐴 = ∠𝐵𝑀𝐿 = ∠𝐿𝑀𝐶 = 60◦,
𝐴𝑀 = 𝑀𝐶 = 𝑀𝐿.

Тодi трикутник 𝑀𝐿𝐶 — рiвностороннiй, з чого слiдує, що 𝐶𝐿 = 1
2𝐴𝐶 = 𝐵𝐾 ,

∠𝑀𝐿𝐶 = 60◦.
Оскiльки ∠𝐾𝑀𝐿 = ∠𝑀𝐿𝐶, то прямi𝐾𝑀 i 𝐿𝐶 паралельнi. Отже, чотирикутник

𝐵𝐾𝐿𝐶 — паралелограм (𝐵𝐾 = 𝐶𝐿, 𝐵𝐾 ∥ 𝐶𝐿), а тому 𝐾𝐿 = 𝐵𝐶.
З iншого боку, трикутники 𝐴𝑀𝐾 i 𝐿𝑀𝐾 рiвнi за двома сторонами i кутом

мiж ними, тому 𝐴𝐾 = 𝐾𝐿. Таким чином, 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶. □
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2.На сторонi𝐴𝐷 квадрата𝐴𝐵𝐶𝐷 обрано точку𝑋 . У трикутник𝐴𝐵𝑋 вписано
коло, яке дотикається до 𝐴𝑋 , 𝐵𝑋 i 𝐴𝐵 в точках 𝑁 , 𝐾 i 𝐹 вiдповiдно. Доведiть,
що промiнь 𝑁𝐾 проходить через центр 𝑂 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷.

(Дмитро Швєцов)

Розв’язання.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷𝑋𝑁

𝑇

𝐹
𝐾

𝑂

I спосiб. Нехай промiнь 𝑁𝐾 перетинає 𝐵𝐶 в
точцi 𝑇 . Оскiльки ∠𝑋𝑁𝐾 = ∠𝑋𝐾𝑁 , то 𝑋𝑁 =

𝑋𝐾 . Але ∠𝑋𝐾𝑁 = ∠𝐵𝐾𝑇 (як вертикальнi), а
∠𝑋𝑁𝐾 = ∠𝐾𝑇𝐵 (як внутрiшнi рiзностороннi при
𝐵𝐶 ∥ 𝐴𝐷 i сiчнiй 𝑁𝑇 ). Отже, ∠𝐵𝐾𝑇 = ∠𝐾𝑇𝐵 i
𝐵𝑇 = 𝐵𝐾 .
Далi, 𝐵𝐾 = 𝐵𝐹 , 𝐴𝐹 = 𝐴𝑁 , тодi 𝐴𝑁 = 𝐶𝑇 (вiд

рiвних вiдрiзкiв вiдняли рiвнi).
Оскiльки також 𝐴𝑁 ∥ 𝐶𝑇 , то 𝐴𝑇𝐶𝑁 —пара-

лелограм. Точка 𝑂—середина його дiагоналi
𝐴𝐶, а отже i середина дiагоналi 𝑁𝑇 цього пара-
лелограма.
Таким чином, 𝑂 ∈ 𝑁𝐾 , що i треба було довести.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷𝑋𝑁

𝐹
𝐾

𝑂

II спосiб. Застосуємо теорему, обернену до те-
ореми Менелая, для трикутника 𝐵𝑋𝐷 та сiчної
𝑁𝑂 . Для цього доведемо, що

𝐵𝐾

𝐾𝑋
· 𝑋𝑁
𝑁𝐷

· 𝐷𝑂
𝑂𝐵

= 1. ( 1 )

Звiдси випливатиме, що точки 𝑁 , 𝐾 i 𝑂 лежать
на однiй прямiй.
Маємо 𝐷𝑂 = 𝑂𝐵 (бо 𝑂—центр квадрата),

𝑋𝑁 = 𝐾𝑋 (як вiдрiзки дотичних, проведених з
однiєї точки до кола). Тому залишається довести,
що

𝐵𝐾

𝑁𝐷
= 1, або 𝐵𝐾 = 𝑁𝐷. ( 1′ )

Справдi, якщо𝐴𝐵 = 𝑎,𝐴𝐹 = 𝐴𝑁 = 𝑥 (вiдрiзки дотичних, проведених з однiєї
точки до кола), то

𝐵𝐾 = 𝐵𝐹 = 𝑎 − 𝑥,
𝑁𝐷 = 𝑎 − 𝑥 .

Отже, 𝐵𝐾 = 𝑁𝐷. Це означає, що рiвнiсть ( 1 ) правильна, а тому точки 𝑁 ,
𝐾 , 𝑂 лежать на однiй прямiй, тобто 𝑂 ∈ 𝑁𝐾 , що i треба було довести. □
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3. Вiдновiть трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐵 − ∠𝐶 = 90◦, за ортоцентром 𝐻 та
точками 𝑀1 i 𝐿1 —вiдповiдно основами медiани та бiсектриси, проведених з
вершини 𝐴.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. Покажемо, що коли ∠𝐵 − ∠𝐶 = 90◦, то медiану 𝐴𝑀1 видно
iз центра 𝑂 описаного кола пiд кутом 90◦. Для цього добудуємо △𝐴𝐵𝐶 до
рiвнобiчної трапецiї 𝐴𝐵𝐶𝐷.

𝐷

𝐶

𝐴

𝐵

𝑂

𝑀1

𝐶

𝐴

𝐻

𝐻1𝐵

𝑂

𝑀1𝐿1

Тодi ∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐵 та ∠𝐷𝐶𝐴 = ∠𝐵 − ∠𝐶 = 90◦. Отже, 𝐴𝐷—дiаметр кола,
описаного навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶 та трапецiї 𝐴𝐵𝐶𝐷.

Таким чином, ∠𝐴𝑂𝑀1 = 90◦.
Оскiльки 𝐴𝐻 = 2𝑂𝑀1 (вiдомий факт геометрiї трикутника), то побудова

може бути такою:

1) Проводимо пряму 𝑀1𝐿1.

2) Проводимо перпендикуляр з точки 𝐻 до 𝑀1𝐿1. Отримуємо точку 𝐻1 —
основу висоти 𝐴𝐻1 даного трикутника.

3) Подвоюємо 𝐻𝐻1 i отримуємо вершину 𝐴 трикутника.

4) З вершини 𝐴 проводимо пряму, паралельну до 𝑀1𝐿1, а з точки 𝑀1 —
перпендикулярну до 𝑀1𝐿1. Отримуємо точку 𝑂 .

5) Коло з центром 𝑂 та радiусом 𝑂𝐴 перетинає пряму 𝑀1𝐿1 у вершинах 𝐵 i
𝐶.

Шуканий трикутник 𝐴𝐵𝐶 побудовано.
□
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4. Нехай 𝑋 —довiльна точка на сторонi 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶. Трикутник 𝑇
утворено бiсектрисами кутiв 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶. Доведiть, що описане коло
трикутника 𝑇 , проходить через вершину 𝐴.

(Дмитро Прокопенко)

Розв’язання.

𝛼
𝛼

𝐶

𝐹

𝐵𝑋

𝐴

𝐾

𝐼

Нехай бiсектриси кутiв 𝐴𝐵𝐶 та 𝐴𝐶𝐵 перетинаються в точцi 𝐼 , бiсектриси
кутiв 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶—в точцi 𝐹 , а бiсектриси кутiв 𝐴𝐵𝐶 та 𝐴𝑋𝐶—в точцi 𝐾 .
Оскiльки 𝐹 — iнцентр трикутника 𝐴𝑋𝐶, то 𝐴𝐹 —третя бiсектриса у цьому

трикутнику.
Нехай ∠𝐶𝐴𝐹 = ∠𝐹𝐴𝑋 = 𝛼 . Тодi

∠𝐹𝐴𝐼 =
∠𝐴

2
− 𝛼

(
бо ∠𝐵𝐴𝐼 = ∠𝐶𝐴𝐼 =

∠𝐴

2

)
.

∠𝐵𝐼𝐶 = 90◦ + ∠𝐴
2

(𝐼 — iнцентр △𝐴𝐵𝐶) ⇒ ∠𝐹𝐼𝐾 = 90◦ − ∠𝐴
2
.

∠𝐶𝐹𝑋 = 90◦ + 𝛼 (𝐹 — iнцентр △𝐴𝑋𝐶) ⇒ ∠𝐼𝐹𝐾 = 90◦ + 𝛼.

З трикутника 𝐹𝐾𝐼 дiстаємо

∠𝐹𝐾𝐼 = 180◦ −
(
90◦ − ∠𝐴

2

)
− (90◦ + 𝛼) =

=
∠𝐴

2
− 𝛼.

Отже, оскiльки ∠𝐹𝐾𝐼 = ∠𝐹𝐴𝐼 , то точки 𝐴, 𝐼 , 𝐹 , 𝐾 лежать на одному колi. □
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5. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 — iнцентр, 𝐻 —ортоцентр,
𝑂 — центр описаного кола, 𝐾 i 𝑇 —точки дотику вiдповiдно вписаного та
зовнiвписаного кiл зi стороною 𝐵𝐶. Виявилося, що вiдрiзок 𝑇 𝐼 проходить
через точку 𝑂 . Доведiть, що 𝐻𝐾 є бiсектрисою кута 𝐵𝐻𝐶.

(Матвiй Курський)

Розв’язання. Нехай 𝑀—середина 𝐵𝐶. Вiдомо, що 𝑀 також є серединою
𝐾𝑇, а оскiльки точка𝑂 лежить на𝑇 𝐼 та𝑂𝑀 ∥ 𝐼𝐾, то вiдрiзок𝑂𝑀 є середньою
лiнiєю у трикутнику 𝑇 𝐼𝐾. Тому 𝐼𝐾 = 2𝑂𝑀 = 𝐴𝐻. Оскiльки також 𝐼𝐾 ∥ 𝐴𝐻
(обидва цi вiдрiзки перпендикулярнi до 𝐵𝐶), то 𝐴𝐻𝐾𝐼 —паралелограм. Звiдси
𝐴𝐼 ∥ 𝐻𝐾.

𝐴

𝐵𝐶

𝐼

𝐻

𝑂

𝐾𝑇 𝑀

Оскiльки ∠𝐴𝐵𝐻 = 90◦ − ∠𝐴, ∠𝐵𝐴𝐼 = ∠𝐴
2 , то кут мiж прямими 𝐵𝐻 та 𝐴𝐼

дорiвнює (90◦ − ∠𝐴) + ∠𝐴2 = 90◦ − ∠𝐴2 . Аналогiчно кут мiж прямими 𝐶𝐻 та
𝐴𝐼 дорiвнює 90◦ − ∠𝐴2 . Оскiльки 𝐻𝐾 ∥ 𝐴𝐼, то 𝐻𝐾 теж утворює рiвнi кути з
висотами 𝐵𝐻 та 𝐶𝐻, а отже є бiсектрисою кута 𝐵𝐻𝐶. □

6. Нехай 𝑠—довiльна пряма, яка проходить через iнцентр трикутника
𝐴𝐵𝐶—точку 𝐼 . Пряма 𝑠 перетинає прямi 𝐴𝐵 та 𝐵𝐶 у точках 𝐷 та 𝐸 вiдповiдно.
Точки 𝑃 та𝑄—центри описаних кiл 𝐷𝐴𝐼 та𝐶𝐸𝐼 вiдповiдно, а точка 𝐹 —друга
точка перетину цих кiл. Доведiть, що описане коло трикутника 𝑃𝑄𝐹 завжди
проходить через сталу точку на площинi незалежно вiд положення прямої 𝑠.

(Матвiй Курський)

Розв’язання.
Нехай пряма 𝐵𝐼 вдруге перетинає описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 у точцi𝑊 .

Доведемо, що описане коло трикутника 𝑃𝑄𝐹 завжди проходить через точку𝑊 .

Оскiльки ∠𝐼𝐸𝐵 + ∠𝐼𝐷𝐵 = 180◦ − ∠𝐴𝐵𝐶, ∠𝐼𝐸𝐵 = ∠𝐼𝐹𝐶 та ∠𝐼𝐷𝐵 = ∠𝐼𝐹𝐴, то

180◦ − ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐼𝐸𝐵 + ∠𝐼𝐷𝐵 = ∠𝐼𝐹𝐶 + ∠𝐼𝐹𝐴 = ∠𝐶𝐹𝐴.

Отже, точки 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐹 лежать на одному колi. (★ )
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𝐵

𝐼

𝐷

𝑄
𝐴

𝑃

𝐶

𝐸

𝐹

𝑊

s

За теоремою про тризуб𝑊𝐴 =𝑊𝐼 =𝑊𝐶. Тодi з мiркувань симетрiї пряма
𝑊𝑃 буде бiсектрисою кута 𝐴𝑊 𝐼 , а𝑊𝑄 буде бiсектрисою кута 𝐶𝑊 𝐼 . Тодi

∠𝑃𝑊𝑄 =
∠𝐴𝑊𝐶

2
= 90◦ − ∠𝐵

2
.

Нехай точки 𝑃 та𝑄 лежать по один бiк вiд прямої 𝐼𝐹 (для iнших конфiгурацiй
все розглядається аналогiчно або перераховується орiєнтованими кутами). У
цьому випадку

∠𝑃𝐹𝐼 = 90◦ − ∠𝐹𝐴𝐼 = 90◦ − ∠𝐹𝐴𝐶 − ∠𝐶𝐴𝐼,

∠𝑄𝐹𝐼 = 90◦ − (180◦ − ∠𝐹𝐶𝐼 ) = ∠𝐹𝐶𝐴 + ∠𝐴𝐶𝐼 − 90◦.

Тому

∠𝑃𝐹𝑄 = ∠𝑃𝐹𝐼 − ∠𝑄𝐹𝐼 = 180◦ − ∠𝐶𝐴𝐼 − ∠𝐴𝐶𝐼 − (∠𝐹𝐴𝐶 + ∠𝐹𝐶𝐴) .

Враховуючи (★ ), дiстаємо, що ∠𝐹𝐴𝐶 + ∠𝐹𝐶𝐴 = ∠𝐵. Тодi

∠𝑃𝐹𝑄 = 180◦ − ∠𝐴
2

− ∠𝐶
2

− ∠𝐵 = 90◦ − ∠𝐵
2
.

Отже, ∠𝑃𝐹𝑄 = ∠𝑃𝑊𝑄 , а це означає, що точки 𝑃 , 𝑄 , 𝐹 ,𝑊 справдi лежать на
одному колi.
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Зауваження: Якщо пряма 𝑠 є паралельною прямiй 𝐴𝐵, то дiстаємо таку
конфiгурацiю (див. рисунок).

Точка 𝐷 є нескiнченно вiддаленою i описане коло трикутника 𝐷𝐴𝐼 вироджує-
ться у пряму 𝐴𝐼 . “Центр” цього кола — теж нескiнченно вiддалена точка, яка
лежить на серединному перпендикулярi до 𝐴𝐼 .
За аналогiєю до попереднього розв’язку, описане коло трикутника 𝐶𝐸𝐼 та

пряма𝐴𝐼 також перетинаються на описаному колi трикутника𝐴𝐵𝐶. Описане
коло трикутника 𝑃𝑄𝐹 вироджується у пряму 𝑄𝐹, i тепер потрiбно довести,
що 𝑄𝐹 проходить через точку𝑊 . Це нескладно показати завдяки тому, що i
𝑊𝑄 , i𝑊𝐹 є бiсектрисами кута 𝐵𝑊𝐶.

Якщо 𝑠 ∥ 𝐵𝐶, ситуацiя цiлком аналогiчна.

𝐵

𝐼
𝑄

𝐴 𝐶

𝐸

𝑊

𝐹

□

11



VI ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
10–11 класи (базовий варiант)

1. У трикутнику𝐴𝐵𝐶 медiану𝐴𝑀 продовжено до перетину з описаним колом
у точцi 𝐷. Вiдомо, що 𝐴𝐵 = 2𝐴𝑀 та 𝐴𝐷 = 4𝐴𝑀 . Знайдiть кути трикутника
𝐴𝐵𝐶.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

𝐶 𝐵

𝐴

𝑀

𝐷

𝑚𝑎

3𝑚𝑎

2𝑚𝑎

𝑎
2

𝑎
2

Нехай 𝐴𝑀 = 𝑚𝑎, 𝐵𝐶 = 𝑎. Тодi 𝐴𝐵 = 2𝑚𝑎, 𝐴𝐷 = 4𝑚𝑎, 𝑀𝐷 = 3𝑚𝑎 та 𝐵𝑀 =

𝑀𝐶 = 𝑎
2 . За теоремою про добуток вiдрiзкiв хорд маємо

𝑎

2
· 𝑎
2
=𝑚𝑎 · 3𝑚𝑎, або

𝑎

2
=𝑚𝑎

√
3.

Застосуємо теорему косинусiв для трикутника 𝑀𝐴𝐵:

𝑚𝑎
2 = 3𝑚𝑎

2 + 4𝑚𝑎
2 − 2 ·𝑚𝑎

√
3 · 2𝑚𝑎 · cos ∠𝐵,

cos ∠𝐵 =
6𝑚𝑎

2

4𝑚𝑎

√
3
=

√
3
2

⇒ ∠𝐵 = 30◦.

За теоремою косинусiв для трикутника 𝐴𝐵𝐶 маємо

𝐴𝐶2 =
(
2𝑚𝑎

√
3
)2

+ (2𝑚𝑎)2 − 2 · 2𝑚𝑎

√
3 · 2𝑚𝑎 · cos ∠𝐵,

𝐴𝐶2 = 4𝑚𝑎
2, 𝐴𝐶 = 2𝑚𝑎 .

Отже, 𝐴𝐶 = 𝐴𝐵. Тому ∠𝐶 = ∠𝐵 = 30◦ та ∠𝐴 = 120◦.
Вiдповiдь. 30◦, 30◦, 120◦. □
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𝐶𝐵

𝐴 𝐷

𝐾

𝐿

𝑀

𝑁
𝑃

𝑄

𝑅

𝑇

2. На сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷
обрано точки 𝑃 , 𝑄 , 𝑅, 𝑇 вiдповiдно так, що

𝐴𝑃

𝑃𝐵
=
𝐵𝑄

𝑄𝐶
=
𝐶𝑅

𝑅𝐷
=
𝐷𝑇

𝑇𝐴
=

1
2
.

Вiдрiзки 𝐴𝑅, 𝐵𝑇 , 𝐶𝑃 , 𝐷𝑄 у перетинi утворюють чо-
тирикутник 𝐾𝐿𝑀𝑁 (див. рисунок).
а) Доведiть, що 𝐾𝐿𝑀𝑁 — квадрат.
б) Знайдiть вiдношення площ квадратiв 𝐾𝐿𝑀𝑁

i 𝐴𝐵𝐶𝐷.
(Олександр Школьний)

Розв’язання. а) Прямокутнi трикутники 𝐵𝐴𝑇 ,𝐶𝐵𝑃 , 𝐷𝐶𝑄 𝐴𝐷𝑅 рiвнi за двома
катетами. Позначимо гострi кути цих трикутникiв як 𝛼 i 𝛽. Тодi у трикутниках
𝐴𝐾𝑇 , 𝐵𝐿𝑃 , 𝐶𝑀𝑄 , 𝐷𝑁𝑅 два кути 𝛼 i 𝛽, i вони також прямокутнi та рiвнi за
гiпотенузою i гострим кутом. Отже, у чотирикутнику 𝐾𝐿𝑀𝑁 усi кути прямi
i вiн є прямокутником. Але з того, що 𝐶𝑃 = 𝐷𝑄 , 𝑀𝑄 = 𝐿𝑃 та 𝐷𝑁 = 𝐶𝑀,

випливає, що сумiжнi сторони 𝑀𝐿 i 𝑀𝑁 прямокутника 𝐾𝐿𝑀𝑁 рiвнi, а тому
вiн є квадратом.

Зауважимо,що для доведення достатньо вiдмiтити, що чотирикутник𝐾𝐿𝑀𝑁
при поворотi на 90◦ переходить у себе.

б) Оскiльки трикутники 𝐴𝑁𝐷 i 𝐴𝐾𝑇 подiбнi з коефiцiєнтом подiбностi 3 : 2,
то їхнi площi вiдносяться як 9 : 4. Позначимо площу трикутника 𝐴𝐾𝑇 як
4𝑆 , тодi площа чотирикутника 𝐾𝑁𝐷𝑇 буде 5𝑆 , а площа трикутника 𝐴𝐷𝑅 —
9𝑆 + 4𝑆 = 13𝑆 .

Трикутники 𝐴𝐶𝐷 i 𝐴𝑅𝐷 мають спiльну висоту 𝐴𝐷, тому їхнi площi вiднося-
ться як𝐶𝐷 : 𝑅𝐷 = 3 : 2. Тому площа трикутника 𝐴𝐶𝐷 становить 3

2 · 13𝑆 = 39
2 𝑆 ,

а отже площа всього квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 дорiвнює 39𝑆 .
Тодi

𝑆 (𝐾𝐿𝑀𝑁 ) = 𝑆 (𝐴𝐵𝐶𝐷) − 𝑆 (𝐵𝐴𝑇 ) − 𝑆 (𝐶𝑄𝐷) − 𝑆 (𝐵𝐿𝑀𝑄) − 𝑆 (𝐾𝑁𝐷𝑇 ) =
= 39𝑆 − 13𝑆 − 13𝑆 − 5𝑆 − 5𝑆 = 3𝑆.

Остаточно:
𝑆 (𝐾𝐿𝑀𝑁 )
𝑆 (𝐴𝐵𝐶𝐷) =

3𝑆
39𝑆

=
1
13
.

Вiдповiдь. 1 : 13. □

3. За допомогою лише однiєї лiнiйки без подiлок вiдновiть трапецiю 𝐴𝐵𝐶𝐷

(𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) за вершинами 𝐴 i 𝐵, точкою 𝑂 перетину дiагоналей трапецiї та
точкою 𝑀—серединою основи 𝐴𝐷.

(Юхим Рабiнович)
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Розв’язання. Скористаємося тим, що середини основ трапецiї, точка пере-
тину її дiагоналей та точка перетину бiчних сторiн лежать на однiй прямiй.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐸

𝑂

𝐷

𝑀

1) Проводимо прямi 𝐴𝐵 i 𝑀𝑂 до перетину в точцi 𝐸. Точка 𝐸 — це точка
перетину прямих, що мiстять бiчнi сторони трапецiї.

2) Проводимо прямi 𝐴𝑀 i 𝐵𝑂 до перетину в точцi 𝐷.

3) Проводимо прямi 𝐴𝑂 i 𝐷𝐸 до перетину в точцi 𝐶.

4) З’єднуємо точки 𝐵 i 𝐶.

Трапецiю 𝐴𝐵𝐶𝐷 побудовано. □

4. Точку 𝐼 перетину бiсектрис трикутника 𝐴𝐵𝐶 симетрично вiдобразили вiд-
носно сторiн i отримали точки 𝑃 ,𝑄 ,𝑇 . Виявилося, що коло 𝑠, описане навколо
трикутника 𝑃𝑄𝑇 , проходить через вершину𝐴. Знайдiть радiус описаного кола
трикутника 𝐴𝐵𝐶, якщо 𝐵𝐶 = 𝑎.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

𝐼

𝐴

𝐵𝐶

𝑄

𝑇

𝑃

𝐾

𝑠

𝑟

2𝑟

Оскiльки вiдстань вiд точки 𝐼 до сторiн 𝐵𝐶,
𝐴𝐶 i 𝐴𝐵 дорiвнює радiусу вписаного кола 𝑟 , то
𝐼𝑃 = 𝐼𝑄 = 𝐼𝑇 = 2𝑟 . Тодi також 𝐼𝐴 = 2𝑟 (точка 𝐴
належить колу 𝑠).
Отже, у трикутнику 𝐴𝐼𝐾 катет 𝐼𝐾 = 𝑟 вдвiчi

менший за гiпотенузу 𝐴𝐼 = 2𝑟 , тобто ∠𝐼𝐴𝐾 =

30◦ та ∠𝐵𝐴𝐶 = 60◦.
За теоремою синусiв 𝑎

sin ∠𝐴 = 2𝑅, тобто

𝑅 =
𝑎

2 sin 60◦
=

𝑎
√
3
.

Вiдповiдь. 𝑎√
3
. □

14



5. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — прямокутний трикутник з катетом 𝐶𝐵 = 2 i гiпотенузою
𝐴𝐵 = 4. На гiпотенузi 𝐴𝐵 обирається точка 𝐾 , а на катетi 𝐴𝐶 — точка 𝐿.

а) Опишiть i обґрунтуйте, як побудувати такi точки𝐾 i 𝐿, щоб сума вiдстаней
𝐶𝐾 + 𝐾𝐿 була найменшою з можливих.

б) Знайдiть найменше можливе значення 𝐶𝐾 + 𝐾𝐿.
(Олексiй Панасенко)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝑀

𝐿

𝐷
𝐾

а) Симетрично вiдобразимо точку 𝐶 вiдносно гi-
потенузи 𝐴𝐵 i дiстанемо точку 𝐷. Нехай 𝑀 — сере-
дина 𝐶𝐷. Точка 𝐾 рiвновiддалена вiд точок 𝐶 i 𝐷,
оскiльки лежить на серединному перпендикулярi
до цього вiдрiзка, а тому 𝐶𝐾 + 𝐾𝐿 = 𝐷𝐾 + 𝐾𝐿.
Зафiксуємо спочатку деяку точку 𝐿 на катетi 𝐴𝐶.

Оскiльки 𝐷𝐾 + 𝐾𝐿 ⩾ 𝐷𝐿, то сума 𝐷𝐾 + 𝐾𝐿 буде
найменшою у випадку, коли точки 𝐷, 𝐾 , 𝐿 будуть
на однiй прямiй (тодi ця сума буде рiвною 𝐷𝐿). А
оскiльки похила довша за перпендикуляр, то дов-
жина 𝐷𝐿 буде найменшою в тому випадку, коли 𝐿
є проекцiєю точки 𝐷 на катет 𝐴𝐶.

Таким чином, маємо таку побудову:
1) симетрично вiдображаємо точку 𝐶 вiдносно гiпотенузи 𝐴𝐵;
2) проектуємо точку 𝐷 на катет 𝐴𝐶 — отримуємо точку 𝐿;
3) точка 𝐾 є точкою перетину 𝐷𝐿 i 𝐴𝐵.
б) Оскiльки катет прямокутного трикутника удвiчi менший за гiпотенузу, то
∠𝐴 = 30◦. За теоремою Пiфагора встановлюємо, що катет 𝐴𝐶 дорiвнює 2

√
3.

Трикутник𝐶𝐴𝐷 є рiвностороннiм, оскiльки𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 та ∠𝐶𝐴𝑀 = ∠𝐷𝐴𝑀 = 30◦.
Висота цього трикутника дорiвнює 2

√
3 · cos 30◦ = 3. Таким чином, найменше

можливе значення 𝐶𝐾 + 𝐾𝐿 = 3.
Вiдповiдь. 3. □

6. У трикутнику𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐶 > 𝐴𝐵) точка𝑁 —середина 𝐵𝐶, а 𝐼 —точка перети-
ну бiсектрис. Промiнь𝐴𝐼 перетинає описане коло трикутника𝐴𝐵𝐶 в точцi𝑊 , а
з неї проведено перпендикуляр𝑊𝐹 до сторони 𝐴𝐶. Знайдiть довжину вiдрiзка
𝐶𝐹 , якщо радiус вписаного у трикутник 𝐴𝐵𝐶 кола дорiвнює 𝑟 та ∠𝐼𝑁𝐵 = 45◦.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. Проведемо 𝐼𝐾 ⊥ 𝐵𝐶, 𝐼𝐾 = 𝑟 . Оскiльки ∠𝐼𝑁𝐾 = 45◦, то 𝑁𝐾 =

𝐼𝐾 = 𝑟 . До того ж, 𝑁𝐵 = 𝐵𝐶
2 = 𝑎

2 , а 𝐵𝐾 = 𝑝 − 𝑏 (вiдомий факт геометрiї
трикутника). Тодi

𝑁𝐾 =
𝑎

2
− (𝑝 − 𝑏) = 𝑎

2
− 𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
+ 𝑏 =

𝑏 − 𝑐
2

.

15



Проведемо𝑊𝑇 ⊥ 𝐴𝐵. Зрозумiло, що𝑊𝑇 =𝑊𝐹 (кожна точка бiсектриси
кута рiвновiддалена вiд сторiн цього кута), а𝑊𝐵 =𝑊𝐶 (як хорди, що стягують
рiвнi дуги 𝐵𝑊 та 𝐶𝑊 ). Тому △𝑊𝑇𝐵 = △𝑊𝐹𝐶 (за катетом i гiпотенузою).

𝑟

𝑥

𝑥

𝑏
− 𝑥

𝑐

𝑟 𝑝 − 𝑏

𝐴

𝐵𝐶
𝑁

𝐼

𝐾

𝑊

𝐹

𝑇

45◦

Нехай 𝐶𝐹 = 𝐵𝑇 = 𝑥 . Оскiльки 𝐴𝑇 = 𝐴𝐹 , то 𝑐 + 𝑥 = 𝑏 − 𝑥 , звiдки 𝑥 = 𝑏−𝑐
2 . Але

𝑏−𝑐
2 = 𝑟 , отже 𝐶𝐹 = 𝑥 = 𝑟 .
Вiдповiдь. 𝑟 . □
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VI ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
10–11 класи (складний варiант)

1. Вiд трикутника𝐴𝐵𝐶 залишилися лише iнцентр 𝐼 , точка𝐾 дотику вписано-
го кола зi стороною𝐴𝐵, а також центр 𝐼𝑎 зовнiвписаного кола, яке дотикається
до сторони 𝐵𝐶. Побудуйте трикутник, рiвновеликий до трикутника 𝐴𝐵𝐶.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. Спочатку опишемо кроки побудови:

𝐶 𝐵

𝐴

𝐼

𝐼𝑎

𝐾
𝐹

1
2 3

1) проводимо промiнь 𝐼𝐾 ;
2) вiдкладаємо на продовженнi 𝐼𝐾 за точку

𝐾 вiдрiзок 𝐾𝐹 = 𝐼𝐾 ;
3) проводимо пряму, яка проходить через

точку 𝐾 перпендикулярно до 𝐼𝐾, та пряму 𝐼 𝐼𝑎.
Вони перетинаються у точцi 𝐴.
4) з’єднуємо точки 𝐼𝑎 та 𝐹 .
Доведемо, що утворений трикутник 𝐴𝐹𝐼𝑎

рiвновеликий iз трикутником 𝐴𝐵𝐶.
Очевидно, що ∠1 = ∠2 = ∠3 = ∠𝐴

2 , ∠𝐼𝐴𝐹 =

∠𝐴 та 𝐴𝐹 = 𝐴𝐼 .
Трикутники 𝐴𝐵𝐼 та 𝐴𝐼𝑎𝐶 подiбнi за двома

кутами (∠𝐴𝐼𝑎𝐶 = ∠𝐵2 ).
Нехай 𝐴𝐶 = 𝑏, 𝐴𝐵 = 𝑐. Тодi

𝐴𝐼

𝑏
=

𝑐

𝐴𝐼𝑎
,

тобто 𝐴𝐼 · 𝐴𝐼𝑎 = 𝑏𝑐.
Отже,

𝑆△𝐴𝐹𝐼𝑎 =
1
2
· 𝐴𝐹 · 𝐴𝐼𝑎 · sin ∠𝐴 =

1
2
· 𝐴𝐼 · 𝐴𝐼𝑎 · sin ∠𝐴 =

=
1
2
𝑏𝑐 sin ∠𝐴 = 𝑆△𝐴𝐵𝐶,

що i треба було довести.
Зауваження: За точками 𝐼 , 𝐾 та 𝐼𝑎 можна вiдновити i трикутник 𝐴𝐵𝐶

— авжеж, рiвновеликий сам собi. Для цього проведемо через точку 𝐾 пряму
ℓ, перпендикулярну до 𝐼𝐾, та опустимо з точки 𝐾 перпендикуляр 𝐼𝑎𝑇 на ℓ .
Вершина 𝐴 є точкою перетину прямих ℓ та 𝐼 𝐼𝑎 . Коло з центром 𝐼 та радiусом
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𝐼𝐾—це вписане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶, а коло з центром 𝐼𝑎 та радiусом
𝐼𝑎𝑇 —зовнiвписане коло цього трикутника. Якщо провести до цих кiл спiльнi
внутрiшнi дотичнi (це вiдома задача на побудову), одна з них перетне ℓ у
точцi 𝐵, а симетричну до ℓ вiдносно 𝐼 𝐼𝑎 пряму— в точцi 𝐶. □

2. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 сума вiдстаней вiд вершин 𝐵 i 𝐶 до
ортоцентра 𝐻 дорiвнює 4𝑟 , де 𝑟 —радiус кола, вписаного у цей трикутник.
Знайдiть периметр трикутника 𝐴𝐵𝐶, якщо вiдомо, що 𝐵𝐶 = 𝑎.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. I спосiб. Нехай 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 —середини сторiн 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵
вiдповiдно,𝑂 та 𝐼 —центри описаного та вписаного кiл,𝐾2, 𝐾3 —точки дотику
вписаного кола зi сторонами 𝐴𝐶 та 𝐵𝐶. Оскiльки 𝑂𝑀2 =

1
2𝐵𝐻 та 𝑂𝑀3 =

1
2𝐶𝐻

(вiдомий факт геометрiї трикутника), то 𝑂𝑀2 + 𝑂𝑀3 = 2𝑟 . Якщо 𝑂𝑀2 =

𝑂𝑀3 = 𝑟, то𝑂 збiгається з 𝐼 та трикутник 𝐴𝐵𝐶 рiвностороннiй. Цей трикутник
задовольняє умову та має периметр 3𝑎.

𝐶 𝐵

𝐴

𝑀1

𝑀2
𝑀3

𝐾2

𝐾3
𝐼

𝑊

𝑂

𝐷

Надалi нехай для визначеностi 𝑂𝑀2 =

𝑟 − 𝑞 та 𝑂𝑀3 = 𝑟 + 𝑞, де 𝑞 > 0. Покаже-
мо, що 𝑂𝐼 ⊥ 𝐴𝐼 . Вiдмiтимо точку 𝐷 так,
що 𝑂𝐷 ∥ 𝐴𝐶 та 𝐼𝐷 ∥ 𝐴𝐵. Тодi двi висо-
ти трикутника 𝑂𝐼𝐷 дорiвнюють 𝑞, тобто
цей трикутник рiвнобедрений. Отже, 𝑂𝐼
утворює однаковi кути з 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵, звiдки
𝑂𝐼 ⊥ 𝐴𝐼 .

Нехай бiсектриса кута 𝐴 вдруге пере-
тинає описане коло у точцi𝑊 . Оскiльки
𝑂𝐼 ⊥ 𝐴𝐼, то 𝐼 —середина 𝐴𝑊 . Тому з те-
ореми про тризуб випливає, що 𝑊𝐶 =

𝑊𝐼 = 𝐼𝐴. Оскiльки 𝑊 —середина дуги
𝐵𝑊𝐶, то𝑊𝑀1 ⊥ 𝐵𝐶. Прямокутнi трикут-
ники 𝐴𝐾3𝐼 та 𝐶𝑀1𝑊 рiвнi за гострим ку-
том та гiпотенузою, тому 𝐴𝐾3 = 𝐶𝑀1. Отже, 𝑝 − 𝑎 = 𝑎

2 , звiдки 2𝑝 = 3𝑎.
II спосiб. Так само, як у I способi, дiстаємо, що 𝑂𝑀2 +𝑂𝑀3 = 2𝑟 .
За формулою Карно𝑂𝑀1 +𝑂𝑀2 +𝑂𝑀3 = 𝑅 + 𝑟, де 𝑅—радiус описаного кола

трикутника 𝐴𝐵𝐶. Оскiльки 𝑂𝑀2 +𝑂𝑀3 = 2𝑟 , то 𝑂𝑀1 = 𝑅 − 𝑟 .
Бiсектриса кута 𝐴 перетинає описане коло в точцi𝑊 —серединi дуги⌣𝐵𝐶.

Очевидно, що радiус 𝑂𝑊 проходить через середину 𝑀1 вiдрiзка 𝐵𝐶. Отже,
𝑀1𝑊 = 𝑅 −𝑂𝑀1 = 𝑅 − (𝑅 − 𝑟 ) = 𝑟 = 𝐼𝐾3, де 𝐼 — центр вписаного кола, 𝐾3 —
точка дотику цього кола з 𝐴𝐵.
Прямокутнi трикутники 𝐴𝐾3𝐼 та 𝐶𝑀1𝑊 рiвнi за гострим кутом i катетом.

Отже, 𝐴𝐾3 = 𝐶𝑀1, або 𝑝 − 𝑎 = 𝑎
2 , звiдки 2𝑝 = 3𝑎.

Вiдповiдь. 3𝑎. □
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3. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому медiани 𝐵𝐸 i 𝐶𝐹 перпендикулярнi. Нехай
𝑀—точка перетину медiан цього трикутника, а 𝐿—його точка Лемуана (то-
чка перетину прямих, симетричних до медiан вiдносно бiсектрис вiдповiдних
кутiв). Доведiть, що 𝑀𝐿 ⊥ 𝐵𝐶.

(Михайло Сидоренко)

Розв’язання.

𝐵

𝐹

𝐿

𝐶

𝐸

𝑀

𝐴

𝐻

Опустимо перпендикуляр 𝑀𝐻 з точки 𝑀 на 𝐵𝐶.
Вiдмiтимо на променi 𝐻𝑀 точки 𝐿′ та 𝐿′′, для яких
∠𝐻𝐵𝐿′ = ∠𝑀𝐵𝐹 та ∠𝐻𝐶𝐿′′ = ∠𝑀𝐶𝐸 вiдповiдно. Пе-
ревiримо, що 𝐻𝐿′ = 𝐻𝐿′′. Тодi точки 𝐿, 𝐿′ та 𝐿′′ збi-
гаються, звiдки 𝑀𝐿 ⊥ 𝐵𝐶.
Прямокутнi трикутники 𝐻𝐵𝐿′ та 𝑀𝐵𝐹, 𝐻𝐶𝐿′′ та

𝑀𝐶𝐸 подiбнi, тому

𝐻𝐿′ = 𝑀𝐹 · 𝐵𝐻
𝐵𝑀

, 𝐻𝐿′′ = 𝑀𝐸 · 𝐶𝐻
𝐶𝑀

.

Але 𝐵𝐻 : 𝐶𝐻 = 𝐵𝑀2 : 𝐶𝑀2 (проекцiї катетiв прямо-
кутного трикутника на гiпотенузу) та 𝑀𝐸 : 𝑀𝐹 =

𝐵𝑀 : 𝐶𝑀 (бо 𝐵𝐶 ∥ 𝐸𝐹 ). Звiдси 𝐻𝐿′ = 𝐻𝐿′′, що завер-
шує доведення.

□

4. У трикутнику𝐴𝐵𝐶 виконується спiввiдношення𝐴𝐵+𝐴𝐶 = 2𝐵𝐶. Нехай 𝐼 та
𝑀— iнцентр та точка перетину медiан трикутника𝐴𝐵𝐶,𝐴𝐿—його бiсектриса,
а точка 𝑃 —ортоцентр трикутника 𝐵𝐼𝐶. Доведiть, що точки 𝐿,𝑀 , 𝑃 лежать на
однiй прямiй.

(Матвiй Курський)

Розв’язання.
Нехай 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐴𝐶 = 𝑏, 𝐴𝐵 = 𝑐, ℎ𝑎 —довжина висоти 𝐴𝐻 , 𝑟 —радiус вписа-

ного кола, а 𝑝—пiвпериметр трикутника 𝐴𝐵𝐶. Оскiльки 2𝑆△𝐴𝐵𝐶 = 𝑎ℎ𝑎 = 2𝑝𝑟
та 2𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3𝑎, то ℎ𝑎 = 3𝑟 .
Нехай для визначеностi 𝑏 > 𝑐 (якщо 𝑏 = 𝑐, то точки 𝐿, 𝑀 , 𝑃 лежать на

серединному перпендикулярi до 𝐵𝐶). Тодi 𝑏 − 𝑎 = 𝑎 − 𝑐 > 0.
За властивiстю бiсектриси 𝐵𝐿 : 𝐶𝐿 = 𝑐 : 𝑏, тому 𝐵𝐿 = 𝑐

𝑏+𝑐 · 𝑎 = 𝑐
2 .

Нехай 𝐾—точка дотику вписаного кола з 𝐵𝐶 та 𝑁 —середина 𝐵𝐶. Тодi
𝐵𝑁 = 𝑎

2, 𝐵𝐾 = 𝑝 − 𝑏 = 𝑎+𝑐−𝑏
2 . Звiдси

𝐿𝐾 = 𝐵𝐿 − 𝐵𝐾 =
𝑐

2
− 𝑎 + 𝑐 − 𝑏

2
=
𝑏 − 𝑎
2

, 𝑁𝐿 = 𝐵𝑁 − 𝐵𝐿 =
𝑎 − 𝑐
2

,
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𝐿

𝑊

𝐻𝐾

𝐴
𝑃

𝐶

𝑀 𝐼

𝐵
𝑁

а отже 𝑁𝐿 = 𝐿𝐾 . Це означає, що △𝑊𝑁𝐿 = △𝐼𝐾𝐿 за катетом та гострим кутом,
де𝑊 —друга точка перетину 𝐴𝐼 з описаним колом трикутника 𝐴𝐵𝐶. Тому
𝑊𝑁 = 𝐼𝐾 = 𝑟 .

Для трикутника 𝐵𝐼𝐶 точка𝑊 є центром описаного кола (𝑊𝐼 =𝑊𝐵 =𝑊𝐶),
отже за властивiстю ортоцентра 𝐼𝑃 = 2𝑊𝑁 = 2𝑟 . А оскiльки ℎ𝑎 = 3𝑟, то
𝑃𝐾 = 𝐼𝐾 + 𝐼𝑃 = 3𝑟 = ℎ𝑎. Таким чином, 𝐴𝑃 ∥ 𝐵𝐶 та 𝐴𝑃𝐾𝐻 —прямокутник.

Прямокутнi трикутники 𝐼𝐾𝐿 та 𝐴𝐻𝐿 подiбнi, отже 𝐿𝐾 : 𝐿𝐻 = 𝑟 : ℎ𝑎 = 1 : 3.
Тому 𝐴𝑃 = 𝐾𝐻 = 2𝐿𝐾 = 2𝑁𝐿.

Нарештi, трикутники 𝑃𝐴𝑀 та 𝐿𝑁𝑀 подiбнi, бо 𝐴𝑃 : 𝑁𝐿 = 𝐴𝑀 : 𝑁𝑀 = 2 : 1
та ∠𝑃𝐴𝑀 = ∠𝐿𝑁𝑀. Звiдси ∠𝑃𝑀𝐴 = ∠𝐿𝑀𝑁, тобто 𝑃 −𝑀 − 𝐿—одна пряма. □

5. Нехай 𝑋 —довiльна точка на сторонi 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶. Трикутник 𝑇
утворено бiсектрисами кутiв 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶. Доведiть, що:

а) описане коло трикутника 𝑇 , проходить через вершину 𝐴;
б) ортоцентр трикутника 𝑇 належить прямiй 𝐵𝐶.

(Дмитро Прокопенко)

Розв’язання.
а) Нехай бiсектриси кутiв 𝐴𝐵𝐶 та 𝐴𝐶𝐵 перетинаються в точцi 𝐼 , бiсектриси

кутiв 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶—в точцi 𝐹 , а бiсектриси кутiв 𝐴𝐵𝐶 та 𝐴𝑋𝐶—в точцi 𝐾 .
Оскiльки 𝐹 — iнцентр трикутника 𝐴𝑋𝐶, то 𝐴𝐹 —третя бiсектриса у цьому

трикутнику.
Маємо

∠𝐹𝐾𝐼 = ∠𝑋𝐾𝐵 = ∠𝐾𝑋𝐶 − ∠𝐾𝐵𝐶 =
1
2
∠𝐴𝑋𝐶 − 1

2
∠𝐴𝐵𝐶 =

1
2
∠𝑋𝐴𝐵,

∠𝐹𝐴𝐼 = ∠𝐶𝐴𝐼 − ∠𝐶𝐴𝐹 =
1
2
∠𝐶𝐴𝐵 − 1

2
∠𝐶𝐴𝑋 =

1
2
∠𝑋𝐴𝐵.

Отже, ∠𝐹𝐾𝐼 = ∠𝐹𝐴𝐼 , тому точки 𝐴, 𝐼 , 𝐹 , 𝐾 лежать на одному колi.
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б) Нехай коло, на якому лежать точки 𝐴, 𝐼 , 𝐹 та 𝐾, вдруге перетинає 𝐴𝐶 у
точцi 𝐺, а пряма 𝐾𝐺 перетинає 𝐵𝐶 у точцi 𝐻. Покажемо, що 𝐻 — ортоцентр
трикутника 𝐾𝐹𝐼 .

𝐶

𝐹

𝐵𝑋

𝐴

𝐾

𝐼𝐺

𝐻

Оскiльки

∠𝐺𝐾𝐼 + ∠𝐾𝐼𝐹 = ∠𝐺𝐴𝐼 + ∠𝐼𝐵𝐶 + ∠𝐼𝐶𝐵 =
1
2
(∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐶𝐵) = 90◦,

то 𝐺𝐾 ⊥ 𝐹𝐼 . Таким чином, пряма 𝐺𝐾 мiстить висоту трикутника 𝐾𝐹𝐼 та
𝐺 — точка перетину цiєї висоти з описаним колом. Оскiльки 𝐺𝐾 ⊥ 𝐹𝐼, то
точки 𝐺 та 𝐻 симетричнi вiдносно сторони 𝐹𝐼 . Але точка перетину висоти з
описаним колом є симетричною до ортоцентра вiдносно сторони, тому 𝐻 i є
ортоцентром.

□

6. Нехай 𝜔 — описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶, в якому 𝐴𝐶 < 𝐴𝐵, 𝐾—се-
редина дуги 𝐵𝐴𝐶, 𝐾𝑊 —дiаметр кола 𝜔 . Коло 𝛾 вписане у криволiнiйний
трикутник, утворений вiдрiзками 𝐵𝐶, 𝐴𝐵 та дугою 𝐴𝐶 кола 𝜔. Виявилося, що
коло 𝛾 також дотикається до 𝐾𝑊 у точцi 𝐹 . Нехай 𝐼 — iнцентр трикутника
𝐴𝐵𝐶, 𝑀—середина меншої дуги 𝐴𝐾 , а 𝑇 —друга точка перетину 𝑀𝐼 з колом
𝜔 . Доведiть, що прямi 𝐹𝐼 , 𝑇𝑊 та 𝐵𝐶 перетинаються в однiй точцi.

(Михайло Сидоренко)

Розв’язання.
Нехай 𝐷, 𝐸 — точки дотику кола 𝛾 з 𝐵𝐶 та з дугою 𝐴𝐶. При гомотетiї з

центром 𝐸, яка переводить коло 𝛾 у коло 𝜔, пряма 𝐵𝐶 переходить у дотичну до
𝜔 в точцi𝑊 . Тому 𝐸 −𝐷 −𝑊 —одна пряма. Трикутники𝐶𝐷𝑊 та 𝐸𝐶𝑊 подiбнi
(∠𝐶𝐸𝑊 = ∠𝑊𝐶𝐷 = ∠𝑊𝐶𝐵 як вписанi кути, що спираються на рiвнi дуги, кут
при вершинi𝑊 спiльний), тому 𝐶𝑊 : 𝐷𝑊 = 𝐸𝑊 : 𝐶𝑊 , або 𝐶𝑊 2 = 𝐷𝑊 · 𝐸𝑊 .
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Але𝐷𝑊 ·𝐸𝑊 = 𝐹𝑊 2 (квадрат дотичної), отже 𝐹𝑊 = 𝐶𝑊 = 𝐼𝑊 = 𝐵𝑊 (теорема
про тризуб). Таким чином, точки 𝐹, 𝐶, 𝐼 та 𝐵 лежать на колi з центром𝑊 .

Покажемо, що точки 𝐼 , 𝐹 ,𝑊 , 𝑇 також лежать на одному колi. Для цього
обчислимо деякi кути. Нехай ∠𝐴𝑊𝐾 = 2𝛼 . Оскiльки 𝑀—середина дуги 𝐴𝐾,
то ∠𝑀𝑊𝐾 = 𝛼 . Але 𝐾𝑊 —дiаметр 𝜔 , тому ∠𝑊𝑀𝐾 = 90◦, ∠𝑀𝐾𝑊 = 90◦ −𝛼 та
∠𝐼𝑇𝑊 = ∠𝑀𝑇𝑊 = 180◦ − ∠𝑀𝐾𝑊 = 90◦ + 𝛼. Трикутник 𝐼𝑊 𝐹 рiвнобедрений,
кут при його основi ∠𝐼𝐹𝑊 = 90◦ − 𝛼. Таким чином, ∠𝐼𝐹𝑊 + ∠𝐼𝑇𝑊 = 180◦.
Отже, точки 𝐼 , 𝐹 ,𝑊 , 𝑇 лежать на одному колi.
Тодi𝑊𝑇 , 𝐹𝐼 та 𝐵𝐶—радикальнi осi для кiл, описаних навколо чотирику-

тникiв𝑊𝑇𝐼𝐹 ,𝑊𝑇𝐶𝐵 та 𝐵𝐹𝐼𝐶. Отже, вони або перетинаються в однiй точцi,
або попарно паралельнi. Але паралельнi вони тодi, коли 𝐼 та 𝐹 збiгаються. Це
можливо лише при 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶, що суперечить умовi задачi. Отже, прямi𝑊𝑇 ,
𝐹𝐼 та 𝐵𝐶 перетинаються в однiй точцi. □
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