
VII ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
8 клас (складний варiант)

1. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑂 є центром описаного кола, пряма 𝐴𝑂 пе-
ретинає 𝐵𝐶 у точцi 𝑇, а перпендикуляри, проведенi з точки 𝑇 до 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶,
перетинають прямi𝑂𝐵 та𝑂𝐶 у точках 𝐸 та 𝐹 вiдповiдно. Доведiть, що 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 .

2. Дано трикутник𝐴𝐵𝐶, у якому вiдмiчено центр вписаного кола 𝐼 та 𝐾1 i 𝐾2
—точки дотику вписаного кола зi сторонами𝐵𝐶 i𝐴𝐶 вiдповiдно. Користуючись
циркулем та лiнiйкою, побудуйте центр кола, вписаного у трикутник 𝐶𝐾1𝐾2,

за допомогою найменшої можливої кiлькостi лiнiй (лiнiя — пряма або коло).
3. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — прямокутний трикутник (∠𝐶 = 90◦), 𝑁 — середина дуги

𝐵𝐴𝐶 описаного кола та 𝐾 — точка перетину 𝐶𝑁 з 𝐴𝐵. На продовженнi 𝐴𝐾
за точку 𝐾 вiдклали вiдрiзок 𝑇𝐾 = 𝐾𝐴. Доведiть, що коло з центром 𝑇 та
радiусом 𝑇𝐾 дотикається до 𝐵𝐶.
4. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — гострокутний трикутник, 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 — його висоти

та 𝐻 — точка перетину висот. На променях 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 вiдклали вiдрiзки
𝐴𝐴1 = 𝐻𝐷, 𝐵𝐵1 = 𝐻𝐸 та 𝐶𝐶1 = 𝐻𝐹 вiдповiдно. Нехай 𝐴2, 𝐵2 та 𝐶2 — середини
𝐴1𝐷, 𝐵1𝐸 та 𝐶1𝐹 . Доведiть, що точки 𝐻, 𝐴2, 𝐵2 та 𝐶2 лежать на одному колi.

5. Через вершину 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 провели пряму
ℓ ∥ 𝐵𝐶. Два кола, рiвнi вписаному колу трикутника
𝐴𝐵𝐶, дотикаються до прямих ℓ, 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 як показано
на рисунку. Прямi 𝐷𝐸 та 𝐹𝐺 перетинаються у точцi 𝑃,
яка належить 𝐵𝐶. Доведiть, що 𝑃 — середина 𝐵𝐶.

6. Дано рiвнобедрений трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐵𝐴𝐶 = 108◦. Бiсектриса
кута 𝐴𝐵𝐶 перетинає описане коло трикутника у точцi 𝐷. На вiдрiзку 𝐵𝐶 вiдмi-
тили точку 𝐸 таку, що 𝐴𝐵 = 𝐵𝐸. Доведiть, що серединний перпендикуляр до
𝐶𝐷 дотикається до описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐸.
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ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
9 клас (складний варiант)

1. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 проведено висоти 𝐵𝐷 та 𝐶𝐸, якi пере-
тинаються у точцi𝐻 . На сторонi𝐴𝐶 обрали точку 𝐹 так, що 𝐹𝐻 ⊥ 𝐶𝐸. Вiдрiзок
𝐹𝐸 перетинає описане коло трикутника𝐶𝐷𝐸 у точцi 𝐾 . Доведiть, що𝐻𝐾 ⊥ 𝐸𝐹 .

2. Нехай 𝐵𝐶 та 𝐵𝐷 — дотичнi, проведенi з точки 𝐵 до кола з дiаметром 𝐴𝐶,
та 𝐸 — друга точка перетину прямої 𝐶𝐷 з описаним колом трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Доведiть, що 𝐶𝐷 = 2𝐷𝐸.

3. Дано трикутник𝐴𝐵𝐶, у якому вiдмiчено центр вписаного кола 𝐼 та 𝐾1 i 𝐾2
— точки дотику вписаного кола зi сторонами 𝐵𝐶 i 𝐴𝐶 вiдповiдно. Користую-
чись циркулем та лiнiйкою, побудуйте центр зовнiвписаного кола трикутника
𝐶𝐾1𝐾2, яке дотикається до 𝐶𝐾2, за допомогою щонайбiльше 4 лiнiй (лiнiя —
пряма або коло).

4. Нехай 𝐵𝐸 та𝐶𝐹 —висоти гострокутного трикутника𝐴𝐵𝐶, 𝐻 —ортоцентр
цього трикутника, 𝑀 — середина 𝐵𝐶, 𝐾 та 𝐿 — точки перетину серединного
перпендикуляра до 𝐵𝐶 з 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 вiдповiдно, 𝑄 — ортоцентр трикутника
𝐾𝐿𝐻. Доведiть, що 𝑄 лежить на медiанi 𝐴𝑀.

5. Нехай 𝐼 — центр вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐾 — точка дотику
цього кола зi стороною 𝐵𝐶. На вiдрiзках 𝐵𝐼 та 𝐶𝐼 вiдмiтили точки 𝑋 та 𝑌 так,
що 𝐾𝑋 ⊥ 𝐴𝐵 та 𝐾𝑌 ⊥ 𝐴𝐶. Описане коло трикутника 𝑋𝑌𝐾 вдруге перетинає
пряму 𝐵𝐶 у точцi 𝐷. Доведiть, що 𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶.

6. Навколо гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶
описали рiвностороннi трикутники 𝐾𝐿𝑀 та 𝑃𝑄𝑅
як показано на рисунку. Прямi 𝑃𝐾 та 𝑄𝐿 перети-
наються у точцi 𝐷. Доведiть, що

∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐷𝑄 = 120◦.
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10 грудня 2023 року



VII ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
10-11 клас (складний варiант)

1. Кола 𝜔1 та 𝜔2 дотикаються до прямої ℓ у точках 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно, а
також дотикаються одне одного зовнiшнiм чином у точцi 𝐷. На меншiй дузi
𝐵𝐷 кола 𝜔2 вибрано довiльну точку 𝐸. Пряма 𝐷𝐸 вдруге перетинає коло 𝜔1 у
точцi 𝐶. Доведiть, що 𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐶.

2. Нехай 𝐼 — центр вписаного кола трикутника𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐴 = 60◦, 𝐷 —
точка дотику вписаного кола зi стороною 𝐵𝐶. На вiдрiзках 𝐵𝐼 та 𝐶𝐼 вiдмiтили
точки𝑋 та𝑌 так, що𝐷𝑋 ⊥ 𝐴𝐵 та𝐷𝑌 ⊥ 𝐴𝐶. Точку𝑍 обрали так, що трикутник
𝑋𝑌𝑍 рiвностороннiй, причому точки 𝑍 та 𝐼 лежать по одну сторону вiд прямої
𝑋𝑌 . Доведiть, що 𝐴𝑍 ⊥ 𝐵𝐶.

3. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶. Квадрати
𝐴𝐴1𝐴2𝐴3, 𝐵𝐵1𝐵2𝐵3 та𝐶𝐶1𝐶2𝐶3 розташованi так, що
прямi 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 та 𝐶1𝐶2 проходять через точки 𝐵,
𝐶 та 𝐴 вiдповiдно, а прямi 𝐴2𝐴3, 𝐵2𝐵3 та 𝐶2𝐶3 —
через точки 𝐶, 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно. Доведiть, що

а) прямi 𝐴𝐴2, 𝐵1𝐵3 та 𝐶1𝐶3 перетинаються в
однiй точцi;

б) прямi 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2 та 𝐶𝐶2 перетинаються в однiй
точцi.

4. На пiвколi з дiаметром 𝐴𝐵 вiдмiтили довiльну точку 𝐶. Нехай 𝑃 та 𝑄 —
точки на вiдрiзку 𝐴𝐵, для яких 𝐴𝑃 = 𝐴𝐶 та 𝐵𝑄 = 𝐵𝐶, а 𝑂 та 𝐻 — центр опи-
саного кола та ортоцентр трикутника 𝐶𝑃𝑄. Доведiть, що при всiх можливих
положеннях точки 𝐶 пряма 𝑂𝐻 проходить через фiксовану точку.
5. Дано нерiвнобедрений трикутник 𝐴𝐵𝐶, у якому вiдмiчено центр впи-

саного кола 𝐼 та 𝐾1, 𝐾2 i 𝐾3 — точки дотику вписаного кола зi сторонами
𝐵𝐶, 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵 вiдповiдно. Користуючись лише лiнiйкою, побудуйте центр кола,
описаного навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶.
6. Дано нерiвнобедрений трикутник 𝐴𝐵𝐶. Через точку 𝐵 провели пряму ℓ,

яка не перетинає трикутник та утворює рiзнi кути зi сторонами 𝐴𝐵 та 𝐵𝐶.
Нехай𝑀 — середина 𝐴𝐶, а 𝐻𝑎 та 𝐻𝑐 — основи перпендикулярiв, проведених з
точок 𝐴 та 𝐶 до ℓ . Описане коло трикутника𝑀𝐵𝐻𝑎 перетинає 𝐴𝐵 у точцi 𝐴1, а
описане коло трикутника 𝑀𝐵𝐻𝑐 перетинає 𝐵𝐶 у точцi 𝐶1. Точка 𝐴2 симетри-
чна до 𝐴 вiдносно точки 𝐴1, а точка 𝐶2 симетрична до 𝐶 вiдносно точки 𝐶1.

Доведiть, що прямi ℓ, 𝐴𝐶2 та 𝐶𝐴2 перетинаються в однiй точцi.


