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1. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝑂 є центром описаного кола, пряма 𝐴𝑂 пе-
ретинає 𝐵𝐶 у точцi 𝑇, а перпендикуляри, проведенi з точки 𝑇 до 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶,
перетинають прямi𝑂𝐵 та𝑂𝐶 у точках 𝐸 та 𝐹 вiдповiдно. Доведiть, що 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 .

(Олексiй Карлюченко)

Розв’язання.
Нехай𝐴𝐷—дiаметр описаного кола трикутника𝐴𝐵𝐶 (рис. 1). Тодi 𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐵

та 𝑇𝐸 ⊥ 𝐴𝐵, звiдки 𝑇𝐸 ∥ 𝐵𝐷.
Трикутник 𝑂𝐵𝐷 рiвнобедрений (𝑂𝐵 = 𝑂𝐷 як радiуси). Якщо ∠𝑂𝐵𝐷 =

∠𝑂𝐷𝐵 = 𝛼, то i ∠𝑂𝐸𝑇 = ∠𝑂𝑇𝐸 = 𝛼, тому 𝑂𝐸 = 𝑂𝑇 та

𝐵𝐸 = 𝑂𝐵 −𝑂𝐸 = 𝑂𝐷 −𝑂𝑇 = 𝐷𝑇 .

Аналогiчно 𝐶𝐹 = 𝐷𝑇, отже 𝐵𝐸 = 𝐶𝐹 . □

Рис. 1. Рис. 2.

2. Дано трикутник𝐴𝐵𝐶, у якому вiдмiчено центр вписаного кола 𝐼 та 𝐾1 i 𝐾2
—точки дотику вписаного кола зi сторонами𝐵𝐶 i𝐴𝐶 вiдповiдно. Користуючись
циркулем та лiнiйкою, побудуйте центр кола, вписаного у трикутник 𝐶𝐾1𝐾2,

за допомогою найменшої можливої кiлькостi лiнiй (лiнiя — пряма або коло).
(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.
Очевидно, що однiєї лiнiї не вистачить. Проведемо двi лiнiї: вписане коло

трикутника 𝐴𝐵𝐶 (з центром 𝐼 та радiусом 𝐼𝐾1) та вiдрiзок 𝐶𝐼 . Нехай вони



перетнулися в точцi 𝐷 (рис. 2). Покажемо, що 𝐷 — центр кола, вписаного
у трикутник 𝐶𝐾1𝐾2. Справдi, 𝐷 лежить на бiсектрисi кута 𝐶, тому достатньо
довести, що 𝐾2𝐷 — бiсектриса кута 𝐶𝐾2𝐾1. Нехай ∠𝐴𝐶𝐵 = 2𝛼. Оскiльки 𝐶𝐼
— бiсектриса, трикутник 𝐶𝐼𝐾2 прямокутний, а трикутники 𝐾2𝐼𝐷 та 𝐶𝐾1𝐾2
рiвнобедренi, послiдовно знаходимо

∠𝐶𝐼𝐾2 = 90◦ − 𝛼, ∠𝐼𝐾2𝐷 = 90◦ − 1
2∠𝐶𝐼𝐾2 = 45◦ + 𝛼

2 ,

∠𝐶𝐾2𝐷 = 90◦ − ∠𝐼𝐾2𝐷 = 45◦ − 𝛼
2 = 1

2∠𝐶𝐾2𝐾1,

що завершує доведення. □

3. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — прямокутний трикутник (∠𝐶 = 90◦), 𝑁 — середина дуги
𝐵𝐴𝐶 описаного кола та 𝐾 — точка перетину 𝐶𝑁 з 𝐴𝐵. На продовженнi 𝐴𝐾
за точку 𝐾 вiдклали вiдрiзок 𝑇𝐾 = 𝐾𝐴. Доведiть, що коло з центром 𝑇 та
радiусом 𝑇𝐾 дотикається до 𝐵𝐶.

(Михайло Сидоренко)

Розв’язання.

Рис. 3.

Проведемо 𝑇𝐷 ⊥ 𝐵𝐶 та 𝑇𝐸 ⊥ 𝐴𝐶 (рис. 3).
Достатньо довести, що 𝑇𝐷 = 𝑇𝐾. Оскiльки 𝐾𝐸 —
медiана прямокутного трикутника 𝐴𝐸𝑇, проведе-
на до гiпотенузи, то 𝐾𝐸 = 𝑇𝐾 = 𝐾𝐴, а оскiльки
𝑇𝐷𝐶𝐸 прямокутник, то 𝑇𝐷 = 𝐶𝐸.

Залишається довести, що 𝐾𝐸 = 𝐶𝐸. Нехай
∠𝐵𝐴𝐶 = 2𝛼. Тодi також ∠𝐵𝑁𝐶 = 2𝛼, звiдки
∠𝐵𝐶𝑁 = ∠𝐶𝐵𝑁 = 90◦ −𝛼, ∠𝐾𝐶𝐸 = 90◦ − ∠𝐵𝐶𝑁 =

= 𝛼, ∠𝐾𝐸𝐴 = 2𝛼 та ∠𝐶𝐾𝐸 = ∠𝐾𝐸𝐴 − ∠𝐾𝐶𝐸 = 𝛼 =

= ∠𝐾𝐶𝐸. Тому трикутник𝐾𝐸𝐶 рiвнобедрений, що
завершує доведення.

□

4. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — гострокутний трикутник, 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 — його висоти
та 𝐻 — точка перетину висот. На променях 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 вiдклали вiдрiзки
𝐴𝐴1 = 𝐻𝐷, 𝐵𝐵1 = 𝐻𝐸 та 𝐶𝐶1 = 𝐻𝐹 вiдповiдно. Нехай 𝐴2, 𝐵2 та 𝐶2 — середини
𝐴1𝐷, 𝐵1𝐸 та 𝐶1𝐹 . Доведiть, що точки 𝐻, 𝐴2, 𝐵2 та 𝐶2 лежать на одному колi.

(Михайло Баркулов)

Розв’язання. Нехай𝑂 — центр описаного кола трикутника𝐴𝐵𝐶. Вiдкладемо
на продовженнях висот вiдрiзки 𝐷𝐻1 = 𝐷𝐻, 𝐸𝐻2 = 𝐸𝐻 та 𝐹𝐻1 = 𝐹𝐻 (рис. 4).
Тодi 𝐴2 це спiльна середина вiдрiзкiв 𝐴1𝐷 та 𝐴𝐻1. Прямокутнi трикутники
𝐵𝐷𝐻 та 𝐵𝐷𝐻1 рiвнi за двома катетами. Звiдси

∠𝐵𝐻1𝐴 = ∠𝐵𝐻𝐷 = 90◦ − ∠𝐻𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐴,



тому точка 𝐻1 лежить на описаному колi трикутника 𝐴𝐵𝐶. Отже, серединний
перпендикуляр до𝐴𝐻1 проходить через точку𝑂, або ∠𝐻𝐴2𝑂 = 90◦. Аналогiчно
∠𝐻𝐵2𝑂 = 90◦ та ∠𝐻𝐶2𝑂 = 90◦. Тому точки 𝐻, 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 та 𝑂 лежать на колi з
дiаметром 𝐻𝑂.

Рис. 4.

□

5. Через вершину 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 провели пряму
ℓ ∥ 𝐵𝐶. Два кола, рiвнi вписаному колу трикутника
𝐴𝐵𝐶, дотикаються до прямих ℓ, 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 як показано
на рисунку. Прямi 𝐷𝐸 та 𝐹𝐺 перетинаються у точцi 𝑃,
яка належить 𝐵𝐶. Доведiть, що 𝑃 — середина 𝐵𝐶.

(Михайло Плотнiков)

Розв’язання. Нехай 𝐼 —центр вписаного кола трикутника𝐴𝐵𝐶, 𝐾, 𝐿—точки
дотику цього кола зi сторонами 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶, 𝑂1, 𝑂2 — центри двох iнших кiл з
умови задачi (рис. 5). Оскiльки𝐴𝐷 = 𝐴𝐸 як дотичнi, проведенi до кола з однiєї
точки, то ∠𝐴𝐷𝐸 = ∠𝐴𝐸𝐷. Але ∠𝐴𝐷𝐸 = ∠𝐵𝑃𝐸 (рiзностороннi при паралельних
прямих) та ∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐵𝐸𝑃 (вертикальнi). Отже, ∠𝐵𝐸𝑃 = ∠𝐵𝑃𝐸, трикутник 𝐵𝑃𝐸
рiвнобедрений та 𝐵𝑃 = 𝐵𝐸. Аналогiчно 𝐶𝑃 = 𝐶𝐺, тому достатньо встановити
рiвнiсть 𝐵𝐸 = 𝐶𝐺.



Рис. 5.

Прямокутнi трикутники 𝑂1𝐴𝐸 та 𝐼𝐵𝐾 рiвнi за катетом та гострим кутом
(𝑂1𝐸 = 𝐼𝐾 як радiуси рiвних кiл, ∠𝑂1𝐴𝐸 = 1

2∠𝐷𝐴𝐸 = 1
2∠𝑃𝐵𝐸 = ∠𝐼𝐵𝐾). Тому

𝐴𝐸 = 𝐵𝐾, а отже 𝐵𝐸 = 𝐴𝐵 − 𝐴𝐸 = 𝐴𝐵 − 𝐵𝐾 = 𝐴𝐾. Аналогiчно 𝐶𝐺 = 𝐴𝐿 та
залишається зауважити, що 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿 як дотичнi, проведенi до кола з однiєї
точки. □

6. Дано рiвнобедрений трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐵𝐴𝐶 = 108◦. Бiсектриса
кута 𝐴𝐵𝐶 перетинає описане коло трикутника у точцi 𝐷. На вiдрiзку 𝐵𝐶 вiдмi-
тили точку 𝐸 таку, що 𝐴𝐵 = 𝐵𝐸. Доведiть, що серединний перпендикуляр до
𝐶𝐷 дотикається до описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐸.

(Богдан Желябовський)

Розв’язання.

Рис. 6.

Кути при основi рiвнобедреного трикутни-
ка 𝐴𝐵𝐶 дорiвнюють ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐵𝐶𝐴 = 36◦.
Нехай𝑂 — центр описаного кола трикутника
𝐴𝐵𝐶 та ℓ—серединний перпендикуляр до𝐶𝐷
(рис. 6). З рiвнобедреного трикутника 𝐴𝐵𝐸
знаходимо ∠𝐴𝐸𝐵 = 90◦ − 1

2∠𝐴𝐵𝐶 = 72◦. Та-
кож ∠𝐴𝑂𝐵 = 2∠𝐴𝐶𝐵 = 72◦, бо центральний
кут вдвiчi бiльший за вписаний. Тому опи-
сане коло трикутника 𝐴𝐵𝐸 проходить через
точку 𝑂. Пряма ℓ теж проходить через точку
𝑂. Покажемо, що ℓ дотикається до описаного
кола трикутника 𝐴𝐵𝐸 саме у цiй точцi.
Оскiльки ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐷 = 1

2∠𝐴𝐵𝐶 =

= 18◦ та ∠𝐵𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐴 + ∠𝐴𝐶𝐷 = 54◦, то
∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 90◦. Звiдси 𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐷, а тому ℓ ∥ 𝐴𝐵. Але трикутник 𝐴𝑂𝐵
рiвнобедрений, тому дотична до його описаного кола у точцi𝑂 паралельна до
𝐴𝐵, тобто цiєю дотичною є пряма ℓ .

□
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1. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 проведено висоти 𝐵𝐷 та 𝐶𝐸, якi пере-
тинаються у точцi𝐻 . На сторонi𝐴𝐶 обрали точку 𝐹 так, що 𝐹𝐻 ⊥ 𝐶𝐸. Вiдрiзок
𝐹𝐸 перетинає описане коло трикутника𝐶𝐷𝐸 у точцi 𝐾 . Доведiть, що𝐻𝐾 ⊥ 𝐸𝐹 .

(Матвiй Курський)

Розв’язання.

Рис. 1.

Точки 𝐷, 𝐸 лежать на колi з дiаметром 𝐵𝐶.
За умовою точка 𝐾 теж належить цьому колу,
тому ∠𝐾𝐷𝐵 = 180◦ − ∠𝐾𝐸𝐵 = ∠𝐾𝐸𝐴 (рис. 1).
Оскiльки 𝐹𝐻 ⊥ 𝐶𝐸 та 𝐴𝐵 ⊥ 𝐶𝐸, то 𝐹𝐻 ∥

𝐴𝐵. Звiдси ∠𝐻𝐹𝐸 = ∠𝐾𝐸𝐴. Отже, ∠𝐻𝐹𝐸 =

= ∠𝐾𝐷𝐵 та чотирикутник 𝐷𝐹𝐾𝐻 є вписаним.
Тому ∠𝐹𝐾𝐻 = 180◦ − ∠𝐻𝐷𝐹 = 90◦, тобто
𝐻𝐾 ⊥ 𝐸𝐹 .

□

2. Нехай 𝐵𝐶 та 𝐵𝐷 — дотичнi, проведенi з точки 𝐵 до кола з дiаметром 𝐴𝐶,
та 𝐸 — друга точка перетину прямої 𝐶𝐷 з описаним колом трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Доведiть, що 𝐶𝐷 = 2𝐷𝐸.

(Матвiй Курський)

Розв’язання.

Рис. 2.

Нехай 𝑂 — середина 𝐴𝐶 та 𝐹 — то-
чка перетину 𝐵𝑂 з 𝐶𝐷 (рис. 2). Пря-
мокутнi трикутники 𝑂𝐵𝐶 та 𝑂𝐵𝐷 рiв-
нi за трьома сторонами (𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 як
радiуси, 𝐵𝐶 = 𝐵𝐷 як дотичнi), тому
𝐵𝐹 — бiсектриса, висота i медiана у
рiвнобедреному трикутнику 𝐶𝐵𝐷. Пря-
мокутнi трикутники 𝐴𝐶𝐵 та 𝐸𝐹𝐵 подi-
бнi, бо ∠𝐹𝐸𝐵 = ∠𝐶𝐸𝐵 = ∠𝐶𝐴𝐵. Оскiль-
ки 𝐵𝑂 — медiана трикутника 𝐴𝐶𝐵 та
∠𝑂𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐹, то 𝐵𝐷 — медiана три-
кутника 𝐸𝐹𝐵. Тому 𝐶𝐹 = 𝐹𝐷 = 𝐷𝐸, а
отже 𝐶𝐷 = 2𝐷𝐸.



□

3. Дано трикутник𝐴𝐵𝐶, у якому вiдмiчено центр вписаного кола 𝐼 та 𝐾1 i 𝐾2
— точки дотику вписаного кола зi сторонами 𝐵𝐶 i 𝐴𝐶 вiдповiдно. Користую-
чись циркулем та лiнiйкою, побудуйте центр зовнiвписаного кола трикутника
𝐶𝐾1𝐾2, яке дотикається до 𝐶𝐾2, за допомогою щонайбiльше 4 лiнiй (лiнiя —
пряма або коло).

(Григорiй Фiлiпповський та Володимир Брайман)

Розв’язання.
Спочатку проведемо двi лiнiї: вписане коло трикутника𝐴𝐵𝐶 (з центром 𝐼 та

радiусом 𝐼𝐾1) та пряму𝐶𝐼 . Нехай вони перетнулися в точках 𝐷 та 𝐸, 𝐶𝐷 < 𝐶𝐸

(рис. 3).
Покажемо, що 𝐷 — центр кола, вписаного у трикутник 𝐶𝐾1𝐾2. Справдi,

позначимо центр вписаного кола 𝐷′. Точка 𝐷′ лежить на 𝐶𝐼, а оскiльки 𝐼 це
середина дуги 𝐾1𝐾2 описаного кола трикутника 𝐶𝐾1𝐾2, то за теоремою про
“тризуб” маємо 𝐼𝐷′ = 𝐼𝐾2 = 𝐼𝐾3. Звiдси точки 𝐷 та 𝐷′ збiгаються.

Оскiльки ∠𝐷𝐾2𝐸 = 90◦, то 𝐾2𝐸 — бiсектриса зовнiшнього кута при вершинi
𝐾2 трикутника 𝐶𝐾1𝐾2. Тепер проводимо ще двi лiнiї: прямi 𝐸𝐾2 та 𝐾1𝐷. Вони
перетнуться у шуканому центрi зовнiвписаного кола.

Зауваження. Точка 𝐸 є центром зовнiвписаного кола трикутника𝐶𝐾1𝐾2, яке
дотикається до 𝐾1𝐾2.

□

Рис. 3. Рис. 4.

4. Нехай 𝐵𝐸 та𝐶𝐹 —висоти гострокутного трикутника𝐴𝐵𝐶, 𝐻 —ортоцентр
цього трикутника, 𝑀 — середина 𝐵𝐶, 𝐾 та 𝐿 — точки перетину серединного
перпендикуляра до 𝐵𝐶 з 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 вiдповiдно, 𝑄 — ортоцентр трикутника
𝐾𝐿𝐻. Доведiть, що 𝑄 лежить на медiанi 𝐴𝑀.

(Богдан Желябовський)



Розв’язання.
Трикутники 𝐴𝐵𝐶 та 𝐻𝐿𝐾 подiбнi, бо вiдповiднi сторони цих трикутникiв

перпендикулярнi, а отже вiдповiднi кути цих трикутникiв рiвнi. Нехай 𝐴𝐷 та
𝐻𝑃 — висоти цих трикутникiв, проведенi до 𝐵𝐶 та𝐾𝐿 вiдповiдно, а𝑄′ — точка
перетину 𝐴𝑀 з 𝐻𝑃 (рис. 4). Аби довести, що 𝑄 та 𝑄′ збiгаються, достатньо
показати, що𝐻𝑄′ : 𝑄′𝑃 = 𝐴𝐻 : 𝐻𝐷.Оскiльки прямокутнi трикутники𝐴𝑄′𝐻 та
𝑀𝑄′𝑃 подiбнi, то 𝐻𝑄′ : 𝑄′𝑃 = 𝐴𝐻 : 𝑀𝑃. Залишається помiтити, що𝑀𝑃 = 𝐻𝐷,

бо 𝑀𝑃𝐻𝐷 це прямокутник. □

5. Нехай 𝐼 — центр вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐾 — точка дотику
цього кола зi стороною 𝐵𝐶. На вiдрiзках 𝐵𝐼 та 𝐶𝐼 вiдмiтили точки 𝑋 та 𝑌 так,
що 𝐾𝑋 ⊥ 𝐴𝐵 та 𝐾𝑌 ⊥ 𝐴𝐶. Описане коло трикутника 𝑋𝑌𝐾 вдруге перетинає
пряму 𝐵𝐶 у точцi 𝐷. Доведiть, що 𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶.

(Матвiй Курський)

Розв’язання. Нехай 𝐾𝑋 та 𝐾𝑌 перетинають 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 у точках 𝐸 та 𝐹 вiдпо-
вiдно, а𝐴𝐻 —висота трикутника𝐴𝐵𝐶 (рис. 5). Покажемо, що точки𝑋,𝑌, 𝐾, 𝐻
лежать на одному колi. Це означатиме, що точки 𝐷 та 𝐻 збiгаються. Прямо-
кутнi трикутники 𝐵𝐸𝑋 та 𝐵𝐾𝐼 подiбнi, тому

𝐵𝑋

𝐵𝐼
=
𝐵𝐸

𝐵𝐾
= cos ∠𝐵 =

𝐵𝐻

𝐵𝐴
.

Отже, 𝐵𝑋 : 𝐵𝐻 = 𝐵𝐼 : 𝐵𝐴, звiдки трикутники 𝐵𝐻𝑋 та 𝐵𝐴𝐼 подiбнi за двома
сторонами i кутом мiж ними. Тому ∠𝐵𝐻𝑋 = ∠𝐵𝐴𝐼 = 𝐴

2 . Аналогiчно ∠𝐶𝐻𝑌 = ∠𝐴2 ,

тому ∠𝑋𝐻𝑌 = 180◦ − ∠𝐵𝐻𝑋 − ∠𝐶𝐻𝑌 = 180◦ − ∠𝐴.
З чотирикутника 𝐴𝐸𝐾𝐹 знаходимо ∠𝑋𝐾𝑌 = ∠𝐸𝐾𝐹 = 180◦ − ∠𝐴 = ∠𝑋𝐻𝑌,

тому точки 𝑋,𝑌, 𝐾, 𝐻 лежать на одному колi, що завершує доведення.

Рис. 5.
□



6. Навколо гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶
описали рiвностороннi трикутники 𝐾𝐿𝑀 та 𝑃𝑄𝑅
як показано на рисунку. Прямi 𝑃𝐾 та 𝑄𝐿 перети-
наються у точцi 𝐷. Доведiть, що

∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐷𝑄 = 120◦.

(Юрiй Бiлецький)

Розв’язання. Оскiльки ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴𝐾𝐵 = 60◦, то чотирикутник 𝐴𝑃𝐾𝐵 вписа-
ний, аналогiчно чотирикутник 𝐵𝑄𝐿𝐶 вписаний. Нехай кола, описанi навколо
цих чотирикутникiв, перетинаються в точках 𝐵 та 𝑂 (рис. 6).

Рис. 6.
Тодi ∠𝐴𝑂𝐵 = 120◦. Покажемо, що чотирикутник 𝑃𝐷𝑄𝑂 вписаний. Справдi,

нехай ∠𝑃𝑂𝐴 = ∠𝑃𝐾𝐴 = 𝛼 та ∠𝐵𝑂𝑄 = ∠𝐵𝐿𝑄 = 𝛽. Тодi

∠𝑃𝑂𝑄 = ∠𝐴𝑂𝐵 − ∠𝑃𝑂𝐴 + ∠𝐵𝑂𝑄 = 120◦ − 𝛼 + 𝛽,
∠𝑃𝐷𝑄 = ∠𝑃𝐾𝐿 − ∠𝐾𝐿𝑄 = 60◦ + 𝛼 − 𝛽,

звiдки ∠𝑃𝑂𝑄 + ∠𝑃𝐷𝑄 = 180◦. Тепер

∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐷𝑄 =∠𝐴𝐵𝑂 + ∠𝑂𝐵𝐶 + ∠𝑃𝐷𝑂 + ∠𝑂𝐷𝑄 =

=∠𝐴𝑃𝑂 + ∠𝑂𝑄𝐶 + ∠𝑃𝑄𝑂 + ∠𝑂𝑃𝑄 = ∠𝐴𝑃𝑄 + ∠𝑃𝑄𝐶 =

=60◦ + 60◦ = 120◦.

□



VII ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
10-11 клас (складний варiант)

1. Кола 𝜔1 та 𝜔2 дотикаються до прямої ℓ у точках 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно, а
також дотикаються одне одного зовнiшнiм чином у точцi 𝐷. На меншiй дузi
𝐵𝐷 кола 𝜔2 вибрано довiльну точку 𝐸. Пряма 𝐷𝐸 вдруге перетинає коло 𝜔1 у
точцi 𝐶. Доведiть, що 𝐵𝐸 ⊥ 𝐴𝐶.

(Юрiй Бiлецький)

Розв’язання. I спосiб. Нехай 𝑂1 та 𝑂2 — центри кiл 𝜔1 та 𝜔2, 𝐹 — точка
перетину прямих 𝐴𝐶 та 𝐵𝐸 (рис. 1). Покажемо, що точки 𝐴, 𝐵, 𝐷 та 𝐹 лежать
на одному колi. Справдi, у рiвнобедрених трикутниках 𝑂1𝐶𝐷 та 𝑂2𝐷𝐸 маємо
∠𝑂1𝐷𝐶 = ∠𝑂2𝐷𝐸 як вертикальнi, тому ∠𝐶𝑂1𝐷 = ∠𝐷𝑂2𝐸. Звiдси

∠𝐶𝐴𝐷 = 1
2∠𝐶𝑂1𝐷 = 1

2∠𝐷𝑂2𝐸 = ∠𝐷𝐵𝐸,

тобто ∠𝐹𝐴𝐷 = ∠𝐹𝐵𝐷 та чотирикутник 𝐴𝐵𝐷𝐹 вписаний.
Оскiльки 𝐴𝑂1 ∥ 𝐵𝑂2, то ∠𝐴𝑂1𝐷 + ∠𝐵𝑂2𝐷 = 180◦. З рiвнобедрених трику-

тникiв 𝐴𝑂1𝐷 та 𝐵𝑂2𝐷 дiстаємо, що

∠𝑂1𝐷𝐴 + ∠𝑂2𝐷𝐵 = (90◦ − 1
2∠𝐴𝑂1𝐷) + (90◦ − 1

2∠𝐵𝑂2𝐷) = 90◦.

Звiдси ∠𝐴𝐷𝐵 = 90◦, а отже ∠𝐴𝐹𝐵 = 90◦.
II спосiб. Нехай при гомотетiї з центром 𝐷, яка переводить коло 𝜔2 у коло

𝜔1, радiус 𝑂2𝐵 переходить у радiус 𝑂1𝐺 (рис. 2). Ця гомотетiя переводить
трикутник 𝐵𝐸𝐷 у трикутник 𝐺𝐶𝐷, тому 𝐺𝐶 ∥ 𝐵𝐸. Оскiльки 𝑂2𝐵 ∥ 𝑂1𝐴 та
𝑂2𝐵 ∥ 𝑂1𝐺, то𝐺 −𝑂1−𝐴— дiаметр кола 𝜔1. Звiдси𝐴𝐶 ⊥ 𝐺𝐶, тобто𝐴𝐶 ⊥ 𝐵𝐸.

Рис. 1. Рис. 2.
□



2. Нехай 𝐼 — центр вписаного кола трикутника𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐴 = 60◦, 𝐷 —
точка дотику вписаного кола зi стороною 𝐵𝐶. На вiдрiзках 𝐵𝐼 та 𝐶𝐼 вiдмiтили
точки𝑋 та𝑌 так, що𝐷𝑋 ⊥ 𝐴𝐵 та𝐷𝑌 ⊥ 𝐴𝐶. Точку𝑍 обрали так, що трикутник
𝑋𝑌𝑍 рiвностороннiй, причому точки 𝑍 та 𝐼 лежать по одну сторону вiд прямої
𝑋𝑌 . Доведiть, що 𝐴𝑍 ⊥ 𝐵𝐶.

(Матвiй Курський)

Розв’язання.
Нехай вписане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 дотикається до сторiн 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵 у

точках 𝐸 та 𝐹 вiдповiдно (рис. 3). Оскiльки 𝐶𝐼 ⊥ 𝐸𝐷, то 𝑌 — точка перетину
висот трикутника𝐷𝐸𝐶. Тому 𝐸𝑌 ⊥ 𝐵𝐶 та 𝐼𝐷 ⊥ 𝐵𝐶, звiдки 𝐸𝑌 ∥ 𝐼𝐷. Аналогiчно
𝐸𝐼 ∥ 𝑌𝐷, тому 𝐸𝐼𝐷𝑌 паралелограм та

−→
𝐸𝑌 =

−→
𝐼𝐷. Так само дiстаємо, що

−−→
𝐹𝑋 =

−→
𝐼𝐷.

Рiвностороннi трикутники 𝐴𝐸𝐹 та 𝑍𝑌𝑋 подiбнi та однаково орiєнтовнi, а при
паралельному перенесеннi на вектор

−→
𝐸𝑌 =

−−→
𝐹𝑋 точки 𝐸 та 𝐹 переходять у

точки 𝑌 та 𝑋 вiдповiдно.
Тому точка 𝐴 переходить у точку 𝑍,

−−→
𝐴𝑍 =

−→
𝐸𝑌, а отже 𝐴𝑍 ⊥ 𝐵𝐶.

Рис. 3.

□

3. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶. Квадрати
𝐴𝐴1𝐴2𝐴3, 𝐵𝐵1𝐵2𝐵3 та𝐶𝐶1𝐶2𝐶3 розташованi так, що
прямi 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 та 𝐶1𝐶2 проходять через точки 𝐵,
𝐶 та 𝐴 вiдповiдно, а прямi 𝐴2𝐴3, 𝐵2𝐵3 та 𝐶2𝐶3 —
через точки 𝐶, 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно. Доведiть, що

а) прямi 𝐴𝐴2, 𝐵1𝐵3 та 𝐶1𝐶3 перетинаються в
однiй точцi;

б) прямi 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2 та 𝐶𝐶2 перетинаються в однiй
точцi.

(Михайло Плотнiков)

Розв’язання.



а) Прямi 𝐵1𝐵3, 𝐴𝐴2 та 𝐶1𝐶3 мiстять бiсектриси прямих кутiв ∠𝐵𝐵1𝐶, ∠𝐵𝐴2𝐶

та ∠𝐵𝐶3𝐶, тому всi вони проходять через точку 𝐴′ — середину пiвкола, побу-
дованого на 𝐵𝐶 як на дiаметрi зовнi вiд трикутника 𝐴𝐵𝐶 (рис. 4.)

Рис. 4.
б) Нехай 𝐴′, 𝐵′ та 𝐶′ — середини пiвкiл з дiаметрами 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵, розта-

шованих зовнi трикутника 𝐴𝐵𝐶. Внаслiдок а) пряма 𝐴1𝐴3 проходить через
точки 𝐵′ та 𝐶′, а пряма 𝐴𝐴2 — через точку 𝐴′. Оскiльки 𝐴1𝐴3 ⊥ 𝐴𝐴2 як дiа-
гоналi квадрата, то пряма 𝐴𝐴2 мiстить висоту трикутника 𝐴′𝐵′𝐶′. Прямi 𝐵𝐵2
та 𝐶𝐶2 теж мiстять висоти трикутника 𝐴′𝐵′𝐶′, тому прямi 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2 та 𝐶𝐶2
перетинаються в ортоцентрi цього трикутника.

□

4. На пiвколi з дiаметром 𝐴𝐵 вiдмiтили довiльну точку 𝐶. Нехай 𝑃 та 𝑄 —
точки на вiдрiзку 𝐴𝐵, для яких 𝐴𝑃 = 𝐴𝐶 та 𝐵𝑄 = 𝐵𝐶, а 𝑂 та 𝐻 — центр опи-
саного кола та ортоцентр трикутника 𝐶𝑃𝑄. Доведiть, що при всiх можливих
положеннях точки 𝐶 пряма 𝑂𝐻 проходить через фiксовану точку.

(Михайло Сидоренко)

Розв’язання.
Покажемо, що пряма 𝑂𝐻 завжди проходить через точку 𝑁 — середину

пiвкола з дiаметром 𝐴𝐵 (рис. 5).
Спочатку доведемо, що ∠𝑃𝐶𝑄 = 45◦. Справдi, з рiвнобедрених трикутникiв

𝐴𝐶𝑃 та 𝐵𝐶𝑄 дiстаємо, що ∠𝑄𝑃𝐶 = 90◦ − 1
2∠𝐶𝐴𝐵 та ∠𝑃𝑄𝐶 = 90◦ − 1

2∠𝐶𝐵𝐴, а
тому



∠𝑃𝐶𝑄 = 180◦ − ∠𝑄𝑃𝐶 − ∠𝑃𝑄𝐶 =

= 180◦ − (90◦ − 1
2∠𝐶𝐴𝐵) − (90◦ − 1

2∠𝐶𝐵𝐴) =
= 1

2 (∠𝐶𝐴𝐵 + ∠𝐶𝐵𝐴) = 45◦.

Звiдси ∠𝑃𝑂𝑄 = 2∠𝑃𝐶𝑄 = 90◦ та 𝑃𝑂𝑄 — прямокутний рiвнобедрений три-
кутник. Але 𝐴𝑁𝐵 — теж прямокутний рiвнобедрений трикутник, тому трику-
тники 𝐴𝑁𝐵 та 𝑄𝑂𝑃 гомотетичнi.

Рис. 5.

Оскiльки трикутники 𝐴𝐶𝑃 та 𝐵𝐶𝑄 рiвнобедренi, то 𝐴𝑂 ⊥ 𝐶𝑃 та 𝐵𝑂 ⊥ 𝐶𝑄,

звiдки 𝐴𝑂 ∥ 𝑄𝐻 та 𝐵𝑂 ∥ 𝑃𝐻 . Тому трикутники 𝐴𝑂𝐵 та 𝑄𝐻𝑃 теж гомотетичнi.
Таким чином, iснує гомотетiя, яка переводить трикутники 𝐴𝑁𝐵 та 𝐴𝑂𝐵 у
трикутники 𝑄𝑂𝑃 та 𝑄𝐻𝑃. Ця гомотетiя переводить вiдрiзок 𝑁𝑂 у вiдрiзок
𝑂𝐻, а оскiльки цi вiдрiзки мають спiльну точку, вони лежать на однiй прямiй.
Отже, пряма 𝑂𝐻 завжди проходить через точку 𝑁 .

□

5. Дано нерiвнобедрений трикутник 𝐴𝐵𝐶, у якому вiдмiчено центр впи-
саного кола 𝐼 та 𝐾1, 𝐾2 i 𝐾3 — точки дотику вписаного кола зi сторонами
𝐵𝐶, 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵 вiдповiдно. Користуючись лише лiнiйкою, побудуйте центр кола,
описаного навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. Розiб’ємо побудову на два кроки.
Крок 1. Знаходимо середини сторiн трикутника 𝑀1, 𝑀2 та 𝑀3.



Рис. 6. Рис. 7.
I спосiб. Нехай 𝐷 — точка перетину прямих 𝐾1𝐾3 та 𝐶𝐼 . Покажемо, що 𝐷

лежить на прямiй 𝑀2𝑀3 (рис. 6). Оскiльки

∠𝐾1𝐷𝐶 = ∠𝐾3𝐾1𝐵 − ∠𝐼𝐶𝐵 =
∠𝐴 + ∠𝐶

2
− ∠𝐶

2
=
∠𝐴

2
= ∠𝐾3𝐴𝐼,

точки 𝐴, 𝐼 , 𝐷, 𝐾3 лежать на одному колi. Звiдси ∠𝐼𝐷𝐴 = ∠𝐼𝐾3𝐴 = 90◦. Нехай
пряма 𝐴𝐷 перетинає 𝐵𝐶 у точцi 𝐹 . Тодi 𝐶𝐷 є бiсектрисою та висотою трику-
тника 𝐴𝐶𝐹, отже цей трикутник рiвнобедрений. Звiдси 𝐷 — середина 𝐴𝐹, а
тому лежить на прямiй 𝑀2𝑀3. Нехай тепер 𝐸 — точка перетину прямих 𝐾1𝐾2
та 𝐵𝐼 . Ця точка теж лежить на 𝑀2𝑀3, тому пряма 𝐷𝐸 перетинає 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 у
точках 𝑀3 та 𝑀2. Аналогiчно будуємо пряму 𝑀1𝑀2 та дiстаємо точку 𝑀1.

II спосiб. Нехай 𝐷 — точка перетину прямих 𝐾1𝐼 та 𝐾2𝐾3 (рис. 7). Покажемо,
що пряма 𝐴𝐷 проходить через точку 𝑀1. Для цього проведемо через точку 𝐷
вiдрiзок 𝐸𝐹 ∥ 𝐵𝐶 (𝐸 ∈ 𝐴𝐵, 𝐹 ∈ 𝐴𝐶) та покажемо, що 𝐷 — середина 𝐸𝐹 .
Справдi, чотирикутник 𝐴𝐾2𝐼𝐾3 вписаний у коло з дiаметром 𝐴𝐼, звiдки
∠𝐼𝐾3𝐾2 = ∠𝐼𝐾2𝐾3 = ∠𝐴

2 . Оскiльки ∠𝐸𝐾3𝐼 = ∠𝐸𝐷𝐼 = 90◦, точки 𝐸, 𝐾3, 𝐷, 𝐼

лежать на одному колi та аналогiчно точки 𝐼 , 𝐷, 𝐹, 𝐾2 лежать на одному колi.
Тому

∠𝐼𝐸𝐷 = ∠𝐼𝐾3𝐷 =
∠𝐴

2
= ∠𝐼𝐾2𝐷 = ∠𝐼𝐹𝐷.

Отже, трикутник 𝐼𝐸𝐹 рiвнобедрений та його висота 𝐼𝐷 є медiаною. Аналогiчно
будуємо точки 𝑀2 та 𝑀3.

Крок 2. Будуємо серединнi перпендикуляри до сторiн трикутника. Нехай𝐺—
точка перетину𝐴𝑀1 та𝑀2𝑀3, а 𝑃 — точка перетину𝑀1𝑀3 та𝐶𝐺 (рис. 8). Тодi
вiдрiзки 𝑀3𝐺 та 𝐺𝑀2 є середнiми лiнiями трикутникiв 𝑀1𝑃𝐶 та 𝐵𝐴𝑀1, звiдки
𝑃𝐴 ∥ 𝐵𝐶. Нехай 𝑄 — точка перетину 𝐾1𝐼 та 𝑃𝐴, 𝑆 — точка перетину 𝑀1𝑄 та
𝑀2𝑀3, 𝑇 — точка перетину 𝐾1𝑆 та 𝑃𝐴. Неважко перевiрити, що 𝑀1𝐾1𝑄𝑇 —



прямокутник, а тому 𝑀1𝑇 ⊥ 𝐵𝐶. Аналогiчно будуємо серединний перпенди-
куляр до ще однiєї сторони та дiстаємо центр описаного кола трикутника
𝐴𝐵𝐶.

Рис. 8.
□

6. Дано нерiвнобедрений трикутник 𝐴𝐵𝐶. Через точку 𝐵 провели пряму ℓ,
яка не перетинає трикутник та утворює рiзнi кути зi сторонами 𝐴𝐵 та 𝐵𝐶.
Нехай𝑀 — середина 𝐴𝐶, а 𝐻𝑎 та 𝐻𝑐 — основи перпендикулярiв, проведених з
точок 𝐴 та 𝐶 до ℓ . Описане коло трикутника𝑀𝐵𝐻𝑎 перетинає 𝐴𝐵 у точцi 𝐴1, а
описане коло трикутника 𝑀𝐵𝐻𝑐 перетинає 𝐵𝐶 у точцi 𝐶1. Точка 𝐴2 симетри-
чна до 𝐴 вiдносно точки 𝐴1, а точка 𝐶2 симетрична до 𝐶 вiдносно точки 𝐶1.

Доведiть, що прямi ℓ, 𝐴𝐶2 та 𝐶𝐴2 перетинаються в однiй точцi.
(Яна Колодач)

Розв’язання.

Рис. 9.



Вiдкладемо на продовженнi 𝐴𝐻𝑎 вiдрiзок 𝐻𝑎𝑁𝑎 = 𝐴𝐻𝑎 та на продовженнi
𝐶𝐻𝑐 вiдрiзок𝐻𝑐𝑁𝑐 = 𝐶𝐻𝑐 (рис. 9). Зауважимо, що прямi 𝐵𝐶 та 𝐵𝑁𝑐 симетричнi
вiдносно ℓ, тому точки 𝐴, 𝐵 та 𝑁𝑐 не лежать на однiй прямiй. Нехай описане
коло трикутника 𝐴𝐵𝑁𝑐 вдруге перетинає пряму ℓ у точцi 𝐸.
Покажемо, що пряма 𝐴𝐶2 проходить через точку 𝐸. Справдi1,

∠𝑁𝑐𝐴𝐸 = ∠𝑁𝑐𝐵𝐸 = ∠𝑁𝑐𝐵𝐻𝑐 = ∠𝐻𝑐𝐵𝐶1 = ∠𝐻𝑐𝑀𝐶1.

Оскiльки 𝑀𝐻𝑐 та 𝑀𝐶1 — середнi лiнiї трикутникiв 𝐴𝐶𝑁𝑐 та 𝐴𝐶𝐶2, то

∠𝑁𝑐𝐴𝐶2 = ∠𝐻𝑐𝑀𝐶1 = ∠𝑁𝑐𝐴𝐸,

отже пряма 𝐴𝐶2 проходить через точку 𝐸. Аналогiчно пряма 𝐴2𝐶 проходить
через точку перетину описаного кола трикутника 𝑁𝑎𝐵𝐶 з прямою ℓ , вiдмiнну
вiд 𝐵. Але трикутники 𝐴𝐵𝑁𝑐 та 𝑁𝑎𝐵𝐶 симетричнi вiдносно прямої ℓ . Тому опи-
сане коло трикутника 𝑁𝑎𝐵𝐶 також перетинає пряму ℓ у точцi 𝐸, що завершує
доведення. □

1для розташування точок, зображеного на рис. 9; в iнших випадках викладки є цiлком аналогiчними.


