
VII ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
8-9 клас (базовий варiант)

1. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 вiдмiтили середини сторiн 𝐴𝐵 i 𝐵𝐶 — точки 𝑀 i 𝑁
вiдповiдно. Вiдомо, що периметр трикутника𝑀𝐵𝑁 дорiвнює 12 см, а периметр
чотирикутника 𝐴𝑀𝑁𝐶 — 20 см. Знайдiть довжину вiдрiзка 𝑀𝑁 .

Розв’язання.

Оскiльки 𝐴𝑀 = 𝑀𝐵, 𝐶𝑁 = 𝑁𝐵, то периметр чотири-
кутника 𝐴𝑀𝑁𝐶 можна записати як 𝑃 (𝑀𝐵𝐶) + 𝐴𝐶. Тодi
20 = 12 +𝐴𝐶, звiдки 𝐴𝐶 = 8 см. А оскiльки𝑀𝑁 = 1

2𝐴𝐶, то
значить 𝑀𝑁 = 4 см.
Вiдповiдь. 4 см.

𝐵

𝐶𝐴

𝑀 𝑁

□

2. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 рiзниця кутiв 𝐵 та 𝐶 дорiвнює 90◦, 𝐴𝐿 — бiсектриса
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Бiсектриса зовнiшнього кута 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 перетинає
пряму 𝐵𝐶 в точцi 𝐹 . Доведiть, що 𝐴𝐿 = 𝐴𝐹 .

(Олександр Дзюняк)

Розв’язання.
Позначимо ∠𝐵 = 𝛽, ∠𝐶 = 𝛾 . За умовою задачi 𝛽 = 90◦ + 𝛾 .

𝛽

𝛾

𝐵

𝐶𝐴

𝐿

𝐹

Маємо:

∠𝐿𝐴𝐶 =
1
2
∠𝐴 =

1
2
(180◦ − (𝛽 + 𝛾)) = 90◦ − 1

2
(90◦ + 2𝛾) = 45◦ − 𝛾 .

Тодi ∠𝐴𝐿𝐵 = ∠𝐿𝐴𝐶 + ∠𝐿𝐶𝐴 = 45◦ (як зовнiшнiй кут трикутника 𝐴𝐿𝐶).
∠𝐹𝐴𝐿 = 90◦ (бiсектриси сумiжних кутiв перпендикулярнi), ∠𝐴𝐿𝐹 = 45◦,

тобто трикутник 𝐹𝐴𝐿 є рiвнобедреним прямокутним, i, отже, 𝐴𝐿 = 𝐴𝐹 . □



3. Точки 𝐻 i 𝐿 — вiдповiдно основи висоти i бiсектриси, проведених з
вершини 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐾 — точка дотику вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶
кола зi стороною 𝐵𝐶. За яких умов 𝐴𝐾 буде бiсектрисою кута ∠𝐿𝐴𝐻?

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶 𝐾𝐿 𝐻

𝐹

𝐼

Нехай точка 𝐼 — центр вписаного в
трикутник 𝐴𝐵𝐶 кола i виявилось, що
𝐴𝐾 є бiсектрисою кута ∠𝐿𝐴𝐻 , тобто
∠𝐿𝐴𝐾 = ∠𝐾𝐴𝐻 (рис. 3).
Оскiльки 𝐼𝐾 ∥ 𝐴𝐻 (вони перпен-

дикулярнi до 𝐵𝐶), то ∠𝐼𝐾𝐴 = ∠𝐾𝐴𝐻
(як внутрiшнi рiзностороннi). Отже,
∠𝐿𝐴𝐾 = ∠𝐼𝐾𝐴. Тодi трикутник 𝐾𝐼𝐴 є
рiвнобедреним, а значить 𝐴𝐼 = 𝐼𝐾 .

Нехай 𝐹 — точка дотику вписаного
кола зi стороною 𝐴𝐶. Тодi у трикутни-
ку 𝐴𝐹𝐼 катет 𝐹𝐼 дорiвнює гiпотенузi

𝐴𝐼 , що неможливо.
Таким чином, нi за яких умов 𝐴𝐾 не може бути бiсектрисою кута ∠𝐿𝐴𝐻 . □

4. Вписане в трикутник 𝐴𝐵𝐶 коло дотикається до 𝐴𝐶 в точцi 𝐹 . Перпенди-
куляр з точки 𝐹 до 𝐵𝐶 перетинає бiсектрису кута 𝐶 в точцi 𝑁 . Доведiть, що
вiдрiзок 𝐹𝑁 дорiвнює радiусу кола, вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶.

(Олексiй Карлюченко)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝑁

𝐾

𝐹

𝐼

Нехай вписане коло дотикається до
сторони 𝐵𝐶 в точцi 𝐾 (рис. 4). Очеви-
дно, що 𝐶𝐼 ⊥ 𝐹𝐾 (𝐶𝐹 = 𝐶𝐾 i трику-
тник 𝐹𝐶𝐾 — рiвнобедрений).

Тодi точка 𝑁 є точкою перетину ви-
сот трикутника𝐶𝐹𝐾 . Отже,𝐾𝑁 ⊥ 𝐴𝐶

i 𝐹𝐼𝐾𝑁 — паралелограм (протилежнi
сторони паралельнi). Таким чином,
𝐹𝑁 = 𝐼𝐾 , тобто 𝐹𝐾 дорiвнює радiусу
кола, вписаного в трикутник𝐴𝐵𝐶, що
i треба було довести.
Зауваження. Чотирикутник 𝐹𝐼𝐾𝑁

навiть є ромбом.
□



5. Точка𝑂 —центр описаного кола трикутника𝐴𝐵𝐶. Промiнь𝐴𝑂 перетинає
сторону 𝐵𝐶 в точцi 𝑇 . На 𝐴𝑇 як на дiаметрi побудовано коло 𝜔 . При перетинi
зi сторонами трикутника 𝐴𝐵𝐶 зовнi нього утворилися три дуги. Доведiть, що
бiльша з цих дуг дорiвнює сумi двох iнших.

(Олексiй Карлюченко)

Розв’язання.
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𝜔

Очевидно, що коло 𝜔 перетне сторону 𝐵𝐶
в основi висоти, проведеної з вершини 𝐴. По-
значимо цю точку як 𝐻 .
Нехай ⌣𝐴𝐷 = 𝑚, ⌣𝐴𝐹 = 𝑛 i ⌣𝑇𝐻 = 𝑘,

причому𝑚 — найбiльша з цих дуг. Маємо:

∠1 = 90◦ − ∠𝐵 (з трикутника 𝐴𝐵𝐻),

∠𝐴𝑂𝐶 = 2∠𝐵 (як центральний),

∠2 = ∠3 =
180◦ − 2∠𝐵

2
= 90◦ − ∠𝐵.

Оскiльки ∠1 = ∠2, то ⌣𝐹𝐻 = ⌣𝐷𝑇 . Але ⌣𝑚 +⌣𝐷𝑇 = 180◦ (𝐴𝑇 — дiаметр) i
⌣𝑛 +⌣𝐹𝐻 +⌣𝑘 = 180◦. Таким чином, ⌣𝑚 = ⌣𝑛 +⌣𝑘. □

6. В трикутнику 𝐴𝐵𝐶 зi сторонами 𝐴𝐶 = 𝑏 i
𝐴𝐵 = 𝑐 бiсектрису кута𝐴 продовжено до перетину з
описаним навколо цього трикутника колом в точцi
𝑊 . Коло 𝜔 з центром𝑊 i радiусом𝑊𝐴 перетинає
прямi 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵 в точках 𝐷 i 𝐹 вiдповiдно. Знайдiть
довжини вiдрiзкiв 𝐶𝐷 i 𝐵𝐹 .

(Євген Свiстунов)

𝑏 𝑐𝜔
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Розв’язання.
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Нехай 𝑏 > 𝑐. Проведемо𝑊𝐾 ⊥ 𝐴𝐶 i𝑊𝑁 ⊥ 𝐴𝐵.
Очевидно, 𝑊𝐾 = 𝑊𝑁 — з рiвностi трикутникiв
𝐴𝑊𝐾 i 𝐴𝑊𝑁 (за гiпотенузою та гострим кутом).
Оскiльки 𝐶𝑊 = 𝐵𝑊 (⌣𝐶𝑊 = ⌣𝐵𝑊 ), то трикутни-
ки𝑊𝐾𝐶 i𝑊𝑁𝐵 рiвнi за катетом та гiпотенузою.

Нехай 𝐶𝐾 = 𝐵𝑁 = 𝑥 . Тодi 𝑏 − 𝑥 = 𝑐 + 𝑥 (з рiвностi
трикутникiв 𝐴𝑊𝐾 i 𝐴𝑊𝑁 : 𝐴𝐾 = 𝐴𝑁 ). Звiдси 𝑥 =
1
2 (𝑏 − 𝑐). Тодi 𝐴𝐾 = 𝐴𝑁 = 𝑏 − 1

2 (𝑏 − 𝑐) =
1
2 (𝑏 + 𝑐).

Очевидно, 𝐴𝐾 = 𝐾𝐷 i 𝐴𝑁 = 𝑁𝐹 (дiаметр, пер-
пендикулярний до хорди, дiлить її навпiл). Отже,
𝐴𝐷 = 𝐴𝐹 = 𝑏 + 𝑐. Тодi 𝐶𝐷 = 𝑐 i 𝐵𝐹 = 𝑏.

□



VII ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ
10-11 клас (базовий варiант)

1.Необхiдно побудувати кут, синус якого в три рази бiльший за його косинус.
Опишiть, як можна це зробити.
Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

Маємо: sin𝛼 = 3 cos𝛼 . Отже, tg𝛼 = 3.
Отже, будуємо прямокутний трикутник, в яко-

му один катет в три рази бiльший за iнший. Кут,
який лежить навпроти бiльшого катета — шука-
ний.

□

2. Чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 є вписаним у коло радiуса 𝑅, а також описаним
навколо кола радiуса 𝑟 . Вiдомо, що ∠𝐴𝐷𝐵 = 45◦. Знайдiть площу трикутника
𝐴𝐼𝐵, де точка 𝐼 — центр кола, вписаного в 𝐴𝐵𝐶𝐷.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

45◦

𝐵 𝐶

𝐴

𝐾
𝐼

𝑂

𝐷

Нехай точка 𝑂—центр кола, описаного
навколо чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Оскiльки
те ж саме коло описане навколо △𝐴𝐵𝐷, то
∠𝐴𝑂𝐵 = 90◦ (центральний кут, вдвiчi бiль-
ший за ∠𝐴𝐷𝐵).
В △𝐴𝑂𝐵: 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂 = 𝑅 i ∠𝐴𝑂𝐵 = 90◦.

Отже, 𝐴𝐵 = 𝑅
√
2. Тодi

𝑆△𝐴𝐼𝐵 =
1
2
𝐴𝐵 · 𝐼𝐾 ;

𝑆△𝐴𝐼𝐵 =
1
2
· 𝑅

√
2 · 𝑟 = 𝑅𝑟

√
2
.

Вiдповiдь. 𝑅𝑟√
2
.

□



3. Точки 𝐾 i 𝑁 —середини сторiн 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵 трикутника 𝐴𝐵𝐶. Описане коло
𝜔 трикутника 𝐴𝐾𝑁 дотикається до 𝐵𝐶. Знайдiть 𝐵𝐶, якщо 𝐴𝐶 +𝐴𝐵 = 𝑛.

(Олексiй Карлюченко)

Розв’язання.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐹

𝑁

𝐾

𝜔 Нехай коло𝜔 дотикається до 𝐵𝐶 в точцi 𝐹 .
За теоремою про квадрат дотичної, маємо:

𝐶𝐹 2 = 𝐶𝐴 ·𝐶𝐾 =
𝐶𝐴2

2
(𝐶𝐾 =

1
2
𝐶𝐴);

𝐵𝐹 2 = 𝐵𝐴 · 𝐵𝑁 =
𝐵𝐴2

2
(𝐵𝑁 =

1
2
𝐵𝐴).

Отже, 𝐶𝐹 = 𝐶𝐴√
2
i 𝐵𝐹 = 𝐵𝐴√

2
. Тодi

𝐵𝐶 = 𝐶𝐹 + 𝐵𝐹 =
𝐶𝐴 + 𝐵𝐴

√
2

=
𝑛
√
2
.

Вiдповiдь. 𝑛√
2
. □

4. Нехай 𝐶 — одна з двох точок перетину кiл
𝜔1 i 𝜔2 з центрами в точках 𝑂1 та 𝑂2 вiдповiдно.
Пряма 𝑂1𝑂2 перетинає кола в точках 𝐴 i 𝐵 так,
як показано на рисунку. Нехай 𝐾 — друга точка
перетину прямої 𝐴𝐶 з колом 𝜔2, 𝐿 — друга точка
перетину прямої 𝐵𝐶 з колом 𝜔1. Прямi 𝐴𝐿 i 𝐵𝐾
перетинаються в точцi𝐷 . Доведiть, що𝐴𝐷 = 𝐵𝐷 .

(Юрiй Бiлецький)

𝐶

𝑂1 𝑂2
𝐴

𝐷

𝐵

𝐾
𝐿

𝜔1
𝜔2

Розв’язання.

𝐶

𝑂1 𝑂2
𝐴

𝐷

𝐵

𝐾
𝐿

𝜔1

𝜔2

Нехай ∠𝐿𝐶𝐴 = 𝛼 . Тодi ∠𝐾𝐶𝐵 = ∠𝐿𝐶𝐴 = 𝛼

(як вертикальнi).
∠𝐴𝑂1𝐿 = ∠𝐾𝑂2𝐵 = 2𝛼 (як центральнi ку-

ти в колах 𝜔1 i 𝜔2).
Трикутники 𝐴𝑂1𝐿 i 𝐾𝑂2𝐵 рiвнобедренi

з кутами при вершинах 2𝛼 . Тодi ∠𝐿𝐴𝑂1 =

90◦ − 𝛼 i ∠𝐾𝐵𝑂2 = 90◦ − 𝛼 . Це означає, що
у трикутнику 𝐴𝐷𝐵 два кути рiвнi (∠𝐷𝐴𝐵 =

= ∠𝐷𝐵𝐴), тобто вiн є рiвнобедреним, а зна-
чить 𝐴𝐷 = 𝐵𝐷, що i потрiбно було довести.

□



5. Бiсектрису кута 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 продовжено до перетину з описаним
колом цього трикутника в точцi𝑊 . Через𝑊 проведено пряму, яка паралельна
до сторони 𝐴𝐵 та перетинає сторони 𝐵𝐶 i 𝐴𝐶—в точках 𝑁 i 𝐾 вiдповiдно.
Доведiть, що пряма 𝐴𝑊 є дотичною до описаного кола △𝐶𝑁𝑊 .

(Сергiй Яковлєв)

Розв’язання.
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𝐴

𝐵𝐶

𝐾

𝑁

𝑊

Позначимо кути так, як показано на рисунку. Зро-
зумiло, що ∠1 = ∠2 (оскiльки 𝐴𝑊 —спiвпадає з
бiсектрисою кута 𝐴).
Також: ∠3 = ∠2 (внутрiшнi рiзностороннi кути

при 𝐾𝑊 ∥ 𝐴𝐵) i ∠4 = ∠2 (як вписанi, що спираю-
ться на одну дугу).
Отже, ∠4 = ∠3. А це i означає, що пряма 𝐴𝑊 є

дотичною для описаного кола трикутника 𝐶𝑁𝑊 ,
що i потрiбно було довести.

□

6. Дано квадрат 𝐴𝐵𝐶𝐷, точка 𝐸 — середина 𝐴𝐷. Не-
хай 𝐹 — основа перпендикуляру, опущеного з точки 𝐵
на 𝐸𝐶. Точка 𝐾 на 𝐴𝐵 така, що ∠𝐷𝐹𝐾 = 90◦. Точка 𝑁 на
𝐶𝐸 така, що ∠𝑁𝐾𝐵 = 90◦. Доведiть, що точка 𝑁 нале-
жить вiдрiзку 𝐵𝐷.

(Матвiй Курський)

𝐹

𝑁

𝐾𝐴 𝐵

𝐸

𝐶𝐷

Розв’язання.

𝐹

𝑁

𝐾𝐴 𝐵

𝐸

𝐶𝐷

Нехай 𝑀 — середина 𝐷𝐶. Тодi ∠𝐵𝑀𝐶 = ∠𝐶𝐸𝐷,
отже, чотирикутник 𝐸𝐷𝑀𝐹 — вписаний. Якщо
припустити, що 𝐸𝐶 перетинає 𝐵𝑀 в точцi 𝐹 ′, то
∠𝑀𝐹 ′𝐸 + ∠𝐸𝐷𝐶 = 180◦, отже, ∠𝑀𝐹 ′𝐸 = 90◦, тодi
𝐹 ′ спiвпадає iз 𝐹 .

Оскiльки𝐷𝑀 = 𝐷𝐸, то ∠𝐷𝐹𝐸 = ∠𝐷𝑀𝐸 = 45◦. З
останнього ∠𝑁𝐹𝐾 = 90◦ − ∠𝐷𝐹𝐸 = 45◦. Оскiльки
∠𝑁𝐹𝐵 + ∠𝑁𝐾𝐵 = 180◦, то чотирикутник 𝑁𝐹𝐵𝐾
є вписаним i ∠𝑁𝐵𝐾 = ∠𝑁𝐹𝐾 = 45◦. Отже, 𝐵𝑁
лежить на дiагоналi квадрата 𝐵𝐷, що i потрiбно
було довести.

□


