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8–9 КЛАСИ

1. Три прямокутники, які зображено на рисунку— рів-
ні. Визначіть величину відміченого кута 𝛼 (у градусах).

𝛼

(Catriona Agg [@Cshearer41 на x.com])
Розв’язання.
Помітимо, що чотирикутник, який на рисунку відміче-

но жовтим кольором— це такий самий прямокутник, як
і інші три. Тоді ∠𝐴𝐶𝐵 = 90∘ (це можна обгрунтувати, на-
приклад, простим підрахунком кутів, або ж розглянувши
поворот з центром в точці 𝐶 на кут 90∘) і 𝐴𝐶 = 𝐶𝐵, що і
означає, що 𝛼 = 45∘.
Відповідь. 45∘.

𝛼
𝐴

𝐵

𝐶

2. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 з ∠𝐴 = 40∘ на сторонах 𝐴𝐵 і 𝐵𝐶 вибрані точки 𝐸 і 𝐹
такі, що ∠𝐵𝐸𝐹 = 20∘. Доведіть, що 𝐴𝐸 + 𝐴𝐶 > 𝐶𝐹.

(Олександр Дзюняк)
Розв’язання.
Продовжимо 𝐹𝐸 до перетину із прямою 𝐴𝐶 в точці 𝐷. Оскільки ∠𝐵𝐸𝐹 =

∠𝐴𝐸𝐷 = 20∘,∠𝐸𝐴𝐷 = 180∘−∠𝐸𝐴𝐶 = 140∘, то з трикутника 𝐸𝐴𝐷 знаходимо,
що ∠𝐸𝐷𝐴 = 20∘, тобто він рівнобедрений.

∠𝐶𝐹𝐸 = 20∘ + ∠𝐵 як зовнішній кут трикутника 𝐹𝐵𝐸. Тоді у трикутнику
𝐶𝐹𝐷 ∠𝐹 > ∠𝐷, тобто 𝐶𝐷 > 𝐶𝐹, що рівносильне тому, що 𝐶𝐴 +𝐴𝐸 > 𝐶𝐹, що
і потрібно було довести.

𝐴

𝐵

𝐶 𝐷

𝐹
𝐸

3. В рiвнобедреному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 з основою 𝐴𝐶 проведено бiсектрису
𝐶𝐷. Пряма, перпендикулярна 𝐶𝐷, що проходить через точку 𝐷, перетинає
пряму 𝐴𝐶 в точцi 𝐸. Знайдіть 𝐸𝐶 , якщо 𝐴𝐷 = 1.

(В’ячеслав Ясінський)
Розв’язання.
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𝐴

𝐵

𝐶𝑁

𝐹

𝐷

𝐸

Нехай пряма 𝐸𝐷 перетинає 𝐵𝐶 в точці 𝐹. Оскільки
прямокутні трикутники 𝐸𝐷𝐶 і 𝐹𝐷𝐶 рівні (за катетом
і прилеглим гострим кутом), то 𝐸𝐷 = 𝐷𝐹, 𝐸𝐶 = 𝐹𝐶 .

Позначимо на прямій 𝐴𝐶 таку точку 𝑁 , що 𝐹𝑁
паралельне 𝐴𝐵. Помітимо, що 𝐴𝐷 — середня лінія
трикутника 𝐸𝑁𝐹. Тому 𝐹𝑁 = 2𝐴𝐷 = 2. Трикутник
𝐹𝑁𝐶 рівнобедрений (∠𝐹𝑁𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐹𝐶𝑁), то-
му 𝐹𝐶 = 2. Таким чином, 𝐸𝐶 = 2.
Відповідь. 2.

4. В гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 висоти 𝐴𝐻1,
𝐵𝐻2, 𝐶𝐻3 перетинаються в точці 𝐻 . Бісектриси кутів
∠𝐵𝐴𝐻1 та ∠𝐵𝐶𝐻3 перетинаються в точці 𝑇 . Доведіть,
що точка 𝑇 належить колу з діаметром 𝐴𝐶 .

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання. З трикутника 𝐶𝐴𝐻1: ∠𝐶𝐴𝐻1 = 90∘−∠𝐶 , з трикутника 𝐵𝐴𝐻1:
∠𝐵𝐴𝐻1 = 90∘ − ∠𝐵, а його половина ∠1 = 45∘ − 1

2∠𝐵. Тоді ∠𝐶𝐴𝑇 = 90∘ −
∠𝐶 + 45∘ − 1

2∠𝐵 = 135∘ − ∠𝐶 − ∠𝐵
2 .

Аналогічно ∠𝐴𝐶𝐻3 = 90∘ − ∠𝐴 (з трикутника 𝐴𝐶𝐻3), ∠𝐵𝐶𝐻3 = 90∘ −
∠𝐵 (з трикутника 𝐵𝐶𝐻3) і його половина ∠2 = 45∘ − ∠𝐵

2 . Отже, ∠𝐴𝐶𝑇 =
90∘ − ∠𝐴 + 45∘ − ∠𝐵

2 = 135∘ − ∠𝐴 − ∠𝐵
2 . Сума отриманих кутів дорівнює

270∘ − ∠𝐴 − ∠𝐵 − ∠𝐶 = 90∘ і в трикутнику 𝐴𝐶𝑇 цей кут при вершині 𝑇 —
прямий. Тому точка 𝑇 належить колу з діаметром 𝐴𝐶 .

1

2

𝐴

𝐵𝐶 𝐻1

𝐻2

𝐻3

𝑇
𝐻

5. На дошці було зображено трикутник 𝐴𝐵𝐶 , у якого ∠𝐴 = 60∘, а також
відмічено центр вписаного кола — точку 𝐼 , центр описаного кола — точку
𝑂, і основу бісектриси кута 𝐴 трикутника — точку 𝐿. Учитель витер дошку,
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залишивши лише точки 𝑂, 𝐼 , 𝐿. Як відновити початковий трикутник 𝐴𝐵𝐶
за цими трьома точками?

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання.
Нехай бісектриса кута 𝐴 при продовженні перетинає описане коло трику-

тника 𝐴𝐵𝐶 в точці𝑊 . Відомо, що 𝐼𝑊 = 𝐵𝑊 = 𝐶𝑊 — теорема «трилисника».
Оскільки ∠𝐵𝑂𝐶 = 2𝐴 = 120∘, а ∠𝐵𝐼𝐶 = 90∘ + 𝐴

2 = 90∘ + 30∘ = 120∘, то то-
чки 𝐵, 𝐼 , 𝑂, 𝐶 належать одному колу з центром в точці 𝑊 . Тоді серединний
перпендикуляр до 𝑂𝐼 перетинає пряму 𝐼𝐿 в точці 𝑊 . Очевидно, 𝑂𝑊 = 𝑅
— радіус описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Це коло з центром 𝑂 перетинає
пряму 𝐼𝐿 у вершині 𝐴. Перпендикуляр, проведений через точку 𝐿 до 𝑂𝑊 ,
перетинає описане коло в вершинах 𝐵 і 𝐶 .

𝐴

𝐵𝐶

𝑊

𝐿

𝑂 𝐼
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10–11 КЛАСИ

1. П’ять прямокутників, які зображено на рисун-
ку — рівні. Визначіть величину відміченого кута 𝛼
(у градусах). 𝛼

(Catriona Agg [@Cshearer41 на x.com])

Розв’язання.
З рисунка можна встановити, що розміри прямокутника співвідносяться

як 2:1. Введемо початок координат так, як показано на рисунку. Тоді 𝐴(0; 1),
𝐵(2; 2), 𝐶(5; 1). Маємо 𝐵𝐴(−2;−1), 𝐵𝐶(3;−1). Тоді

cos∠𝐴𝐵𝐶 =
𝐵𝐴 ⋅ 𝐵𝐶

𝐵𝐴 ⋅ 𝐵𝐶
=

−2 ⋅ 3 + (−1) ⋅ (−1)
√5 ⋅ √10

= −
1
√2

,

звідки ∠𝐴𝐵𝐶 = 135∘.

𝐵

𝐴

𝑦

𝑥

𝐶𝛼

2. Висоти 𝐵𝐻2 і 𝐶𝐻3 гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 продовжено до пере-
тину з описаним навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶 колом в точках 𝑃 і 𝑄. Виявилось,
що 𝐵𝑄 ∥ 𝐶𝑃. Знайдіть величину кута 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 .

(Микита Солієв)

Розв’язання. Очевидно, ∠1 = ∠2 = ∠𝐴 (вписані, які спираються на одну
дугу). ∠𝐴𝐵𝑃 = 90∘ − 𝐴 — з трикутника 𝐴𝐵𝐻2 і ∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐴𝐶𝑃. ∠𝐴𝐶𝑄 =
90∘ − 𝐴 — з трикутника 𝐴𝐶𝐻3 і ∠𝐴𝐵𝑄 = ∠𝐴𝐶𝑄 — вписані, що спираються
на одну дугу. Тоді, очевидно, ∠3 = ∠2 і ∠4 = ∠1 (трикутники 𝐵𝐻𝑄 і 𝐶𝐻𝑃
рівнобедрені). Але ∠2 = ∠𝑃𝐶𝑄 — внутрішні різносторонні при паралель-
них прямих 𝐵𝑄 і 𝐶𝑃. Отже, в трикутнику 𝐶𝑃𝐻 всі кути рівні і рівно по 60∘.
Таким чином, ∠𝐴 = ∠1 = 60∘.
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1

23
4

𝐴

𝐵𝐶

𝐻
𝐻3

𝐻2

𝑃

𝑄

3. 𝐴𝐿1, 𝐵𝐿2 і 𝐶𝐿3 — бісектриси в трикутнику 𝐴𝐵𝐶 . Серединний перпенди-
руляр до 𝐴𝐿1 перетинає 𝐵𝐿2 і 𝐶𝐿3 відповідно в точках 𝑃 і 𝑄. Доведіть, що
точки 𝐵, 𝑄, 𝑃, 𝐶 належать одному колу.

(В’ячеслав Сатко)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝐿1

𝐿3
𝐿2

𝑃
𝑄

𝐹

Нехай серединний перпендикуляр до 𝐴𝐿1 перетинає сторони 𝐴𝐶 і 𝐴𝐵 в
точках 𝐷 і 𝐹 відповідно. Тоді ∠𝐴𝐷𝐹 = ∠𝐴𝐹𝐷 = 180∘−𝐴

2 = 90∘− 𝐴
2 . А суміжний

кут 𝐷𝐹𝐵 = 90∘ + 𝐴
2 . Отже, в трикутнику 𝑃𝐹𝐵 відомі кути 90∘ + 𝐴

2 і 𝐵
2 . Таким

чином, ∠𝐵𝑃𝐹 = 𝐶
2 . Оскільки ∠𝐵𝑃𝑄 = ∠𝐵𝐶𝑄 = 𝐶

2 , то 𝑃, 𝑄, 𝐵, 𝐶 лежать на
одному колі.
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4. Точка 𝑂 — центр описаного кола гострокутно-
го трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Промінь 𝐴𝑂 перетинає 𝐵𝐶 в
точці 𝑇 . 𝑃 і 𝑄 — основи перпендикулярів, які опу-
щено з точки 𝑇 на сторони 𝐴𝐶 і 𝐴𝐵 відповідно. 𝑇𝑃
перетинає радіус 𝑂𝐶 в точці 𝐾 , 𝑇𝑄 перетинає раді-
ус 𝑂𝐵 в точці 𝑁 . Доведіть, що 𝐶𝐾 = 𝐹𝑇 = 𝐵𝑁 , де
𝐹 — точка перетину променя 𝐴𝑂 з описаним колом
трикутника 𝐴𝐵𝐶 .

(Олексій Карлюченко)

𝐴

𝐵 𝐶

𝑂

𝐹

𝑇

𝑃𝑄 𝑁 𝐾

Розв’язання. ∠𝐴𝑂𝐶 = 2∠𝐵 як центральний кут. Тоді

∠𝐴𝐶𝑂 = ∠𝐶𝐴𝑂 =
180∘ − 2∠𝐵

2 = 90∘ − ∠𝐵

і ∠𝐶𝐾𝑃 = ∠𝐵 (з трикутника 𝐶𝐾𝑃). ∠𝐶𝐾𝑃 = ∠𝑇𝐾𝑂 = ∠𝐵 (як вертикальні) і
∠𝑃𝑇𝐴 = ∠𝐵 (з трикутника 𝐴𝑃𝑇). Отже, 𝑂𝐾 = 𝑂𝑇 .

Аналогічно, ∠𝐴𝑂𝐵 = 2∠𝐶 (як центральний) і

∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝐴𝐵𝑂 =
180∘ − 2∠𝐶

2 = 90∘ − ∠𝐶.

Тоді ∠𝑄𝑁𝐵 = ∠𝑂𝑁𝑇 = ∠𝐶 . З трикутника 𝐴𝑇𝑄 ∠𝐴𝑇𝑄 = 90∘ −∠𝑄𝐴𝑇 = ∠𝐶 і
𝑂𝑁 = 𝑂𝑇 . Таким чином, 𝑂𝐾 = 𝑂𝑇 = 𝑂𝑁 . Якщо від радіусів 𝑂𝐶 = 𝑂𝐹 = 𝑂𝐵
віднімемо рівні відрізки, то отримаємо 𝐶𝐾 = 𝐹𝑇 = 𝐵𝑁 .

5. У прямокутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписано правильний
трикутник 𝐴𝐹𝐸 (див. рисунок). Нехай 𝑆1, 𝑆2 і 𝑆3
— площі трикутників 𝐴𝐵𝐹, 𝐴𝐷𝐸 та 𝐸𝐶𝐹 відповідно.
Доведіть, що 𝑆3 = 𝑆1 + 𝑆2.

(Олег Черкаський)

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐹

𝐸

Розв’язання.
Передусім зазначимо, що площа прямокутного трикутника з гіпотенузою

𝑐 і гострим кутом 𝛼 може бути обчислена за формулою 𝑆 = 1
4𝑐2 sin2𝛼.

Справді, прилеглий до кута 𝛼 катет дорівнює 𝑐 cos𝛼, тому площа трику-
тника

𝑆 =
1
2 ⋅ 𝑐 cos𝛼 ⋅ 𝑐 ⋅ sin𝛼 =

1
4𝑐

2 sin2𝛼.

Нехай ∠𝐵𝐴𝐹 = 𝛽, тоді ∠𝐷𝐴𝐸 = 30∘ − 𝛽, ∠𝐶𝐹𝐸 = 30∘ + 𝛽.
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Тоді

𝑆1 =
1
4𝑎

2 sin(60∘ − 2𝛽),

𝑆2 =
1
4𝑎

2 sin2𝛽,

𝑆3 =
1
4𝑎

2 sin(60∘ + 2𝛽).

Тоді рівність 𝑆1 + 𝑆2 = 𝑆3 рівносильна тригонометричній тотожності:

sin(60∘ − 𝛼) + sin𝛼 = sin(60∘ + 𝛼),

яку легко довести за формулами додавання.
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