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Передмова

Олiмпiадна математика з року в рiк активно розвивається. З’являються
новi тенденцiї, змiнюються деякi традицiї. Аналiз результатiв математичних
олiмпiад України свiдчить про об’єктивну потребу в удосконаленнi методiв
навчання розв’язувати задачi високого рiвня складностi, зокрема й алгебраї-
чного характеру.

Автори цього навчально-методичного посiбника ставили перед собою
за мету розкрити кращi сучаснi прийоми розв’язування олiмпiадних задач.
Саме цей посiбник присвячено методам розв’язування алгебраїчних задач
математичних олiмпiад.

Посiбник складається з шести роздiлiв. Назви роздiлiв вiдображають їх
змiст:

• деякi кориснi рiвностi i тотожностi, якi використовуються при розв’я-
зуваннi олiмпiадних задач;

• деякi новiтнi технологiї доведення нерiвностей;
• многочлени на математичних олiмпiадах;
• числовi послiдовностi на математичних олiмпiадах;
• функцiональнi рiвняння на математичних олiмпiадах;
• практикум iз розв’язування задач з алгебри, що пропонувалися на

нацiональних олiмпiадах зарубiжних країн.

Посiбник безперечно буде корисним творчо працюючим вчителям ма-
тематики, обдарованим учням загальноосвiтнiх шкiл та лiцеїв, студентам
педагогiчних унiверситетiв, якi навчаються за спецiальнiстю «Математика»,
та всiм тим, хто цiкавиться математикою.

Нагадуємо, що успiх на захоплюючому та тернистому шляху вивчення
улюбленої науки супроводжує тих, хто не дозволяє задачам звалюватися на
голову зненацька! ,

Вересень 2015 року В’ячеслав Ясiнський
Олексiй Панасенко



Умовнi позначення

N множина натуральних чисел

Z множина цiлих чисел

Q множина рацiональних чисел

R множина дiйсних чисел

C множина комплексних чисел
n
∑

k=1
ak a1 + a2 + . . .+ ak

n
∏

k=1
ak a1 · a2 · . . . · ak

Нерiвнiсть AM-GM нерiвнiсть Кошi a1+...+an
n ¾ n

p
a1 · . . . · an, a1, . . . , an > 0

∑

c yc
P(x , y, z) P(x , y, z) + P(y, z, x) + P(z, x , y)

∑

s ym
P(x , y, z) P(x , y, z)+P(y, z, x)+P(z, x , y)+P(x , z, y)+P(y, x , z)+

+ P(z, y, z)
deg P(x) степiнь многочлена P(x)

Z[x] множина многочленiв однiєї змiнної з цiлими коефiцi-
єнтами

Q[x] множина многочленiв однiєї змiнної з рацiональними
коефiцiєнтами

R[x] множина многочленiв однiєї змiнної з дiйсними коефi-
цiєнтами

C[x] множина многочленiв однiєї змiнної з комплексними
коефiцiєнтами

(an) або {an} числова послiдовнiсть a1, a2, . . . , an, . . .

{Fn} послiдовнiсть Фiбоначчi

min{a1, . . . , an} найменше з чисел a1, . . . , an

max{a1, . . . , an} найбiльше з чисел a1, . . . , an



Роздiл 1

Деякi кориснi рiвностi i тотожностi, якi
використовуються при розв’язуваннi

олiмпiадних задач

При розв’язуваннi рiзних олiмпiадних задач, як i при їх створеннi, кори-
сними є рiзнi алгебраїчнi формули. Розглянемо деякi такi формули.

1.1. Квадрат суми трьох обернених величин

Розглянемо вираз 1
a +

1
b +

1
c в областi його визначення (a, b, c дiйснi

числа, a 6= 0, b 6= 0, c 6= 0). Пiднесемо його до квадрату:
�

1
a
+

1
b
+

1
c

�2

=
1
a2
+

1
b2
+

1
c2
+

2(a+ b+ c)
abc

.

Якщо a+ b+ c = 0, то одержимо
�

1
a
+

1
b
+

1
c

�2

=
1
a2
+

1
b2
+

1
c2

,

або
√

√ 1
a2
+

1
b2
+

1
c2
=

�

�

�

�

1
a
+

1
b
+

1
c

�

�

�

�

. (1.1)

Якщо в (1.1) замiсть c пiдставити −(a+ b), то дiстанемо:
√

√ 1
a2
+

1
b2
+

1

(a+ b)2
=

�

�

�

�

1
a
+

1
b
−

1
a+ b

�

�

�

�

. (1.2)

Якщо в (1.2) замiсть a пiдставити 1
a , то дiстанемо:

√

√

√

a2 +
1
b2
+

a2

(ab+ 1)2
=

�

�

�

�

a+
1
b
−

a
ab+ 1

�

�

�

�

. (1.3)

Якщо в (1.2) замiсть a i b пiдставити 1
a i 1

b вiдповiдно, то дiстанемо:
√

√

√

a2 + b2 +
a2 b2

(a+ b)2
=

�

�

�

�

a+ b−
ab

a+ b

�

�

�

�

. (1.4)
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А тепер розглянемо кiлька задач, для розв’язання яких будуть застосовуватись
формули (1.1), (1.2), (1.3), (1.4).

Задача 1.1. Довести, що коли a, b i c рiзнi рацiональнi числа, то число
√

√ 1

(a− b)2
+

1

(b− c)2
+

1

(c − a)2

також рацiональне.
Розв’язання. Оскiльки (a− b)+(b− c)+(c− a) = 0, то застосовуючи (1.1)

дiстанемо:
√

√ 1

(a− b)2
+

1

(b− c)2
+

1

(c − a)2
=

�

�

�

�

1
a− b

+
1

b− c
+

1
c − a

�

�

�

�

,

що є рацiональним числом при будь-яких попарно рiзних a, b, c ∈Q. �

Задача 1.2. Не використовуючи таблиць i калькулятора, обчислити зна-
чення числового виразу

√

√

1+ 20032 +
20032

20042 +
�

2004
2003

�−1

.

Розв’язання. Перетворимо пiдкореневий вираз до такого вигляду:

A=

√

√

1+ 20032 +
20032

20042 =

√

√

√

20032 +
1
12
+

20032

(2003 · 1+ 1)2
.

Застосуємо формулу (1.3), дiстанемо:

A= 2003+ 1−
2003
2004

.

Тому, значення заданого числового виразу буде рiвним

A+
�

2004
2003

�−1

,

тобто

2003+ 1−
2003
2004

+
2003
2004

= 2004.

�

Задача 1.3. Не використовуючи таблицi i калькулятора, обчислити зна-
чення числового виразу

Æ

0,432 + 0,572 + 0,432 · 0,572.
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Розв’язання. Перетворимо пiдкореневий вираз до такого вигляду:

Æ

0,432 + 0,572 + 0,432 · 0,572 =

√

√

√

0,432 + 0,572 +
0,432 · 0,572

(0,43+ 0,57)2
.

Далi, застосовуючи (1.4), дiстанемо:

0,43+ 0,57−
0,43 · 0,57
(0,43+ 0,57)

= 1− 0,2451= 0,7549.

�

Задача 1.4. Довести, що при всiх цiлих n число

n2 + (n− 1)2 + n2(n− 1)2

є квадратом цiлого числа i знайти це число.
Розв’язання. Дане число ми можемо подати у такому виглядi:

n2 + (n− 1)2 + n2(n− 1)2 = n2 + (1− n)2 +
n2(1− n)2

(n+ (1− n))2
.

Далi, застосовуючи (1.4), дiстанемо:
�

n+ (1− n)−
n(1− n)

n+ (1− n)

�2

= (n2 − n+ 1)2,

що i треба було довести. �

Задача 1.5. Знайти всi дiйснi коренi рiвняння

x2 +
x2

(x + 1)2
= 120.

Розв’язання. Додамо до обох частин даного рiвняння по 1, дiстанемо
рiвносильне рiвняння:

x2 + 1+
x2

(x + 1)2
= 121

або

x2 + 12 +
x2

(x · 1+ 1)2
= 121.

Застосувавши формулу (1.3), дiстанемо також рiвносильне рiвняння:
�

x + 1−
x

x + 1

�2
= 121,

або
�

x2 + x + 1
x + 1

�2

= 121.

Звiдси одержуємо таку сукупнiсть рiвнянь:
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





x2 + x + 1
x + 1

= −11,

x2 + x + 1
x + 1

= 11;

⇔

�

x2 + x + 1= −11(x + 1),

x2 + x + 1= 11(x + 1);
⇔

�

x2 + 12x + 12= 0,

x2 − 10x − 10= 0.

Розв’язавши цi квадратнi рiвняння, дiстанемо:

x1,2 = −6± 2
p

6, x3,4 = 5±
p

35.

Вiдповiдь. −6± 2
p

6, 5±
p

35. �

1.2. Сума трьох кубiв величин

Розглянемо вiдому нам формулу для суми кубiв двох величин:

a3 + b3 = (a+ b)(a2 + b2 − ab).

Узагальнимо її праву частину на випадок трьох величин:

(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc − ca).

Якщо розкрити дужки i звести подiбнi доданки, то одержимо:

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc − ca). (1.5)

Якщо в (1.5) замiсть a, b, c пiдставити b−c, c−a, a− b вiдповiдно та врахувати,
що (b− c) + (c − a) + (a− b) = 0, то дiстанемо

(b− c)3 + (c − a)3 + (a− b)3 − 3(b− c)(c − a)(a− b) = 0,

тобто

(a− b)3 + (b− c)3 + (c − a)3 = 3(a− b)(b− c)(c − a). (1.6)

А тепер розглянемо декiлька задач, для роз’язання яких будемо застосовувати
формули (1.5), (1.6).

Задача 1.6. Довести, що

(a+ b)3 + (b+ c)3 + (c + a)3 − 3 (a+ b) (b+ c) (c + a) =

= 2
�

a3 + b3 + c3 − 3abc
�

.

Розв’язання. Якщо в (1.5) замiсть a, b, c пiдставити b + c, c + a, a + b
вiдповiдно, то дiстанемо

(b+ c)3 + (c + a)3 + (a+ b)3 − 3(b+ c)(c + a)(a+ b) =



1.2. Сума трьох кубiв величин 11

= ((b+ c) + (c + a) + (a+ b)) ·
�

(b+ c)2 + (c + a)2 + (a+ b)2−

−(b+ c)(c + a)− (c + a)(a+ b)− (a+ b)(b+ c)) =

= 2(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc − ca) =

= 2(a3 + b3 + c3 − 3abc),

тобто

(a+ b)3 + (b+ c)3 + (c + a)3 − 3 (a+ b) (b+ c) (c + a) =

= 2
�

a3 + b3 + c3 − 3abc
�

.

�

Задача 1.7. Довести, що якщо 3pa+ 3p
b+ 3pc = 0, то

(a+ b+ c)3 = 27abc.

Розв’язання. Використовуючи (1.5), одержуємо:

a+ b+ c =
�

3pa
�3
+
�

3
p

b
�3
+
�

3pc
�3
= 3 3pa

3
p

b 3pc

оскiльки 3pa+ 3p
b+ 3pc = 0. З того, що a+ b+ c = 3 3pa

3p
b 3pc, одержуємо:

(a+ b+ c)3 = 27abc.

�

Задача 1.8. Довести, що рiвняння

(x − y)3 + (y − z)3 + (z − x)3 = 30

не має розв’язкiв в цiлих числах.
Розв’язання. Користуючись формулою (1.6), одержуємо:

3 (x − y) (y − z) (z − x) = 30,

(x − y) (y − z) (z − x) = 10.

Враховуючи, що (x − y) + (y − z) + (z − x) = 0 i

10= 1 · 2 · 5= (−1) · (−2) · 5= (−1) · 2 · (−5) = 1 · (−2) · (−5) ,

одержуємо, що число 10 не подається у виглядi добутку трьох цiлих чисел,
сума яких дорiвнює нулю:

(x − y) + (y − z) + (z − x) = 0.

Це i доводить, що дане рiвняння не має розв’язкiв в цiлих числах. �
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Задача 1.9. Розв’язати рiвняння
�

x2 + 3x − 4
�3
+
�

2x2 − 5x + 3
�3
=
�

3x2 − 2x − 1
�3

.

Розв’язання. Перепишемо дане рiвняння у виглядi:
�

x2 + 3x − 4
�3
+
�

2x2 − 5x + 3
�3
+
�

−3x2 + 2x + 1
�3
= 0

i помiчаємо, що сума
�

x2 + 3x − 4
�

+
�

2x2 − 5x + 3
�

+
�

−3x2 + 2x + 1
�

тотожно
рiвна нулю. Тому, застосовуючи формулу (1.5), одержуємо, що

3
�

x2 + 3x − 4
� �

2x2 − 5x + 3
� �

−3x2 + 2x + 1
�

= 0.

Це рiвняння рiвносильне сукупностi






x2 + 3x − 4= 0,

2x2 − 5x + 3= 0,

3x2 − 2x − 1= 0.

Розв’язавши її, знаходимо всi дiйснi коренi даного рiвняння: x1 = 4; x2 =
− 1

3 ; x3 = 1; x4 =
3
2 .

Вiдповiдь. − 1
3 , 1, 3

2 , 4. �

Задача 1.10. Нехай x , y , z дiйснi числа. Довести, що виконується нерiв-
нiсть

�

x3 + y3 + z3 − 3x yz
�2
¶
�

x2 + y2 + z2
�3

.

Розв’язання. Введемо такi позначення:

α= x2 + y2 + z2 =
∑

c yc

x2,

β = x y + yz + zx =
∑

c yc

x y ,

γ= x3 + y3 + z3 − 3x yz =
∑

c yc

x3 −
∑

c yc

x yz.

Оскiльки має мiсце такi нерiвностi α¾ 0, α¾ β i за формулою (1.5)

γ=

�

∑

c yc

x

��

∑

c yc

x2 −
∑

c yc

x y

�

,

то

γ2 =

�

∑

c yc

x

�2�
∑

c yc

x2 −
∑

c yc

x y

�2

=
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=

�

∑

c yc

x2 + 2
∑

c yc

x y

��

∑

c yc

x2 −
∑

c yc

x y

�2

= (α+ 2β) (α− β)2

i

α3 − γ2 = α3 − (α+ 2β) (α− β)2 = α3 −
�

α3 − 3αβ2 + 2β3
�

=

= β2 (2 (α− β) +α)¾ 0.

Отже, γ2 ¶ α3, що i треба було довести. �

Отже, формули (1.5), (1.6) достатньо часто застосовують при розв’язуван-
нi задач. В цiй книжцi вони використовуються також при розв’язуваннi задач
3.12, 3.17, 4.25.

1.3. Формула Абеля

Розглянемо ще одну цiкаву формулу, яку називають формулою Абеля1.
Для будь-якого цiлого n> 0 i двох наборiв дiйсних чисел a1, a2, . . . , an та

b1, b2, . . . , bn має мiсце така рiвнiсть:
n
∑

i=1

ai bi =
n−1
∑

k=1

Ak (bk − bk+1) + An bn,

де Ak = a1 + . . .+ ak.
В розгорнутому виглядi вона записується так

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn =

= a1 (b1 − b2) + (a1 + a2) (b2 − b3) + (a1 + a2 + a3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+ (a1 + a2 + . . .+ an−1) (bn−1 − bn) + (a1 + a2 + . . .+ an) bn. (1.7)

Доводиться ця формула простим розкриттям дужок. Дiйсно,

a1 (b1 − b2) + (a1 + a2) (b2 − b3) + (a1 + a2 + a3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+(a1 + a2 + . . .+ an−1) (bn−1 − bn) + (a1 + a2 + . . .+ an) bn =

= A1(b1 − b2) + A2(b2 − b3) + . . .+ An−1 (bn−1 − bn) + An bn =

= A1 b1 + (A2 − A1)b2 + (A3 − A2)b3 + . . .+ (An − An−1)bn =

= a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn,

що i треба було довести.

1Нiльс Генрiк Абель (Niels Henrik Abel, 1802 1829) норвезький математик.
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Застосовують цю формулу, як правило, при доведеннi нерiвностей. Про-
демонструємо це на деяких задачах.

Задача 1.11. Якщо x , y, z будь-якi дiйснi числа, то виконується така
нерiвнiсть

x6 + y6 + z6 + 3x2 y2z2 ¾ 2
�

x3 y3 + y3z3 + z3 x3
�

.

Розв’язання. Оскiльки

x3 y3 + y3z3 + z3 x3 ¶ |x |3|y|3 + |y|3|z|3 + |z|3|x |3,

то будемо доводити дану нерiвнiсть за умови, що x , y, z ¾ 0.
Скористаємось так званою нерiвнiстю Абеля: якщо a1 ¾ a2 ¾ a3 ¾ 0 i

b1 ¾ 0, b1 + b2 ¾ 0, b1 + b2 + b3 ¾ 0, то виконується така нерiвнiсть a1 b1 +
a2 b2 + a3 b3 ¾ 0.

Дiйсно, справедливiсть цього твердження випливає iз формули Абеля:

a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 = b1(a1 − a2) + (b1 + b2)(a2 − a3) + (b1 + b2 + b3)a3 ¾ 0,

бо за умовою всi множники невiд’ємнi.
Не порушуючи загальностi, припустимо, що x ¾ y ¾ z ¾ 0. Покладемо

a1 = x2, a2 = y2, a3 = z2 i b1 = x4−(y3+z3)x+ y2z2, b2 = y4−(x3+z3)y+ x2z2,
b3 = z4 − (x3 + y3)z + x2 y2.

Доведемо, що b1 ¾ 0, b1 + b2 ¾ 0 i b1 + b2 + b3 ¾ 0.
Дiйсно,

b1 = x4 − (y3 + z3)x + y2z2 ¾ x4 − x y3 − xz3 + yz3 =

= (x − y)(x3 + x2 y + x y2 − z3)¾ 0,

оскiльки x ¾ y ¾ z ¾ 0;

b1 + b2 = x4 + y4 − z3(x + y)− x y(x2 + y2) + z2(x2 + y2) =

= x3(x − y)− y3(x − y) + z2(x2 − xz + y2 − yz) =

= (x − y)2(x2 + x y + y2) + z2 (x(x − z) + y(y − z))¾ 0

та

b1 + b2 + b3 = x4 + y4 + z4 − x3(y + z)− y3(z + x)− z3(x + y)+

+ x2 y2 + y2z2 + z2 x2 =

=
1
4

x2(2x − y − z)2 +
1
4

y2(2y − z − x)2 +
1
4

z2(2z − x − y)2+

+
1
4
(x y − yz)2 +

1
4
(yz − zx)2 +

1
4
(zx − x y)2 ¾ 0.



1.3. Формула Абеля 15

Оскiльки b1 ¾ 0, b1 + b2 ¾ 0 i b1 + b2 + b3 ¾ 0, то за нерiвнiстю Абеля виконує-
ться й така нерiвнiсть a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 ¾ 0, що i треба було довести. �

Задача 1.12. Нехай a1 ¾ a2 ¾ . . . ¾ an ¾ 0 i B найбiльше iз чисел |b1|,
|b1 + b2|, . . . , |b1 + b2 + . . .+ bn|. Доведiть, що

|a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn|¶ Ba1.

(Санкт-Петербургська математична олiмпiада, 1967 р.)

Розв’язання. Скористаємось формулою Абеля:

|a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn|=

|b1 (a1 − a2) + (b1 + b2) (a2 − a3) + . . .+

+(b1 + b2 + . . .+ bn−1) (an−1 − an) + (b1 + b2 + . . .+ bn) an|¶

¶ |b1| (a1 − a2) + |b1 + b2| (a2 − a3) + . . .+

+ |b1 + b2 + . . .+ bn−1| (an−1 − an) + |b1 + b2 + . . .+ bn| an ¶

¶ B ((a1 − a2) + (a2 − a3) + . . .+ (an−1 − an) + an) = Ba1,

що i треба було довести. �

Задача 1.13. Нехай x1, x2, . . . , xn i y1 ¾ y2 ¾ . . . ¾ yn ¾ 0 дiй-

снi числа. Для кожного k ∈ {1,2, . . . , n} позначимо Sk =
k
∑

i=1
x i . Нехай M =

=max {S1, S2, . . . , Sn} i m=min {S1, S2, . . . , Sn}. Доведiть, що

my1 ¶ x1 y1 + x2 y2 + . . .+ xn yn ¶ M y1.

(Нерiвнiсть Абеля)

Розв’язання. Оскiльки обидвi нерiвностi можна довести аналогiчно, до-
статньо показати доведення лiвої нерiвностi. Нехай an+1 = 0, тодi за форму-
лою Абеля, одержуємо:

n
∑

i=1

x i yi =
n
∑

i=`

(yi − yi+1)Si ¾
n
∑

i=1

m (yi − yi+1) = m (y1 − yn+1) = my1.

Нерiвностi, якi доводяться за допомогою формули Абеля, часто з’являються на
рiзних математичних змаганнях. Однак їх важко розв’язати iншими методами.
Ось деякi з них. �

Задача 1.14. Нехай a1, a2, . . . , an такi додатнi дiйснi числа, що

a1 + a2 + . . .+ ak ¾
p

k
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для всiх k ∈ {1, 2, . . . , n}. Доведiть нерiвнiсть:

a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n ¾

1
4

�

1+
1
2
+

1
3
+ . . .+

1
n

�

.

(США, 1994 р.)

Розв’язання. Не порушуючи загальностi припустимо, що a1 ¾ a2 ¾ . . .¾
¾ an. Позначимо bk =

1p
k

для k ∈ {1, 2, . . . , n}.
Доведемо такi двi нерiвностi, з яких i випливатиме твердження задачi:

2
�

a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n

�

¾ a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn; (1.8)

2 (a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn)¾ b2
1 + b2

2 + . . .+ b2
n. (1.9)

Доведемо нерiвнiсть (1.8). Для цього складемо рiзницю мiж лiвою i правою
частинами i скористаємось формулою Абеля:

a1(2a1 − b1) + a2(2a2 − b2) + . . .+ an(2an − bn) =

(a1 − a2)(2a1 − b1) + (a2 − a3)(2a1 + 2a2 − b1 − b2) + . . .+

+(an−1 − an)

�

2
n−1
∑

i=1

ai −
n−1
∑

i=1

bi

�

+ an

�

2
n
∑

i=1

ai −
n
∑

i=1

bi

�

.

Покажемо невiд’ємнiсть виразу у правiй частинi останньої рiвностi. За умовою

задачi
k
∑

i=1
ai ¾

p
k, в той час як

k
∑

i=1

bi =
k
∑

i=1

1
p

i
¶

k
∑

i=1

2
p

i +
p

i − 1
= 2

k
∑

i=1

�p
i −
p

i − 1
�

= 2
p

k.

Тодi

2
k
∑

i=1

ai ¾
k
∑

i=1

bi (1.10)

для кожного k ∈ {1,2, . . . , n}. Також за припущенням ak ¾ ak+1 для кожного
k ∈ {1,2, . . . , n− 1}, an > 0 за умовою. Отже, нерiвнiсть (1.8) доведена.

Тепер доведемо нерiвнiсть (1.9). Складемо рiзницю мiж лiвою i правою
частинами цiєї нерiвностi i скористаємось формулою Абеля:

b1(2a1 − b1) + b2(2a2 − b2) + . . .+ bn(2an − bn) =

(b1 − b2)(2a1 − b1) + (b2 − b3)(2a1 + 2a2 − b1 − b2) + . . .+

+(bn−1 − bn)

�

2
n−1
∑

i=1

ai −
n−1
∑

i=1

bi

�

+ bn

�

2
n
∑

i=1

ai −
n
∑

i=1

bi

�

.

Враховуючи доведену вище рiвнiсть (1.10), а також те, що bk ¾ bk+1 для всiх
k ∈ {1,2, . . . , n− 1}, bn > 0, отримуємо, що нерiвнiсть (1.9) є правильною. �
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Задача 1.15. Нехай a1, a2, . . . , an i b1 ¾ b2 ¾ . . . ¾ bn додатнi дiйснi
числа, для яких виконуються нерiвностi a1a2 . . . ak ¾ b1 b2 . . . bk, для всiх k =
1,2, . . . , n. Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

a1 + a2 + . . .+ an ¾ b1 + b2 + . . .+ bn.

Розв’язання. За формулою Абеля, одержуємо, що

n
∑

i=1

ai −
n
∑

i=1

bi =
n
∑

i=1

bi

�

ai

bi
− 1

�

=

= (b1 − b2)
�

a1

b1
− 1

�

+ (b2 − b3)
�

a1

b1
+

a2

b2
− 2

�

+ . . .+

+ (bn−1 − bn)

�

n−1
∑

i=1

ai

bi
− (n− 1)

�

+ bn

�

n
∑

i=1

ai

bi
− n

�

¾ 0,

бо, враховуючи умову b1 ¾ b2 ¾ . . . ¾ bn, одержуємо невiд’ємнiсть перших
множникiв, а враховуючи умову a1a2 . . . ak ¾ b1 b2 . . . bk, для всiх k = 1, 2, . . . , n,
i нерiвнiсть Кошi (AM-GM)

a1

b1
+

a2

b2
+ . . .+

ak

bk
¾ k k

√

√ a1a2 . . . ak

b1 b2 . . . bk
¾ k,

для всiх k = 1, 2, . . . , n, одержуємо невiд’ємнiсть других множникiв, що i завер-
шує розв’язання задачi. �

Задача 1.16. Нехай a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn дiйснi числа, такi, що

a1 ¾
a1 + a2

2
¾ . . .¾

a1 + a2 + . . .+ an

n
,

b1 ¾
b1 + b2

2
¾ . . .¾

b1 + b2 + . . .+ bn

n
.

Доведiть, що виконується нерiвнiсть

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾
1
n
(a1 + a2 + . . .+ an) (b1 + b2 + . . .+ bn) .

(Польща, 1964 р.)

Розв’язання. Це покращена нерiвнiсть Чебишова. Для кожного k ∈
{1,2, . . . , n}, позначимо через Sk = a1+a2+. . .+ak i bn+1 = 0. Тодi, за формулою
Абеля, одержуємо:

n
∑

i=1

ai bi =
n
∑

i=1

(bi − bi+1)Si =
n
∑

i=1

i (bi − bi+1)
�

Si

i

�

=
n
∑

i=1

cidi ,
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де ci = i (bi − bi+1), di =
Si
i , i = 1,2, . . . , n. До суми

n
∑

i=1
cidi знову застосуємо

формулу Абеля:

n
∑

i=1

cidi = c1 (d1 − d2) + (c1 + c2) (d2 − d3) + (c1 + c2 + c3)
�

d3 − d4

�

+ . . .+

+ (c1 + c2 + . . .+ cn−1) (dn−1 − dn) + (c1 + c2 + . . .+ cn) dn =

= (b1 − b2)
�

S1

1
−

S2

2

�

+ (b1 + b2 − 2b3)
�

S2

2
−

S3

3

�

+

+
�

b1 + b2 + b3 − 3b4

�

�

S3

3
−

S4

4

�

+ . . .+ (b1 + b2 + . . .+ bn−1 − (n− 1) bn−1) ·

·
�

Sn−1

n− 1
−

Sn

n

�

+ (b1 + b2 + . . .+ bn)
Sn

n
.

Оскiльки Sn
n =

1
n (a1 + a2 + . . .+ an), то останнiй доданок одержаної суми до-

рiвнює 1
n (a1 + a2 + . . .+ an) (b1 + b2 + . . .+ bn), а всi iншi доданки одержаної

суми невiд’ємнi. Дiйсно, за умовою задачi S1
1 ¾

S2
2 ¾ . . .¾ Sn

n , тому усi мно-
жники S1

1 −
S2
2 , S2

2 −
S3
3 , . . . , Sn−1

n−1 −
Sn
n невiд’ємнi. Залишилося довести, що

k
∑

i=1

bi ¾ kbk+1,

для всiх k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Справедливiсть цiєї нерiвностi випливає, з умови
задачi:

1
k

k
∑

i=1

bi ¾
1

k+ 1

k+1
∑

i=1

bi ,

що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 1.17. Нехай x1, x2, . . . , xn дiйснi числа, для яких виконується умо-
ва: x1 ¾ x2 ¾ . . .¾ xn ¾ xn+1 = 0. Доведiть, що виконується нерiвнiсть

p

x1 + x2 + . . .+ xn ¶
n
∑

i=1

p
i
�
p

x i −
p

x i+1

�

.

Розв’язання. Позначимо ai =
p

i −
p

i − 1 i bi =
p

x i , де i ∈ {1, 2, . . . , n},
тодi за формулою Абеля, одержуємо:

n
∑

i=1

ai bi = a1 (b1 − b2) + (a1 + a2) (b2 − b3) + (a1 + a2 + a3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+ (a1 + a2 + . . .+ an−1) (bn−1 − bn) + (a1 + a2 + . . .+ an) bn =
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=
p

1
�
p

x1 −
p

x2

�

+
p

2
�p

x2 −
p

x3

�

+
p

3
�
p

x3 −
p

x4

�

+ . . .+

+
p

n− 1
�
p

xn−1 −
p

xn

�

+
p

n
�
p

xn −
p

xn+1

�

=
n
∑

i=1

p
i
�
p

x i −
p

x i+1

�

.

Отже, нам треба довести нерiвнiсть
n
∑

i=1

ai bi ¾

√

√

√

n
∑

i=1

b2
i ,

тобто

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾
q

b2
1 + b2

2 + . . .+ b2
n.

Нехай c1, c2, . . . , cn такi додатнi дiйснi числа, що
n
∑

i=1
c2

i = 1 i
n
∑

i=1
b2

i ·
n
∑

i=1
c2

i =
�

n
∑

i=1
bici

�2

. Це можливо, коли набори чисел b1, b2, . . . , bn i c1, c2, . . . , cn про-

порцiйнi, тобто ci =
bip

b2
1+b2

2+...+b2
n

, для i = 1,2, . . . , n. Тодi остання нерiвнiсть
перепишеться так

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾ b1c1 + b2c2 + . . .+ bncn.

Щоб довести цю нерiвнiсть, перепишемо її у виглядi:
n
∑

i=1

bi (ai − ci)¾ 0 ⇔
n
∑

i=1

bidi ¾ 0,

де di = ai − ci , i ∈ {1,2, . . . , n}. Для доведення останньої нерiвностi, запишемо

формулу Абеля для суми
n
∑

i=1
di bi:

n
∑

i=1

di bi = d1 (b1 − b2) + (d1 + d2) (b2 − b3) + (d1 + d2 + d3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+ (d1 + d2 + . . .+ dn−1) (bn−1 − bn) + (d1 + d2 + . . .+ dn) bn =

= (a1 − c1) (b1 − b2) + (a1 + a2 − c1 − c2) (b2 − b3)+

+ (a1 + a2 + a3 − c1 − c2 − c3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+ (a1 + . . .+ an−1 − c1 − . . .− cn−1) (bn−1 − bn)+

+ (a1 + . . .+ an−1 + an − c1 − . . .− cn−1 − cn) bn ¾ 0,

бо першi дужки кожного доданку невiд’ємнi, другi дужки також. Дiйсно,
для кожного k ∈ {1,2, . . . , n} одержуємо:

k
∑

i=1

ai −
k
∑

i=1

ci =
p

k−
k
∑

i=1

ci ¾
p

k−

√

√

√

√k

�

k
∑

i=1

c2
i

�

= 0.
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Тут ми скористалися нерiвнiстю мiж середнiм квадратичним i середнiм ари-
фметичним k додатних чисел c1, c2, . . . , ck. Невiд’ємнiсть других дужок ви-
пливає з того, що b1 ¾ b2 ¾ . . . ¾ bn ¾ bn+1 = 0, бо за умовою задачi
x1 ¾ x2 ¾ . . .¾ xn ¾ xn+1 = 0, що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 1.18. Нехай a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn два набори дiйсних чисел,
для яких виконуються умови 0 ¶ b1 ¶ b2 ¶ . . . ¶ bn i a2

1 + a2
2 + . . .+ a2

k ¶ b2
1 +

+ b2
2 + . . .+ b2

k , для всiх k ∈ {1,2, . . . , n}. Доведiть, що

a1 + a2 + . . .+ an ¶ b1 + b2 + . . .+ bn.

Розв’язання. Будемо доводити твердження задачi методом математичної
iндукцiї. База iндукцiї. Випадок n= 1 є очевидним. Дiйсно, маємо, що 0¶ b1

i a2
1 ¶ b2

1. Звiдки слiдує, що −b1 ¶ a1 ¶ b1. Крок iндукцiї. Припустимо, що
твердження задачi виконується для деякого натурального числа n. Доведемо,
використовуючи це припущення, що тодi твердження задачi буде виконувати-
ся i для числа n+ 1. Дiйсно, використовуючи нерiвнiсть Кошi Буняковського
Шварца, матимемо:
�

a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n+1

� �

b2
1 + b2

2 + . . .+ b2
n+1

�

¾ (a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an+1 bn+1)
2.

За припущенням маємо, що
n+1
∑

i=1
a2

i ¶
n+1
∑

i=1
b2

i , тому з попередньої нерiвностi одер-

жуємо:

�

n+1
∑

i=1
b2

i

�2

¾
�

n+1
∑

i=1
ai bi

�2

, тобто
n+1
∑

i=1
b2

i ¾
n+1
∑

i=1
ai bi . Звiдси

n+1
∑

i=1
bi (bi − ai)¾

¾ 0, тобто
n+1
∑

i=1
ci bi ¾ 0, де ci = bi − ai , i = 1,2, . . . , n, n + 1. Скористаємося

формулою Абеля в цiй нерiвностi, одержимо:

c1 (b1 − b2) + (c1 + c2) (b2 − b3) + (c1 + c2 + c3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+ (c1 + c2 + . . .+ cn) (bn − bn+1) + (c1 + c2 + . . .+ cn+1) bn+1 ¾ 0,

тобто

(b1 − a1) (b1 − b2) + (b1 + b2 − a1 − a2) (b2 − b3)+

(b1 + b2 + b3 − a1 − a2 − a3)
�

b3 − b4

�

+ . . .+

+

�

n
∑

i=1

bi −
n
∑

i=i

ai

�

(bn − bn+1) +

�

n+1
∑

i=1

bi −
n+1
∑

i=i

ai

�

bn+1 ¾ 0.
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У цiй останнiй нерiвностi кожний доданок, крiм останнього, не є додатний.
Це випливає з того, що першi множники кожного такого доданку, за припу-

щенням, невiд’ємнi, бо
k
∑

i=1
bi ¾

k
∑

i=1
ai , для кожного i ∈ {1,2, . . . , n}, а другi не є

додатнi, бо за умовою задачi 0 ¶ b1 ¶ b2 ¶ . . . ¶ bn. Тому, iз цiєї нерiвностi
одержуємо, що

�

n+1
∑

i=1

bi −
n+1
∑

i=1

ai

�

bn+1 ¾ 0 ⇔
n+1
∑

i=1

bi ¾
n+1
∑

i=1

ai ,

що i завершує доведення кроку. Таким чином, за основним принципом мате-
матичної iндукцiї, одержуємо, що твердження задачi має мiсце для будь-якого
натурального n, що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 1.19. Нехай−1< x1 < x2 < . . .< xn < 1 i

x13
1 + x13

2 + . . .+ x13
n = x1 + x2 + . . .+ xn.

Доведiть, що коли y1 < y2 < . . .< yn, то

x13
1 y1 + x13

2 y2 + . . .+ x13
n yn < x1 y1 + x2 y2 + . . .+ xn yn.

(Росiя, 2000 р.)

Розв’язання. Не порушуючи загальностi можна вважати, що y1 > 0, бо
n
∑

i=1

(yi + c)
�

x13
i − x i

�

=
n
∑

i=1

yi

�

x13
i − x i

�

+ c
n
∑

i=1

�

x13
i − x i

�

=
n
∑

i=1

yi

�

x13
i − x i

�

.

Вiдповiдно до формули Абеля, одержуємо, що рiзниця мiж лiвою i правою
частинами доводжуваної нерiвностi дорiвнює:

n
∑

i=1

�

x13
i − x i

�

yi =
�

x13
1 − x1

�

(y1 − y2)+
�

x13
1 + x13

2 − x1 − x2

�

(y2 − y3)+. . .+

+

�

n−1
∑

i=1

x13
i −

n−1
∑

i=1

x i

�

(yn−1 − yn) +

�

n
∑

i=1

x13
i −

n
∑

i=1

x i

�

yn.

Оскiльки yk ¶ yk+1, для усiх k ∈ {1,2, . . . , n− 1}, i yn > 0, то нам потрiбно
довести, що, для усiх k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, виконується нерiвнiсть:

k
∑

i=1

x13
i ¾

k
∑

i=1

x i ⇔
k
∑

i=1

x i

�

x12
i − 1

�

¾ 0.

Застосовуючи формулу Абеля до лiвої частини останньої нерiвностi, матиме-
мо:

k
∑

i=1

�

x12
i − 1

�

x i = (x1 − x2)
�

x12
1 − 1

�

+ (x2 − x3)
�

x12
1 + x12

2 − 2
�

+ . . .+
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+ (xk−1 − xk)

�

k−1
∑

i=1

x12
i − (k− 1)

�

+ xk

�

k
∑

i=1

x12
i − k

�

.

Вiдмiтимо, що x i ∈ [−1, 1], для всiх i ∈ {1,2, . . . , n}, а тому
j
∑

i=1
x12

i ¶ j, для всiх

j ∈ {1, 2, . . . , k}. Крiм того, через x1 < x2 < . . .< xk, кожен член в сумi вище, за
винятком останнього, буде додатнiм, як добуток двох вiд’ємних чисел. Якщо

xk ¶ 0, то xk

�

k
∑

i=1
x12

i − k

�

¾ 0, як добуток двох не додатних чисел. А тому у

цьому випадку ми нерiвнiсть
k
∑

i=1
x i

�

x12
i − 1

�

¾ 0 довели. В iншому випадку,

припустимо, що xk > 0, тодi x i > 0,для всiх i ∈ {k+ 1, . . . , n}. Звiдси випливає,
за припущенням, що

n
∑

i=k+1

x13
i ¶

n
∑

i=k+1

x i ⇒
k
∑

i=1

x13
i ¾

n
∑

i=1

x i ,

що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 1.20. Нехай a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn два набори дiйсних чисел,
для яких виконуються умови 0 < b1 ¶ b2 ¶ . . . ¶ bn i a2

1 + a2
2 + . . . + a2

k ¶
b2

1 + b2
2 + . . .+ b2

k , для всiх k ∈ {1, 2, . . . , n}. Доведiть, що

b1 + b2 + . . .+ bn ¾
a2

1

b1
+

a2
2

b2
+ . . .+

a2
n

bn
.

Розв’язання. Щоб довести потрiбну нерiвнiсть, розглянемо рiзницю мiж
її лiвою i правою частинами, i доведемо, що вона невiд’ємна.

n
∑

i=1

bi −
n
∑

i=1

a2
i

bi
=

n
∑

i=1

�

bi −
a2

i

bi

�

=
n
∑

i=1

1
bi

�

b2
i − a2

i

�

.

Застосуємо формулу Абеля до останньої суми:

n
∑

i=1

1
bi

�

b2
i − a2

i

�

=
�

1
b1
−

1
b2

�

�

b2
1 − a2

1

�

+
�

1
b2
−

1
b3

�

�

b2
1 + b2

2 − a2
1 − a2

2

�

+. . .+

+
�

1
bn−1

−
1
bn

�

�

n−1
∑

i=1

b2
i −

n−1
∑

i=1

a2
i

�

+
1
bn

�

n
∑

i=1

b2
i −

n
∑

i=1

a2
i

�

¾ 0,

бо при 0< b1 ¶ b2 ¶ . . .¶ bn першi множники доданкiв невiд’ємнi:

1
bi
−

1
bi+1

=
bi+1 − bi

bi bi+1
¾ 0,
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при i = 1,2, . . . , n− 1, i 1
bn
> 0, а другi множники доданкiв, за умовою, невiд’-

ємнi: a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
k ¶ b2

1 + b2
2 + . . .+ b2

k , для всiх k = 1, 2, . . . , n. Це i завершує
розв’язання задачi. �

Вправи для самостiйного розв’язування

Вправа 1. Довести, що для довiльних цiлих x та y число
�

x2 y2 + 1
�

(x y + 1)2 + x2 y2

є квадратом цiлого числа.
Вправа 2. Обчислити значення числового виразу

√

√

√0,99 . . . 9
︸ ︷︷ ︸

n

2 + 99 . . . 9
︸ ︷︷ ︸

n

2 + 1.

Вправа 3. Довести, що

a3 + b3 + c3 = (a+ b+ c)3 − 3 (a+ b) (b+ c) (c + a) .

Вправа 4. Довести, що коли a+ b+ c = 0, то
�

a2 − bc
�3
+
�

b2 − ca
�3
+
�

c2 − ab
�3
= 3

�

a2 − bc
� �

b2 − ca
� �

c2 − ab
�

.

Вправа 5. Довести, що коли трицифрове число дiлиться на 3, то i сума кубiв його цифр
дiлиться на 3.

Вправа 6. Розв’язати рiвняння в цiлих числах: x3 + y3 − 3x y = 3.
Вказiвка. Подайте рiвняння у виглядi: x3 + y3 + 13 − 3x y · 1= 4.
Вправа 7. Розв’язати систему рiвнянь











x + y + z = 2004,

x2 + y2 + z2 = 20042,

x3 + y3 + z3 = 20043.

Вправа 8. Довести, що

(a+ b+ c)333 − a333 − b333 − c333

дiлиться на
(a+ b+ c)3 − a3 − b3 − c3,

де a, b, c цiлi числа, для яких (a+ b+ c)3 − a3 − b3 − c3 6= 0.



Роздiл 2

Деякi новiтнi технологiї доведення нерiвностей

2.1. Доведення нерiвностей з використанням наслiдкiв
нерiвностi Кошi Буняковського Шварца

При доведеннi числових нерiвностей, зокрема циклiчних, досить пошире-
ним i ефективним є звертання до класичних нерiвностей. Однiєю з найужива-
нiших у використаннi є нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца1 (у вiтчизня-
нiй лiтературi бiльш поширеною є назва «нерiвнiсть Кошi Буняковського», а
в англомовних джерелах «нерiвнiсть Кошi Шварца»):

(a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn)
2 ¶

�

a2
1 + a2

2 + . . . .+ a2
n

� �

b2
1 + b2

2 + . . . .+ b2
n

�

, (2.1)

де a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn довiльнi дiйснi числа.
Нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца записують також у векторнiй

формi
�

~a · ~b
�2
¶ |~a|2 ·

�

�~b
�

�

2
,

яка є зручною для запам’ятовування. Остання нерiвнiсть перетворюється в
рiвнiсть, коли вектори ~a = (a1, a2, . . . , an) i ~b = (b1, b2, . . . , bn) є колiнеарними.
Тому рiвностi

a1

b1
=

a2

b2
= . . .=

an

bn
є умовою перетворення нерiвностi Кошi Буняковського Шварца, записанiй у
координатнiй формi (2.1), у рiвнiсть.

На практицi, як правило, завдання, що пропонуються, не дозволяють без-
посередньо використати нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца. Потрiбна
певна пiдготовча робота. Успiх тут перш за все залежить вiд вдалого вибору
векторiв ~a i ~b, тобто вiд вдалого вибору двох певних наборiв, кожен з яких
мiстить n чисел. Це вимагає подолання значних логiчних та технiчних тру-
днощiв. З огляду на суворi обмеження в часi на математичних змаганнях
вiдшукати такi набори дуже складно.

1Огюстен Луї Кошi (1789 1857) французький математик; Вiктор Якович Буняковський
(1804 1889) математик українського походження (народився на Вiнниччинi); Карл Герман
Амандус Шварц (1843 1921) нiмецький математик.
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В цьому параграфi пропонується пiдхiд, який ґрунтується на використан-
нi, як допомiжної, певної нерiвностi, котру можна розглядати як аналог нерiв-
ностi Кошi Буняковського Шварца. Проте перетворення, якi виконуються
з метою пiдготовки завдання до застосування цiєї допомiжної нерiвностi в
багатьох випадках виглядають бiльш природними i привабливими, нiж пошук
двох необхiдних впорядкованих наборiв для прямого використання нерiвностi
Кошi Буняковського Шварца.

Лема 2.1. Для будь-яких двох додатних чисел , b виконується нерiвнiсть:
1
a
+

1
b
¾

4
a+ b

. (2.2)

Доведення. Справдi,

1
a
+

1
b
¾

4
a+ b

⇔ (a+ b)
�

1
a
+

1
b

�

¾ 4 ⇔ (a− b)2 ¾ 0.

�

Задача 2.1. Доведiть нерiвнiсть:

1
x
+

1
y
+

1
z
¾ 2

�

1
x + y

+
1

y + z
+

1
z + x

�

,

де x , y , z довiльнi додатнi дiйснi числа.
Розв’язання. На пiдставi нерiвностi (2.2) маємо

1
x
+

1
y
¾

4
x + y

,
1
z
+

1
y
¾

4
z + y

,
1
x
+

1
z
¾

4
x + z

.

Додавши почленно останнi три нерiвностi дiстанемо нерiвнiсть, про яку йде-
ться в умовi. Рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли x = y = z. �

Задача 2.2. Нехай a, b, c, d такi дiйснi додатнi числа, що abcd = 1.
Доведiть нерiвнiсть

1+ ab
1+ a

+
1+ bc
1+ b

+
1+ cd
1+ c

+
1+ da
1+ d

¾ 4.

(V Соросiвська математична олiмпiада, 1999 р.)

Розв’язання. Маємо cd = 1
ab , ad = 1

bc . Позначимо лiву частину нерiвностi
через A. Тодi

A= (1+ ab)
�

1
1+ a

+
1

ab+ abc

�

+ (1+ bc)
�

1
1+ b

+
1

bc + bcd

�

.

Використовуючи нерiвнiсть (2.2), дiстанемо

A¾ (1+ ab)
4

1+ a+ ab+ abc
+ (1+ bc)

4
1+ b+ bc + bcd

=
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= 4
�

1+ ab
1+ a+ ab+ abc

+
1+ bc

1+ b+ bc + bcd

�

=

= 4
�

1+ ab
1+ a+ ab+ abc

+
a+ abc

a+ ab+ abc + abcd

�

= 4,

оскiльки abcd = 1. �

Узагальненням леми 2.1 є такi два твердження.
Лема 2.2. Нехай b1 i b2 додатнi дiйснi числа, a1 i a2 довiльнi дiйснi

числа. Тодi правильною є нерiвнiсть

a1
2

b1
+

a2
2

b2
¾
(a1 + a2)

2

b1 + b2
(2.3)

Доведення. Справдi,

a1
2

b1
+

a2
2

b2
−
(a1 + a2)

2

b1 + b2
=

a1
2 b2(b1 + b2) + a2

2 b1(b1 + b2)− (a1 + a2)
2 b1 b2

b1 b2(b1 + b2)
=

=
a1

2 b2 b1 + a1
2 b2

2 + a2
2 b1 b2 + a2

2 b1
2 − a1

2 b1 b2 − a2
2 b1 b2 − 2a1a2 b1 b2

b1 b2(b1 + b2)
=

=
(a1 b2 − a2 b1)

2

b1 b2(b1 + b2)
¾ 0,

що i треба було довести. �

Лема 2.3. Нехай натуральне число n ¾ 2. Тодi для додатних чисел
b1, b2, . . . , bn виконується нерiвнiсть

a1
2

b1
+

a2
2

b2
+ . . .+

an
2

bn
¾
(a1 + a2 + . . .+ an)

2

b1 + b2 + . . .+ bn
, (2.4)

де a1, a2, . . . , an довiльнi дiйснi числа.
Доведення. Зробимо це за iндукцiєю. При n = 2 твердження є правиль-

ним. Нехай нерiвнiсть (2.4) виконується для деякого довiльного, але фiксова-
ного k > 2. Доведемо, що вона виконується i для n= k+ 1. Справдi, посилаю-
чись на гiпотезу iндукцiї та нерiвнiсть (2.3), дiстанемо

a1
2

b1
+

a2
2

b2
+ . . .+

ak
2

bk
+

ak+1
2

bk+1
¾
(a1 + a2 + . . .+ ak)

2

b1 + b2 + . . .+ bk
+

ak+1
2

bk+1
¾

¾
(a1 + a2 + . . .+ ak+1)

2

b1 + b2 + . . .+ bk+1
,

що i завершує крок iндукцiї. �
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Зауважимо, що нерiвнiсть (2.4) можна також довести, використовуючи
нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца, для наборiв

�p

b1,
p

b2, . . . ,
p

bn

�

i
�

a1
p

b1

,
a2
p

b2

, . . . ,
an
p

bn

�

. Справдi,

�
�
Æ

b1

�2
+
�
Æ

b2

�2
+ . . .+

�
Æ

bn

�2�
�

�

a1
p

b1

�2

+

�

a2
p

b2

�2

+ . . .+

�

an
p

bn

�2�

¾

¾
�

Æ

b1 ·
a1
p

b1

+
Æ

b2 ·
a2
p

b2

+ . . .+
Æ

bn ·
an
p

bn

�2

для будь-яких дiйсних чисел a1, a2, . . . , an i b1 > 0, b2 > 0, . . . , bn > 0.
З iншого боку, навпаки, i нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца (2.1)

можна довести, виходячи з нерiвностi (2.4). Справдi, розглянемо очевидну
рiвнiсть

a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n =

a2
1 b2

1

b2
1

+
a2

2 b2
2

b2
2

+ . . .+
a2

n b2
n

b2
n

i застосуємо до її правої частини нерiвнiсть (2.4):

a2
1 b2

1

b2
1

+
a2

2 b2
2

b2
2

+ . . .+
a2

n b2
n

b2
n

¾
(a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn)2

b2
1 + b2

2 + . . .+ b2
n

.

Тодi

(a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n)(b

2
1 + b2

2 + . . .+ b2
n)¾ (a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn)

2,

а рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли
a1

b1
=

a2

b2
= . . .=

an

bn
.

В деяких лiтературних джерелах (див., наприклад, [17]) нерiвнiсть (2.4)
називають нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца у формi Енгеля. У матема-
тичних спiльнотах ресурсу www.artofproblemsolving.com по вiдношенню
до неї поширена назва «лема Тiту». Ми ж її називатимемо наслiдком (2.4)
нерiвностi Кошi Буняковського Шварца.

Iз нерiвностi (2.4) легко отримуються такi нерiвностi, доведення яких
пропонуємо читачам виконати самостiйно:

Лема 2.4. Нехай a1, . . . , an, b1, . . . , bn додатнi дiйснi числа. Тодi мають
мiсце такi нерiвностi:

a1

b1
+ . . .+

an

bn
¾
(a1 + . . .+ an)2

a1 b1 + . . .+ an bn
;

www.artofproblemsolving.com
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a1

b2
1

+ . . .+
an

b2
n

¾
1

a1 + . . .+ an

�

a1

b1
+ . . .+

an

bn

�

.

Проiлюструємо застосування нерiвностi (2.4) для доведення низки олiм-
пiадних нерiвностей.

Задача 2.3. Доведiть нерiвнiсть (нерiвнiсть Несбiтта)
a

b+ c
+

b
a+ c

+
c

a+ b
¾

3
2

,

де a, b, c додатнi дiйснi числа.
Розв’язання. Подамо лiву частину у виглядi

a
b+ c

+
b

a+ c
+

c
a+ b

=
a2

a(b+ c)
+

b2

b(a+ c)
+

c2

c(a+ b)
.

Далi застосуємо нерiвнiсть (2.4)

a2

a(b+ c)
+

b2

b(a+ c)
+

c2

c(a+ b)
¾

(a+ b+ c)2

2(ab+ ac + bc)
=

=
a2 + b2 + c2 + 2(ab+ ac + bc)

2(ab+ ac + bc)
¾

ab+ ac + bc + 2(ab+ ac + bc)
2(ab+ ac + bc)

=
3
2

,

бо a2 + b2 + c2 ¾ ab+ ac + bc (нерiвнiсть трьох квадратiв).
Iнше доведення нерiвностi Несбiтта (з допомогою трансферної нерiвно-

стi) наведено на сторiнцi 45 (теорема 2.3). �

Задача 2.4. Доведiть нерiвнiсть:
a

2a+ b
+

b
2b+ c

+
c

2c + a
¶ 1,

де a, b, c додатнi дiйснi числа.
Розв’язання. Виконаємо наступнi еквiвалентнi перетворення

2a+ b− b
2a+ b

+
2b+ c − c

2b+ c
+

2c + a− a
2c + a

¶ 2,

звiдки
b

2a+ b
+

c
2b+ c

+
a

2c + a
¾ 1.

Далi будемо мати на пiдставi нерiвностi (2.4)

a2

a2 + 2ac
+

b2

b2 + 2ab
+

c2

c2 + 2bc
¾

(a+ b+ c)2

a2 + b2 + c2 + 2(ab+ ac + bc)
=

=
(a+ b+ c)2

(a+ b+ c)2
= 1.

�
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Задача 2.5. Доведiть, що для довiльних додатних чисел a, b, c, x , y, z та-
ких, що a+ b+ c = x + y + z = 1, виконується нерiвнiсть

x2

1− a
+

y2

1− b
+

z2

1− c
¾

1
2

.

(VII Соросiвська математична олiмпiада)

Розв’язання. На пiдставi нерiвностi (2.4) дiстанемо

x2

1− a
+

y2

1− b
+

z2

1− c
¾
(x + y + z)2

3− (a+ b+ c)
=

1
2

,

що i треба було довести. �

Задача 2.6. Для довiльних додатних дiйсних чисел a, b, c доведiть нерiв-
нiсть

a3

b+ 2c
+

b3

c + 2a
+

c3

a+ 2b
¾

a2 + b2 + c2

3
.

(Всеукраїнська математична олiмпiада, 1996 р.)

Розв’язання. Виконаємо наступнi еквiвалентнi перетворення

a3

b+ 2c
+

b3

c + 2a
+

c3

a+ 2b
=

a4

ab+ 2ac
+

b4

bc + 2ba
+

c4

ca+ 2bc
¾

¾
(a2 + b2 + c2)2

3(ab+ bc + ac)
¾
(a2 + b2 + c2)2

3(a2 + b2 + c2)
=

=
a2 + b2 + c2

3
,

бо за нерiвнiстю трьох квадратiв

1
ab+ bc + ca

¾
1

a2 + b2 + c2
.

�

Задача 2.7. Нехай a, b, c, d такi додатнi дiйснi числа, що a2 + b2 + c2 +
d2 = 1. Доведiть нерiвнiсть

a
b2 + 1

+
b

c2 + 1
+

c
d2 + 1

+
d

a2 + 1
¾

4
5

�

a
p

a+ b
p

b+ c
p

c + d
p

d
�2

.

Розв’язання. Оскiльки

a
b2 + 1

+
b

c2 + 1
+

c
d2 + 1

+
d

a2 + 1
=

a3

a2 b2 + a2
+

b3

b2c2 + b2
+

c3

c2d2 + c2
+

d3

d2a2 + d2
,

то за нерiвнiстю (2.4) дiстанемо
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�p
a3
�2

a2 + a2 b2
+

�p
b3
�2

b2 + b2c2
+

�p
c3
�2

c2 + c2d2
+

�p
d3
�2

d2 + d2a2
¾

¾

�

a
p

a+ b
p

b+ c
p

c + d
p

d
�2

a2 b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2 + 1
.

Тому залишилось довести, що

a2 b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2 ¶
1
4

.

Але це насправдi так, бо

a2 b2 + b2c2 + c2d2 + d2a2 =
�

a2 + c2
� �

b2 + d2
�

¶
�

a2 + b2 + c2 + d2

2

�2

=
1
4

.

�

Задача 2.8. Доведiть, що для будь-яких додатних чисел a, b, c виконується
нерiвнiсть

a2

(a+ b)(a+ c)
+

b2

(b+ a)(b+ c)
+

c2

(c + a)(c + b)
¾

3
4

.

(Московська математична олiмпiада, 2000 р.)

Розв’язання. За нерiвнiстю (2.4) маємо

a2

(a+ b)(a+ c)
+

b2

(b+ a)(b+ c)
+

c2

(c + a)(c + b)
¾

¾
(a+ b+ c)2

(a+ b)(a+ c) + (b+ c)(b+ a) + (c + a)(c + b)
=

=
(a+ b+ c)2

(a+ b+ c)2 + 3(ab+ ac + bc)
.

Залишилось довести, що

(a+ b+ c)2

a2 + b2 + c2 + 3(ab+ ac + bc)
¾

3
4

.

В цьому легко переконатись, виконавши рiвносильнi перетворення:

4(a+ b+ c)2 ¾ 3
�

a2 + b2 + c2 + 3ab+ 3bc + 3ca
�

=

= 3(a+ b+ c)2 + 3ab+ 3bc + 3ca;

a2 + b2 + c2 ¾ ab+ bc + ca;

(a− b)2 + (b− c)2 + (c − a)2 ¾ 0.

�
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Задача 2.9. Доведiть, що для будь-яких додатних чисел a, b, c виконується
нерiвнiсть

1
b(a+ b)

+
1

c(b+ c)
+

1
a(c + a)

¾
27

2(a+ b+ c)2
.

Розв’язання. Застосовуючи двiчi нерiвнiсть (2.4), матимемо:

1
b(a+ b)

+
1

c(b+ c)
+

1
a(c + a)

=

�

1p
b

�2

a+ b
+

�

1p
c

�2

b+ c
+

�

1p
a

�2

c + a
¾

¾

�

1p
b
+ 1p

c +
1p
a

�2

a+ b+ b+ c + c + a
=
�

1
p

b
+

1
p

c
+

1
p

a

�2

·
1

2 (a+ b+ c)
¾

¾
�

(1+ 1+ 1)2
p

b+
p

c +
p

a

�2

·
1

2 (a+ b+ c)
=

81
�p

a+
p

b+
p

c
�2 ·

1
2 (a+ b+ c)

¾

¾
27

2(a+ b+ c)2
.

Для доведення останньої нерiвностi, маємо:

a+ b+ c =
(
p

a)
1

2

+
(
p

b)
2

1
+
(
p

c)
1

2

¾
(
p

a+
p

b+
p

c)
2

3
,

тобто
1

�p
a+
p

b+
p

c
�2 ¾

1
3(a+ b+ c)

.

А тому остаточно:

81
�p

a+
p

b+
p

c
�2 ·

1
2(a+ b+ c)

¾
81

3(a+ b+ c)
·

1
2(a+ b+ c)

=
27

2(a+ b+ c)2
,

що i треба було довести. �

Задача 2.10. Нехай n натуральне число. Дiйснi числаα, β , x1, x2, . . . , xn

є додатними, причому x1 + x2 + . . .+ xn = 1. Доведiть нерiвнiсть

x3
1

αx1 + β x2
+

x3
2

αx2 + β x3
+ . . .+

x3
n−1

αxn−1 + β xn
+

x3
n

αxn + β x1
¾

1
n(α+ β)

.

Розв’язання. Зауважимо спочатку, що з очевидної нерiвностi

(x1 − x2)
2 + (x2 − x3)

2 + . . .+ (xn−1 − xn)
2 + (xn − x1)

2 ¾ 0
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випливає нерiвнiсть

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ¾ x1 x2 + x2 x3 + . . .+ xn−1 xn + xn x1. (2.5)

Оскiльки
x2

1

1
+

x2
2

1
+ . . .+

x2
n

1
¾
(x1 + x2 + . . .+ xn)

2

n
,

то

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ¾

1
n

. (2.6)

Тепер, використовуючи нерiвностi (2.4), (2.5), (2.6), дiстанемо наступнi оцiн-
ки

x3
1

αx1 + β x2
+

x3
2

αx2 + β x3
+ . . .+

x3
n−1

αxn−1 + β xn
+

x3
n

αxn + β x1
=

=
x4

1

αx2
1 + β x2 x1

+ . . .+
x4

n−1

αx2
n−1 + β xn xn−1

+
x4

n

αx2
n + β x1 xn

¾

¾
(x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n)
2

α(x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n) + β(x1 x2 + x2 x3 + . . .+ xn−1 xn + xn x1)

¾

¾
(x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n)
2

α(x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n) + β(x

2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n)
=

=
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

α+ β
¾

1
n(α+ β)

.

�

Задача 2.11. Доведiть, що для всiх додатних чисел a, b, c, якi задовольня-
ють умову abc = 1, виконується нерiвнiсть

1
a3(b+ c)

+
1

b3(a+ c)
+

1
c3(a+ b)

¾
3
2

.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1995 р.)

Розв’язання. Позначимо лiву частину нерiвностi через S та подамо її у
виглядi

S =

�

1
a

�2

ab+ ac
+

�

1
b

�2

ba+ bc
+

�

1
c

�2

ca+ cb
.

Далi, застосовуючи нерiвнiсть (2.4), одержимо:

S ¾

�

1
a +

1
b +

1
c

�2

ab+ ac + ba+ bc + ca+ cb
=

�

bc+ac+ab
abc

�2

2 (ab+ bc + ca)
=
(ab+ bc + ca)2

2 (ab+ bc + ca)
=

=
ab+ bc + ca

2
,
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бо abc = 1.
Далi за нерiвнiстю Кошi остаточно дiстанемо

S ¾
1
2
(ab+ bc + ca)¾

3
2

3
q

(abc)2 =
3
2

.

В наступних параграфах ми розглянемо й iншi способи доведення цiєї
нерiвностi (див., сторiнки 61, 51). �

Задача 2.12. Дiйснi числа a, b, c, x , y, z задовольняють умови a ¾ b ¾ c >
> 0 i x ¾ y ¾ z > 0. Доведiть, що

a2 x2

(b y + cz) (bz + c y)
+

b2 y2

(cz + ax) (cx + az)
+

c2z2

(ax + b y) (a y + bx)
¾

3
4

.

Розв’язання. Позначимо лiву частину нерiвностi через S. Оскiльки a ¾
¾ b ¾ c i x ¾ y ¾ z, то bz + c y ¶ b y + cz, а тому

(b y + cz) (bz + c y)¶ (b y + cz)2 ¶ 2
�

(b y)2 + (cz)2
�

.

Покладемо α= (ax)2,β = (b y)2,γ= (cz)2. Тодi

a2 x2

(b y + cz) (bz + c y)
¾

a2 x2

2
�

(b y)2 + (cz)2
� =

α

2 (β + γ)

Аналогiчно, дiстанемо

b2 y2

(cz + ax) (cx + az)
¾

β

2 (γ+α)
,

c2z2

(ax + b y) (a y + bx)
¾

γ

2 (α+ β)
.

Додавши почленно останнi три нерiвностi, будемо мати

S ¾
1
2

�

α

β + γ
+

β

γ+α
+

γ

α+ β

�

¾
1
2
·

3
2
=

3
4

.

Тут ми використали нерiвнiсть задачi 2.3 (нерiвнiсть Несбiтта). �

Задача 2.13. Нехай x > 1, y > 1, z > 1 i
1
x
+

1
y
+

1
z
= 2. Доведiть, що

p

x + y + z ¾
p

x − 1+
p

y − 1+
p

z − 1.

Розв’язання. Зауважимо, що

1=
x − 1

x
+

y − 1
y
+

z − 1
z
¾
(
p

x − 1+
p

y − 1+
p

z − 1)
2

x + y + z
,
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звiдки

x + y + z ¾ (
p

x − 1+
p

y − 1+
p

z − 1)
2
,

або
p

x + y + z ¾
p

x − 1+
p

y − 1+
p

z − 1,

що й треба було довести. �

Задача 2.14. Довжини сторiн опуклого шестикутника ABC DEF задоволь-
няють умови AB = BC , C D = DE, EF = FA. Доведiть, що

BC
BE
+

DE
DA
+

FA
FC
¾

3
2

Розв’язання.

A

B

C

D

E

F

e

c

a

Рис. 2.1.

Нехай C E = a, EA = c, AC = e. Застосовуючи
нерiвнiсть Птоломея до чотирикутника ABC E дiста-
немо

BC · (a+ c) = BC · (C E + AE) =

= AB · C E + BC · AE ¾

¾ AC · BE = e · BE,

звiдки
BC
BE
¾

e
a+ c

.

Аналогiчно одержуємо, що
DE
DA
¾

a
c + e

та
FA
FC
¾

c
e+ a

.

Тодi на пiдставi нерiвностi Несбiтта (задача 2.3), будемо мати:
BC
BE
+

DE
DA
+

FA
FC
¾

e
a+ c

+
a

c + e
+

c
c + a
¾

3
2

,

що i треба було довести. �

Задача 2.15. Доведiть, що для додатних чисел a, b, c виконується нерiв-
нiсть

a3

a2 + ab+ b2
+

b3

b2 + bc + c2
+

c3

c2 + ca+ a2
¾

a+ b+ c
3

.
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Розв’язання. Позначимо лiву частину нерiвностi, що доводиться, через S.
Тодi, використовуючи двiчi нерiвнiсть (2.4) для наборiв з трьох чисел, знахо-
димо

S =
(a2)2

a3 + a2 b+ ab2
+

(b2)2

b3 + b2c + bc2
+

(c2)2

c3 + c2a+ ca2
¾

¾
(a2 + b2 + c2)2

(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2)
=

1
a+ b+ c

·
�

a2

1
+

b2

1
+

c2

1

�

¾

1
a+ b+ c

·
(a+ b+ c)2

1+ 1+ 1
=

a+ b+ c
3

,

що i потрiбно було довести. Зауважимо, що iнший спосiб доведення цiєї нерiв-
ностi наведено на сторiнцi 38 (задача 2.21). �

Задача 2.16. Нехай x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа, n¾ 2, такi, що
x1 + x2 + . . .+ xn = 1. Доведiть, що

x1

1+ x2 + . . .+ xn
+

x2

1+ x1 + . . .+ xn
+ . . .+

xn

1+ x1 + . . .+ xn−1
¾

n
2n− 1

.

(Балканська математична олiмпiада, 1984)

Розв’язання. Перепишемо дану нерiвнiсть у виглядi
x1

2− x1
+

x2

2− x2
+ . . .+

xn

2− xn
¾

n
2n− 1

.

Оскiльки
t

2− t
= −1+

2
2− t

,

то остання нерiвнiсть рiвносильна таким нерiвностям:

(−1) +
2

2− x1
+ (−1) +

2
2− x2

+ . . .+ (−1) +
2

2− xn
¾

n
2n− 1

;

2
2− x1

+
2

2− x2
+ . . .+

2
2− xn

¾
n

2n− 1
+ n;

1
2− x1

+
1

2− x2
+ . . .+

1
2− xn

¾
n2

2n− 1
.

За умовою задачi знаменники усiх дробiв в лiвiй частинi останньої нерiв-
ностi додатнi, а тому iстиннiсть останньої нерiвностi випливає з нерiвностi
(2.4):

1
2− x1

+
1

2− x2
+ . . .+

1
2− xn

¾
(1+ 1+ . . .+ 1)2

2n− (x1 + x2 + . . .+ xn)
=

n2

2n− 1
.

Зазначимо, що iнший спосiб розв’язання цiєї задачi буде розглянуто в роздiлi
2.5 (задача 2.47 на сторiнцi 75). �
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Насамкiнець зауважимо, що iснують модифiкацiї нерiвностi (2.4).
Задача 2.17. Нехай x1, x2, . . . , xn та y1, y2, . . . , yn два набори додатних

чисел. Доведiть, що
x3

1

y2
1

+
x3

2

y2
2

+ . . .+
x3

n

y2
n

¾
(x1 + x2 + . . .+ xn)

3

(y1 + y2 + . . .+ yn)
2 .

Вказiвка. Доводити цю нерiвнiсть можна методом математичної iндукцiї.
База iндукцiї. Для n= 2 доведемо таку нерiвнiсть

x3
1

y2
1

+
x3

2

y2
2

¾
(x1 + x2)

3

(y1 + y2)
2 .

В силу симетрiї покладемо x1 ¾ x2. Тодi

x3
1

(y1 + y2)
2

y2
1

+ x3
2

(y1 + y2)
2

y2
2

¾ x3
1

�

�

1+
y2

y1

�2

+
�

1+
y1

y2

�2
�

¾

¾ x3
1

�

4
y2

y1
+ 4

y1

y2

�

= 4x3
1

�

y2

y1
+

y1

y2

�

¾

¾ 8x3
1 = (2x1)

3 ¾ (x1 + x2)
3.

Крок iндукцiї пропонуємо виконати читачевi самостiйно. �

2.2. Реверсна технiка Кошi для доведення нерiвностей

У цьому роздiлi для доведення нерiвностей ми будемо використовувати
метод, який називають реверсною технiкою Кошi. Вiн дозволяє застосовува-
ти нерiвнiсть Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм геометричним в
нерiвностях, в яких, здавалось би, це неможливо. Цей метод є несподiвано
простим, але й досить ефективним у своєму застосуваннi. Його суть будемо
розкривати при доведеннi наступних олiмпiадних алгебраїчних нерiвностей.

Задача 2.18. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 3.
Доведiть, що

a
b2 + 1

+
b

c2 + 1
+

c
a2 + 1

¾
3
2

.

Розв’язання. Насправдi неможливо використовувати нерiвнiсть Кошi
у знаменниках лiвої частини (b2 + 1 ¾ 2b та iн.), оскiльки одержимо знак
нерiвностi, протилежний до потрiбного. Тим не менше, ми зможемо здiйснити
задумане, але до iншого виразу:

a
b2 + 1

= a−
ab2

b2 + 1
¾ a−

ab2

2b
= a−

1
2

ab.
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Тепер нерiвнiсть буде такою:
a

b2 + 1
+

b
c2 + 1

+
c

a2 + 1
¾ (a+ b+ c)−

1
2
(ab+ bc + ca)¾

3
2

,

бо a+ b+ c = 3 i ab+ bc + ca ¶ 3. Дiйсно,

9= (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 (ab+ bc + ca)¾ 3 (ab+ bc + ca) ,

тобто ab+ bc + ca ¶ 3. �

Проаналiзуємо це розв’язання. Реверсом у ньому є перехiд вiд виразу a
b2+1

до виразу − ab2

b2+1 . Дiйсно, якщо у знаменнику застосувати нерiвнiсть Кошi, то
одержимо нерiвнiсть

a
b2 + 1

¶
a

2b
.

При цьому знак нерiвностi є протилежним до знаку, який потрiбно довести.
Здiйснивши перехiд до виразу − ab2

b2+1 i застосувавши у його знаменнику нерiв-
нiсть Кошi, одержимо нерiвнiсть

−
ab2

b2 + 1
¾ −

ab2

2b
,

у якiй вже потрiбний знак нерiвностi.
Далi на задачах олiмпiад ми продемонструємо реверсну технiку Кошi.
Задача 2.19. Нехай a, b, c заданi дiйснi додатнi числа. Доведiть, що

a3

a2 + b2
+

b3

b2 + c2
+

c3

c2 + a2
¾

a+ b+ c
2

.

Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування ревер-
сної технiки Кошi:

a3

a2 + b2
= a−

ab2

a2 + b2
¾ a−

ab2

2ab
= a−

1
2

b.

Таким чином,

a3

a2 + b2
+

b3

b2 + c2
+

c3

c2 + a2
¾ (a+ b+ c)−

1
2
(b+ c + a) =

a+ b+ c
2

,

що i треба було довести. �

Задача 2.20. Нехай a, b, c, d додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 1.
Доведiть, що

a2

a+ b
+

b2

b+ c
+

c2

c + d
+

d2

d + a
¾

1
2

.

(Iрландiя, 1999 р.)
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Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування ревер-
сної технiки Кошi:

a2

a+ b
= a−

ab
a+ b
¾ a−

ab

2
p

ab
= a−

1
2

p

ab.

Таким чином,

a2

a+ b
+

b2

b+ c
+

c2

c + d
+

d2

d + a
¾

¾ (a+ b+ c + d)−
1
2

�p

ab+
p

bc +
p

cd +
p

da
�

=

= 1−
1
2

�p

ab+
p

bc +
p

cd +
p

da
�

¾ 1−
1
2
· 1= 1.

Залишилося довести, що
p

ab+
p

bc +
p

cd +
p

da ¶ 1.
Дiйсно, оскiльки a+ b+ c + d = 1, то за нерiвнiстю Кошi одержуємо:

p

ab+
p

bc +
p

cd +
p

da ¶
a+ b

2
+

b+ c
2
+

c + d
2
+

d + a
2
=

= a+ b+ c + d = 1,

що i треба було довести. �

Задача 2.21. Доведiть, що для додатних чисел a, b, c виконується нерiв-
нiсть

a3

a2 + ab+ b2
+

b3

b2 + bc + c2
+

c3

c2 + ca+ a2
¾

a+ b+ c
3

.

Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування ревер-
сної технiки Кошi:

a3

a2 + ab+ b2
= a−

ab(a+ b)
a2 + ab+ b2

¾ a−
ab(a+ b)

3ab
=

2a− b
3

.

Аналогiчно:
b3

b2 + bc + c2
¾

2b− c
3

,

c3

c2 + ca+ a2
¾

2c − a
3

.

Додавши цi три нерiвностi, одержуємо:

a3

a2 + ab+ b2
+

b3

b2 + bc + c2
+

c3

c2 + ca+ a2
¾

¾
2a− b

3
+

2b− c
3

+
2c − a

3
=

a+ b+ c
3

,
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що i потрiбно було довести. Зауважимо, що iнший спосiб доведення цiєї нерiв-
ностi наведено на сторiнцi 34 (задача 2.15). �

Задача 2.22. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 3.
Доведiть, що

a2

a+ 2b2
+

b2

b+ 2c2
+

c2

c + 2a2
¾ 1.

(Польща, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2005 р.)

Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування ревер-
сної технiки Кошi:

a2

a+ 2b2
= a−

2ab2

a+ 2b2
¾ a−

2ab2

3
3p

ab2 b2
= a−

2
3

3
p

a2 b2.

Таким чином,

a2

a+ 2b2
+

b2

b+ 2c2
+

c2

c + 2a2
¾ (a+ b+ c)−

2
3

�

3
p

a2 b2 +
3
p

b2c2 +
3
p

c2a2
�

=

= 3−
2
3

�

3
p

a2 b2 +
3
p

b2c2 +
3
p

c2a2
�

¾ 3−
2
3
· 3= 1.

Залишилося довести, що
3p

a2 b2 + 3p
b2c2 + 3p

c2a2 ¶ 3.
Дiйсно, оскiльки a+ b+ c = 3, то

9= (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 (ab+ bc + ca)¾ 3 (ab+ bc + ca) ,

тобто 3¾ ab+ bc + ca.
Далi,

9= 3 (a+ b+ c) = 2 (a+ b+ c) + 3¾ 2 (a+ b+ c) + (ab+ bc + ca) =

= (a+ b+ ab) + (b+ c + bc) + (c + a+ ca)¾

¾ 3
3
p

a · b · ab+ 3
3
p

b · c · bc + 3 3pc · a · ca = 3
�

3
p

a2 b2 +
3
p

b2c2 +
3
p

c2a2
�

,

тобто
3p

a2 b2 + 3p
b2c2 + 3p

c2a2 ¶ 3, що i треба було довести. �

Задача 2.23. Нехай a, b, c, d додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 4.
Доведiть, що

a
b2c + 1

+
b

c2d + 1
+

c
d2a+ 1

+
d

a2 b+ 1
¾ 2.

Розв’язання. Застосуємо реверсну технiку Кошi:

a
b2c + 1

= a−
ab2c

b2c + 1
¾ a−

ab2c
2b
p

c
= a−

ab
p

c
2
=
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= a−
b
p

a · ac
2
¾ a−

b (a+ ac)
4

= a−
1
4

ab−
1
4

abc.

Таким чином,

a
b2c + 1

+
b

c2d + 1
+

c
d2a+ 1

+
d

a2 b+ 1
¾

¾ (a+ b+ c + d)−
1
4
(ab+ bc + cd + da)−

1
4
(abc + bcd + cda+ dab) .

Оскiльки a+ b+ c + d = 4, то

ab+ bc + cd + da = b (a+ c) + d (c + a) = (a+ c) (b+ d)¶

¶
�

(a+ c) + (b+ d)
2

�2

=
�

a+ b+ c + d
2

�2

=
�

4
2

�2

= 4,

а також

abc + bcd + cda+ dab = bc (a+ d) + da (c + b)¶

¶
�

b+ c
2

�2

(a+ d) +
�

a+ d
2

�2

(b+ c) =

=
1
4
(a+ d) (b+ c) (a+ b+ c + d) = (a+ d) (b+ c)¶

¶
�

(a+ d) + (b+ c)
2

�2

=
�

a+ b+ c + d
2

�2

=
�

4
2

�2

= 4.

Таким чином, ми довели, що

a
b2c + 1

+
b

c2d + 1
+

c
d2a+ 1

+
d

a2 b+ 1
¾

¾ (a+ b+ c + d)−
1
4
(ab+ bc + cd + da)−

1
4
(abc + bcd + cda+ dab)¾

¾ 4−
1
4
· 4−

1
4
· 4= 2,

що i треба було довести.
Зауваження. Звернiть увагу, що замiну заданого виразу на реверсний ми

здiйснили двiчi. �
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2.3. Трансферна нерiвнiсть та її застосування

Нехай (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) довiльнi два набори дiйсних чисел,
а (c1, c2, . . . , cn) деяка перестановка чисел набору (b1, b2, . . . , bn). Спробуємо
встановити, яка iз сум

S = a1c1 + a2c2 + . . .+ ancn, (2.7)

отриманих для рiзних перестановок (c1, c2, . . . , cn), найбiльша, а яка най-
менша.

Означення. Набори чисел (ai)та (bi) називаються однаково впорядко-
ваними, якщо при всiх k i m iз множини {1, 2, . . . , n}, виконуються нерiвностi:

(ak − am) (bk − bm)¾ 0,

i протилежно впорядкованими, якщо при всiх k i m iз множини {1, 2, . . . , n},
виконуються нерiвностi:

(ak − am) (bk − bm)¶ 0.

Наведемо кiлька прикладiв.
1. Якщо a1 ¶ a2 ¶ . . .¶ an, то при b1 ¶ b2 ¶ . . . ¶ bn набори (a1, a2, . . . , an)

i (b1, b2, . . . , bn) будуть однаково впорядкованими, а при b1 ¾ b2 ¾ . . . ¾ bn

протилежно впорядкованими.
2. Набори невiд’ємних чисел (a1, a2, . . . , an) i

�

a2
1, a2

2, . . . , a2
n

�

будуть одна-

ково впорядкованi, а набори додатних чисел (a1, a2, . . . , an) i
�

1
a1

, 1
a2

, . . . , 1
an

�

будуть протилежно впорядкованi, оскiльки функцiя y = t2 монотонно зростає
при t ¾ 0, а функцiя y = 1

t монотонно спадає при t > 0.
3. Набори (1, 2,3) i (2, 1,3) не є нi однаково впорядкованими, нi протиле-

жно впорядкованими.
4. Розглянемо набiр чисел (a1, a2, . . . , an). Для будь-якого набору чисел

(b1, b2, . . . , bn) iснує його перестановка
�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

, однаково впорядкована
з набором (a1, a2, . . . , an), i iснує перестановка

�

b′′1 , b′′2 , . . . , b′′n
�

, протилежно
впорядкована з набором (a1, a2, . . . , an).

5. Припустимо, що набори (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) однаково впо-
рядкованi i набiр (b1, b2, . . . , bn) не мiстить однакових членiв. Тодi, якщо на-
бори (b1, b2, . . . , bn) i (c1, c2, . . . , cn) однаково впорядкованi, то однаково впо-
рядкованими будуть i набори (a1, a2, . . . , an) i (c1, c2, . . . , cn). А якщо набори
(b1, b2, . . . , bn) i (c1, c2, . . . , cn) протилежно впорядкованi, то протилежно впо-
рядкованими будуть i набори (a1, a2, . . . , an) i (c1, c2, . . . , cn).
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Якщо ж набори (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) протилежно впорядкованi,
а набори (b1, b2, . . . , bn) i (c1, c2, . . . , cn) також протилежно впорядкованi, то
набори (a1, a2, . . . , an) i (c1, c2, . . . , cn) будуть однаково впорядкованими.

Теорема 2.1. Серед усiх сум (2.7) найбiльшою буде сума, пiдрахована для
однаково впорядкованих наборiв (a1, a2, . . . , an) i (c1, c2, . . . , cn), а найменшою
буде та сума, для якої набори (a1, a2, . . . , an) i (c1, c2, . . . , cn) протилежно впо-
рядкованi.

Зокрема, якщо a1 ¶ a2 ¶ . . . ¶ an i b1 ¶ b2 ¶ . . . ¶ bn, то для будь-якої
перестановки

�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

набору чисел (b1, b2, . . . , bn), виконується така
подвiйна нерiвнiсть:

a1 bn + a2 bn−1 + . . .+ an b1 ¶

¶ a1 b′1 + a2 b′2 + . . .+ an b′n ¶

¶ a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn.

Такi нерiвностi не мають загальноприйнятої назви, iнодi їх називають транс-
нерiвностями, iнодi нерiвностями перестановок. Ми будемо називати їх
трансферними нерiвностями.

Наслiдок 1. Якщо два набори чисел (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) одна-
ково впорядкованi, то для будь-якої перестановки

�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

набору чи-
сел (a1, a2, . . . , an) i для будь-якої перестановки

�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

набору чисел
(b1, b2, . . . , bn) виконується нерiвнiсть

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾ a′1 b′1 + a′2 b′2 + . . .+ a′n b′n,

причому, рiвнiсть у цiй нерiвностi буде досягатися тодi i тiльки тодi, коли
�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

= (a1, a2, . . . , an) i
�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

= (b1, b2, . . . , bn).
Наслiдок 2. Якщо два набори чисел (a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) про-

тилежно впорядкованi, то для будь-якої перестановки
�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

набору
чисел (a1, a2, . . . , an) i для будь-якої перестановки

�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

набору чисел
(b1, b2, . . . , bn) виконується нерiвнiсть

a1 bn + a2 bn−1 + . . .+ an b1 ¶ a′1 b′1 + a′2 b′2 + . . .+ a′n b′n,

причому, рiвнiсть у цiй нерiвностi буде досягатися тодi i тiльки тодi, коли
�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

= (a1, a2, . . . , an) i
�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

= (bn, bn−1, . . . , b1).
Наслiдок 3. Для будь-якої перестановки

�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

набору чисел
(a1, a2, . . . , an) виконується нерiвнiсть

a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n ¾ a1a′1 + a2a′2 + . . .+ ana′n.
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Наслiдок 4. Для будь-якої перестановки
�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

набору чисел
(a1, a2, . . . , an) виконується нерiвнiсть

a′1
a1
+

a′2
a2
+ . . .+

a′n
an
¾ n.

Доведення (трансферної нерiвностi). Нехай a1 ¶ a2 ¶ . . . ¶ an i
b1 ¶ b2 ¶ . . . ¶ bn, а (b′1, b′2, . . . , b′n) довiльна перестановка набору
(b1, b2, . . . , bn). Доведемо, що

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾ a1 b′1 + a2 b′2 + . . .+ an b′n. (2.8)

Розглянемо рiзницю цих сум, перетворимо її в спецiальну суму, i застосуємо
до неї формулу Абеля:

n
∑

k=1

ak bk −
n
∑

k=1

ak b′k =
n
∑

k=1

ak

�

bk − b′k
�

=

= (a1 − a2)
�

b1 − b′1
�

+ (a2 − a3)
�

b1 + b2 − b′1 − b′2
�

+ . . .+

+ (an−1 − an)

�

n−1
∑

k=1

bk −
n−1
∑

k=1

b′k

�

+ an

�

n
∑

k=1

bk −
n
∑

k=1

b′k

�

¾ 0,

оскiльки першi i другi дужки доданкiв розгорнутої суми недодатнi, бо a1 ¶
¶ a2 ¶ . . . ¶ an, i для кожного m ∈ {1,2, . . . , n}, враховуючи умову b1 ¶ b2 ¶

¶ . . . ¶ bn, виконується нерiвнiсть:
m
∑

k=1
bk ¶

m
∑

k=1
b′k. Рiвнiсть у цiй нерiвностi

буде мати мiсце тодi i тiльки тодi, коли набори (b1, b2, . . . , bn) i
�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

спiвпадатимуть.
Аналогiчним буде доведення i такої нерiвностi:

a1 b′1 + a2 b′2 + . . .+ an b′n ¾ a1 bn + a2 bn−1 + . . .+ an b1, (2.9)

причому рiвнiсть у цiй нерiвностi буде мати мiсце тодi i тiльки тодi, коли
набори

�

b′1, b′2, . . . , b′n
�

i (bn, bn−1, . . . , b1) спiвпадатимуть.
Зрозумiло, що нерiвностi (2.8) i (2.9) можна отримувати, коли використо-

вувати перестановки
�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

набору (a1, a2, . . . , an), бо набори чисел
(a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) рiвноправнi.

Трансферна нерiвнiсть при вмiлому використаннi дозволяє достатньо
досить легко доводити низку рiзноманiтних нерiвностей, зокрема i класичнi.
Спочатку ми покажемо, як доводяться деякi класичнi нерiвностi за допомогою
трансферної нерiвностi.

Теорема 2.2 (Нерiвнiсть AM-GM, нерiвнiсть Кошi). Якщо
(a1, a2, . . . , an) будь-який набiр додатних дiйсних чисел, то виконується
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така нерiвнiсть:
a1 + a2 + . . .+ an

n
¾ n
p

a1a2 . . . an.

Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли a1 = a2 = . . .=
= an.

Доведення. Перший спосiб. Легко перевiрити, що коли ця нерiвнiсть ви-
конується для набору чисел (a1, a2, . . . , an), то вона буде виконуватися i для
набору чисел (b1, b2, . . . , bn) = (λa1,λa2, . . . ,λan), де λ довiльне додатне дiй-

сне число. Тому, поклавши λ =
1

n
p

a1a2 . . . an
, ми одержуємо, що b1 b2 . . . bn = 1,

i нам залишилося довести, що b1 + b2 + . . .+ bn ¾ n. Такий процес переходу
до нових змiнних називається нормалiзацiєю доводжуваної нерiвностi. Нехай
b1 =

x1
x2

, b2 =
x2
x3

, . . . , bn−1 =
xn−1
xn

, де x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа, тодi
bn =

xn
x1

. При цьому, доводжувана нерiвнiсть перепишеться так

x1

x2
+

x2

x3
+ . . .+

xn

x1
¾ n.

Зауважимо, що набори чисел (x1, x2, . . . , xn) i
�

1
x1

, 1
x2

, . . . , 1
xn

�

є протилежно

впорядкованими, бо функцiя y = 1
t монотонно спадає для t > 0. Тому ра-

зом iз перестановкою
�

1
x2

, 1
x3

, . . . , 1
xn

, 1
x1

�

набору
�

1
x1

, 1
x2

, . . . , 1
xn

�

, трансферна
нерiвнiсть (2.9) дає таку нерiвнiсть:

x1 ·
1
x2
+x2 ·

1
x3
+. . .+xn−1 ·

1
xn
+xn ·

1
x1
¾ x1 ·

1
x1
+x2 ·

1
x2
+. . .+xn−1 ·

1
xn−1

+xn ·
1
xn

,

тобто
x1

x2
+

x2

x3
+ . . .+

xn

x1
¾ n.

Рiвнiсть у цiй нерiвностi буде досягатися тодi i тiльки тодi, коли будуть спiв-
падати набори чисел

�

1
x2

, 1
x3

, . . . , 1
xn

, 1
x1

�

i
�

1
x1

, 1
x2

, . . . , 1
xn

�

, тобто коли x1 = x2 =
= . . .= xn. Звiдки слiдує, що b1 = b2 = . . .= bn = 1, а тодi a1 = a2 = . . .= an =
= n
p

a1a2 . . . an, що i треба було довести.
Другий спосiб. Нехай G = n

p
a1a2 . . . an. Переставивши, якщо потрiбно,

числа a1, a2, . . . , an, можна їх впорядкувати за зростанням: a1 ¶ a2 ¶ . . .¶ an.
Розглянемо два набори чисел:
�a1

G
,

a1a2

G2
,

a1a2a3

G3
, . . . ,

a1a2 . . . an

Gn

�

i

�

G
a1

,
G2

a1a2
,

G3

a1a2a3
, . . . ,

Gn

a1a2 . . . an

�

.

Тут a1a2...an
Gn = 1 = Gn

a1a2...an
. Цi два набори протилежно впорядкова-

нi. Тому, разом iз перестановкою
�

1, G
a1

, G2

a1a2
, G3

a1a2a3
, . . . , Gn−1

a1a2...an−1

�

набору
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�

G
a1

, G2

a1a2
, G3

a1a2a3
, . . . , Gn

a1a2...an

�

, трансферна нерiвнiсть (2.9) дає таку нерiвнiсть:

n=
a1

G
·

G
a1
+

a1a2

G2
·

G2

a1a2
+ . . .+

a1a2 . . . an

Gn
·

Gn

a1a2 . . . an
¶

¶
a1

G
· 1+

a1a2

G2
·

G
a1
+ . . .+

a1a2 . . . an

Gn
·

Gn−1

a1a2 . . . an−1
=

=
a1 + a2 + . . .+ an

G
,

звiдки й слiдує нерiвнiсть AM-GM. Рiвнiсть у цiй нерiвностi буде до-
сягатися тодi i тiльки тодi, коли будуть спiвпадати набори чисел
�

G
a1

, G2

a1a2
, G3

a1a2a3
, . . . , Gn

a1a2...an

�

i
�

1, G
a1

, G2

a1a2
, G3

a1a2a3
, . . . , Gn−1

a1a2...an−1

�

, тобто G
a1
= 1,

G2

a1a2
= G

a1
, G3

a1a2a3
= G2

a1a2
, . . . , Gn

a1a2...an
= Gn−1

a1a2...an−1
. Звiдки знаходимо, що

a1 = a2 = a3 = . . .= an = G, що i завершує доведення.
Теорема 2.3 (Нерiвнiсть Несбiтта). Якщо a, b, c додатнi дiйснi числа,

то виконується така нерiвнiсть:
a

b+ c
+

b
c + a

+
c

a+ b
¾

3
2

.

Рiвнiсть в цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли a = b = c.
Доведення. Не порушуючи загальностi будемо вважати, що a ¶ b ¶ c, то-

дi a+b ¶ c+a ¶ b+c. Звiдси слiдує, що 1
b+c ¶

1
c+a ¶

1
a+b . Це означає, що набори

(a1, a2, a3) = (a, b, c) i (b1, b2, b3) =
�

1
b+c , 1

c+a , 1
a+b

�

є однаково впорядкованими.
Тому разом iз перестановками

�

a′1, a′2, a′3
�

= (b, c, a) i
�

a′′1 , a′′2 , a′′3
�

= (c, a, b)
набору (a, b, c), трансферна нерiвнiсть (2.8) дає такi двi нерiвностi:

a
b+ c

+
b

c + a
+

c
a+ b
¾

b
b+ c

+
c

c + a
+

a
a+ b

i
a

b+ c
+

b
c + a

+
c

a+ b
¾

c
b+ c

+
a

c + a
+

b
a+ b

.

Додавши цi двi нерiвностi, одержимо:

2
�

a
b+ c

+
b

c + a
+

c
a+ b

�

¾
b+ c
b+ c

+
c + a
c + a

+
a+ b
a+ b

= 3.

Звiдси й слiдує, що
a

b+ c
+

b
c + a

+
c

a+ b
¾

3
2

.

Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли числа набору
(a, b, c) спiвпадуть з числами набору

�

1
b+c , 1

c+a , 1
a+b

�

, тобто коли a = 1
b+c , b =

= 1
c+a , c = 1

a+b . Звiдки ab+ ca = bc + ab = ca+ bc = 1, тобто a = b = c, що i
треба було довести.
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Ще один спосiб доведення цiєї нерiвностi наведено на сторiнцi 28 (задача
2.3). �

Теорема 2.4 (Нерiвнiсть Чебишова1). Для довiльних наборiв дiйсних чи-
сел a1 ¶ a2 ¶ . . .¶ an i b1 ¶ b2 ¶ . . .¶ bn виконується така нерiвнiсть:

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn

n
¾

a1 + a2 + . . .+ an

n
·

b1 + b2 + . . .+ bn

n
.

Рiвнiсть в цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли a1 = a2 = . . .=
= an або b1 = b2 = . . .= bn.

Доведення. За умовою теореми заданi два набори чисел (a1, a2, . . . , an)
i (b1, b2, . . . , bn) однаково впорядкованi. Тому, разом з усiма циклiчними
перестановками чисел набору (b1, b2, . . . , bn), трансферна нерiвнiсть (2.8) дає
нам такi нерiвностi:

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn = a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn.

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾ a1 b2 + a2 b3 + . . .+ an b1,

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾ a1 b3 + a2 b4 + . . .+ an b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn ¾ a1 bn + a2 b1 + . . .+ an bn−1.

Додавши цi n нерiвностей (насправдi перша рiвнiсть), ми одержуємо:

n (a1 b1 + a2 b2 + . . .+ an bn)¾ (a1 + a2 + . . .+ an) (b1 + b2 + . . .+ bn) .

Подiливши обидвi частини цiєї нерiвностi на n2, одержимо нерiвнiсть, яку
треба було довести. Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли
набiр (b1, b2, . . . , bn) спiвпадає з усiма своїми циклiчними перестановками,
тобто коли b1 = b2 = . . .= bn. Це i завершує доведення теореми. �

Теорема 2.5 (Нерiвнiсть QM-AM). Якщо (x1, x2, . . . , xn) набiр дода-
тних дiйсних чисел, то виконується така нерiвнiсть:

√

√

√ x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n
¾

x1 + x2 + . . .+ xn

n
.

Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2 = . . .=
= xn.

Доведення. Оскiльки набори чисел (a1, a2, . . . , an) = (x1, x2, . . . , xn) i
(b1, b2, . . . , bn) = (x1, x2, . . . , xn) однаково впорядкованi, то використовуючи

1Пафнутiй Львович Чебишов (1821 1894) росiйський математик.
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нерiвнiсть Чебишова (теорема 2.4), одержимо нерiвнiсть:

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

n
¾

x1 + x2 + . . .+ xn

n
·

x1 + x2 + . . .+ xn

n
,

тобто
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

n
¾
� x1 + x2 + . . .+ xn

n

�2
.

Звiдки, добуваючи квадратний корiнь з обох частин цiєї нерiвностi, одержимо
нерiвнiсть, яку потрiбно було довести. Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається
тодi i тiльки тодi, коли числа набору (x1, x2, . . . , xn) спiвпадають мiж собою.
Це i завершує доведення теореми. �

Теорема 2.6 (Нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца). Якщо
(x1, x2, . . . , xn) i (y1, y2, . . . , yn) два набори додатних дiйсних чисел, то
виконується така нерiвнiсть:

(x1 y1 + x2 y2 + . . .+ xn yn)
2 ¶

�

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n

� �

y2
1 + y2

2 + . . .+ y2
n

�

.

Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли x1 = λy1, x2 =
= λy2, . . . , xn = λyn, де λ= const, λ ∈ R.

Доведення. Якщо x1 = x2 = . . . = xn = 0 або y1 = y2 = . . . = yn = 0,
то результат є очевидним. В iншому випадку, нехай S =

q

x2
1 + . . .+ x2

n i T =
q

y2
1 + . . .+ y2

n , тодi S 6= 0 i T 6= 0. Позначимо через ai =
x i
S i an+i =

yi
T , для

i = 1, 2, . . . , n. Тодi,

2=

�

x2
1

S2
+ . . .+

x2
n

S2

�

+

�

y2
1

T 2
+ . . .+

y2
n

T 2

�

= a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
n−1 + a2

2n.

Розглянемо два набори чисел (b1, . . . , b2n) = (a1, . . . , a2n) i (c1, . . . , c2n) =
= (a1, . . . , a2n). Цi два набори (b1, . . . , b2n) i (c1, . . . , c2n) однаково впорядкованi.
Тому разом з перестановкою

�

c′1, . . . , c′2n

�

= (an+1, an+2, . . . , a2n, a1, a2, . . . , an)
набору (c1, . . . , c2n), трансферна нерiвнiсть (2.8), дає нерiвнiсть:

a2
1+a2

2+. . .+a2
n+a2

n+1+. . .+a2
2n ¾ a1an+1+a2an+2+. . .+ana2n+an+1a1+. . .+a2nan,

тобто

2¾
� x1

S
·

y1

T
+

x2

S
·

y2

T
+ . . .+

xn

S
·

yn

T

�

+
� y1

T
·

x1

S
+

y2

T
·

x2

S
+ . . .+

yn

T
·

xn

S

�

,

2¾ 2
� x1 y1

ST
+

x2 y2

ST
+ . . .+

xn yn

ST

�

,

а пiсля скорочення на 2 i помноження обох частин на ST > 0, одержимо, що

ST ¾ x1 y1 + x2 y2 + . . .+ xn yn,
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що i треба було довести. Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi,
коли набори (a1, . . . , a2n) i (an+1, an+2, . . . , a2n, a1, a2, . . . , an) спiвпадають, тобто
a1 = an+1, a2 = an+2, . . . ,an = a2n. А це означає, що

x1

S
=

y1

T
,

x2

S
=

y2

T
, . . . ,

xn

S
=

yn

T
,

тобто x1 = λy1, x2 = λy2, . . . , xn = λyn, де λ = S
T . Це i завершує доведення

теореми. �

Далi розглянемо застосування трансферної нерiвностi для доведення не-
рiвностей рiзних математичних олiмпiад.

Задача 2.24. Розглянемо два набори чисел x1 ¶ x2 ¶ . . . ¶ xn, y1 ¶ y2 ¶
¶ . . .¶ yn i одну перестановку (z1, z2, . . . , zn) набору чисел (y1, y2, . . . , yn). Дове-
дiть, що

(x1 − y1)
2 + . . .+ (xn − yn)

2 ¶ (x1 − z1)
2 + . . .+ (xn − zn)

2.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1975 р.)

Розв’язання. Перепишемо нерiвнiсть, яку потрiбно довести, у такому
еквiвалентному виглядi:

n
∑

i=1

x2
i − 2

n
∑

i=1

x i yi +
n
∑

i=1

y2
i ¶

n
∑

i=1

x2
i − 2

n
∑

i=1

x izi +
n
∑

i=1

z2
i .

Оскiльки
n
∑

i=1
y2

i =
n
∑

i=1
z2

i , то залишається довести, що

n
∑

i=1

x izi ¶
n
∑

i=1

x i yi .

Але ця остання нерiвнiсть еквiвалентна трансфернiй нерiвностi (2.8). �

Задача 2.25. Нехай x1, x2, . . . , xn рiзнi додатнi цiлi числа. Доведiть, що
для кожного натурального n виконується нерiвнiсть:

x1

12
+

x2

22
+ . . .+

xn

n2
¾

1
1
+

1
2
+ . . .+

1
n

.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1978 р.)

Розв’язання. Нехай (a1, a2, . . . , an) перестановка чисел набору
(x1, x2, . . . , xn) така, що a1 ¶ a2 ¶ . . .¶ an i нехай

(b1, b2, . . . , bn) =

�

1
n2

,
1

(n− 1)2
, . . . ,

1
12

�

(тут кожне bi =
1

(n+1−i)2
для i = 1, 2, . . . , n).
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Розглянемо перестановку
�

a′1, a′2, . . . , a′n
�

набору (a1, a2, . . . , an), для якої
a′i = xn+1−i , для i = 1,2, . . . , n. Тодi, за нашими означеннями, набори
(a1, a2, . . . , an) i (b1, b2, . . . , bn) будуть протилежно впорядкованi. Отже, до них
можна застосувати трансферну нерiвнiсть (2.9). Матимемо:
x1

12
+

x2

22
+ . . .+

xn

n2
= a′1 b1 + a′2 b2 + . . .+ a′n bn ¾

¾ an b1 + an−1 b2 + . . .+ a1 bn = a1 bn + a2 bn−1 + . . .+ an b1 =

=
a1

12
+

a2

22
+ . . .+

an

n2
.

Оскiльки a1 ¾ 1, a2 ¾ 2, . . . , an ¾ n, то в результатi одержимо:
x1

12
+

x2

22
+ . . .+

xn

n2
¾

a1

12
+

a2

22
+ . . .+

an

n2
¾

1
12
+

2
22
+ . . .+

n
n2
=

1
1
+

1
2
+ . . .+

1
n

,

що i треба було довести. �

Задача 2.26. Нехай a, b, c довжини сторiн деякого трикутника. Дове-
дiть, що

a2 (b+ c − a) + b2 (c + a− b) + c2 (a+ b− c)¶ 3abc.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1964 р.)

Розв’язання. Оскiльки вирази, що стоять в лiвiй i правiй частинах до-
воджуваної нерiвностi є симетричними функцiями вiдносно a, b i c, то, не
порушуючи загальностi, будемо вважати, що c ¶ b ¶ a. В цьому випадку
матимемо:

a (b+ c − a)¶ b (c + a− b)¶ c (a+ b− c) .

Дiйсно,

a (b+ c − a)¶ b (c + a− b) ⇔

ab+ ca− a2 ¶ bc + ab− b2 ⇔

a2 − b2 + bc − ca ¾ 0 ⇔

(a− b) (a+ b− c)¾ 0,

яка є правильною. Аналогiчно доводиться нерiвнiсть b (c + a− b) ¶
¶ c (a+ b− c). Таким чином, набори чисел (a1, a2, a2) = (a, b, c) i (b1, b2, b3) =
= (a (b+ c − a) , b (c + a− b) , c (a+ b− c)) є протилежно впорядкованими. То-
му, разом з перестановками

�

a′1, a′2, a′3
�

= (b, c, a) i
�

a′′1 , a′′2 , a′′3
�

= (c, a, b), до
них можна двiчi застосувати трансферну нерiвнiсть (2.9). Одержимо:

a2 (b+ c − a) + b2 (c + a− b) + c2 (a+ b− c)¶

¶ ba (b+ c − a) + cb (c + a− b) + ac (a+ b− c) ,
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i

a2 (b+ c − a) + b2 (c + a− b) + c2 (a+ b− c)¶

¶ ca (b+ c − a) + ab (c + a− b) + bc (a+ b− c) .

Отже, додавши цi двi нерiвностi, пiсля спрощень у правiй частинi, одержимо:

2
�

a2 (b+ c − a) + b2 (c + a− b) + c2 (a+ b− c)
�

¶ 6abc.

Пiсля скорочення на 2 одержимо нерiвнiсть, яку треба було довести. �

Задача 2.27. Нехай a, b, c довжини сторiн деякого трикутника. Дове-
дiть, що

a2 b (a− b) + b2c (b− c) + c2a (c − a)¾ 0.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1983 р.)

Розв’язання. Розглянемо випадок c ¶ b ¶ a, (iншi випадки розглядаю-
ться аналогiчно). Як i в попереднiй задачi, ми матимемо, що

a (b+ c − a)¶ b (c + a− b)¶ c (a+ b− c)

i також матимемо, що
1
a
¶

1
b
¶

1
c

.

Це означає, що набори (a, b, c) i (a (b+ c − a) , b (c + a− b) , c (a+ b− c))
протилежно впорядкованi, а набори (a, b, c) i

�

1
a , 1

b , 1
c

�

також є протиле-
жно впорядкованими. А тому, набори (a1, a2, a3) =

�

1
a , 1

b , 1
c

�

i (b1, b2, b3) =
= (a (b+ c − a) , b (c + a− b) , c (a+ b− c)) є однаково впорядкованими. Тому,
разом з перестановкою

�

a′1, a′2, a′3
�

=
�

1
c , 1

a , 1
b

�

, до них можна застосувати
трансферну нерiвнiсть (2.9), одержати нерiвнiсть:

1
a

a (b+ c − a) +
1
b

b (c + a− b) +
1
c

c (a+ b− c)¾

¾
1
c

a (b+ c − a) +
1
a

b (c + a− b) +
1
b

c (a+ b− c) .

Отже,

a+ b+ c ¾
a (b− a)

c
+

b (c − b)
a

+
c (a− c)

b
+ a+ b+ c.

Звiдси одержуємо, що
a (b− a)

c
+

b (c − b)
a

+
c (a− c)

b
¶ 0.

Помноживши обидвi частини цiєї нерiвностi на abc, одержуємо, що

a2 b (a− b) + b2c (b− c) + c2a (c − a)¾ 0.
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Це i завершує розв’язання задачi. �

Задача 2.28. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, для яких abc = 1. Дове-
дiть, що

1
a3 (b+ c)

+
1

b3 (c + a)
+

1
c3 (a+ b)

¾
3
2

.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1995 р.)

Розв’язання. Не порушуючи загальностi ми можемо вважати, що c ¶ b ¶
¶ a. Нехай x = 1

a , y = 1
b i z = 1

c , тодi x ¶ y ¶ z i x yz = 1. Тому,

S =
1

a3 (b+ c)
+

1
b3 (c + a)

+
1

c3 (a+ b)
=

=
x3

1
y +

1
z

+
y3

1
z +

1
x

+
z3

1
x +

1
y

=

=
x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
.

Оскiльки x ¶ y ¶ z, легко довести, що x + y ¶ z + x ¶ y + z i тому,
x

y+z ¶
y

z+x ¶
z

x+y . Це означає, що набори чисел (a1, a2, a3) = (x , y, z) i

(b1, b2, b3) =
�

x
y+z , y

z+x , z
x+y

�

однаково впорядкованi. Тому, разом з переста-

новками
�

a′1, a′2, a′3
�

= (y, z, x) i
�

a′′1 , a′′2 , a′′3
�

= (z, x , y), до них можна двiчi
застосувати трансферну нерiвнiсть (2.8), одержати нерiвностi

x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
¾

x y
y + z

+
yz

z + x
+

zx
x + y

,

i
x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x + y
¾

zx
y + z

+
x y

z + x
+

yz
x + y

.

Отже, додавши цi двi нерiвностi, пiсля спрощень у правiй частинi, застосував-
ши нерiвнiсть Кошi AM-GM, матимемо:

2S ¾ x + y + z ¾ 3 3px yz = 3.

Звiдси одержуємо, що S ¾ 3
2 , що i треба було довести. Iншi доведення цiєї

нерiвностi є на сторiнках 32, 61. �

Задача 2.29. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
�

1+
a
b

�

�

1+
b
c

�

�

1+
c
a

�

¾ 2
�

1+
a+ b+ c

3pabc

�

.

(Азiатсько-Тихоокеанська математична олiмпiада, 1998 р.)
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Розв’язання. Зауважимо, що
�

1+
a
b

�

�

1+
b
c

�

�

1+
c
a

�

¾ 2
�

1+
a+ b+ c

3pabc

�

⇔

1+
�

a
b
+

b
c
+

c
a

�

+
�

a
c
+

c
b
+

b
a

�

+
abc
abc
¾ 2

�

1+
a+ b+ c

3pabc

�

⇔

a
b
+

b
c
+

c
a
+

a
c
+

c
b
+

b
a
¾

2 (a+ b+ c)
3pabc

.

Зробимо замiну змiнних: a = x3, b = y3, c = z3, де x , y, z додатнi дiйснi
числа. Тодi остання нерiвнiсть перепишеться так:

x3

y3
+

y3

z3
+

z3

x3
+

x3

z3
+

z3

y3
+

y3

x3
¾

2
�

x3 + y3 + z3
�

x yz
.

Розглянемо два набори чисел
�

a1, a2, a3, a4, a5, a6

�

=
�

x
y , y

z , z
x , x

z , z
y , y

x

�

i
�

b1, b2, b3, b4, b5, b6

�

=
�

x2

y2 , y2

z2 , z2

x2 , x2

z2 , z2

y2 , y2

x2

�

. Цi набори будуть однаково впо-

рядкованими, бо функцiя y = t2 монотонно зростає, при t > 0. Тому, разом з
перестановкою

�

a′1, a′2, a′3, a′4, a′5, a′6
�

=
�

y
z , z

x , x
y , z

y , y
x , x

z

�

, до них можна засто-
сувати трансферну нерiвнiсть (2.8), i одержати нерiвнiсть:

x3

y3
+

y3

z3
+

z3

x3
+

x3

z3
+

z3

y3
+

y3

x3
¾

x2

y2
·
y
z
+

y2

z2
·
z
x
+

z2

x2
·
x
y
+

x2

z2
·
z
y
+

z2

y2
·
y
x
+

y2

x2
·
x
z
=

=
x2

yz
+

y2

zx
+

z2

x y
+

x2

yz
+

z2

x y
+

y2

zx
=

2
�

x3 + y3 + z3
�

x yz
.

Це i завершує розв’язання задачi. �

Задача 2.30. Нехай a, b, c, d невiд’ємнi дiйснi числа такi, що a+ b+ c +
d = 4. Доведiть, що

a2 bc + b2cd + c2da+ d2ab ¶ 4.

(Математична олiмпiада В’єтнаму, 2004 р.)

Розв’язання. Нехай (x , y, z, t) така перестановка чисел набору
(a, b, c, d), що t ¶ z ¶ y ¶ x . Тодi yzt ¶ xzt ¶ x y t ¶ x yz. Це означає, що
набори

�

a1, a2, a3, a4

�

= (x , y, z, t) i
�

b1, b2, b3, b4

�

= (x yz, x y t, xzt, yzt) одна-
ково впорядкованi. Тому, разом iз перестановками

�

a′1, a′2, a′3, a′4
�

= (a, b, c, d)
i
�

b′1, b′2, b′3, b′4
�

= (abc, bcd, cda, dab), наслiдок 1 дає нерiвнiсть:

x · x yz + y · x y t + z · xzt + t · yzt ¾ a · abc + b · bcd + c · cda+ d · dab,

тобто x y · xz + x y · y t + xz · zt + zt · y t ¾ a2 bc + b2cd + c2da+ d2ab.
Використовуючи нерiвнiсть AM-GM, знаходимо:
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x y · xz + x y · y t + xz · zt + zt · y t = (xz + y t) (x y + zt)¶

¶
1
4
(x y + xz + y t + zt)2 ¶ 4,

бо

x y + xz+ y t + zt = (x + z) (y + t)¶
1
4
(x + z + y + t)2 =

1
4
(a+ b+ c + d)2 = 4.

Це i завершує розв’язання задачi. �

Задача 2.31. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа. Доведiть, що

a2 + bc
b+ c

+
b2 + ca
c + a

+
c2 + ab
a+ b

¾ a+ b+ c.

(Математична олiмпiада Румунiї, 2007 р.)

Розв’язання. Оскiльки вирази, що стоять в лiвiй i правiй частинах нерiв-
ностi є симетричними функцiями вiдносно a, b i c, то, не порушуючи загаль-
ностi, будемо вважати, що 0 < c ¶ b ¶ a. Тодi набори (a, b, c) i

�

a2, b2, c2
�

однаково впорядкованi. Крiм того, b+ c ¶ c+ a ¶ a+ b, тобто 1
a+b ¶

1
c+a ¶

1
b+c .

Це означає, що набори (a, b, c) i
�

1
a+b , 1

c+a , 1
b+c

�

також однаково впорядкованi.
Тому набори (a1, a2, a3) =

�

a2, b2, c2
�

i (b1, b2, b3) =
�

1
a+b , 1

c+a , 1
b+c

�

однаково
впорядкованi. Тодi разом iз перестановкою

�

a′1, a′2, a′3
�

=
�

b2, c2, a2
�

, трансфер-
на нерiвнiсть (2.8), дає нерiвнiсть:

a2

b+ c
+

b2

c + a
+

c2

a+ b
¾

b2

b+ c
+

c2

c + a
+

a2

a+ b
.

Використовуючи цю нерiвнiсть, одержуємо:

a2 + bc
b+ c

+
b2 + ca
c + a

+
c2 + ab
a+ b

=
a2

b+ c
+

b2

c + a
+

c2

a+ b
+

bc
b+ c

+
ca

c + a
+

ab
a+ b
¾

¾
b2

b+ c
+

c2

c + a
+

a2

a+ b
+

bc
b+ c

+
ca

c + a
+

ab
a+ b

=

=
b2 + bc
b+ c

+
c2 + ca
c + a

+
a2 + ab
a+ b

= b+ c + a,

що i треба було довести. �

Задача 2.32. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа такi, що abc = 1. Дове-
дiть, що

a3 + b3 + c3 + (ab)3 + (bc)3 + (ca)3 ¾ 2
�

a2 b+ b2c + c2a
�

.

(Математична олiмпiада Китаю, 1989 р.)

Розв’язання. Зауважимо, що набори (a1, a2, a3) = (a, b, c) i (b1, b2, b3) =
=
�

a2, b2, c2
�

однаково впорядкованi. Це випливає з того, що функцiя y = t2
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монотонно зростає при t > 0. Тому, разом з перестановкою
�

a′1, a′2, a′3
�

=
= (b, c, a), трансферна нерiвнiсть (2.8) дає, що

a3 + b3 + c3 ¾ a2 b+ b2c + c2a.

Оскiльки abc = 1, то (ab)3+(bc)3+(ca)3 = 1
a3 + 1

b3 + 1
c3 . Далi, аналогiчно, набо-

ри (a1, a2, a3) =
�

1
a , 1

b , 1
c

�

i (b1, b2, b3) =
�

1
a2 , 1

b2 , 1
c2

�

однаково впорядкованi.
Тому, разом з перестановкою

�

a′1, a′2, a′3
�

=
�

1
c , 1

a , 1
b

�

, трансферна нерiвнiсть
(2.8) дає, що

1
a3
+

1
b3
+

1
c3
¾

1
c
·

1
a2
+

1
a
·

1
b2
+

1
b
·

1
c2
=

=
a
c
+

b
a
+

c
b
= a2 b+ b2c + c2a.

Додавши одержанi двi нерiвностi

a3 + b3 + c3 ¾ a2 b+ b2c + c2a

i

(ab)3 + (bc)3 + (ca)3 ¾ a2 b+ b2c + c2a,

одержуємо, що

a3 + b3 + c3 + (ab)3 + (bc)3 + (ca)3 ¾ 2
�

a2 b+ b2c + c2a
�

.

Це i завершує розв’язання задачi. �

Задача 2.33. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа. Доведiть, що

a2

b2
+

b2

c2
+

c2

a2
¾

b
a
+

c
b
+

a
c

.

(Математична олiмпiада Чехiї i Словаччини, 1996 р.)

Розв’язання. Зауважимо, що набори (a1, a2, a3) =
�

a
b , b

c , c
a

�

i (b1, b2, b3) =
=
�

a
b , b

c , c
a

�

однаково впорядкованi, бо вони спiвпадають. Тому, разом з
перестановкою

�

a′1, a′2, a′3
�

=
�

b
c , c

a , a
b

�

, трансферна нерiвнiсть (2.8) дає, що

a
b
·

a
b
+

b
c
·

b
c
+

c
a
·

c
a
¾

b
c
·

a
b
+

c
a
·

b
c
+

a
b
·

c
a

,

тобто

a2

b2
+

b2

c2
+

c2

a2
¾

b
a
+

c
b
+

a
c

,

що i завершує розв’язання задачi. �
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2.4. Про новiтнi технологiї доведення симетричних не-
рiвностей з трьома змiнними

У цьому параграфi ми зосередимо увагу на доведеннi симетричних нерiв-
ностей вiд трьох змiнних.

Многочлен вiд n змiнних P (x1, x2, . . . , xn)називають симетричним, якщо
вiн є симетричною функцiєю вiд своїх змiнних, тобто є iнварiантним при будь-
яких перестановках його змiнних:

P (x1, x2, . . . , xn) = P
�

x i1 , x i2 , . . . , x in

�

,

де (i1, . . . , in) це довiльна перестановка чисел 1, 2, . . . , n.
Базовими прикладами симетричних многочленiв вiд n змiнних є так званi

основнi симетричнi многочлени

s1 = x1 + x2 + . . .+ xn,

s2 = x1 x2 + x1 x3 + . . .+ xn−1 xn,

. . .

sn = x1 x2 . . . xn.

Основними симетричними многочленами вiд трьох змiнних a, b, c є много-
члени a+ b+ c, ab+ bc + ca i abc, якi ми позначатимемо p, q i r вiдповiдно.

Важливим є класичний результат алгебри многочленiв (вiдомий пiд на-
звою «основна теорема про симетричнi многочлени»), суть якого полягає в
тому, що будь-який симетричний многочлен P (x1, x2, . . . , xn) однозначно по-
дається у виглядi многочлена Q вiдносно основних симетричних многочленiв:

P (x1, x2, . . . , xn) =Q (s1, s2, . . . , sn) .

Доведення цього твердження ми не будемо наводити тут (iз доведенням мо-
жна ознайомитись, наприклад, у книжцi [2]).

Нехай P (x , y, z) функцiя вiд трьох змiнних x , y i z. Ми будемо викори-
стовувати такi мiжнароднi позначення (у вiтчизнянiй лiтературi вони майже
не зустрiчаються):

∑

c yc

P (x , y, z) = P (x , y, z) + P (y, z, x) + P (z, x , y) ,

∑

s ym

P (x , y, z) = P (x , y, z) + P (x , z, y) + P (y, x , z)+

+ P (y, z, x) + P (z, x , y) + P (z, y, x) .

Наприклад,
∑

c yc

x3 y = x3 y + y3z + z3 x ,
∑

s ym

x3 = 2
�

x3 + y3 + z3
�

,
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∑

s ym

x2 y = x2 y + x2z + y2z + y2 x + z2 x + z2 y,
∑

s ym

x yz = 6x yz.

Сподiваємося, що нашi читачi з легкiстю опанують новi позначення для
вище означених сум i надалi з легкiстю будуть користуватися ними. Вiдмiтимо
такий зв’язок мiж ними:

∑

s ym

P (x , y, z) =
∑

c yc

(P (x , y, z) + P (x , z, y)).

2.4.1. Нерiвнiсть Шура та її застосування

Теорема 2.7 (нерiвнiсть Шура1). Нехай x , y , z дiйснi невiд’ємнi числа.
Тодi для будь-якого дiйсного λ > 0 виконується така нерiвнiсть

∑

c yc

xλ (x − y) (x − z)¾ 0, (2.10)

тобто в «розгорнутому» виглядi ця нерiвнiсть має вигляд:

xλ (x − y) (x − z) + yλ (y − z) (y − x) + zλ (z − x) (z − y)¾ 0.

Доведення. Оскiльки ця нерiвнiсть є симетричною вiдносно своїх змiн-
них, то, не порушуючи загальностi, будемо вважати, що x ¾ y ¾ z. Перепише-
мо лiву частину цiєї нерiвностi у виглядi:

(x − y)
�

xλ (x − z)− yλ (y − z)
�

+ zλ (x − z) (y − z)¾ 0,

бо за припущенням x ¾ y ¾ z ¾ 0 i тому виконуються такi нерiвностi xλ ¾ yλ,
x − z ¾ y − z ¾ 0, тобто xλ (x − z) − yλ (y − z) ¾ 0, а також x − y ¾ 0 i
zλ (x − z) (y − z)¾ 0, що i треба було довести.

Зауваження. Рiвнiсть у нерiвностi Шура досягається тодi i тiльки тодi, коли
або x = y = z, або x = y, z = 0, або y = z, x = 0, або z = x , y = 0. �

Задача 2.34. Доведiть, що для будь-яких дiйсних невiд’ємних чисел x , y i z
виконується нерiвнiсть

x3 + y3 + z3 + 3x yz ¾ x2 y + y2z + z2 x + x y2 + yz2 + zx2.

Розв’язання. Розглянемо нерiвнiсть Шура:
∑

c yc

x (x − y) (x − z)¾ 0.

Вона еквiвалентна таким нерiвностям
∑

c yc

�

x3 − x2 y − x2z + x yz
�

¾ 0,

1Iсай Шур (Issai Schur, 1875 1941) нiмецький математик
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∑

c yc

x3 +
∑

c yc

x yz ¾
∑

c yc

�

x2 y + x2z
�

.

Остання нерiвнiсть i є тiєю нерiвнiстю, яку потрiбно було довести. �

Задача 2.35. Нехай a, b, c невiд’ємнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 2.
Доведiть, що

a4 + b4 + c4 + abc ¾ a3 + b3 + c3.

Розв’язання. Використовуючи нерiвнiсть Шура четвертого степеня (для
λ= 2), матимемо:

a2 (a− b) (a− c) + b2 (b− c) (b− a) + c2 (c − a) (c − b)¾ 0,

a4 + b4 + c4 + abc (a+ b+ c)¾ a3 (b+ c) + b3 (c + a) + c3 (a+ b) .

Оскiльки a+ b+ c = 2, то матимемо:

a4 + b4 + c4 + 2abc ¾ a3 (2− a) + b3 (2− b) + c3 (2− c) ,

2
�

a4 + b4 + c4
�

+ 2abc ¾ 2
�

a3 + b3 + c3
�

.

Пiсля скорочення на 2, одержимо:

a4 + b4 + c4 + abc ¾ a3 + b3 + c3,

що i треба було довести.
Рiвнiсть досягається для a = b = c = 2

3 або a = b = 1, c = 0 та усiх їхнiх
перестановок. �

Задача 2.36. Нехай x , y , z невiд’ємнi дiйснi числа такi, що x + y + z = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

0¶ x y + yz + zx − 2x yz ¶
7

27
.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1984 р.)

Розв’язання. Оскiльки x + y + z = 1, то наша нерiвнiсть еквiвалентна
такiй нерiвностi

0¶ (x y + yz + zx) (x + y + z)− 2x yz ¶
7

27
(x + y + z)3

(тут ми «вирiвняли» степiнь усiх членiв нерiвностi, тобто зробили їх рiвною
три).

Спочатку доведемо лiву нерiвнiсть

(x y + yz + zx) (x + y + z)− 2x yz ¾ 0.
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Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки, вона запишеться так

x yz +
∑

s ym

x2 y ¾ 0.

Ця нерiвнiсть є очевидною, оскiльки x , y , z невiд’ємнi дiйснi числа.
Тепер доведемо праву нерiвнiсть

7
27
(x + y + z)3 ¾ (x y + yz + zx) (x + y + z)− 2x yz.

Розглянемо рiзницю мiж лiвою й правою частинами. Розкривши дужки i
звiвши подiбнi доданки, вона запишеться так

7
∑

c yc

x3 + 15x yz − 6
∑

s ym

x2 y ¾ 0.

Щоб довести цю нерiвнiсть, зробимо такi перетворення її лiвої частини:

7
∑

c yc

x3 + 15x yz − 6
∑

s ym

x2 y =

=

�

2
∑

c yc

x3 −
∑

s ym

x2 y

�

+ 5

�

3x yz +
∑

c yc

x3 −
∑

s ym

x2 y

�

+
∑

s ym

x2 y .

Оскiльки за нерiвнiстю Кошi виконується така нерiвнiсть
∑

c yc

x3 ¾ 3x yz,

то

2
∑

c yc

x3 −
∑

s ym

x2 y ¾ 3x yz +
∑

c yc

x3 −
∑

s ym

x2 y ¾ 0,

що i треба було довести (остання нерiвнiсть результат задачi 2.34). �

Задача 2.37. Додатнi числа a, b, c такi, що abc = 1. Доведiть, що викону-
ється така нерiвнiсть

�

a− 1+
1
b

��

b− 1+
1
c

��

c − 1+
1
a

�

¶ 1.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2000 р.)

Розв’язання. Оскiльки abc = 1, то можна зробити нашу нерiвнiсть одно-
рiдною:

�

a− (abc)1/3 +
(abc)2/3

b

��

b− (abc)1/3 +
(abc)2/3

c

��

c − (abc)1/3 +
(abc)2/3

a

�

¶ abc.

Введемо замiну: a = x3, b = y3, c = z3, де x > 0, y > 0, z > 0, x yz = 1 i
наша нерiвнiсть запишеться так:
�

x3 − x yz +
(x yz)2

y3

��

y3 − x yz +
(x yz)2

z3

��

z3 − x yz +
(x yz)2

x3

�

¶ x3 y3z3.



2.4. Про новiтнi технологiї доведення симетричних нерiвностей з трьома змiнними 59

Звiдки одержуємо:
�

x3 − x yz +
x2z2

y

��

y3 − x yz +
y2 x2

z

��

z3 − x yz +
z2 y2

x

�

¶ x3 y3z3,

x

�

x2 − yz +
xz2

y

�

y

�

y2 − zx +
y x2

z

�

z

�

z2 − x y +
z y2

x

�

¶ x3 y3z3,

�

x2 y − y2z + z2 x
� �

y2z − z2 x + x2 y
� �

z2 x − x2 y + y2z
�

¶ x3 y3z3.

Далi, розкриваючи дужки, звiвши подiбнi доданки i, розташувавши їх по
обидва боки нерiвностi так, щоб їхнi коефiцiєнти були додатними, одержимо:

3x3 y3z3 +
∑

c yc

x6 y3 ¾
∑

c yc

x4 y4z +
∑

c yc

x5 y2z2

або

3
�

x2 y
� �

y2z
� �

z2 x
�

+
∑

c yc

�

x2 y
�3
¾
∑

s ym

�

x2 y
�2 �

y2z
�

.

Ця нерiвнiсть є результатом задачi 2.34 (наслiдком iз нерiвностi Шура) вiдно-
сно змiнних u= x2 y , v = y2z i w= z2 x . �

2.4.2. Нерiвнiсть Мюрхеда та її застосування

Теорема 2.8 (Нерiвнiсть Мюрхеда1). Нехай (a1, a2, a3)� (b1, b2, b3), тоб-
то a1, a2, a3 i b1, b2, b3 такi дiйснi числа, що

a1 ¾ a2 ¾ a3 ¾ 0,

b1 ¾ b2 ¾ b3 ¾ 0,

a1 ¾ b1, a1 + a2 ¾ b1 + b2, a1 + a2 + a3 = b1 + b2 + b3.

Тодi для будь-яких додатних дiйсних чисел x , y i z виконується така нерiвнiсть
∑

s ym

xa1 ya2za3 ¾
∑

s ym

x b1 y b2zb3 .

Доведення. Розглянемо два випадки.
1) Нехай b1 ¾ a2, тодi a1 ¾ a1 + a2 − b1 i a1 ¾ b1, тобто

a1 ¾ max (a1 + a2 − b1, b1). Оскiльки a1 = max (a1, a2), то max (a1, a2) ¾
max (a1 + a2 − b1, b1).

Крiм того, a1 + a2 − b1 ¾ b1 + a3 − b1 = a3 i a1 + a2 − b1 ¾ b2 ¾ b3,
тобто max (a1 + a2 − b1, a3) ¾ max (b2, b3). Таким чином, використовуючи
iдею доведення теореми Шура, одержуємо

∑

s ym

xa1 ya2za3 =
∑

c yc

za3 (xa1 ya2 + xa2 ya1)¾

1Роберт Франклiн Мюрхед (Robert Franklin Muirhead, 1860 1941) шотландський математик.
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¾
∑

c yc

za3
�

xa1+a2−b1 y b1 + x b1 ya1+a2−b1
�

=

=
∑

c yc

x b1
�

ya1+a2−b1 za3 + ya3za1+a2−b1
�

¾

¾
∑

c yc

x b1
�

y b2zb3 + y b3zb2
�

=
∑

s ym

x b1 y b2zb3 .

2) Нехай b1 ¶ a2, тодi 3b1 ¾ b1 + b2 + b3 = a1 + a2 + a3 ¾ b1 + a2 + a3,
тобто b1 ¾ a2 + a3 − b1 i a1 ¾ a2 ¾ b1 ¾ a2 + a3 − b1. Звiдси слiдує, що
max (a2, a3) ¾ max (b1, a2 + a3 − b1) i max (a1, a2 + a3 − b1) ¾ max (b2, b3). Та-
ким чином, аналогiчно до попереднього, одержуємо:

∑

s ym

xa1 ya2za3 =
∑

c yc

xa1 (ya2za3 + ya3za2)¾

¾
∑

c yc

xa1
�

y b1za2+a3−b1 + ya2+a3−b1zb1
�

=

=
∑

c yc

y b1
�

xa1za2+a3−b1 + xa2+a3−b1za1
�

¾

¾
∑

c yc

y b1
�

x b2zb3 + x b3 zb2
�

=
∑

s ym

x b1 y b2zb3 .

Зауваження. Рiвнiсть у нерiвностi Мюрхеда досягається тодi i тiльки тодi,
коли або x = y = z, або x = y, z = 0, або y = z, x = 0, або z = x , y = 0. �

Задача 2.38. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа такi, що abc = 1. Дове-
дiть, що виконується така нерiвнiсть

1
a+ b+ 1

+
1

b+ c + 1
+

1
c + a+ 1

¶ 1.

(Турнiр Мiст, 1997)

Розв’язання. Оскiльки abc = 1, то спочатку зробимо дану нерiвнiсть
однорiдною:

1

a+ b+ (abc)1/3
+

1

b+ c + (abc)1/3
+

1

c + a+ (abc)1/3
¶

1

(abc)1/3
.

Пiсля нових позначень a = x3, b = y3, c = z3, де x , y, z > 0, нерiвнiсть матиме
вигляд:

1
x3 + y3 + x yz

+
1

y3 + z3 + x yz
+

1
z3 + x3 + x yz

¶
1

x yz
.
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Пiсля множення обох частин нерiвностi на спiльний знаменник, одержимо
еквiвалентну нерiвнiсть:

x yz
∑

c yc

�

x3 + y3 + x yz
� �

y3 + z3 + x yz
�

¶

¶
�

x3 + y3 + x yz
� �

y3 + z3 + x yz
� �

z3 + x3 + x yz
�

.

Розкриття дужок i зведення подiбних доданкiв, одержимо:
∑

s ym

x6 y3 ¾
∑

s ym

x5 y2z2.

Оскiльки (6, 3,0) � (5,2, 2), то за теоремою Мюрхеда, остання нерiвнiсть є
правильною. �

Задача 2.39. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа такi, що abc = 1. Дове-
дiть, що виконується така нерiвнiсть

1
a3 (b+ c)

+
1

b3 (c + a)
+

1
c3 (a+ b)

¾
3
2

.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1995 р.)

Розв’язання. Оскiльки abc = 1, то це дає нам змогу зробити задану нерiв-
нiсть еквiвалентну такiй однорiднiй нерiвностi:

1
a3 (b+ c)

+
1

b3 (c + a)
+

1
c3 (a+ b)

¾
3

2(abc)4/3
.

Зробимо замiну змiнних: a = x3, b = y3, c = z3, де x , y, z > 0. Тодi попередня
нерiвнiсть запишеться так:

∑

c yc

1
x9 (y3 + z3)

¾
3

2x4 y4z4
.

Звiвши її до спiльного знаменника i, згрупувавши вiдповiднi доданки, одержи-
мо:

∑

s ym

x12 y12 + 2
∑

s ym

x12 y9z3 +
∑

s ym

x9 y9z6 ¾ 3
∑

s ym

x11 y8z5 + 6x8 y8z8

або
�

∑

s ym

x12 y12 −
∑

s ym

x11 y8z5

�

+ 2

�

∑

s ym

x12 y9z3 −
∑

s ym

x11 y8z5

�

+

+

�

∑

s ym

x9 y9z6 −
∑

s ym

x8 y8z8

�

¾ 0.

За теоремою Мюрхеда, остання нерiвнiсть є правильною при всiх до-
датних значеннях змiнних, бо (12,12, 0) � (11, 8,5), (12,9, 3) � (11, 8,5) i
(9,9, 6)� (8,8, 8).
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Нагадаємо, що iнше доведення цiєї нерiвностi було наведено на сторiнцi
32. �

Задача 2.40. Нехай x , y , z додатнi дiйснi числа. Доведiть, що виконує-
ться така нерiвнiсть

(x y + yz + zx)

�

1

(x + y)2
+

1

(y + z)2
+

1

(z + x)2

�

¾
9
4

.

(Iран, 1996 р.)

Розв’язання. Зауважимо, ця нерiвнiсть є однорiдною. Тому, звiвши її до
спiльного знаменника i, згрупувавши вiдповiднi доданки, одержимо еквiва-
лентну нерiвнiсть:

4
∑

s ym

x5 y + 2
∑

c yc

x4 yz + 6x2 y2z2 −
∑

s ym

x4 y2 − 6
∑

c yc

x3 y3 − 2
∑

s ym

x3 y2z ¾ 0

або
�

∑

s ym

x5 y −
∑

s ym

x4 y2

�

+ 3

�

∑

s ym

x5 y −
∑

s ym

x3 y3

�

+

+ 2x yz

�

∑

c yc

x (x − y) (x − z)

�

¾ 0.

Остання нерiвнiсть є правильною, бо при будь-яких додатних значеннях змiн-
них, за теоремою Мюрхеда, невiд’ємними будуть доданки в перших двох дуж-
ках, адже (5,1, 0)� (4, 2,0) i (5,1, 0)� (3,3, 0), а, за теоремою Шура, невiд’єм-
ною буде й сума в третiх дужках. �

Задача 2.41. Нехай ma, mb, mc медiани трикутника ABC , якi проведенi
до сторiн BC , CA, AB, а ra, rb, rc радiуси зовнiвписаних кiл цього трикутника,
якi дотикаються вказаних сторiн вiдповiдно. Доведiть, що виконується така
нерiвнiсть

ra rb

mamb
+

rb rc

mbmc
+

rc ra

mcma
¾ 3.

Розв’язання. Нехай 2p = a + b + c, де a, b, c вiдповiднi сторони три-
кутника, тодi, як вiдомо, вказанi елементи трикутника можна виразити через
цi сторони:

ra =

√

√ p (p− b) (p− c)
p− a

, ma =
1
2

p

2b2 + 2c2 − a2 i т. д.
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Таким чином,
∑

c yc

rb rc

mbmc
=
∑

c yc

4p (p− a)
p

(2c2 + 2a2 − b2) (2a2 + 2b2 − c2)
.

Далi, використовуючи нерiвнiсть
p

αβ ¶
α+ β

2
, де α > 0 i β > 0, одержуємо:

∑

c yc

rb rc

mbmc
¾
∑

c yc

8p (p− a)
(2c2 + 2a2 − b2) + (2a2 + 2b2 − c2)

=

=
∑

c yc

2 (a+ b+ c) (b+ c − a)
4a2 + b2 + c2

.

Тепер залишилося довести таку нерiвнiсть:
∑

c yc

2 (a+ b+ c) (b+ c − a)
4a2 + b2 + c2

¾ 3.

Звiвши її до спiльного знаменника i, згрупувавши вiдповiднi доданки, одержи-
мо еквiвалентну нерiвнiсть:

2
∑

c yc

a6 + 4
∑

c yc

a4 bc + 20
∑

c yc

a3 b2c + 68
∑

c yc

a3 b3 + 16
∑

c yc

a5 b ¾

¾ 276a2 b2c2 + 27
∑

c yc

a4 b2.

Нехай x , y, z вiдрiзки дотичних до вписаного кола, проведених з вер-
шин A, B, C вiдповiдно, тодi a = y + z, b = z + x , c = x + y, де x , y, z > 0. Тодi
остання нерiвнiсть, для сторiн трикутника, еквiвалентна такiй алгебраїчнiй
нерiвностi:

25
∑

s ym

x6 + 230
∑

s ym

x5 y + 115
∑

s ym

x4 y2 + 10
∑

s ym

x3 y3 + 80
∑

s ym

x4 yz ¾

¾ 336
∑

s ym

x3 y2z + 124
∑

s ym

x2 y2z2.

Далi, згрупувавши вiдповiднi суми належним чином, ми за теоремою Мюрхе-
да, одержимо потрiбний результат:

25

�

∑

s ym

x6 −
∑

s ym

x3 y2z

�

+ 230

�

∑

s ym

x5 y −
∑

s ym

x3 y2z

�

+

+ 81

�

∑

s ym

x4 y2 −
∑

s ym

x3 y2z

�

+ 34

�

∑

s ym

x4 y2 −
∑

s ym

x2 y2z2

�

+
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+ 10

�

∑

s ym

x3 y3 −
∑

s ym

x2 y2z2

�

+ 80

�

∑

s ym

x4 yz −
∑

s ym

x2 y2z2

�

¾ 0,

бо (6, 0,0) � (3,2, 1), (5,1, 0) � (3,2, 1), (4,2, 0) � (3,2, 1), (4,2, 0) � (2, 2,2),
(3,3, 0)� (2,2, 2) i (4,1, 1)� (2,2, 2). �

2.4.3. Метод рiзниць змiнних

Якщо P (a, b, c) симетричний многочлен, то основними симетричними
многочленами для нього будуть: p = a + b + c, q = ab + bc + ca i r = abc.
Згiдно з основною теоремою про симетричнi многочлени кожна симетрична
нерiвнiсть вiд трьох змiнних може бути переписана у позначеннях p, q, r.

Ми пропонуємо читачам самостiйно в якостi вправи довести такi тото-
жностi:

1) x2 + y2 + z2 = p2 − 2q;
2) x3 + y3 + z3 = p(p2 − 3q) + 3r;
3) x2 y2 + y2z2 + z2 x2 = q2 − 2pr;
4) x4 + y4 + z4 = (p2 − 2q)2 − 2(q2 − 2pr);
5) (x + y)(y + z)(z + x) = pq− r;
6) (x + y)(y + z) + (y + z)(z + x) + (z + x)(x y) = p2 + q;
7) x y(x + y) + yz(y + z) + zx(z + x) = pq− 3r;
8) (1+ x)(1+ y)(1+ z) = 1+ p+ q+ r;
9) (1+ x2)(1+ y2)(1+ z2) = p2 + q2 + r2 − 2pr − 2q+ 1.

Далi, використовуючи симетричнiсть цих многочленiв, ми не порушуючи
загальностi можемо зробити припущення a ¾ b ¾ c.

Введемо позначення рiзниць змiнних x = a− b, y = b− c. Нескладними
перетвореннями одержуємо, що

p = 3c + (x + 2y) , (2.11)

q = 3c2 + 2 (x + 2y) · c + (x + y) y, (2.12)

r = c3 + (x + 2y) · c2 + (x + y) y · c, (2.13)

де x ¾ 0, y ¾ 0. Тодi кожна симетрична нерiвнiсть може бути переписана в
термiнах x , y, c, причому x ¾ 0, y ¾ 0.

Ми пропонуємо такий алгоритм доведення симетричних нерiвностей вiд
трьох змiнних (метод рiзниць змiнних):

1) Розглядаємо рiзницю∆ мiж лiвою i правою частинами нерiвностi, яка є
симетричною функцiєю.

2) Цю рiзницю∆ подаємо через основнi симетричнi многочлени p, q, r.
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3) Робимо припущення, що a ¾ b ¾ c i вводимо позначення для рiзниць
змiнних: x = a− b, y = b− c.

abc

xy

4) Переписуємо ∆, використовуючи формули, i подаємо ∆ у виглядi мно-
гочлена вiд «однiєї змiнної» c з коефiцiєнтами, якi вираженi через x , y,
причому x ¾ 0, y ¾ 0.

Вказаний метод доведення часто вимагає достатньо громiздких перетво-
рень (в англомовних математичних спiльнотах вiн вiдомий як «Buffalo Way»
«шлях буйвола»), тому ми пропонуємо його використовувати в тому випадку,
коли немає iнших здогадок доведення симетричної нерiвностi.

Ми проiлюструємо цей метод для доведення деяких базових симетричних
нерiвностей вiд трьох змiнних, а читачам пропонуємо спробувати вiдшукати
iншi способи їхнiх доведень.

Теорема 2.9. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, p = a + b + c, q =
= ab+ bc + ca, r = abc. Доведiть виконання нерiвностей:

а) p2 ¾ 3q;
б) p3 ¾ 27r;
в) q2 ¾ 3pr;
г) 2p3 + 9r ¾ 7pq;
ґ) p2q+ 3pr ¾ 4q2.

Доведення. а) Будемо дiяти за запропонованим алгоритмом. Розгляне-
мо рiзницю ∆ = p2 − 3q, використаємо формули (2.11) (2.13) i виконаємо
перетворення:

∆= p2 − 3q = (3c + (x + 2y))2 − 3
�

3c2 + 2 (x + 2y) · c + (x + y) y
�

=

= 9c2 + 6 (x + 2y) · c + (x + 2y)2 − 9c2 + 6 (x + 2y) · c + 3 (x + y) y =

= x2 + 4x y + 4y2 − 3x y + 3y2 =

= x2 + x y + y2 ¾ 0,

оскiльки x ¾ 0, y ¾ 0. Рiвнiсть наступає, коли x = y = 0, тобто при a = b = c.
Зауважимо, що нерiвнiсть x2+ x y+ y2 ¾ 0 iстинна для довiльного c, тобто

нерiвнiсть p2 ¾ 3q виконується для довiльних дiйсних a, b, c. Крiм цього, вона
рiвносильна нерiвностi трьох квадратiв.
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б) Розглянемо рiзницю∆ = p3−27r, використаємо формули (2.11) (2.13)
i виконаємо перетворення:

∆= p3 − 27r = (3c + (x + 2y))3 − 27
�

c3 + (x + 2y) · c2 + (x + y) y · c
�

=

= 27c3 + 27 (x + 2y) · c2 + 9(x + 2y)2 · c + (x + 2y)3−

− 27c3 + 27 (x + 2y) · c2 + 27 (x + y) y · c =

=
�

9(x + 2y)2 − 27 (x + y) y
�

· c + (x + 2y)3 =

= 9
�

x2 + x y + y2
�

· c + (x + 2y)3 ¾ 0,

оскiльки x ¾ 0, y ¾ 0, c > 0. Рiвнiсть наступає, коли x = y = 0, тобто при
a = b = c.

Зауважимо, що доведена нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi Кошi для
трьох чисел.

в) Розглянемо рiзницю∆ = q2−3pr, використаємо формули (2.11) (2.13)
i виконаємо перетворення:

∆= q2 − 3pr =
�

3c2 + 2 (x + 2y) c + (x + y) y
�2−

− 3 (3c + (x + 2y))
�

c3 + (x + 2y) c2 + (x + y) yc
�

=

= 9c4 + 4(x + 2y)2 · c2 + (x + y)2 y2+

+ 12 (x + 2y) · c3 + 6 (x + y) y · c2 + 4 (x + 2y) (x + y) y · c−

− 9c4 − 3 (x + 2y) · c3 − 9 (x + 2y) · c3−

− 3(x + 2y)2 · c2 − 9 (x + y) y · c2 − 3 (x + 2y) (x + y) y · c =

=
�

(x + 2y)2 − 3 (x + y) y
�

· c2 + (x + 2y) (x + y) y · c + (x + y)2 y2 =

=
�

x2 + x y + y2
�

· c2 + (x + 2y) (x + y) y · c + (x + y)2 y2 ¾ 0,

оскiльки x ¾ 0, y ¾ 0, c > 0. Рiвнiсть наступає, коли x = y = 0, тобто при
a = b = c.

г) Розглянемо рiзницю∆ = 2p3+9r−7pq, використаємо формули (2.11)
(2.13) i виконаємо перетворення:

∆= 2(3c + (x + 2y))3 + 9
�

c3 + (x + 2y) c2 + (x + y) yc
�

−

− 7 (3c + (x + 2y))
�

3c2 + 2 (x + 2y) · c + (x + y) y
�

=

= 2
�

27c3 + 27 (x + 2y) · c2 + 9(x + 2y)2 · c + (x + 2y)3
�

+

+ 9
�

c3 + (x + 2y) · c2 + (x + y) y · c
�

−

− (21c + 7 (x + 2y))
�

3c2 + 2 (x + 2y) · c + (x + y) y
�

=
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= 54c3 + 54 (x + 2y) · c2 + 18(x + 2y)2 · c + 2(x + 2y)3+

+ 9c3 + 9 (x + 2y) · c2 + 9 (x + y) y · c−

− 63c3 − 42 (x + 2y) c2 − 21 (x + y) y · c−

− 21 (x + 2y) c2 − 14(x + 2y)2 · c − 7 (x + 2y) (x + y) y =

=
�

4(x + 2y)2 − 12 (x + y) y
�

· c +
�

2(x + 2y)3 − 7 (x + 2y) (x + y) y
�

=

= 4
�

x2 + x y + y2
�

· c + (x + 2y)
�

2x2 + x y + y2
�

¾ 0,

оскiльки x ¾ 0, y ¾ 0, c > 0. Рiвнiсть наступає, коли x = y = 0, тобто при
a = b = c.

ґ) Розглянемо рiзницю∆ = p2q+3pr−4q2, використаємо формули (2.11)
(2.13) i виконаємо перетворення:

∆= (3c + (x + 2y))2
�

3c2 + 2 (x + 2y) c + (x + y) y
�

+

+ 3 (3c + (x + 2y))
�

c3 + (x + 2y) c2 + (x + y) yc
�

−

− 4
�

3c2 + 2 (x + 2y) c + (x + y) y
�2
=

=
�

9c2 + 6 (x + 2y) c + (x + 2y)2
� �

3c2 + 2 (x + 2y) c + (x + y) y
�

+

+ (9c + 3 (x + 2y))
�

c3 + (x + 2y) c2 + (x + y) yc
�

−

− 4
�

9c4 + 4(x + 2y)2c2 + (x + y)2 y2+

+12 (x + 2y) c3 + 6 (x + y) yc2 + 4 (x + 2y) (x + y) yc
�

=

= 27c4 + 18 (x + 2y) · c3 + 9 (x + y) y · c2+

+ 18 (x + 2y) · c3 + 12(x + 2y)2 · c2 + 6 (x + 2y) (x + y) y · c+

+ 3(x + 2y)2 · c2 + 2(x + 2y)3 · c + (x + 2y)2 (x + y) y+

+ 9c4 + 9 (x + 2y) · c3 + 9 (x + y) y · c2+

+ 3 (x + 2y) · c3 + 3(x + 2y)2 · c2 + 3 (x + 2y) (x + y) y · c−

− 36c4 − 16(x + 2y)2 · c2 − 4(x + y)2 y2−

− 48 (x + 2y) · c3 − 24 (x + y) y · c2 − 16 (x + 2y) (x + y) y · c =

=
�

9 (x + y) y + 12(x + y)2 + 3(x + 2y)2 + 9 (x + y) y+

+3(x + 2y)2 − 16(x + 2y)2 − 24 (x + y) y
�

· c2+

+
�

6 (x + 2y) (x + y) y + 2(x + 2y)3 + 3 (x + 2y) (x + y) y−

−16 (x + 2y) (x + y) y) · c+

+
�

(x + 2y)2 (x + y) y − 4 (x + y) y
�

=
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=
�

2(x + 2y)2 − 6 (x + y) y
�

· c2 +
�

2(x + 2y)3 − 7 (x + 2y) (x + y) y
�

· c+

+ (x + y) y
�

(x + 2y)2 − 4 (x + y) y
�

=

= 2
�

x2 + x y + y2
�

· c2 + (x + 2y)
�

2x2 + x y + y2
�

· c + (x + y) x2 y ¾ 0,

оскiльки x ¾ 0, y ¾ 0, c > 0. Рiвнiсть наступає, коли x = y = 0, тобто при
a = b = c. �

Наступнi нерiвностi пропонуємо довести читачам самостiйно з викори-
станням вивчених методiв доведення симетричних нерiвностей вiд трьох
змiнних.

Теорема 2.10. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, p = a+ b+ c, q = ab+
+ bc + ca, r = abc. Доведiть виконання нерiвностей:

д) pq ¾ 9r;
е) q3 ¾ 27r2;
є) p2q ¾ 3pr + 2q2;
ж) p4 + 3q2 ¾ 4p2q;
з) pq2 ¾ 2p2r + 3qr;
и) 2p3 + 9r2 ¾ 7pqr;
i) q3 + 9r2 ¾ 4pqr;
ї) p3r + q3 ¾ 6pqr.
Задача 2.42. Нехай a, b, c невiд’ємнi дiйснi числа, для яких a+ b+ c = 1.

Доведiть, що

7(ab+ bc + ca)¶ 2+ 9abc.

(Великобританiя, 1999 р.)

Розв’язання. Степiнь лiвої частини дорiвнює 2, а правої 3. Використо-
вуючи умову a+ b+ c = 1, перепишемо дану нерiвнiсть у такому виглядi:

7(a+ b+ c)(ab+ bc + ca)¶ 2(a+ b+ c)3 + 9abc.

Нехай p = a + b + c, q = ab + bc + ca, r = abc. Тодi нерiвнiсть набуває
вигляду 2p3 + 9r ¾ 7pq. Остання нерiвнiсть нами доведена вище (теорема 2.9,
г). �

2.4.4. Симетрична кубiчна нерiвнiсть та її застосування

Цiкавим наслiдком з нерiвностi Шура i надзвичайно потужним iнстру-
ментом для доведення симетричних нерiвностей є наступна теорема, яку ми
називаємо симетричною кубiчною нерiвнiстю.
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Теорема 2.11 (про симетричну кубiчну нерiвнiсть). Нехай P (u, v, w)
однорiдний симетричний многочлен третього степеня з дiйсними коефiцi-
єнтами. Якщо P (1,1, 1) ¾ 0, P (1,1, 0) ¾ 0 i P (1, 0,0) ¾ 0, то для будь-яких
дiйсних невiд’ємних x , y та z виконується така нерiвнiсть P (x , y, z)¾ 0.

Доведення. Оскiльки P (u, v, w) однорiдний симетричний многочлен
третього степеня, то вiн має такий вигляд:

P (u, v, w) = A
∑

c yc

u3 + B
∑

s ym

u2v + Cuvw,

де A, B, C заданi дiйснi числа. Позначимо через p = P (1, 1,1) = 3A+ 6B + C ,
q = P (1, 1,0) = A+ B i r = P (1, 0,0) = A. Звiдси знаходимо, A= r, B = q − r i
C = p− 6q+ 3r, де p, q, r невiд’ємнi дiйснi числа.

Нехай x , y, z ¾ 0, тодi

P (x , y, z) = r
∑

c yc

x3 + (q− r)
∑

s ym

x2 y + (p− 6q+ 3r) x yz.

Перепишемо цей вираз у такому виглядi

P (x , y, z) = r

�

∑

c yc

x3 + 3x yz −
∑

s ym

x2 y

�

+ q

�

∑

s ym

x2 y − 6x yz

�

+ px yz.

Оскiльки
∑

c yc
x3 + 3x yz −

∑

s ym
x2 y ¾ 0 (це результат задачi 2.34) та

∑

s ym
x2 y −

6x yz ¾ 0 (це результат нерiвностi Кошi), то одержуємо: P (x , y, z) ¾ 0, що i
треба було довести1. �

Спочатку покажемо застосування симетричної кубiчної нерiвностi до
ранiше розв’язаної нами задачi.

Задача 2.43. Нехай x , y , z невiд’ємнi дiйснi числа такi, що x + y + z = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

0¶ x y + yz + zx − 2x yz ¶
7

27
.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1984 р.)

Розв’язання. Оскiльки x + y + z = 1, то наша нерiвнiсть еквiвалентна
такiй нерiвностi

0¶ (x y + yz + zx) (x + y + z)− 2x yz ¶
7

27
(x + y + z)3

1Зауваження. В книжцi [16] вказується, що результат доведеної теореми належить Ху Джу
Лi (Hoo Joo Lee). В цiй же книжцi доводиться узагальнення кубiчної нерiвностi, в якiй умова
симетричностi многочлена замiнюється його циклiчнiстю (циклiчна кубiчна нерiвнiсть), а також
поширюється аналогiчна iдея на симетричнi многочлени iз бiльшою кiлькiстю змiнних.
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(ми «вирiвняли» степiнь усiх членiв нерiвностi, тобто зробили її рiвною три).
Доведемо цю нерiвнiсть для будь-яких невiд’ємних дiйсних чисел.

Для цього розглянемо два однорiдних симетричних кубiчних многочлени:

P (u, v, w) = (uv + vw+wu) (u+ v +w)− 2uvw

та

Q (u, v, w) =
7

27
(u+ v +w)3 − (uv + vw+wu) (u+ v +w) + 2uvw.

Оскiльки всi значення P (1,1, 1) = 7, P (1,1, 0) = 2, P (1,0, 0) = 0 та Q (1,1, 1) =
0, Q (1, 1,0) = 2

27 , Q (1,0, 0) = 7
27 невiд’ємнi, то за теоремою про симетри-

чну кубiчну нерiвнiсть одержуємо, що P (x , y, z) ¾ 0 i Q (x , y, z) ¾ 0 при всiх
x , y, z ¾ 0. Звiдси при x + y + z = 1, одержуємо справедливiсть твердження
задачi.

Iншi способи розв’язання цiєї задачi наведено на сторiнках 57 i 81. �

Задача 2.44. Нехай x , y , z невiд’ємнi дiйснi числа такi, що x + y + z = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

x3 + y3 + z3 + 6x yz ¾
1
4

.

(США, 1979 р.)

Розв’язання. Оскiльки x + y + z = 1, то наша нерiвнiсть, еквiвалентна
такiй нерiвностi

x3 + y3 + z3 + 6x yz ¾
1
4
(x + y + z)3

(ми «вирiвняли» степiнь усiх членiв нерiвностi, тобто зробили її рiвною три).
Доведемо цю нерiвнiсть для будь-яких невiд’ємних дiйсних чисел.

Для цього розглянемо однорiдний симетричний кубiчний многочлен:

P (u, v, w) = u3 + v3 +w3 + 6uvw−
1
4
(u+ v +w)3.

Оскiльки всi значення P (1, 1,1) = 9
4 , P (1,1, 0) = 0 i P (1,0, 0) = 3

4 невiд’ємнi,
то за теоремою про симетричну кубiчну нерiвнiсть одержуємо, що P (x , y, z)¾
0 при всiх x , y, z ¾ 0. Звiдси, при x + y + z = 1, одержуємо справедливiсть
твердження задачi. �

Задача 2.45. Нехай x , y , z невiд’ємнi дiйснi числа такi, що x + y + z = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

7 (x y + yz + zx)¶ 2+ 9x yz.

(Великобританiя, 1999 р.)
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Розв’язання. Оскiльки x + y + z = 1, то наша нерiвнiсть еквiвалентна
такiй нерiвностi

2(x + y + z)3 − 7 (x + y + z) (x y + yz + zx) + 9x yz ¾ 0.

Доведемо цю нерiвнiсть для будь-яких невiд’ємних дiйсних чисел.
Для цього розглянемо однорiдний симетричний кубiчний многочлен:

P (u, v, w) = 2(u+ v +w)3 − 7 (u+ v +w) (uv + vw+wu) + 9uvw.

Оскiльки всi значення P (1,1, 1) = 0, P (1,1, 0) = 2 i P (1,0, 0) = 2 невiд’ємнi,
то за теоремою про симетричну кубiчну нерiвнiсть одержуємо, що P (x , y, z)¾
0 при всiх x , y, z ¾ 0, що i треба було довести. �

Наслiдком з симетричної кубiчної нерiвностi є аналогiчне твердження,
де роль змiнних вiдiграють довжини сторiн деякого трикутника (теорема
Столарскi1).

Теорема 2.12. Нехай P (u, v, w) однорiдний симетричний многочлен
третього степеня з дiйсними коефiцiєнтами. Якщо P (1,1, 1)¾ 0, P (1,1, 0)¾
0 i P (2, 1,1) ¾ 0, то для будь-яких дiйсних невiд’ємних чисел a, b та c,
якi є довжинами сторiн деякого трикутника, виконується така нерiвнiсть
P (a, b, c)¾ 0.

Доведення.

A B

C

A1

B1

C1

I

z
z

y

yx

x

ab

c

Рис. 2.2.

Нехай x = AB1 = AC1, y = BA1 = BC1 та
z = CA1 = CB1 (див. рис. 2.2), тодi a = y + z,
b = x + z i c = x + y , де x , y, z додатнi дiйснi
числа. Тодi x = 1

2 (−a+ b+ c), y = 1
2 (a− b+ c)

i z = 1
2 (a+ b− c). Причому:

• якщо a = 1, b = 1, c = 1, то x = 1
2 , y =

1
2 , z = 1

2 ;
• якщо a = 1, b = 1, c = 0, то x = 0, y =

0, z = 1;
• якщо a = 2, b = 1, c = 1, то x = 0, y =

1, z = 1.

Оскiльки P (a, b, c) однорiдний симетричний многочлен третього сте-
пеня з дiйсними коефiцiєнтами, то Q (x , y, z) = P (y + z, z + x , x + y) також

1Stolarsky K. B. Cubic Triangle Inequalities // Amer. Math. Monthly. Vol. 78, No. 8. 1971. P.
879-881.
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однорiдний симетричний многочлен третього степеня з дiйсними коефiцiєн-
тами. Крiм того,

Q (1,1, 1) = 8Q
�

1
2

,
1
2

,
1
2

�

= 8P (1, 1,1)¾ 0

Q (1,0, 0) =Q (0, 0,1) = P (1, 1,0)¾ 0

i

Q (1, 1,0) =Q (0,1, 1) = P (2,1, 1)¾ 0.

Отже, за теоремою 2.11 має мiсце така нерiвнiсть Q (x , y, z) ¾ 0, яка еквiва-
лентна нерiвностi P (a, b, c)¾ 0. �

Задача 2.46. Нехай a, b, c довжини сторiн деякого трикутника, p
його пiвпериметр. Доведiть, що виконується нерiвнiсть

a2 + b2 + c2 ¾
36
35

�

p2 +
abc
p

�

.

Розв’язання. Перепишемо дану нерiвнiсть у такому виглядi:
35
2
(a+ b+ c)

�

a2 + b2 + c2
�

¾ 36
�

1
8
(a+ b+ c)3 + abc

�

.

Для доведення цiєї нерiвностi розглянемо однорiдний симетричний много-
член третього степеня:

P (u, v, w) = 35 (u+ v +w)
�

u2 + v2 +w2
�

− 9
�

(u+ v +w)3 + 8uvw
�

.

Оскiльки всi значення P (1,1, 1) = 0, P (1, 1,0) = 68 i P (2,1, 1) = 120 невiд’-
ємнi, то за теоремою 2.12 виконується нерiвнiсть P (a, b, c) ¾ 0, що i треба
було довести. �

2.5. Використання принципу Штурма при розв’язуваннi
олiмпiадних екстремальних задач

В цьому параграфi ми хочемо познайомити читачiв з методом розв’язува-
ння олiмпiадних екстремальних задач, який називається принципом Штурма.
Цей принцип був розроблений i запропонований у 1884 роцi нiмецьким мате-
матиком Фрiдрiхом Отто Рудольфом Штурмом (1841 1919).

Теорiю задач на знаходження найбiльших i найменших величин нази-
вають теорiєю екстремальних задач або теорiєю оптимiзацiї. У цiй теорiї
використовують спецiальну термiнологiю. Слова maximum та minimum
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латинськi. Вони означають «найбiльше» та «найменше». Ще два слова латин-
ського походження часто застосовують, коли говорять про задачi на макси-
мум та мiнiмум. Термiн «екстремум» вiд латинського extremum, що означає
«крайнє» об’єднує поняття максимум i мiнiмум (цей термiн запропонував
використовувати французький математик Е. Дюбуа-Реймон). Крiм цього, ви-
користовують термiн «оптимальний». Вiн походить вiд латинського optimus,
що означає «найкращий», «досконалий».

Екстремальнi проблеми, якi виникають в математицi, природознавствi чи
в практичнiй роботi, спочатку ставляться без формул, в термiнах тiєї областi
знань, в якiй вони виникли. Для того, щоб можна було скористатися загаль-
ною теорiєю, необхiдно здiйснювати переклад постановок задач iз специфi-
чної мови на мову математики. Такий переклад називають формалiзацiєю.

Нижче, при розв’язаннi кожної екстремальної задачi, ми покажемо, як
здiйснюється формалiзацiя. Хочеться вiдмiтити, що одну i ту ж саму задачу мо-
жна буде формалiзувати по рiзному. Вiд того, наскiльки вдало формалiзована
задача, залежить i успiх її розв’язання. Формалiзацiя це мистецтво. Цьому
потрiбно навчатися, краще всього розв’язуючи практичнi задачi.

Таким чином, формалiзувати екстремальну задачу це означає точно
описати функцiю (позначатимемо її через f ), екстремальне значення якої
потрiбно знайти, i вказати обмеження на її аргументи (позначатимемо його
через D). Обмеження задається зазвичай рiвностями i нерiвностями.

Для формалiзацiї задачi: «знайти найбiльше (найменше) значення функцiї
f (x) при умовi, що x ∈ D» будемо вживати скорочений запис:

f (x)→max (min) для x ∈ D. (2.14)

Точки iз D називаються допустимими. Допустима точка x̂ iз D називаєть-
ся абсолютним максимумом (мiнiмумом) в задачi (2.14), якщо f (x) ¶ f ( x̂)
(вiдповiдно f (x)¾ f ( x̂)) для будь-якого x iз D. Абсолютний максимум (мiнi-
мум) задачi (2.14) будемо називати розв’язком екстремальної задачi. Знайти
розв’язок задачi i буде нашою цiллю.

Отже, перейдемо до опису принципу Штурма.
Нехай маємо функцiю f (x), що визначена на множинi D, яка є пiдмножи-

ною в Rn, i точку x̂ = ( x̂1, x̂2, . . . , x̂n), що належить D. Тодi справедливим буде
таке твердження.

Твердження 1. Нехай виконується умови:
1) функцiя f має максимум (мiнiмум) на множинi D;
2) для довiльного x = (x1, x2, . . . , xn) iз множини D, яке не спiвпадає з x̂ ,

значення f (x)можна збiльшити (зменшити).
Тодi точка x̂ є точкою максимуму (мiнiмуму) функцiї f .
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Це твердження i називають принципом Штурма. Iз нього випливатиме,
що для всiх x ∈ D виконується нерiвнiсть f (x) ¾ f ( x̂) ( f (x)¶ f ( x̂)), тобто
екстремальна задача буде розв’язаною.

Проаналiзуємо детальнiше цей принцип.
1) Спочатку потрiбно з’ясувати, чи матиме задана функцiя f максимум

або мiнiмум. Для цього, слiд розiбратися з множиною D допустимих точок
функцiї f . Ця множина D часто складається iз тих точок x = (x1, x2, . . . , xn),
для яких виконуються деякi заданi рiвностi fi (x) = 0, i = 1,2, . . . , m i не-
рiвностi gi (x) ¾ 0, i = 1,2, . . . , k. Говорять, що виконання цих рiвнянь та
нерiвностей забезпечують замкненiсть множини D.

Крiм того, говорять, що множина D називається обмеженою, якщо iснує
така константа A > 0, що |x i | ¶ A, i = 1,2, . . . , n для будь-якої точки x =
(x1, x2, . . . , xn) iз D.

Наступна класична теорема математичного аналiзу дає певну умову iсну-
вання екструмуму функцiї.

Теорема 2.13 (Вейєрштрасса1). Нехай в задачi (2.14) функцiя f неперерв-
на, а сукупнiсть D допустимих для неї точок замкнена i обмежена. Тодi розв’я-
зок обох задач (2.14) iснує.

Як бачимо, доведення iснування екстремального значення функцiї ча-
сто виявляється досить важким. Проте iснування можна обґрунтувати й за
означенням точки абсолютного максимуму (мiнiмуму), якщо вiдома можлива
вiдповiдь. Саме так ми i дiятимемо в усiх розглянутих нижче задачах.

2) Процес знаходження екстремального значення f ( x̂) нам потрiбно буде
розбивати на послiдовнi етапи, на кожному iз яких ми вiдслiдковуватиме-
мо змiну не усiх змiнних аргументу, а лише двох iз них, що пов’язанi мiж
собою спецiальною умовою. Крiм того, перед цим, ми повиннi сформулювати
i довести таке твердження (його називають заготовкою) про «зближення»
двох аргументiв, чи їх «розсовування», щоб з його допомогою доводилося, що
значення функцiї в кожнiй новiй точцi буде «ближче» до f ( x̂), нiж значення
у попереднiй точцi. При цьому кожна нова точка повинна мати все бiльше
спiльних координат з точкою x̂ . Оскiльки кiлькiсть координат кожної точки iз
D дорiвнює n, то такий процес «наближення» до екстремуму є скiнченним, i
завершує доведення того, що f ( x̂) екстремальне значення функцiї f .

1Карл Теодор Вiльгельм Вейєрштрасс (1815 1897) нiмецький математик.
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А тепер перейдемо до розв’язування олiмпiадних екстремальних задач за
описаним вище методом.

Задача 2.47. Нехай x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа, n¾ 2, такi, що
x1 + x2 + . . .+ xn = 1. Доведiть, що

x1

1+ x2 + . . .+ xn
+

x2

1+ x1 + . . .+ xn
+ . . .+

xn

1+ x1 + . . .+ xn−1
¾

n
2n− 1

.

(Балканська математична олiмпiада, 1984)

Розв’язання. Формалiзацiя. Перепишемо дану нерiвнiсть у виглядi
x1

2− x1
+

x2

2− x2
+ . . .+

xn

2− xn
¾

n
2n− 1

, (2.15)

i визначимо функцiю

f (x1, x2, . . . , xn) =
x1

2− x1
+

x2

2− x2
+ . . .+

xn

2− xn
.

З умови задачi випливає, що ця функцiя визначена на пiдмножинi D множини
Rn, яка складається з точок, координати яких додатнi i їх сума дорiвнює 1,
тобто

D = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 + x2 + . . .+ xn = 1, x i > 0, i = 1, 2, . . . , n} .
Ми хочемо довести, що на цiй множинi точок наша функцiя набуває значень,
якi бiльшi або рiвнi n

2n−1 . Легко перевiрити, що значення n
2n−1 досягається для

точки x̂ =
�

1
n , 1

n , . . . , 1
n

�

, яка належить D.
Застосуємо принцип Штурма.
Заготовка. При «зближеннi» двох рiзних дiйсних чисел α i β ,

(0< α,β < 1) так, щоб їх сума залишалася сталою, значення виразу
α

2−α
+

β

2− β
буде зменшуватися.

Доведення. Оскiльки заданий вираз є симетричним, то не порушуючи
загальностi, будемо вважати, що α < β . Нехай ε таке дiйсне число, що
0 < ε < β − α. Замiнимо число α на α + ε, а число β на β − ε. Тодi сума
нових чисел дорiвнює сумi попереднiх: (α+ ε) + (β − ε) = α+ β . Крiм того,
0< α < α+ ε < β < 1 i 0< α < β − ε < β < 1. Далi потрiбно довести, що

α

2−α
+

β

2− β
>

α+ ε
2−α− ε

+
β − ε

2− β + ε
.

Оскiльки
α

2−α
+

β

2− β
=
α (2− β) + β (2−α)
(2−α) (2− β)

=
2 (α+ β)− 2αβ

4− 2 (α+ β) +αβ
,

то остання нерiвнiсть еквiвалентна такiй нерiвностi:
2 (α+ β)− 2αβ

4− 2 (α+ β) +αβ
>

2 (α+ β)− 2 (α+ ε) (β − ε)
4− 2 (α+ β) + (α+ ε) (β − ε)

.
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Щоб довести цю нерiвнiсть, потрiбно довести, що чисельник дробу, який
стоїть у лiвiй частинi цiєї нерiвностi, бiльший за чисельних дробу, який стоїть у
правiй її частинi, а його знаменник вiдповiдно менший за знаменник у правiй
частинi. Крiм того, потрiбно показати, що цi чисельники i знаменники
додатнi.

Дiйсно,

2 (α+ β)− 2αβ > 2 (α+ β)− 2 (α+ ε) (β − ε) ⇔

(α+ ε) (β − ε)> αβ ,

4− 2 (α+ β) +αβ < 4− 2 (α+ β) + (α+ ε) (β − ε) ⇔

(α+ ε) (β − ε)> αβ ,

а далi

(α+ ε) (β − ε)> αβ ⇔ ε (β −α)− ε2 > 0 ⇔ ε ((β −α)− ε)> 0,

бо 0< ε < β −α.
Крiм того,

4− 2 (α+ β) +αβ = (2−α) (2− β)> 0

i

2 (α+ β)− 2 (α+ ε) (β − ε) = (a+ ε) (2− (b− ε)) + (b− ε) (2− (a+ ε))> 0,

бо 0< α < α+ ε < β < 1 i 0< α < β − ε < β < 1.
Процес наближення. Нехай x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D, x 6= x̂ . Тодi серед чисел

x1, x2,. . . , xn є два числа, одне iз яких бiльше 1
n , а друге менше 1

n . Це випливає
з того, що

min {x1, . . . , xn}¶
x1 + . . .+ xn

n
¶max {x1, . . . , xn} .

Не порушуючи загальностi будемо вважати, що це числа x1 i x2, причому
x1 <

1
n i x2 >

1
n . Замiнимо x1 на 1

n , а x2 на x1 + x2 −
1
n , одержимо нову точку

x ′ =
�

1
n

, x1 + x2 −
1
n

, x3, . . . , xn

�

,

яка належить до множини D (її координати додатнi, а їх сума дорiвнює 1). Ви-
користовуючи заготовку одержуємо, що f (x)> f (x ′). Далi, дiючи iз точкою
x ′ аналогiчно, як iз точкою x , ми перейдемо до точки x ′′, у якої будуть рiвними
1
n , щонайменше двi її координати, i при цьому буде виконується нерiвнiсть
f (x ′)> f (x ′′) (її справедливiсть забезпечує заготовка). Далi, дiючи так само
щонайбiльше n− 1 разiв, ми прийдемо до точки, у якiй n− 1 координат дорiв-
нюють по 1

n , а n-та координата дорiвнює 1− (n− 1) · 1
n =

1
n , тобто прийдемо

до точки x̂ .
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Таким чином, для x 6= x̂ виконується нерiвнiсть f (x) > f ( x̂), а для усiх
x ∈ D виконується така нерiвнiсть f (x)¾ f ( x̂), що i треба було довести.

Нагадаємо, що iнший спосiб розв’язання цiєї задачi було розглянуто в
роздiлi 2.1 (задача 2.16 на сторiнцi 35). �

Задача 2.48. Нехай x1, x2,. . . , xn такi дiйснi числа, що 0 < x i ¶
1
2 , для

1¶ i ¶ n. Доведiть, що

x1 x2 . . . xn

(x1 + x2 + . . .+ xn)
n ¶

(1− x1) (1− x2) . . . (1− xn)
((1− x1) + (1− x2) + . . .+ (1− xn))

n .

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Iндiя, 2004)

Розв’язання. Формалiзацiя. Перепишемо дану нерiвнiсть у виглядi:

x1 x2 . . . xn

(1− x1) (1− x2) . . . (1− xn)
¶

(x1 + x2 + . . .+ xn)
n

(n− (x1 + x2 + . . .+ xn))
n . (2.16)

Якщо зафiксувати суму S = x1 + x2 + . . . + xn, то права частина нерiвностi
(2.16) буде сталою i буде дорiвнювати

�

S
n−S

�n
.

Визначимо функцiю

f (x1, x2, . . . , xn) =
x1

1− x1
·

x2

1− x2
· . . . ·

xn

1− xn
.

З умови задачi випливає, що ця функцiя визначена на пiдмножинi D множини
Rn, яка складається з точок, координати яких додатнi i не перевищують 1

2 , а їх
сума дорiвнює додатному числу S, тобто на

D =
§

(x1, x2, . . . , xn) : x1 + x2 + . . .+ xn = S, 0< S ¶
n
2

, 0< x i ¶
1
2

, i = 1,2, . . . , n
ª

.

Ми хочемо довести, що на цiй множинi точок наша функцiя набуває значень,
якi меншi або рiвнi

�

S
n−S

�n
. Легко перевiрити, що значення

�

S
n−S

�n
досягається

для точки x̂ =
�

S
n , S

n , . . . , S
n

�

, яка належить D.
Застосуємо принцип Штурма.
Заготовка. При «зближеннi» двох рiзних дiйсних чисел α i β ,

�

0< α,β ¶ 1
2

�

так, щоб їх сума залишалася сталою, значення виразу

α

1−α
·
β

1− β
буде збiльшуватися.

Доведення. Оскiльки заданий вираз є симетричним, то не порушуючи
загальностi, будемо вважати, що α < β . Нехай ε таке дiйсне число, що
0 < ε < β − α. Замiнимо число α на α + ε, а число β на β − ε. Тодi сума
нових чисел дорiвнює сумi попереднiх: (α+ ε) + (β − ε) = α+ β . Крiм того,
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0< α < α+ ε < β ¶ 1
2 i 0< α < β − ε < β ¶ 1

2 . Далi потрiбно довести, що

α

1−α
·
β

1− β
<

α+ ε
1−α− ε

·
β − ε

1− β + ε
.

Оскiльки
α

1−α
·
β

1− β
=

αβ

1− (α+ β) +αβ
= 1−

1− (α+ β)
1− (α+ β) +αβ

,

то ця нерiвнiсть перепишеться так:

1−
1− (α+ β)

1− (α+ β) +αβ
< 1−

1− (α+ β)
1− (α+ β) + (α+ ε) (β − ε)

.

Оскiльки α + β < 1, то 1 − (α+ β) > 0. Тому далi матимемо еквiвалентнi
нерiвностi:

1− (α+ β)
1− (α+ β) +αβ

>
1− (α+ β)

1− (α+ β) + (α+ ε) (β − ε)
,

1
1− (α+ β) +αβ

>
1

1− (α+ β) + (α+ ε) (β − ε)
,

(α+ ε) (β − ε)> αβ .

Остання нерiвнiсть є правильною i доведена в попереднiй задачi.
Процес наближення. Нехай x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D, x 6= x̂ . Тодi серед

чисел x1, x2, . . . , xn є два числа, одне iз яких бiльше S
n , а друге менше S

n .
Не порушуючи загальностi будемо вважати, що це числа x1 i x2, причому
x1 <

S
n i x2 >

S
n . Замiнимо x1 на S

n , а x2 на x1 + x2 −
S
n , одержимо нову точку

x ′ =
�

S
n

, x1 + x2 −
S
n

, x3, . . . , xn

�

, яка належить до множини D (її координати

лежать в зазначених межах, а їх сума дорiвнює 1). Використовуючи заготов-
ку одержуємо, що f (x) > f (x ′). Далi, дiючи iз точкою x ′ аналогiчно, як iз
точкою x , ми перейдемо до точки x ′′, у якої будуть рiвними S

n , щонайменше
двi її координати, i при цьому буде виконується нерiвнiсть f (x ′)> f (x ′′) (її
справедливiсть забезпечує заготовка). Далi, дiючи так само щонайбiльше n−1
разiв, ми прийдемо до точки, у якiй n− 1 координат дорiвнюють по S

n , а n-та
координата дорiвнює S − (n− 1) · S

n =
S
n , тобто прийдемо до точки x̂ . Це i

завершує доведення заданої нерiвностi. �

Задача 2.49. Нехай r1, r2, . . . , rn додатнi дiйснi числа, n ¾ 2, причому
ri ¾ 1, для усiх i = 1, 2, . . . , n. Доведiть, що

1
1+ r1

+
1

1+ r2
+ . . .+

1
1+ rn

¾
n

1+ n
p

r1r2 . . . rn
.

(ММО, Short List, 1998)
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Розв’язання. Формалiзацiя. Позначимо n
p

r1r2 . . . rn = d, d ¾ 1. Визначи-
мо функцiю

f (x1, x2, . . . , xn) =
1

1+ x1
+

1
1+ x2

+ . . .+
1

1+ xn
.

З умови задачi випливає, що ця функцiя визначена на пiдмножинi D множини
Rn, яка складається з точок, координати яких бiльшi або рiвнi за 1 i їх добуток
дорiвнює d, d ¾ 1, тобто на

D = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 x2 . . . xn = d, d ¾ 1, x i ¾ 1, i = 1,2, . . . , n} .
Ми хочемо довести, що на цiй множинi точок наша функцiя набуває значень,
якi бiльшi або рiвнi n

1+d . Легко перевiрити, що значення n
1+d досягається для

точки x̂ = (d, d, . . . , d), яка належить D.
Застосуємо принцип Штурма.
Заготовка 1. При «зближеннi» двох рiзних дiйсних чисел α i β , (α,β > 0)

так, щоб їх добуток залишався сталим, значення виразу α+ β буде зменшува-
тися.

Доведення. Оскiльки заданий вираз є симетричним, то не порушуючи
загальностi, будемо вважати, що α < β . Нехай ε таке дiйсне число, що 1< ε <
β
α . Замiнимо число α на εα, а число β на β

ε . Тодi добуток нових чисел дорiвнює
добутку попереднiх: εα · βε = αβ . Крiм того, 0 < α < εα < β i 0 < α < β

ε < β .
Далi потрiбно довести, що

α+ β > εα+
β

ε
.

Ця нерiвнiсть рiвносильна наступнiй:
(ε − 1) (β − εα)

ε
> 0,

яка є правильною при вказаних обмеженнях.
Заготовка 2. При «зближеннi» двох рiзних дiйсних чисел α i β , (α,β ¾ 1)

так, щоб їх добуток залишався сталим, значення виразу
1

1+α
+

1
1+ β

буде зменшуватися.
Доведення. Оскiльки заданий вираз є симетричним, то не порушуючи

загальностi, будемо вважати, що 1 ¶ α < β . Нехай ε таке дiйсне число, що
1< ε < β

α . Замiнимо число α на εα, а число β на β
ε . Тодi добуток нових чисел

дорiвнює добутку попереднiх: εα · βε = αβ . Крiм того, 0 < α < εα < β i
0< α < β

ε < β . Далi потрiбно довести, що
1

1+α
+

1
1+ β

>
1

1+ εα
+

1

1+ β
ε

.
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Оскiльки
1

1+α
+

1
1+ β

= 1−
αβ − 1

1+ (α+ β) +αβ
,

то ця нерiвнiсть рiвносильна таким нерiвностям:

1−
αβ − 1

1+ (α+ β) +αβ
> 1−

αβ − 1

1+
�

εα+ β
ε

�

+αβ
,

αβ − 1
1+ (α+ β) +αβ

<
αβ − 1

1+
�

εα+ β
ε

�

+αβ
.

Оскiльки 1¶ α < β , то αβ−1> 0. Тому остання нерiвнiсть рiвносильна таким
нерiвностям:

1+ (α+ β) +αβ > 1+
�

εα+
β

ε

�

+αβ ,

α+ β > εα+
β

ε
,

а ця нерiвнiсть доведена в заготовцi 1.
Процес наближення. Нехай x = (r1, r2, . . . , rn) ∈ D, x 6= x̂ . Тодi серед чисел

r1, r2, . . . , rn є два числа, одне iз яких бiльше d, а друге менше d (це випливає
з того, що d середнє геометричне цих чисел). Не порушуючи загальностi
будемо вважати, що це числа r1 i r2, причому r1 < d i r2 > d. Замiнимо r1 на
d, а r2 на r1 r2

d , одержимо нову точку x ′ =
�

d, r1 r2
d , r3, . . . , rn

�

, яка належить до
множини D (її координати лежать в зазначених межах, а їх добуток дорiв-
нює d). Використовуючи заготовки одержуємо, що f (x)> f (x ′). Далi, дiючи
iз точкою x ′ аналогiчно, як iз точкою x , ми перейдемо до точки x ′′, у якої
будуть рiвними d, щонайменше двi її координати, i при цьому буде викону-
ється нерiвнiсть f (x ′) > f (x ′′) (її справедливiсть забезпечують заготовки).
Далi, дiючи так само щонайбiльше n− 1 разiв, ми прийдемо до точки, у якiй
n − 1 координат дорiвнюють по d, а n-та координата дорiвнює dn

dn−1 = d, бо
n
p

d · d · . . . · d · r̂n = d, тобто прийдемо до точки x̂ . Це i завершує доведення
потрiбної нам нерiвностi. �

Задача 2.50. Нехай a, b, c дiйснi невiд’ємнi числа такi, що a + b + c = 1.
Доведiть, що

4 (ab+ bc + ca)− 9abc ¶ 1.

(Журнал «Mathematical Reflections», T. Andreescu)

Розв’язання. Формалiзацiя. Розглянемо функцiю

f (x , y, z) = 4 (x y + yz + zx)− 9x yz − 1,
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яка визначена на множинi

D =
�

(x , y, z) ∈ R3 : 0¶ x , y, z ¶ 1, x + y + z = 1
	

.

Оскiльки множина D замкнена i обмежена, а функцiя f (x , y, z) неперервна,
то за теоремою Вейєрштрасса вона має максимум. Нехай x̂ = (a, b, c) точка
iз D, в якiй f досягає максимуму. Оскiльки наша функцiя є симетричною,
то не порушуючи загальностi будемо вважати, що a ¾ b ¾ c. Тодi можемо
стверджувати, що a ¾ 1

3 i c ¶ 1
3 .

Застосуємо принцип Штурма.
Заготовка. Нехай b < a i 0< ε < a− b. Тодi f (a− ε, b+ ε, c)> f (a, b, c).
Доведення. Ця нерiвнiсть еквiвалентна такiй нерiвностi:

4 (a− ε) (b+ ε)− 9 (a− ε) (b+ ε) c > 4ab− 9abc,

або

(4− 9c)
�

(a− b)ε − ε2
�

> 0.

Ця остання нерiвнiсть є правильною, бо c ¶ 1
3 i 0< ε < a− b.

Доведена щойно заготовка вказує на те, що a = b. Тодi c = 1 − 2a, i
залишається довести, що f (a, a, 1− 2a) ¶ 0, де 1

3 ¶ a ¶ 1
2 . Це означає, що

потрiбно довести нерiвнiсть:

4a2 + 8a (1− 2a)− 9a2 (1− 2a)− 1¶ 0.

Розкриваючи дужки в лiвiй частинi цiєї нерiвностi i розкладаючи її на мно-
жники, одержуємо: − (1− 2a) (3a− 1)2 ¶ 0. Ця нерiвнiсть при 1

3 ¶ a ¶ 1
2 є

правильною. Тому запропоновану нерiвнiсть доведено. Крiм того, ми одер-
жали, що рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли два iз
трьох даних чисел дорiвнюють по 1

2 , а третє дорiвнює 0, або коли усi три числа
дорiвнюють по 1

3 . �

Задача 2.51. Нехай a, b, c невiд’ємнi дiйснi числа такi, що a+ b+ c = 1.
Доведiть, що

0¶ ab+ bc + ca− 2abc ¶
7

27
.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 1984)

Розв’язання. Перша нерiвнiсть випливатиме з таких нерiвностей: ab ¾
abc i bc ¾ abc. Для доведення другої розглянемо функцiю:

f (x , y, z) = x y + yz + zx − 2x yz,

яка визначена на D =
�

(x , y, z) ∈ R3|0¶ x , y, z ¶ 1, x + y + z = 1
	

.
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Заготовка. Нехай x̂ = (a, b, c) точка iз D, в якiй f (x , y, z) досягає ма-
ксимуму. Нехай a ¶ b ¶ c, причому a < c i ε =min

�

1
3 − a, c − 1

3

�

> 0. Тодi

f (a+ ε, b, c − ε) = f (a, b, c) + ε (1− 2b) ((c − a)− ε) .
Оскiльки b ¶ c i a + b + c = 1, то b ¶ 1

2 . Отже, f (a+ ε, b, c − ε) ¾ f (a, b, c).
Звiдки за принципом Штурма

f (x , y, z)¶ f
�

1
3

,
1
3

,
1
3

�

=
7

27
.

Iнше доведення цiєї нерiвностi з використанням симетричної кубiчної нерiв-
ностi наведено на сторiнцi 69 (задача 2.43). �

Задача 2.52. Нехай x1, x2, . . . , xn рiзнi натуральнi числа (n¾ 2). Дове-
дiть, що

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ¾

2n+ 1
3

(x1 + x2 + . . .+ xn) .

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Румунiя, 1999)

Розв’язання. Формалiзацiя. Перепишемо задану нерiвнiсть у виглядi
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

x1 + x2 + . . .+ xn
¾

2n+ 1
3

.

Саме в такому виглядi ця нерiвнiсть була запропонована учасникам Всеукра-
їнської олiмпiади юних математикiв у 1981 роцi.

Оскiльки лiва частина цiєї нерiвностi є симетричною, то не порушуючи
загальностi будемо вважати, що 0 < x1 < x2 < . . . < xn. А тому розглянемо
функцiю

f (x1, x2, . . . , xn) =
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n

x1 + x2 + . . .+ xn
,

яка визначена на множинi

D = {(x1, x2, . . . , xn) |0< x1 < x2 < . . .< xn, x i ∈ Z, i = 1,2, . . . , n} .
Ми хочемо довести, що на цiй множинi точок наша функцiя набуває значень,
якi бiльшi або рiвнi 2n+1

3 . Легко перевiрити, що значення 2n+1
3 досягається для

точки x̂ = (1, 2, . . . , n), яка належить D.
Застосуємо принцип Штурма.
Нехай найменше значення функцiї f досягається для точки (y1, y2, . . . , yn),

яка належить D. Зрозумiло, що yn − y1 ¾ n− 1.
Якщо yn − y1 > n, то знайдуться такi числа i та j, i < j, що точка

�

y1, . . . , yi + 1, . . . , y j − 1, . . . , yn

�

буде належати D. При цьому буде виконува-
тися нерiвнiсть

f
�

y1, . . . , yi , . . . , y j , . . . , yn

�

> f
�

y1, . . . , yi + 1, . . . , y j − 1, . . . , yn

�

,
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бо знаменник виразу f залишиться сталим, а чисельник зменшиться на
величину 2

�

y j − yi − 1
�

> 0, що суперечитиме припущенню про точку
(y1, y2, . . . , yn).

Якщо yn − y1 = n, то це означає, що вiдстань мiж будь-якими двома сусi-
днiми координатами точки (y1, y2, . . . , yn), крiм якихось двох, дорiвнює 1, а
мiж цими двома вiдстань дорiвнює 2. Це означає, що iснують такi натуральнi
числа a i k, 1¶ k < n, що y1 = a, y2 = a+ 1, . . . , yk = a+ k− 1, yk+1 = a+ k+ 1,
. . . , yn = n. Тодi

f (y1, y2, . . . , yn) =
a2 + . . .+ (a+ k− 1)2 + (a+ k+ 1)2 + . . .+ (a+ n)2

a+ . . .+ (a+ k− 1) + (a+ k+ 1) + . . .+ (a+ n)
=

=

n
∑

i=0
(a+ i)2 − (a+ k)2

n
∑

i=0
(a+ i)− (a+ k)

=
na2 + 2

�

n(n+1)
2 − k

�

a+ n(n+1)(2n+1)
6 − k2

na+ n(n+1)
2 − k

.

Вiднявши вiд цього виразу число 2n+1
3 , одержимо:

na2 + 2
�

n(n+1)
2 − k

�

a+ n(n+1)(2n+1)
6 − k2

na+ n(n+1)
2 − k

−
2n+ 1

3
=

=
na2 + 2

�

n(n+2)
6 − k

�

a− k2 + 2n+1
3 k

na+ n(n+1)
2 − k

.

При a ¾ 1 i 1 ¶ k ¶ n знаменник цього дробу додатний, а чисельник
буде найменшим, коли a = 1 i k = n. I тiльки при цих умовах вiн дорiвнює
0. Оскiльки в цьому випадку 1 ¶ k < n, то значення останнього дробу буде
додатним, що суперечитиме припущенню про точку (y1, y2, . . . , yn).

Якщо ж yn − y1 = n − 1, то для деякого натурального a маємо: y1 = a,
y2 = a+ 1, . . . , yn = a+ n− 1. У цьому випадку

f (y1, y2, . . . , yn) =
a2 + (a+ 1)2 + . . .+ (a+ n− 1)2

a+ (a+ 1) + . . .+ (a+ n− 1)
=

=
na2 + 2 ·

n−1
∑

i=1
i · a+

n−1
∑

i=1
i2

na+
n−1
∑

i=1
i

=
na2 + 2 · (n−1)n

2 · a+ (n−1)n(2n−1)
6

na+ (n−1)n
2

=

=
a2 + (n− 1) · a+ (n−1)(2n−1)

6

a+ n−1
2

.
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При a = 1 значення останнього виразу дорiвнює 2n+1
3 . Вiднявши вiд цього

виразу число 2n+1
3 , одержимо:

a2 + n−4
3 a− n−1

3

a+ n−1
2

> 0

при a > 1, бо квадратний тричлен в чисельнику останнього виразу зростає
при a > 1. Отже, у цьому випадку, при a > 1, ми одержуємо суперечнiсть з
припущенням про точку (y1, y2, . . . , yn). Тому залишається лише один випадок:
(y1, y2, . . . , yn) = x̂ . �

Задача 2.53. Доведiть, що серед усiх трикутникiв, вписаних у заданий
елiпс, найбiльшу площу матимуть тi i тiльки тi трикутники, для яких їх
точка перетину медiан спiвпадає з центром елiпса.

(XII W. L. Putnam Mathematical Competition, 1952)

Розв’язання. Формалiзацiя. За допомогою паралельного проектування,
спроектуємо площину, в якiй лежить даний елiпс, на iншу площину так, щоб
проекцiєю елiпса було коло. Оскiльки площi усiх фiгур, якi лежать у площинi
елiпса множаться на один i той самий сталий множник, а саме на косинус
кута мiж площиною елiпса i площиною проекцiї, то задача зводиться до по-
шуку усiх трикутникiв максимальної площi, що вписанi в задане коло. При
цьому усi вони будуть правильними, бо при такому проектуваннi центр елiпса
проектується в центр кола, а точка перетину медiан трикутника проектується
в точку перетину медiан проекцiї (трикутник, у якого центр описаного кола
спiвпадає з точкою перетину медiан, буде правильним).

A

B

C

A1

B1

C1O

H

Рис. 2.3.

Застосуємо метод Штурма. Розгляне-
мо трикутник, вiдмiнний вiд правильно-
го, який вписаний в задане коло.

Якщо вiн не гострокутний, то його
площа не бiльша за r2, де r радiус за-
даного кола. Дiйсно, нехай ABC впи-
саний прямокутний трикутник, у якого
∠ABC ¾ 90◦, BH висота. Розглянемо
рiвнобедрений прямокутний трикутник
A1B1C1, що вписаний в дане коло так,
щоб його гiпотенуза A1C1 була паралель-
ною до сторони AC даного трикутника
(див. мал.2.3). Тодi AC ¶ A1C1 = 2r, BH ¶ B1O = r, а тому

SABC =
1
2
· AC · BH ¶

1
2
· A1C1 · B1O = r2.
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Якщо розглянути рiвностороннiй трикутник, вписаний в дане коло, то його
площа буде рiвною 3

p
3

4 r2, тобто бiльшою r2. А це означатиме, що трикутник
ABC не є шуканим.

A

B

C

B1

O

Рис. 2.4.

Якщо трикутник ABC гостроку-
тний i не рiвностороннiй, то у нього
одна сторона, скажiмо AB, буде мен-
шою за сторону a рiвностороннього
трикутника, який вписаний в дане ко-
ло, а друга сторона, скажiмо BC , бу-
де бiльшою a. Тобто ∠ACB < 60◦, а
∠CAB > 60◦.

Будемо перемiщувати по колу то-
чку B до тих пiр, поки величина кута
B1AC не стане рiвною 60◦ (див. мал.
2.4). При цьому, площа трикутника
AB1C стане бiльшою за площу трикутника ABC (бо вiдстань вiд точки B
до прямої AC збiльшуватиметься при такiй змiнi). Це означатиме, що три-
кутник ABC не є шуканим. Розглядатимемо тепер трикутник AB1C , в яко-
му ∠CAB1 = 60◦ i сторона B1C дорiвнює a. Якщо вiн буде рiвностороннiм,
то ми одержали шуканий трикутник. Припустимо, що це не так, тодi одна
iз його сторiн, скажiмо AB1 менша a, а друга сторона AC бiльша a, тобто
∠AB1C > 60◦, а ∠ACB1 < 60◦. Застосувавши до цього трикутника попередню
процедуру, одержимо трикутник A1B1C , площа якого буде бiльшою за площу
трикутника AB1C i∠A1B1C = 60◦, а сторона A1C буде дорiвнювати a. Оскiльки
∠B1A1C = ∠B1AC = 60◦, то трикутник A1B1C буде шуканим. Цей процес до-
водить, що вписанi трикутники максимальної площi iснують. Застосувавши
обернене проектування, ми одержимо, що вписанi в елiпс трикутники макси-
мальної площi мають центроїд в центрi елiпса. �

Вправи для самостiйного розв’язування

Вправа 1. Доведiть, що коли a > 0, b > 0, c > 0, то

9
a+ b+ c

¶ 2
�

1
a+ b

+
1

b+ c
+

1
c + a

�

.

Вправа 2. Доведiть нерiвнiсть

a2

a+ b
+

b2

b+ c
+

c2

c + d
+

d2

d + a
¾

1
2

,

якщо a, b, c, d додатнi числа i a+ b+ c + d = 1.
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Вправа 3. Доведiть нерiвнiсть

1
1+ ab

+
1

1+ bc
+

1
1+ ac

¾
3
2

,

якщо a > 0, b > 0, c > 0 i a2 + b2 + c2 = 3.
Вправа 4. Доведiть, що коли a > 0, b > 0, c > 0, то

a
b+ 2c

+
b

c + 2a
+

c
a+ 2b

¾ 1.

Вправа 5. Доведiть нерiвнiсть

n2

x1 + x2 + . . .+ xn
¶
�

1
x1
+

1
x2
+ . . .+

1
xn

�

, x i > 0.

Вправа 6. Доведiть, що коли x > 0, y > 0, z > 0 i x + y + z = 1, то виконується нерiвнiсть

x3

y
+

y3

z
+

z3

x
+

x3

z
+

y3

x
+

z3

y
¾

x2 + y2 + z2 + 1
2

.

Вправа 7. Додатнi дiйснi числа a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn такi, що

a1 + a2 + . . .+ an = b1 + b2 + . . .+ bn = 1.

Знайдiть найменше можливе значення суми

a2
1

a1 + b1
+

a2
2

a2 + b2
+ . . .+

a2
n

an + bn
.

Вправа 8. Доведiть, що коли a > 0, b > 0, c > 0, то

a3

b+ c
+

b3

c + a
+

c3

a+ b
¾

a2 + b2 + c2

2
.

Вправа 9. Доведiть, що для будь-якого α i β 6= k π2 , k ∈ Z, виконується така нерiвнiсть

cos4α

sin2β
+

sin4α

cos2β
¾ 1.

Вправа 10. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 3. Доведiть, що

a+ 1
b2 + 1

+
b+ 1
c2 + 1

+
c + 1

a2 + 1
¾ 3.

Вправа 11. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 3. Доведiть, що

1
1+ 2b2c

+
1

1+ 2c2a
+

1
1+ 2a2 b

¾ 1.

Вправа 12. Нехай a, b, c, d невiд’ємнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює 4. Доведiть, що

1+ ab
1+ b2c2

+
1+ bc

1+ c2d2
+

1+ cd
1+ d2a2

+
1+ da

1+ a2 b2
¾ 4.
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Вправа 13. Нехай a, b, c додатнi числа, сума квадратiв яких дорiвнює 3. Доведiть, що

1
a3 + 2

+
1

b3 + 2
+

1
c3 + 2

¾ 1.

Вправа 14. Нехай a1, a2, . . . , an додатнi числа, s = a1 + . . .+ an. Доведiть нерiвнiсть
a1

s− a1
+

a2

s− a2
+ . . .+

an

s− an
¾

n
n− 1

.

Вправа 15. Знайти найменше значення виразу при 0< x < π
2

sin3 x
cos x

+
cos3 x
sin x

.

Вправа 16. Доведiть, що для всiх додатних дiйсних чисел a, b, c виконується така нерiвнiсть
�

a2 + 2
� �

b2 + 2
� �

c2 + 2
�

¾ 9 (ab+ bc + ca) .

(Азiйська тихоокеанська математична олiмпiада, 2004 р.)

Вправа 17. Нехай a, b, c довжини сторiн деякого трикутника. Доведiть, що виконується
така нерiвнiсть

a2 b+ b2c + c2a+ ab2 + bc2 + ca2 > a3 + b3 + c3 + 2abc.

Вправа 18. Нехай x , y, z такi невiд’ємнi дiйснi числа, що x y + yz + zx = 1. Доведiть, що
виконується така нерiвнiсть

1
x + y

+
1

y + z
+

1
z + x
¾

5
2

.

Вправа 19. Нехай x , y, z такi додатнi дiйснi числа, що x yz ¾ 1. Доведiть, що виконується
така нерiвнiсть

x5 − x2

x5 + y2 + z2
+

y5 − y2

y5 + z2 + x2
+

z5 + z2

z5 + x2 + y2
¾ 0.

(Мiжнародна математична олiмпiада, 2005 р.)

Вправа 20. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа. Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

�

2a
b+ c

�
2
3
+
�

2b
c + a

�
2
3
+
�

2c
a+ b

�
2
3
¾ 3.

(Математична олiмпiада США, 2002 р.)

Вправа 21. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа. Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

(b+ c − a)2

(b+ c)2 + a2
+
(c + a− b)2

(c + a)2 + b2
+
(a+ b− c)2

(a+ b)2 + c2
¾

3
5

.

(Математична олiмпiада Японiї, 1997 р.)

Вправа 22. Нехай a, b, c довжини сторiн деякого трикутника, p його пiвпериметр.
Доведiть, що виконуються такi нерiвностi:

а) ab (a+ b) + bc (b+ c) + ca (c + a)¾ 48 (p− a) (p− b) (p− c).

б)
15
4
¶

p+ a
b+ c

+
p+ b
c + a

+
p+ c
a+ b

<
9
2

.
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Вправа 23. Доведiть, що для кутiв гострокутного трикутника ABC виконується така
нерiвнiсть

ctg3 A+ ctg3 B + ctg3 C + 6 ctg Actg B ctg C ¾ ctg A+ ctg B + ctg C .

Вправа 24. Нехай I центр вписаного кола трикутника ABC . Доведiть, що виконується
така нерiвнiсть

IA2 + IB2 + IC2 ¾
BC2 + CA2 + AB2

3
.

(Корея, 1998 р.)

Вправа 25. Нехай a, b, c довжини сторiн деякого трикутника. Доведiть, що виконується
така нерiвнiсть

2 (a+ b+ c)
�

a2 + b2 + c2
�

¾ 3
�

a3 + b3 + c3 + 3abc
�

.

Вправа 26. Нехай x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа, n¾ 2, такi, що x1+ x2+ . . .+ xn = 1.
Доведiть, що

�

1+
1
x1

��

1+
1
x2

�

. . .
�

1+
1
xn

�

¾ (n+ 1)n.

(Журнал «Квант», №1, 1981)

Вправа 27. Нехай x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа, n¾ 2, такi, що x1+ x2+ . . .+ xn = 1.
Доведiть, що

�

x1 +
1
x1

�2

+
�

x2 +
1
x2

�2

+ . . .+
�

xn +
1
xn

�2

¾

�

n2 + 1
�2

n
.

(Журнал «Квант», №1, 1981)

Вправа 28. Нехай x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа, n¾ 2, такi, що x1+ x2+ . . .+ xn = 1.
Доведiть, що

(1− x1) (1− x2) . . . (1− xn)
x1 x2 . . . xn

¾ (n− 1)n.

(Журнал «Квант», №1, 1981)

Вправа 29. Нехай r1, r2, . . . , rn додатнi дiйснi числа, n ¾ 2, причому ri < 1, для усiх
i ∈ {1,2, . . . , n}. Доведiть, що

1
1+ r1

+
1

1+ r2
+ . . .+

1
1+ rn

¶
n

1+ npr1r2 . . . rn
.

(Журнал «Квант», №1, 1981)

Вправа 30. Дано натуральне число n. Знайдiть найменше значення виразу

x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
n

x1 + x2 + . . .+ xn

при умовi, що x1, x2, . . . , xn попарно рiзнi натуральнi числа.
(«American Mathematical Monthly»)

Вказiвка. Нехай x1 < x2 < . . .< xn, тодi

x3
1 + x3

2 + . . .+ x3
n

x1 + x2 + . . .+ xn
>

x3
n

nxn
=

x2
n

n
→ +∞,

при xn→ +∞. Це означає, що найменше значення даного виразу iснує. Припустивши, що воно
досягається в точцi (y1, y2, . . . , yn), де y1 < y2 < . . . < yn, повторюючи кроки задачi 2.52, ми

прийдемо до висновку, що воно досягається в точцi (1,2, . . . , n) i дорiвнює
n (n+ 1)

2
.
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Вправа 31. Доведiть, що для n невiд’ємних дiйсних чисел x1, x2, . . . , xn, сума яких дорiвнює n,
виконується нерiвнiсть

x1

1+ x2
1

+
x2

1+ x2
2

+ . . .+
xn

1+ x2
n
¶

1
1+ x1

+
1

1+ x2
+ . . .+

1
1+ xn

.

(Всеукраїнська математична олiмпiада, 1989)

Вправа 32. Доведiть, що серед усiх трикутникiв заданої площi найменший периметр має

правильний трикутник.

(Журнал «Квант», №1, 1981)



Роздiл 3

Многочлени на математичних олiмпiадах

3.1. Рiвнiсть i подiльнiсть многочленiв

Многочленом (вiд однiєї змiнної) називають функцiю дiйсної або комплекс-
ної змiнної x , яку можна подати у виглядi

P (x) = an xn + an−1 xn−1 + . . .+ a1 x + a0, (3.1)

де n ∈ Z+, an, an−1, . . . , a1, a0 заданi числа, причому, якщо n¾ 1, то an 6= 0.
Числа a0, a1, . . . , an−1, an називаються коефiцiєнтами многочлена (3.1).

Число a0 називається вiльним членом, а число an старшим коефiцiєнтом
(або коефiцiєнтом при старшому членi) цього многочлена. Якщо n ¾ 1, то
число n називається степенем многочлена P (x) (позначається deg (P (x)).
Степiнь многочлена P (x) = a0 (a0 6= 0) вважають рiвною 0. Для многочлена
P(x) = 0 поняття степеня не означено, проте коли говорять про множину
многочленiв степеня не вище n, то вважають, що многочлен P(x) = 0 їй
належить.

Достатньо очевидними є такi два твердження.
Теорема 3.1. Два многочлени

P (x) = an xn + an−1 xn−1 + . . .+ a1 x + a0,

Q (x) = bm xm + bm−1 xm−1 + . . .+ b1 x + b0.

будуть рiвними (тобто спiвпадають як функцiї) тодi i тiльки тодi, коли

n= m, a0 = b0, a1 = b1, . . . , an = bn.

Рiвнiсть многочленiв позначається так: P (x) = Q (x) (тут знак =, який
пов’язує два многочлени, слiд розумiти як знак тотожної рiвностi цих много-
членiв).

Теорема 3.2. Нехай P (x) i Q (x) довiльнi многочлени. Тодi:
а) функцiя V (x) = P (x) +Q (x)також є многочленом, причому

deg (V (x))¶max {deg (P (x)) , deg (Q (x))} ,

а коли deg (P (x)) 6= deg (Q (x)), то

deg (V (x)) =max (deg (P (x)) , deg (Q (x))) ;
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б) функцiя W (x) = P (x)Q (x) також є многочленом, причому, якщо
P (x) 6≡ 0 i Q (x) 6≡ 0, то W (x) 6≡ 0 i

deg (W (x)) = deg (P (x)) + deg (Q (x)) .

Якщо старший коефiцiєнт многочлена дорiвнює 1, то такий многочлен
називають зведеним. Множини многочленiв вiд однiєї змiнної x з цiлими,
рацiональними, дiйсними чи комплексними коефiцiєнтами позначають вiд-
повiдно через Z [x],Q [x], R [x] чи C [x].

Число r, для якого P (r) = 0, називають коренем многочлена P (x), або
коренем рiвняння P (x) = 0.

Многочлени, так само як i цiлi числа, можна дiлити один на одного з
остачею. Згадаємо основнi означення i теореми iз алгебри многочленiв.

Теорема 3.3. Нехай дано два многочлени P (x) i Q (x), причому Q (x) 6≡ 0.
Тодi iснують єдинi многочлени S (x) i R (x), якi задовольняють двi умови:

а) P (x) = S (x)Q (x) + R (x);
б) deg (R (x))< deg (Q (x)).
При цьому многочлен R (x) називається остачею вiд дiлення многочле-

на P (x) на многочлен Q (x), а многочлен S(x) неповною часткою. Якщо
R (x)≡ 0, то говорять, що многочлен P (x) дiлиться на многочлен Q (x). Вiд-
шукання многочленiв S(x) i R(x) зручно здiйснювати з допомогою алгоритму
дiлення «кутом»: доведення цiєї теореми фактично й обґрунтовує таку можли-
вiсть. Ми тут його не будемо наводити через певну громiздкiсть (з ним можна
ознайомитись, наприклад, в [6]).

На основi властивостей дiлення комплексних, дiйсних, рацiональних та
цiлих чисел, а також iз алгоритму дiлення «кутом» випливає таке твердження.

Теорема 3.4. Якщо коефiцiєнти многочленiв P (x) i Q (x) в умовах тео-
реми 3.3 є комплексними числами, то коефiцiєнти многочленiв S (x) i R (x)
також є комплексними числами.

Якщо коефiцiєнти многочленiв P (x) i Q (x) є дiйсними числами, то коефi-
цiєнти многочленiв S (x) i R (x)також є дiйсними числами.

Якщо коефiцiєнти многочленiв P (x) i Q (x) рацiональнi числа, то коефi-
цiєнти многочленiв S (x) i R (x)також рацiональнi числа.

Якщо коефiцiєнти многочленiв P (x) i Q (x) цiлi числа, причому коефiцi-
єнт при старшому членi многочлена Q (x) дорiвнює 1 чи−1, то коефiцiєнти
многочленiв S (x) i R (x) також цiлi числа.

Теорема 3.5 (Безу1). Остача вiд дiлення многочлена P (x) на двочлен
x − x0 дорiвнює числу P (x0).

1Ет’єн Безу (1730 1783) французький математик.
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Доведення. Оскiльки степiнь двочлена x−x0 дорiвнює 1, то степiнь остачi
повинен дорiвнювати нулю, тобто шукана остача це деяке число r. Тодi для
будь-якого дiйсного x:

P(x) = (x − x0)Q(x) + r.

Поклавши в цiй рiвностi x = x0 , знаходимо P(x0) = r. �

Iз теореми Безу випливає таке твердження.
Теорема 3.6. Многочлен P (x) дiлиться на двочлен x − x0 тодi i тiльки

тодi, коли x0 корiнь многочлена P (x).
Число x0 називається коренем многочлена P (x) кратностi k (k ∈ N), якщо

многочлен P (x) дiлиться на многочлен (x − x0)
k i не дiлиться на многочлен

(x − x0)
k+1.

Говорять, що многочлен P (x) має коренi x1, . . . , xn, якщо кожний iз ко-
ренiв многочлена P (x) повторюється в наборi (x1, . . . , xn) стiльки разiв, яка
його кратнiсть, i жодне число, яке вiдсутнє в наборi, його коренем не буде.

Наступне твердження є фундаментальним в теорiї многочленiв. Воно
носить назву «основна теорема алгебри многочленiв» (або «основна теорема
алгебри»). Її доведення неелементарне, а вперше її довiв К. Ф. Гаусс1 у 1799
роцi.

Теорема 3.7 (Основна теорема алгебри многочленiв). Будь-який много-
член степеня n¾ 1 має в множинi комплексних чисел хоча б один корiнь.

Зазначимо, що основна теорема алгебри многочленiв справедлива не
лише для многочленiв iз дiйсними коефiцiєнтами, але i для многочленiв з
комплексними коефiцiєнтами. Вона дає вiдповiдь на питання про кiлькiсть ко-
ренiв довiльного многочлена степеня n, якщо його розглядати над множиною
комплексних чисел.

Теорема 3.8 (наслiдок з основної теореми алгебри многочленiв). Будь-
який многочлен P(x) степеня n¾ 1 з дiйсними або комплексними коефiцiєнта-
ми має рiвно n комплексних коренiв (якщо кожний корiнь рахувати стiльки
разiв, якою є його кратнiсть).

Доведення. Згiдно з основною теоремою алгебри многочленiв многочлен
P(x) має принаймнi один корiнь в множинi комплексних чисел. Нехай x1

це корiнь многочлена P(x). Тодi за теоремою 3.6 P(x) дiлиться на двочлен
x − x1, тобто P(x) = (x − x1)Q(x), причому Q(x) це многочлен степеня n−1
(взагалi кажучи, з комплексними коефiцiєнтами).

1Йоганн Карл Фрiдрiх Гаусс (1777 1855) видатний нiмецький математик.
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Повторюючи аналогiчнi мiркування для многочлена Q(x), iндуктивно
знаходимо розклад

P (x) = an (x − x1) (x − x2) · . . . · (x − xn) ,

де an старший коефiцiєнт многочлена P(x).
Останнiй розклад свiдчить про те, що єдиними коренями многочлена

P(x) є числа x1, x2, . . . , xn (серед яких можуть бути i рiвнi). �

В якостi наслiдкiв одержуємо такi теореми, доведення яких пропонуємо
виконати читачам самостiйно як вправу.

Теорема 3.9. Якщо значення двох многочленiв, степiнь яких не перевищує
n, спiвпадають в n+ 1 точках, то цi многочлени рiвнi.

Теорема 3.10. Будь-який многочлен P (x) степеня n¾ 0 єдиним чином (з
точнiстю до перестановки спiвмножникiв) можна подати у виглядi

P (x) = an (x − x1) (x − x2) · . . . · (x − xn) ,

де an старший коефiцiєнт многочлена P (x), а x1, x2, . . . , xn його коренi.
Теорема 3.11. Многочлен P (x) дiлиться на многочлен Q (x) 6≡ 0 тодi i

тiльки тодi, коли кожний корiнь многочлена Q (x) є коренем многочлена P (x)
не меншої кратностi.

А тепер перейдемо до розв’язування олiмпiадних задач про рiвнiсть та
подiльнiсть многочленiв.

Задача 3.1. Перевiрте справедливiсть рiвностi
3
Æ

20+ 14
p

2+
3
Æ

20− 14
p

2= 4.

(Математична олiмпiада Румунiї, 1953 р.)

Розв’язання. Ця задача пов’язана з многочленами неявно. Позначимо
лiву частину даної рiвностi через x i проаналiзуємо її. Iз наявностi в нiй ку-
бiчних коренiв, приходимо до висновку про доцiльнiсть розгляду виразу x3.
Скористаємось вiдомою формулою

(a+ b)3 = a3 + b3 + 3ab (a+ b) ,

i одержимо:

x3 = 20+ 14
p

2+ 20− 14
p

2+

+ 3
3
Ç

�

20+ 14
p

2
� �

20− 14
p

2
�

�

3
Æ

20+ 14
p

2+
3
Æ

20− 14
p

2
�

=

= 40+ 3
3
p

400− 392 · x = 40+ 6x .

Отже, x є коренем рiвняння

x3 − 6x − 40= 0.
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Легко перевiрити, що x = 4 є коренем многочлена P (x) = x3 − 6x − 40.
Подiливши його на двочлен x − 4, одержимо многочлен Q (x) = x2 + 4x + 10,
який має комплекснi коренi. Це означає, що многочлен P (x) = x3−6x−40 має
один дiйсний i два комплексних коренi. Оскiльки через x позначено дiйсне
число, то

3
p

20+ 14
p

2+
3
p

20−
p

2= 4 правильна рiвнiсть. �

Задача 3.2. Нехай P (x , y, z) довiльний многочлен з трьома невiдомими.
Доведiть, що многочлен

Q (x , y, z) = P (x , y, z) + P (y, z, x) + P (z, x , y)−

− P (x , z, y)− P (z, y, x)− P (y, x , z)

дiлиться на многочлен (x − y) (y − z) (z − x).
Розв’язання. Розглянемо Q (x , y, z) як многочлен вiд x . Доведемо, що y

корiнь цього многочлена:

Q (y, y, z) = P (y, y, z) + P (y, z, y) + P (z, y, y)−

− P (y, z, y)− P (z, y, y)− P (y, y, z) = 0.

Це означає, що Q (x , y, z) дiлиться на x − y (за теоремою 3.6). Аналогiчно
доводиться, що Q (x , y, z) дiлиться i на y−z i на z− x . Отже, Q (x , y, z) дiлиться
i на їх добуток (x − y) (y − z) (z − x). �

Задача 3.3. Нехай P (x) многочлен непарного степеня з дiйсними кое-
фiцiєнтами. Доведiть, що рiвняння P (P (x)) = 0 має не менше рiзних дiйсних
коренiв, нiж рiвняння P (x) = 0.

(Математична олiмпiада Росiї, 2002 р.)

Розв’язання. Нехай x1, x2, . . . , xn всi рiзнi коренi рiвняння P (x) = 0.
Нам треба довести, що рiвняння P (P (x)) = 0 має принаймнi n рiзних коренiв.

Розглянемо n рiзних рiвнянь: P (x) = x1, P (x) = x2, . . . , P (x) = xn. Кожне
iз цих рiвнянь має хоча б один дiйсний корiнь, бо многочлен P (x) непарного
степеня. Нехай y1 корiнь першого рiвняння, y2 корiнь другого рiвняння,
. . . , yn корiнь n-го рiвняння. Тодi для будь-яких i та j (i 6= j) числа yi та y j

рiзнi. Дiйсно, якщо це не так, то з умови yi = y j випливає рiвнiсть P (yi) =
P
�

y j

�

. Оскiльки P (yi) = x i , а P
�

y j

�

= x j , то одержуємо, що x i = x j . А це
суперечить припущенню про те, що коренi рiзнi.

При цьому кожне число yk є коренем рiвняння P (P (x)) = 0, бо
P (P (yk)) = P (xk) = 0. Отже, рiвняння P (P (x)) = 0 має принаймнi n рi-
зних коренiв y1, y2,. . . , yn, що i треба було довести. �
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Задача 3.4. Знайти многочлен з цiлими коефiцiєнтами, коренем якого є
число

p
2+ 3p3.

(Математична олiмпiада Бельгiї, 1978 р.)

Розв’язання. Нехай x =
p

2 + 3p3, тодi 3p3 = x −
p

2. Пiсля пiднесення
обох частин останньої рiвностi до кубу, одержимо:

3= x3 − 3x2
p

2+ 6x − 2
p

2.

Звiдки знаходимо, що
�

3x2 + 2
�p

2 = x3+6x−3. Пiсля пiднесення обох частин
останньої рiвностi до квадрату, одержимо:

�

9x4 + 12x2 + 4
�

2= x6 + 36x2 + 9+ 12x4 − 6x3 − 36x ,

тобто

x6 − 6x4 − 6x3 + 12x2 − 36x + 1= 0.

Отже, многочлен P (x) = x6 − 6x4 − 6x3 + 12x2 − 36x + 1 має коренем числоp
2+ 3p3, тобто є одним iз шуканих. �

Задача 3.5. Нехай P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d i Q (x) = x2 + px + q
два многочлени з дiйсними коефiцiєнтами. Вiдомо, що iснує iнтервал (r, s),
довжина якого бiльша за 2, на якому обидва многочлени приймають вiд’ємнi
значення, а зовнi його невiд’ємнi. Доведiть, що знайдеться така точка x0,
що P (x0)<Q (x0).

(Математична олiмпiада Росiї, 2001 р.)

Розв’язання. Iз умови задачi слiдує, що

Q (x) = (x − r) (x − s) ,

де s− r > 2 i

P (x) = (x − r) (x − s)
�

x2 + ux + v
�

,

бо P (r) = Q (r) = 0, P (s) = Q (s) = 0. Припустимо, що при усiх дiйсних x
виконується нерiвнiсть P (x)¾Q (x), тобто

(x − r) (x − s)
�

x2 + ux + v − 1
�

¾ 0

при всiх дiйсних x . Ця нерiвнiсть буде виконуватися тодi i тiльки тодi, коли
многочлени x2+ux+(v − 1) i (x − r) (x − s) будуть рiвними. Отже, u = − (r + s)
i v − 1= rs. Це означає, що дискримiнант квадратного тричлена x2 + ux + v
буде рiвний

D = u2 − 4v = (r + s)2 − 4 (rs+ 1) = (s− r)2 − 4> 0,

оскiльки s− r > 2. Таким чином, квадратний тричлен x2 + ux + v буде мати
два рiзних дiйсних коренi t i l, тобто x2+ux + v = (x − t) (x − l), i на промiжку
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(t, l) вiн буде приймати вiд’ємнi значення, а зовнi його невiд’ємнi. Промiжок
(t, l) не спiвпадає з промiжком (r, s), бо квадратнi тричлени x2 + ux + (v − 1) i
x2 + ux + v вiдрiзняються на 1. А це означає, що многочлен

P (x) = (x − r) (x − s) (x − t) (x − l)

не може мати лише одного промiжку, на якому вiн прийматиме вiд’ємнi зна-
чення. Це суперечить умовi задачi. Одержане протирiччя i доводить iснування
такої точки x0, що P (x0)<Q (x0). �

Задача 3.6. Нехай P (x) многочлен степеня n. Вiдомо, що

P (k) =
k

k+ 1
для всiх цiлих k = 0, 1, . . . , n− 1, n. Знайдiть P (k) для цiлих k > n.

(Математичнi змагання Румунiї, 2003 р.)

Розв’язання. Оскiльки P (0) = 0, то P (x) = xQ (x), де Q (x) многочлен
n− 1 -го степеня. Тодi

Q (k) =
1

k+ 1
для всiх цiлих k = 1,2, . . . , n.

Нехай H (x) = (x + 1)Q (x)− 1. Тодi H (x) многочлен n-го степеня. Для
усiх цiлих k = 1,2, . . . , n виконуються рiвностi H (k) = 0. Це означає, що

H (x) = (x + 1)Q (x)− 1= a (x − 1) (x − 2) . . . (x − n) ,

де a старший коефiцiєнт. Щоб знайти його значення, покладемо в останню
рiвнiсть x = −1:

H (−1) = −1= (−1)na (n+ 1)!.

Звiдси знаходимо a = (−1)n+1

(n+1)! . Далi, при x = k, k > n знаходимо:

Q (k) =
(−1)n+1 (k− 1) (k− 2) . . . (k− n)

(n+ 1)! (k+ 1)
+

1
k+ 1

,

а

P (k) =
(−1)n+1k (k− 1) (k− 2) . . . (k− n)

(n+ 1)! (k+ 1)
+

k
k+ 1

,

що i вимагалось. �

Задача 3.7. Нехай P (x) многочлен з комплексними коефiцiєнтами. До-
ведiть, що P (x) буде парною функцiєю тодi i тiльки тодi, коли iснує такий
многочлен Q (x) з комплексними коефiцiєнтами, що P (x) = Q (x)Q (−x) для
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будь-якого x .
(Математична олiмпiада Румунiї, 1979 р.)

Розв’язання. Зрозумiло, що коли такий многочлен Q (x) iснує, то P (x)
буде парною функцiєю. Дiйсно, P (−x) = Q (−x)Q (x) = Q (x)Q (−x) = P (x),
тобто P (−x) = P (x) для будь-якого x .

Нехай P (x) парна функцiя, тодi P (−x) = P (x) для будь-якого x . Вико-
ристовуючи теорему 3.1 про рiвнiсть двох многочленiв, остання рiвнiсть дає,
що усi коефiцiєнти при членах многочлена P (x), що мають непарний степiнь,
дорiвнюють нулевi. Тому, такий многочлен має вигляд

P (x) = a2n x2n + a2n−2 x2n−2 + . . .+ a2 x2 + a0 = P1

�

x2
�

.

За теоремою 3.10 маємо

P1 (y) = a (y − y1) (y − y2) . . . (y − yn) ,

тобто

P (x) = a
�

x2 − y1

� �

x2 − y2

�

. . .
�

x2 − yn

�

.

Виберемо такi комплекснi числа b, x1, x2, . . . , xn, що b2 = (−1)na та x2
j =

y j для j = 1,2, . . . , n. Тодi останнiй розклад на множники многочлена P (x)
можна переписати так:

P (x) = b2
�

x2
1 − x2

� �

x2
2 − x2

�

. . .
�

x2
n − x2

�

=

= b2 (x1 − x) (x1 + x) (x2 − x) (x2 + x) . . . (xn − x) (xn + x) =

= (b (x1 − x) (x2 − x) . . . (xn − x)) (b (x1 + x) (x2 + x) . . . (xn + x)) =

=Q (x)Q (−x) ,

де Q (x) = b (x1 − x) (x2 − x) . . . (xn − x) шуканий многочлен. Це i завершує
розв’язання задачi. �

Задача 3.8. Розглянемо два многочлени з комплексними коефiцiєнтами

P (x) = xn + a1 xn−1 + . . .+ an i Q (x) = xn + b1 xn−1 + . . .+ bn.

Вiдомо, що x1, x2, . . . , xn коренi многочлена P (x), а x2
1 , x2

2 , . . . ,x2
n коренi

многочлена Q (x). Доведiть, що коли суми a1 + a3 + a5 + . . . i a2 + a4 + a6 + . . .
дiйснi числа, то сума b1 + b2 + b3 + . . . також дiйсне число.

(Математичнi змагання США, 2005 р.)

Розв’язання. Вiдомо, що комплексне число буде дiйсним тодi i тiльки тодi,
коли воно спiвпадає зi спряженим до нього числом. Оскiльки суми a1 + a3 +
a5 + . . . i a2 + a4 + a6 є пiвсумою та пiврiзницею чисел P (1)− 1 i P (−1)− 1, то
числа a1 + a3 + a5 + . . . i a2 + a4 + a6 + . . . будуть дiйсними тодi i тiльки тодi,
коли P (1) = P (1) i P (−1) = P (−1).
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Оскiльки

P (x) = (x − x1) (x − x2) . . . (x − xn) ,

то

(1− x1) (1− x2) . . . (1− xn) = (1− x1) (1− x2) . . . (1− xn)

i

(1+ x1) (1+ x2) . . . (1+ xn) = (1+ x1) (1+ x2) . . . (1+ xn) .

Перемножуючи останнi двi рiвностi, одержимо:
�

1− x1
2
� �

1− x2
2
�

. . .
�

1− xn
2
�

=
�

1− x1
2� �1− x2

2� . . .
�

1− xn
2� ,

тобто Q (1) =Q (1). Оскiльки Q (1) = 1+ b1 + b2 + b3 + . . ., то остання рiвнiсть
означає, що сума b1 + b2 + b3 + . . . дiйсне число, що i треба було довести. �

3.2. Формули Вiєта

Розглянемо многочлен n-го степеня

P (x) = an xn + an−1 xn−1 + . . .+ a1 x + a0

з комплексними коефiцiєнтами an, an−1, . . . , a1, a0.
За основною теоремою алгебри многочленiв цей многочлен має рiвно n

комплексних коренiв. Нехай x1, x2, . . . , xn коренi многочлена P (x). Тодi за
теоремою 3.10 маємо:

P (x) = an (x − x1) (x − x2) . . . (x − xn) .

Розкриваючи дужки у останньому розкладi многочлена P (x), пiсля зведення
подiбних доданкiв, одержимо:

P (x) = an xn − (x1 + x2 + . . .+ xn) xn−1+

+ (x1 x2 + x1 x3 + . . .+ xn−1 xn) xn−2 − . . .+ (−1)na0.

Використовуючи теорему 3.1 про рiвнiсть двох многочленiв, знаходимо:

x1 + x2 + . . .+ xn = −
an−2

an
,

x1 x2 + x1 x3 + . . .+ xn−1 xn =
an−2

an
,

...

x1 x2 . . . xn = (−1)n
a0

an
.
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Цi n рiвностей, якi вказують на зв’язок коренiв многочлена i його коефi-
цiєнтiв, називають формулами Вiєта. Вони об’єднують два шляхи розгляду
многочлена: як суму одночленiв та як добуток лiнiйних множникiв.

А тепер перейдемо до розв’язування олiмпiадних задач iз застосуванням
цих формул.

Задача 3.9. Нехай x , y, z такi комплекснi числа, що x + y + z = 0.
Доведiть, що правильною буде така рiвнiсть

x2 + y2 + z2

2
·

x5 + y5 + z5

5
=

x7 + y7 + z7

7
.

(Математичнi змагання Китаю, 1957 р.)

Розв’язання. Розглянемо многочлен P (t) = t3 + pt + q, коренями якого
будуть заданi числа x , y i z. Тодi за формулами Вiєта:

x + y + z = 0,

x y + xz + yz = p,

x yz = −q.

Користуючись вiдомими алгебраїчними формулами, послiдовно знаходи-
мо:

x2 + y2 + z2 = (x + y + z)2 − 2 (x y + xz + yz) = −2p,

x3 + y3 + z3 − 3x yz = (x + y + z)
�

x2 + y2 + z2 − x y − xz − yz
�

,

x3 + y3 + z3 = −3q.

Останнiй результат можна було обчислити ще й в такий спосiб: оскiльки
x , y i z коренi многочлена P (t) = t3+ pt + q, то x3 = −px − q, y3 = −p y − q
i z3 = −pz − q. Додавши цi три останнi рiвностi i врахувавши формули Вiєта
для многочлена P (t), одержимо: x3 + y3 + z3 = −3q.

Далi, аналогiчно знаходимо: 1) оскiльки x4 = −px2 − qx , y4 = −p y2 − q y ,
z4 = −pz2 − qz, то

x4 + y4 + z4 = −p
�

x2 + y2 + z2
�

− q (x + y + z) = 2p2;

2) оскiльки x5 = −px3 − qx2, y5 = −p y3 − q y2, z5 = −z y3 − qz2, то

x5 + y5 + z5 = −p
�

x3 + y3 + z3
�

− q
�

x2 + y2 + z2
�

= 5pq;

3) оскiльки x7 = −px5 − qx4, y7 = −p y5 − q y4, z7 = −z y5 − qz4, то

x7 + y7 + z7 = −p
�

x5 + y5 + z5
�

− q
�

x4 + y4 + z4
�

= −7p2q.

Таким чином,

x2 + y2 + z2

2
·

x5 + y5 + z5

5
=
−2p

2
·

5pq
5
= −p2q =

x7 + y7 + z7

7
,



100 Роздiл 3. Многочлени на математичних олiмпiадах

що i треба було довести. �

Задача 3.10. Знайдiть максимальне значення дiйсного числа λтаке, що
для будь-якого многочлена 4-го степеня P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d, усi
коренi якого додатнi дiйснi числа, виконується нерiвнiсть

(b− a− c)2 ¾ λd,

i знайдiть при якiй умовi досягається знак рiвностi.
(Математична олiмпiада Росiї, 2001 р.)

Розв’язання. Нехай r1, r2, r3, r4 коренi многочлена P (x), ri > 0, i =
1,2, 3,4. За формулами Вiєта, маємо:

a = −
�

r1 + r2 + r3 + r4

�

,

b = r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4,

c = −
�

r1r2r3 + r1r3r4 + r1r3r4 + r2r3r4

�

,

d = r1r2r3r4.

Тодi наш вираз

b− a− c =
�

r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4

�

+
�

r1 + r2 + r3 + r4

�

+

+
�

r1r2r3 + r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4

�

.

Застосуємо до 14-ти додатних доданкiв в правiй частинi попередньої рiвностi
нерiвнiсть Кошi мiж їх середнiм арифметичним i їх середнiм геометричним:

b− a− c ¾ 14
14
r

�

r1r2r3r4

�7
= 14

p

d.

Звiдки, пiсля пiднесення до квадрату, слiдує, що (b− a− c)2 ¾ 196d. Рiвнiсть
в цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли усi цi 14 чисел будуть
рiвними, тобто коли r1 = r2 = r3 = r4 = 1. Нерiвнiсть (b− a− c)2 ¾ λd буде
виконуватися тодi i тiльки коли 196¾ λ. Тому, найбiльше значення λ= 196.
Воно досягається тодi i тiльки тодi, коли P (x) = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x + 1.

Вiдповiдь. 196. �

Задача 3.11. Рiвняння

x4 + ax3 + bx + c = 0

має чотири рiзнi дiйснi коренi. Доведiть, що ab < 0.
(Третя Всеросiйська олiмпiада, 1977 р.)

Розв’язання. Нехай x1 < x2 < x3 < x4 коренi даного рiвняння. Тодi

x4
k + ax3

k + bxk + c = 0 i x4
m + ax3

m + bxm + c = 0.
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Вiднявши вiд першої рiвностi другу, одержимо

(xk − xm)
�

(xk + xm)
�

x2
k + x2

m

�

+ a
�

x2
k + xk xm + x2

m

�

+ b
�

= 0.

Якщо k 6= m, то звiдси слiдує, що

xk + xm = −a ·
x2

k + xk xm + x2
m

x2
k + x2

m

− b ·
1

x2
k + x2

m

. (3.2)

Крiм того, за теоремою Вiєта

x1 x2 + x1 x3 + x1 x4 + x2 x3 + x2 x4 + x3 x4 = 0. (3.3)

Доведемо, що ab < 0. Припустимо, що це не так, тодi ab ¾ 0. Нехай, напри-
клад, a ¾ 0 i b ¾ 0 (випадок, коли a = 0, b довiльне дiйсне; b = 0, a
довiльне дiйсне, а також випадок a ¶ 0 i b ¶ 0 розглядаються аналогiчно, i
ми залишаємо читачевi можливiсть прийти до протирiччя в кожному iз цих
випадкiв). Тодi, iз формули (3.2) маємо, що x1+ x2 ¶ 0. Аналогiчно одержуємо,
що x1 + x3 ¶ 0, x1 + x4 ¶ 0, x2 + x3 ¶ 0, x2 + x4 ¶ 0, x3 + x4 ¶ 0. Це означає,
що серед чисел x1, x2, x3, x4 не бiльше одного додатного, тобто x1 < 0, x2 < 0,
x3 < 0 (оскiльки x4 найбiльший iз коренiв). Але тодi iз рiвностi (3.3), яка
має вигляд

x1

�

x2 + x4

�

+ x3

�

x1 + x4

�

+ x2

�

x3 + x4

�

= 0,

слiдує, що x2 + x4 = x1 + x4 = x3 + x4 = 0. Звiдси x1 = x2 = x3, що суперечить
умовi задачi. �

Задача 3.12. Доведiть, що

3

√

√

cos
2π
7
+ 3

√

√

cos
4π
7
+ 3

√

√

cos
8π
7
=

3

√

√1
2

�

5− 3
3p

7
�

.

Розв’язання. Спробуємо знайти многочлен, коренями якого є числа, що
фiгурують в лiвiй частинi рiвностi. Але перед цим спробуємо знайти мно-
гочлен, коренями якого є числа cos 2π

7 , cos 4π
7 , cos 8π

7 . Для цього розглянемо
многочлен сьомого степеня x7 − 1. Розклавши його на множники

x7 − 1= (x − 1)
�

x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1
�

,

одержуємо, що x = 1 єдиний дiйсний його корiнь, а наступнi шiсть компле-
ксних чисел x = cos 2kπ

7 + i sin 2kπ
7 , k = 1,2, . . . , 6 усi коренi рiвняння

x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1= 0.

Легко перевiрити, що числа 2cos 2π
7 , 2cos 4π

7 , 2cos 8π
7 є значеннями виразу

x + 1
x при вказаних вище значеннях x .
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Подiливши обидвi частини останнього рiвняння на x3, одержимо:
�

x3 +
1
x3

�

+
�

x2 +
1
x2

�

+
�

x +
1
x

�

+ 1= 0.

Якщо позначити x+ 1
x через y , то одержимо: x2+ 1

x2 = y2−2, а x3+ 1
x3 = y3−3y .

Це означає, що числа 2 cos 2π
7 , 2 cos 4π

7 , 2cos 8π
7 є коренями рiвняння

y3 + y2 − 2y − 1= 0.

Отже, за формулами Вiєта одержуємо:

2 cos
2π
7
+ 2cos

4π
7
+ 2cos

8π
7
= −1,

4 cos
2π
7

cos
4π
7
+ 4 cos

4π
7

cos
8π
7
+ 4 cos

8π
7

cos
2π
7
= −2,

8cos
2π
7

cos
4π
7

cos
8π
7
= 1.

Звiдси випливає, що

cos
2π
7
+ cos

4π
7
+ cos

8π
7
= −

1
2

,

cos
2π
7

cos
4π
7
+ cos

4π
7

cos
8π
7
+ cos

8π
7

cos
2π
7
= −

1
2

,

cos
2π
7

cos
4π
7

cos
8π
7
=

1
8

.

Але нам потрiбно знайти суму кубiчних коренiв iз коренiв рiвняння y3 + y2 −
2y − 1 = 0. Для цього скористаємося формулою про суму трьох кубiв, яка
виражається через основнi симетричнi многочлени третього степеня:

X 3 + Y 3 + Z3 − 3X Y Z = (X + Y + Z)3 − 3 (X + Y + Z) (X Y + Y Z + ZX ) .

Iз цiєї формули можна одержати й таку формулу:

X 3Y 3 + Y 3Z3 + Z3X 3 − 3(X Y Z)2 = (X Y + Y Z + ZX )3−

− 3 (X Y + Y Z + ZX )X Y Z (X + Y + Z) .

Нехай X 3, Y 3, Z3 коренi рiвняння y3 + y2 − 2y − 1= 0. Тодi за формулами
Вiєта маємо: X 3Y 3Z3 = 1, тобто X Y Z = 1, а також X 3 + Y 3 + Z3 = −1 i X 3Y 3 +
Y 3Z3+Z3X 3 = −2. За допомогою цих рiвностей легко обчислюються значення
лiвих частин в обох формулах. Увiвши позначення u = X + Y + Z i v = X Y +
Y Z + ZX цi обидвi формули нам задають наступну систему рiвнянь:

¨

u3 − 3uv = −4,

v3 − 3uv = −5,
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яку треба розв’язати в дiйсних числах. З обох рiвнянь системи знаходимо, що
u3 = 3uv − 4 i v3 = 3uv − 5. Перемноживши, одержимо:

(uv)3 = 9(uv)2 − 27 (uv) + 20.

Позначимо t = uv, тодi t3 − 3t2 + 27t − 20= 0, тобто (t − 3)3 + 7= 0. Звiдки,
враховуючи, що t дiйсне, знаходимо: t = 3 − 3p7, тобто uv = 3 − 3p7. Iз
першого рiвняння системи знаходимо: u=

3
p

5− 3 3p7. Таким чином,

3

√

√

cos
2π
7
+ 3

√

√

cos
4π
7
+ 3

√

√

cos
8π
7
=

1
3p2
(X + Y + Z) =

1
3p2

u=
3

√

√1
2

�

5− 3
3p

7
�

,

що i треба було довести. �

Задача 3.13. Учень записав на дошцi рацiональне рiвняння, всi 1969 коренiв
якого додатнi числа. Однак через свою неуважнiсть вiн пропустив частину
його членiв. Тому було написано лише так:

x1969 − 1969x1968 + · · ·
︸ ︷︷ ︸

пропущено

−1= 0.

Допоможiть учневi за цих умов знайти усi коренi рiвняння. Спробуйте також
поновити повний запис рiвняння.

(Всеукраїнська математична олiмпiада, 1969 р.)

Розв’язання. Як вiдомо за основною теоремою алгебри многочленiв, ко-
жен многочлен на множинi комплексних чисел має стiльки коренiв, який його
степiнь, i розкладається на лiнiйнi множники:

x1969 − 1969x1968 + . . .− 1= (x − x1) (x − x2) . . .
�

x − x1969

�

,

де x1, x2, . . . , x1969 додатнi числа. За формулами Вiєта

x1 + x2 + . . .+ x1969 = 1969 i x1 x2 . . . x1969 = 1. (3.4)

Оскiльки x1, x2, . . . , x1969 додатнi числа, то до них можна застосувати не-
рiвнiсть Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм геометричним, згiдно з
якою

x1 + x2 + . . .+ x1969

1969
¾ 1969

p

x1 x2 . . . x1969,

причому рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2 =
= . . .= x1969. Iз рiвностей (3.4) випливає, що

x1 + x2 + . . .+ x1969

1969
= 1969

p

x1 x2 . . . x1969,

тобто середнє арифметичне чисел x1, x2, . . . , x1969 дорiвнює їх середньому
геометричному, а це можливо тодi, коли цi числа рiвнi мiж собою. Тодi, з
рiвностей (3.4) одержуємо: x1 = x2 = . . .= x1969 = 1. Отже, згадане рiвняння
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можна записати так: (x − 1)1996 = 0. Застосовуючи формулу бiнома Ньютона,
матимемо

x1996−1969x1968+
1969 · 1968

1 · 2
x1967−. . .+(−1)k+1C k

1969 x k+. . .+1969x−1= 0.

�

Задача 3.14. Добуток двох з чотирьох коренiв рiвняння

x4 − 18x3 + kx2 + 200x − 1984= 0

дорiвнює−32. Знайдiть значення k.
(Математична олiмпiада США, 1984 р.)

Розв’язання. Нехай a, b, c, d коренi заданого рiвняння. За теоремою
Вiєта

a+ b+ c + d = 18,

ab+ ac + ad + bc + bd + cd = k,

abc + abd + acd + bcd = −200,

abcd = −1984.

Не порушуючи загальностi вважатимемо, що ab = −32. Тодi з того, що abcd =
= −1984, знаходимо, що cd = 62. Повернемось до формул Вiєта:

a+ b+ c + d = 18, (3.5)

30+ ac + ad + bc + bd = k, (3.6)

−32c − 32d + 62a+ 62b = −200. (3.7)

Насправдi, щоб знайти k, зовсiм необов’язково знаходити a, b, c i d. Помiтимо,
що

ac + ad + bc + bd = a(c + d) + b(c + d) = (a+ b)(c + d)

i позначимо u= a+ b, v = c + d. Тодi рiвностi (3.5) (3.7) набувають вигляду

u+ v = 18,

30+ uv = k,

−32u+ 62v = −200.

Iз першого i третього спiввiдношень знаходимо, що u = 4, v = 14. Тодi k =
30+ 4 · 14= 86.

Вiдповiдь. 86. �

Задача 3.15. а) Нехай a дiйсне число. Доведiть, що рiвняння

x4 − x3 + 8ax2 − ax + a2 = 0
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рiвносильне рiвнянню
�

x2 − x1 x + a
� �

x2 − x2 x + a2
�

= 0,

де x1 i x2 коренi рiвняння x2 − x + 6a = 0.
б) Знайдiть усi дiйснi значення числа a, для кожного iз яких рiвняння x4 −

x3 + 8ax2 − ax + a2 = 0 матиме чотири рiзних дiйсних додатнi коренi.
(Болгарiя, 2004 р.)

Розв’язання. а) Оскiльки x1 i x2 коренi рiвняння x2 − x + 6a = 0, то
за формулами Вiєта: x1 + x2 = 1 i x1 x2 = 6a. Тому, пiсля розкриття дужок i
зведення подiбних доданкiв, одержуємо:
�

x2 − x1 x + a
� �

x2 − x2 x + a2
�

=

= x4 − (x1 + x2) x3 + (2a+ x1 x2) x2 − a (x1 + x2) x + a2 =

= x4 − x3 + 8ax2 − ax + a2,

що i завершує доведення.
б) Усi коренi рiвняння x4 − x3 + 8ax2 − ax + a2 = 0, це коренi t1, t2 i t3,

t4 рiвнянь x2 − x1 x + a = 0 i x2 − x2 x + a = 0 вiдповiдно. Легко бачити, що
t1, t2, t3, i t4 дiйснi, рiзнi i додатнi, коли саме наступнi умови виконуються
одночасно:

1) a > 0 i x1 6= x2 дiйснi, тобто a > 0 i D = 1− 24a > 0. Звiдки a > 0 i
a < 1

24 ;
2) D1 = x2

1 − 4a > 0 i D2 = x2
2 − 4a > 0, тобто x1 > 10a > 0 i x2 > 10a > 0;

3) t1 + t2 = x1 > 0, t1 t2 = a > 0, t3 + t4 = x2 > 0 i t3 t4 = a > 0, тобто
x1 > 0, x2 > 0 i a > 0.

Цi умови дають, що 0 < a < 1
24 , x1 > 10a > 0 i x2 > 10a > 0, причому

g (10a)> 0 i 25a > 1, де g (x) = x2 − x + 6a. Звiдси 1
25 < a < 1

24 .
Вiдповiдь. б)

�

1
25 ; 1

24

�

�

Задача 3.16. Нехай a i b, такi дiйснi числа, що рiвняння

x3 +
p

3 (a− 1) x2 − 6ax + b = 0

має три дiйсних коренi. Доведiть, що |b|¶ |a+ 1|3.
(Бiлорусь, 1995 р.)

Розв’язання. Нехай x1, x2, x3 коренi рiвняння x3+
p

3 (a− 1) x2−6ax+
+ b = 0. Тодi, за формулами Вiєта, матимемо:

x1 + x2 + x3 =
p

3 (1− a) ,

x1 x2 + x2 x3 + x3 x1 = −6a,

x1 x2 x3 = −b.
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Далi, скористаємося нерiвнiстю мiж середнiм квадратичним i середнiм геоме-
тричним трьох невiд’ємних чисел |x1|, |x2|, |x3|:

3
Æ

|b|= 3
Æ

|x1| · |x2| · |x3|¶

√

√ |x1|2 + |x2|2 + |x3|2

3
=

=

√

√ (x1 + x2 + x3)
2 − 2 (x1 x2 + x2 x3 + x3 x1)

3
=

√

√3(1− a)2 + 12a
3

= |a+ 1|.

Звiдси й випливає, що |b|¶ |a+ 1|3, що i треба було довести. �

Задача 3.17. Рiвняння x3 + ax2 + bx + c = 0 має три (не обов’язково рiзнi)
дiйснi коренi u, v, w. Для яких дiйсних значень a, b, c числа u3, v3, w3 будуть
коренями рiвняння x3 + a3 x2 + b3 x + c3 = 0?

(В’єтнам, 1979 р.)

Розв’язання. Оскiльки дiйснi числа u, v, w коренi рiвняння x3 + ax2 +
bx + c = 0, то за формулами Вiєта матимемо:











u+ v +w= −a,

uv + vw+wu= b,

uvw= −c.

А з того, що числа u3, v3, w3 коренi рiвняння x3 + a3 x2 + b3 x + c3 = 0, то за
формулами Вiєта матимемо:











u3 + v3 +w3 = −a3,

u3v3 + v3w3 +w3u3 = b3,

u3v3w3 = −c3.

Використовуючи формулу

(u+ v +w)3 = u3 + v3 +w3 + 3 (u+ v +w) (uv + vw+wu)− 3uvw,

одержуємо: −a3 = −a3 − 3ab + 3c, тобто c = ab. У цьому випадку обидва
рiвняння будуть мати вигляд: x3+ ax2+ bx + ab = 0 i x3+ a3 x2+ b3 x + a3 b3 =
0, тобто (x + a)

�

x2 + b
�

= 0 i
�

x + a3
� �

x2 + b3
�

= 0. Якщо b > 0, то перше
рiвняння буде мати лише один дiйсний корiнь, що суперечить умовi. Якщо
b ¶ 0, то перше рiвняння матиме коренi: x1 = −a, x2,3 = ±

p
−b. Аналогiчно,

друге рiвняння матиме коренi y1 = −a3, y2,3 = ±
p
−b3. Звiдки слiдує, що

y1 = (x1)
3, y2 = (x2)

3, y3 = (x3)
3, тобто умови задачi виконуються.

Вiдповiдь. c = ab, b ¶ 0. �
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Задача 3.18. Доведiть, що для будь-яких ненульових значень a i b коренi
x1, x2, x3 рiвняння

ax3 − ax2 + bx + b = 0

задовольняють рiвнiсть

(x1 + x2 + x3)
�

1
x1
+

1
x2
+

1
x3

�

= −1.

(ФРН, 1970 р.)

Розв’язання. За формулами Вiєта для коренiв x1, x2, x3 кубiчного рiвнян-
ня ax3 − ax2 + bx + b = 0, одержимо:

x1 + x2 + x3 = 1,

x1 x2 + x2 x3 + x3 x1 =
b
a

,

x1 x2 x3 = −
b
a

.

Тому,

(x1 + x2 + x3)
�

1
x1
+

1
x2
+

1
x3

�

=
(x1 + x2 + x3) (x1 x2 + x2 x3 + x3 x1)

x`x2 x3
=

= 1 ·
�

b
a

�

·
�

b
a

�−1

= −1,

що i треба було довести. �

Задача 3.19. Скiльки iснує рiзних значень параметра a, для кожного iз
яких рiвняння x3 = ax + a+ 1 має цiлий парний корiнь x , причому |x |< 1000?

(Китай, 2008 р.)

Розв’язання. Наша мета полягає у тому, щоб довести, що для будь-якого
цiлого парного x , для якого виконується нерiвнiсть |x | ¶ 998, усi значення

параметра a =
x3 − 1
x + 1

будуть попарно рiзними.

Припустимо, що iснують x1 6= x2, для яких
x3

1 − 1

x1 + 1
=

x3
2 − 1

x2 + 1
, де x1 i x2

цiлi парнi числа. Тодi,
�

x3
1 − 1

�

(x2 + 1) =
�

x3
2 − 1

�

(x1 + 1) ,

x3
1 x2 − x2 + x3

1 − 1= x1 x3
2 − x1 + x3

2 − 1,

x1 x2

�

x2
1 − x2

2

�

+ (x1 − x2) +
�

x3
1 − x3

2

�

= 0,

(x1 − x2)
�

x2
1 x2 + x1 x2

2 + x2
1 + x2

2 + x1 x2 + 1
�

= 0.
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Оскiльки x1 6= x2, то x1 − x2 6= 0. Крiм того, числа x1 i x2 парнi, а тому
число x2

1 x2 + x1 x2
2 + x2

1 + x2
2 + x1 x2 + 1 непарне, тобто також не дорiвнює 0,

що суперечить останнiй рiвностi. Таким чином, iснують 999 рiзних значень
параметра a, якi задовольняють умовам задачi.

Вiдповiдь. 999. �

Задача 3.20. Про дiйснi числа a7, a6,. . . , a1, a0 вiдомо, що рiвняння

x10 − 10x9 + 39x8 + a7 x7 + . . .+ a1 x + a0 = 0

має 10 дiйсних коренiв. Доведiть, що усi цi коренi лежать мiж числами−2,5 i
4,5.

(В’єтнам, 1991 р.)

Розв’язання. Нехай x1, . . . , x10 10 дiйсних коренiв заданого рiвняння.
Тодi, за формулами Вiєта:

10
∑

i=1

x i = 10,

∑

1¶i< j¶10

x i x j = 39.

Тодi, використовуючи формулу
�

10
∑

i=1

x i

�2

=
10
∑

i=1

x2
i + 2

∑

1¶i< j¶10

x i x j ,

знаходимо:
10
∑

i=1

x2
i = 100− 2 · 39= 22.

Таким чином,
10
∑

i=1

(x i − 1)2 =
10
∑

i=1

x2
i − 2

10
∑

i=1

x i+
10
∑

i=1

1= 22− 2 · 10+ 10= 12.

Звiдси випливає, що (x i − 1)2 ¶ 12 < (3,5)2, для усiх i = 1, 2, . . . , 10. Звiдки
слiдує, що −3,5< x i − 1< 3,5, тобто −2,5< x i < 4,5, що i треба було довести.
�

Задача 3.21. Знайдiть коренi многочлена

P (x) = x4 − 6x3 + 18x2 − 30x + 25,

якщо вiдомо, що сума двох iз них дорiвнює 4.
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Розв’язання. Позначимо коренi даного многочлена через x1, x2, x3, x4,
причому x1 + x2 = 4. Перша iз формул Вiєта для даного многочлена дає:

x1 + x2 + x3 + x4 = 6,

тому x3 + x4 = 2.
Друга формула Вiєта для даного многочлена дає:

x1 x2 + x3 x4 + (x1 + x2)
�

x3 + x4

�

= 18,

тобто x1 x2 + x3 x4 = 18− 4 · 2= 10. Використовуючи четверту формулу Вiєта
для даного многочлена, одержуємо: x1 x2 x3 x4 = 25. Таким чином, числа x1 x2

i x3 x4 є коренями квадратного рiвняння t2 − 10t + 25= 0. Звiдки знаходимо,
що x1 x2 = x3 x4 = 5. Оскiльки x1 + x2 = 4 i x1 x2 = 5, то x1 i x2 є коренями
рiвняння x2−4x +5 = 0. Оскiльки x3+ x4 = 2 i x3 x4 = 5, то x3 i x4 є коренями
рiвняння x2 − 2x + 5 = 0. Розв’язавши цi квадратнi рiвняння ми знаходимо,
що P (x) має коренi: 2+ i, 2− i, 1+ 2i, 1− 2i.

Вiдповiдь. 2+ i, 2− i, 1+ 2i, 1− 2i. �

Задача 3.22. Нехай a, b, c дiйснi числа. Доведiть, що a ¾ 0, b ¾ 0 i c ¾ 0
тодi i тiльки тодi, коли a+ b+ c ¾ 0, ab+ bc + ca ¾ 0 i abc ¾ 0.

Розв’язання. Якщо a ¾ 0, b ¾ 0 i c ¾ 0, то очевидно, що a + b + c ¾ 0,
ab + bc + ca ¾ 0 i abc ¾ 0. Навпаки, припустимо, що числа u = a + b + c,
v = ab+ bc+ ca i w = abc невiд’ємнi. Тодi числа a, b i c коренi многочлена

P (x) = x3 − ux2 + vx −w.

Якщо t < 0, тобто t = −s, де s > 0, тодi P (t) = −
�

s3 + us2 + vs+w
�

< 0,
тобто многочлен P (x) не має вiд’ємних коренi. Це означає, що усi його коренi
невiд’ємнi, що i завершує доведення. �

Задача 3.23. Розв’язати систему рiвнянь
� x + y + z = 1,

x yz = 1,

де x , y , z комплекснi числа, модулi яких дорiвнюють 1.
Розв’язання. Нехай (a, b, c) розв’язок даної системи, де a, b, c ∈ C, при-

чому |a|= |b|= |c|= 1. Тодi

a+ b+ c = 1

i

abc = 1.
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Розглянувши рiвнiсть, спряжену до першої рiвностi a+ b+ c = 1, матимемо:

a+ b+ c = 1,

a+ b+ c = 1,

1
a
+

1
b
+

1
c
= 1

(тут ми врахували, що |a|= |b|= |c|= 1).
Далi,

ab+ bc + ca
abc

= 1,

а врахувавши другу рiвнiсть abc = 1, матимемо: ab+ bc + ca = 1.
Це означає, що числа a, b i c коренi рiвняння:

t3 − t2 + t − 1= 0.

Розклавши його лiву частину на множники, одержимо:

(t − 1)
�

t2 + 1
�

= 0.

Коренями останнього рiвняння будуть числа 1, i та −i.
Таким чином, трiйка чисел (1, i,−i) та усi її можливi перестановки (їх буде

всього шiсть) будуть розв’язками даної системи (це легко перевiряється). �

Задача 3.24. Знайдiть усi дiйснi числа r, для кожного iз яких iснує хо-
ча б одна трiйка (x , y, z) дiйсних, вiдмiнних вiд нуля, чисел, яка задовольняє
наступнi рiвностi:

x2 y + y2z + z2 x = x y2 + yz2 + zx2 = r x yz.

Розв’язання. Подiливши заданi рiвностi на ненульове число x yz, одержи-
мо:

x
z
+

y
x
+

z
y
=

y
z
+

z
x
+

x
y
= r.

Введемо позначення: a = x
y , b = y

z , c = z
x . Тодi abc = 1, 1

a +
1
b +

1
c = r,

a+ b+ c = r, тобто

a+ b+ c = r,

ab+ bc + ca = r,

abc = 1.

Це означає, що числа a, b, c коренi рiвняння t3− r t2+ r t−1 = 0. Розклавши
його лiву частину на множники, одержимо:

(t − 1)
�

t2 − (r − 1) t + 1
�

= 0.
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Для того, щоб усi три коренi цього рiвняння були дiйсними, необхiдно i доста-
тньо, щоб дискримiнант квадратного рiвняння

t2 − (r − 1) t + 1= 0

був невiд’ємним дiйсним числом, тобто коли (r − 1)2−4¾ 0. Звiдки знаходимо,
що r ∈ (−∞,−1]∪ [3,∞), тобто цi значення r є шуканими. �

Задача 3.25. П’ять цiлих чисел є такими, що суми a + b + c + d + e i
a2 + b2 + c2 + d2 + e2 дiляться на непарне число n. Доведiть, що число

a5 + b5 + c5 + d5 + e5 − 5abcde

також дiлиться на n.
(журнал «Квант», 1979 р.)

Розв’язання. Розглянемо многочлен P (t) = t5 + qt4 + r t3 + st2 + ut + v з
цiлими коефiцiєнтами, коренями якого будуть заданi цiлi числа a, b, c, d i e.
За першою формулою Вiєта для многочлена P (t) одержуємо, що q дiлиться на
n. Використовуючи формулу:

(a+ b+ c + d + e)2 =
�

a2 + b2 + c2 + d2 + e2
�

+

+ 2 (ab+ ac + ad + ae+ bc + bd + be+ cd + ce+ de) ,

а також другу формулу Вiєта для многочлена P (t), одержуємо, що r також
дiлиться на n (тут враховано, що n непарне). Оскiльки a, b, c, d, e ко-
ренi многочлена P (t), то P (a) = 0, P (b) = 0, P (c) = 0, P (d) = 0, P (e) = 0.
Додавши цi п’ять рiвностей, одержуємо, що

a5 + b5 + c5 + d5 + e5 + s
�

a2 + b2 + c2 + d2 + e2
�

+ u (a+ b+ c + d + e) + 5v

дiлиться на n. Оскiльки суми a+ b+ c+ d + e i a2+ b2+ c2+ d2+ e2 дiляться на
n (за умовою), то a5 + b5 + c5 + d5 + e5 + 5v дiлиться на n. П’ята формула Вiєта
для многочлена P (t) дає, що v = −abcde. Отже, число

a5 + b5 + c5 + d5 + e5 − 5abcde

дiлиться на n, що i треба було довести. �

Задача 3.26. Знайдiть усi многочлени, коефiцiєнти яких дорiвнюють 1
або−1, а усi коренi дiйснi числа.

(Математичнi змагання Iндiї, 2005 р.)

Розв’язання. Нехай P (x) = an xn + an−1 xn−1 + . . .+ a0 шуканий много-
член. За умовою задачi ai = ±1, i = 0,1, . . . , n. Нехай x1, x2, . . . , xn його
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коренi. За умовою задачi x i ∈ R, i = 0, 1, . . . , n. Тодi за першими двома форму-
лами Вiєта для многочлена P (x), одержуємо:

x1 + x2 + . . .+ xn = −
an−1

an
,

x1 x2 + x1 x3 + . . .+ xn−1 xn =
an−2

an
.

Використовуючи формулу для знаходження суми квадратiв декiлькох чисел,
знаходимо:

x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n = (x1 + x2 + . . .+ xn)

2−

− 2 (x1 x2 + x1 x3 + . . .+ xn−1 xn) =
�

an−1

an

�2

− 2
�

an−2

an

�

.

Оскiльки ai = ±1, то x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n = 3. Остання формула Вiєта для

многочлена P (x) дає x2
1 x2

2 . . . x2
n = 1. Застосуємо нерiвнiсть Кошi мiж середнiм

арифметичним i середнiм геометричним чисел x2
1 , x2

2 , . . . , x2
n:

3= x2
1 + x2

2 + . . .+ x2
n ¾ n n

q

x2
1 x2

2 . . . x2
n = n.

Звiдси випливає, що n¶ 3.
Будемо знаходити спочатку такi многочлени, у яких старший коефiцiєнт

додатний, тобто дорiвнює 1. Перебором, знаходимо, що серед лiнiйних много-
членiв шуканими будуть x +1 i x −1, а серед квадратних тричленiв шуканими
будуть x2+ x−1, x2− x−1. Для знаходження кубiчних многочленiв слiд враху-
вати, що в нерiвностi Кошi досягається рiвнiсть. Це означає, що усi їхнi коренi
рiвнi мiж собою за модулем, тобто |x1| = |x2| = |x3| = 1. Тому, невеликий
перебiр дає ще два многочлени: x3 + x2 − x − 1 i x3 − x2 − x + 1.

Таким чином, знайденi шiсть многочленiв i шiсть многочленiв, якi одер-
жуються iз знайдених шляхом замiни усiх коефiцiєнтiв на протилежнi, будуть
шуканими. �

Задача 3.27. Нехай P (x) многочлен четвертого степеня з цiлими коефi-
цiєнтами. Вiдомо, що r1, r2, r3 i r4 його коренi, причому r1+ r2 рацiональне
число. Доведiть, що коли r1 + r2 6= r3 + r4, то r1r2 також рацiональне число.

(Математична олiмпiада США, 2003 р)

Розв’язання. За умовою задачi

P (x) = ax4 + bx3 + cx2 + d x + e,

де a, b, c, d, e цiлi числа, a 6= 0. Оскiльки r1, r2, r3 i r4 його коренi, то за
теоремою 3.10, маємо:

P (x) = a (x − r1) (x − r2) (x − r3)
�

x − r4

�

.
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Перша формула теореми Вiєта для даного многочлена нам дає, що

r1 + r2 + r3 + r4 = −
b
a

.

Оскiльки r1 + r2 i b
a рацiональнi числа, то r3 + r4 також рацiональне число.

Друга формула теореми Вiєта нам дає, що

r1r2 + r1r3 + r1r4 + r2r3 + r2r4 + r3r4 =
c
a

.

Звiдси випливає, що

r1r2 + r3r4 =
c
a
− (r1 + r2)

�

r3 + r4

�

.

Це означає, що число r1r2 + r3r4 також рацiональне.
Третя формула Вiєта нам дає, що

r1r2r3 + r1r2r4 + r1r3r4 + r2r3r4 = −
d
a

.

Звiдси випливає, що

(r1 + r2) r3r4 +
�

r3 + r4

�

r1r2 = −
d
a

.

Таким чином, добутки r1r2 i r3r4 є розв’язком лiнiйної системи рiвнянь
�

αx + β y = u,

γx +δ y = v,

де

α= 1,

u=
c
a
− (r1 + r2)

�

r3 + r4

�

,

β = 1,

v = −
d
a

,

γ= r3 + r4,

δ = r1 + r2.

Оскiльки α, β , γ, δ, u, v рацiональнi числа i γ 6= δ, то ця система має
єдиний розв’язок в рацiональних числах. Отже, r1r2 i r3r4 рацiональнi числа,
що i завершує розв’язання задачi. �
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3.3. Незвiднi многочлени

Трапляються випадки, коли заданий многочлен степеня n¾ 1 не можна
подати у виглядi добутку двох або бiльше многочленiв не менше, нiж 1-го
степеня. Такi многочлени називають незвiдними. Розклад многочлена на мно-
жники вважається завершеним, якщо усi одержанi множники є незвiдними.
Вiдповiдь на питання про звiднiсть многочленiв залежить вiд вiдомостей про
його коефiцiєнти. Оскiльки залежно вiд того, якими є коефiцiєнти многочлена,
видiляють множини Z [x],Q [x], R [x], C [x], то мова про звiднiсть чи незвi-
днiсть многочлена йтиме саме на вказанiй множинi многочленiв. При цьому
зазначимо, що один i той самий многочлен може бути звiдним в однiй множи-
нi i незвiдним в iншiй. Так, наприклад, многочлен P(x) = x2 − 2 є незвiдним
в множинах Z [x], Q [x] (тобто не iснує цiлих/рацiональних чисел a, b, c, d,
щоб P(x) = (ax + b)(cx + d) обґрунтування цього пропонуємо читачам
виконати самостiйно), проте є звiдним в множинах R [x] та C [x] (оскiльки
P(x) = (x −

p
2)(x +

p
2), а x ±

p
2 ∈ R[x],C[x]).

Iз основної теореми алгебри многочленiв випливає, що в множинi C [x]
незвiдними будуть лише многочлени першого степеня.

На множинi R [x] незвiдними є многочлени першого степеня i деякi мно-
гочлени другого степеня (дискримiнант яких вiд’ємний). Має мiсце таке твер-
дження.

Теорема 3.12. Будь-який многочлен P (x) з дiйсними коефiцiєнтами n-го
степеня єдиним чином (з точнiстю до перестановки спiвмножникiв) подає-
ться у виглядi

P (x) = an (x − x1) . . . (x − xm)
�

x2 + 2b1 x + c1

�

. . .
�

x2 + 2bl x + cl

�

,

де m, l ¾ 0, m+ 2l = n, an старший коефiцiєнт многочлена P (x), x1, . . . ,
xm дiйснi коренi P (x) з урахуванням їх кратностi, b1, . . . , bl , c1, . . . , cl

дiйснi числа, а квадратнi тричлени x2 + 2b1 x + c1, . . . , x2 + 2bl x + cl не мають
дiйсних коренiв (тобто b2

1 < c1, . . . , b2
l < cl ).

Цiкавi ситуацiї вiдбуваються при умовi, коли коефiцiєнти многочлена ра-
цiональнi чи цiлi числа. Оскiльки, помноживши многочлен з рацiональними
коефiцiєнтами на найменший спiльний знаменник усiх коефiцiєнтiв, ми отри-
маємо многочлен, усi коефiцiєнти якого стануть цiлими, то нас цiкавитиме
в основному звiднiсть на множинi многочленiв Z [x]. Слiд пам’ятати, що у
цьому випадку iснує взаємозв’язок мiж многочленами i арифметикою цiлих
чисел.

Многочлен P (x) ∈ Z [x] називається незвiдним в Z [x], якщо в Z [x] не
iснує многочленiв Q (x) i R (x), вiдмiнних вiд ±1, таких, що P (x) =Q (x)R (x).
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В iншому випадку, P (x) називатимемо звiдним в Z [x]. Надалi ми будемо
вважати, що найбiльший спiльний дiльник усiх коефiцiєнтiв будь-якого мно-
гочлена iз Z [x] дорiвнює 1.

Iснує чимало ознак незвiдностi многочлена з цiлими коефiiєнтами. Однi-
єю з найпоширенiших є ознака Ейзенштейна1. З її допомогою ми можемо
обґрунтувати той факт, що в множинi Z[x] незвiдними можуть бути много-
члени довiльного степеня.

Теорема 3.13 (Ознака Ейзенштейна незвiдностi многочлена з цiлими
коефiцiєнтами2). Якщо многочлен P (x) = an xn + an−1 xn−1 + . . .+ a0 з цiлими
коефiцiєнтами такий, що iснує просте число p, яке є дiльником коефiцiєнтiв
an−1, . . . , a0, причому an не дiлиться на p, а a0 не дiлиться на p2, то многочлен
P (x) незвiдний в Z [x].

Доведення. Припустимо супротивне. Нехай P (x) =Q (x)R (x), де Q (x) i
R (x) многочлени iз Z [x], вiдмiннi вiд ±1. Нехай Q (x) = bk x k + bk−1 x k−1 +
. . .+ b0, R (x) = cn−k xn−k+ cn−k−1 xn−k−1+ . . .+ c0. Використовуючи теорему 3.1,
одержуємо, що мають мiсце наступнi рiвностi:

i
∑

j=0

b jci− j = ai , i = 0,1, . . . , n.

Перша iз цих рiвностей нам дає, що b0c0 = a0. Оскiльки a0 дiлиться на p i не
дiлиться на p2, то тiльки одне iз чисел b0 чи c0 дiлиться на p. Не порушуючи
загальностi будемо вважати, що b0 дiлиться на p, а c0 не дiлиться на p. Тодi
iз другої рiвностi b0c1 + b1c0 = a1, враховуючи, що a1 дiлиться на p, одержу-
ємо, що b1c0 дiлиться на p. Оскiльки c0 на p не дiлиться, то b1 дiлиться на p.
Далi, аналогiчно, доводиться, що усi bi дiляться на p. Дiйсно, оскiльки степiнь
кожного iз многочленiв не менший за 1, то враховуючи, що ak, bk−1, . . . , b0

дiляться на p, а c0 не дiлиться на p, iз рiвностi

bkc0 + bk−1c1 + . . .= ak,

одержуємо, що bk дiлиться на p, для усiх k < n. Але an = bkcn−k, тобто an дiли-
ться на p, що суперечить умовi теореми. Одержана суперечнiсть i доводить
справедливiсть теореми. �

Доведемо, що, наприклад, многочлен x2015−2 є незвiдним вZ [x]. Справдi,
усi його коефiцiєнти, крiм старшого, дiляться на просте число 2, вiльний член

1Фердинанд Готтхольд Макс Ейзенштейн (1823 1852) нiмецький математик.
2Поширеною є також назва «критерiй Ейзенштейна» для цього твердження, незважаючи на

те, що воно є лише достатньою умовою незвiдностi многочлена (ознакою).
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не дiлиться на 22. Отже, за ознакою Ейзенштейна цей многочлен є незвiдним
в Z [x].

А тепер перейдемо до розв’язування олiмпiадних задач про незвiднiсть
многочленiв.

Задача 3.28. Нехай P (x) многочлен n-го степеня з цiлими коефiцiєн-
тами такий, що |P (x)| просте число для 2n + 1 рiзних цiлих значень x .
Доведiть, що P (x) незвiдний в Z [x].

Розв’язання. Припустимо супротивне. Нехай P (x) = Q (x)R (x), де
P (x) , Q (x) ∈ Z [x], Q (x) , R (x) 6= ±1. Нехай k = deg (Q (x)), тодi n − k =
deg (R (x)). Розглянемо точку x , для якої |P (x)| просте число, тобто добуток
|Q (x)| · |R (x)| двох натуральних чисел просте число. Це означає, що у цiй точцi
Q (x) = 1 або Q (x) = −1, чи R (x) = 1 або R (x) = −1. Але Q (x) = 1 максимум
в k рiзних точках, а Q (x) = −1 також максимум в k рiзних точках. Також,
R (x) = 1 максимум в n− k рiзних точках, а R (x) = −1 максимум в n− k рiзних
точках. Таким чином, максимальна кiлькiсть точок, для яких |Q (x)| = 1 чи
|R (x)| = 1, буде рiвною k + k + (n− k) + (n− k) = 2n, що суперечить умовi
задачi про те, що їх є 2n+ 1. Одержана суперечнiсть i доводить незвiднiсть
многочлена P (x). �

Задача 3.29. Доведiть, що для будь-якого простого p многочлен P (x) =
x p−1 + x p−2 + . . .+ x + 1 незвiдний в Z [x].

Розв’язання. Для всiх x 6= 1 виконується рiвнiсть P (x) = x p−1
x−1 . Якщо

P (x) звiдний в Z [x], то i многочлен Q (x) = P (x + 1) також буде звiдним в
Z [x]. Далi маємо

Q (x) = P (x + 1) =
(x + 1)p − 1

x
= x p−1 + C1

p x p−2 + . . .+ C p−1
p .

Оскiльки многочлен Q (x) зведений, C k
p дiлиться на p при усiх 1¶ k ¶ p− 1

i C p−1
p = p не дiлиться на p2, то за ознакою Ейзенштейна многочлен Q (x)

незвiдний в Z [x], тому i P (x) незвiдний в Z [x], що i треба було довести. �

Задача 3.30. Доведiть, що многочлен

P (x) = x101 + 101x100 + 102

є незвiдним в Z [x].
Розв’язання. Хоча 101 просте число, ми не в змозi застосувати ознаку

Ейзенштейна через число 102, яке не дiлиться на 101. Тому скористаємося
тим, що коли P (x) звiдний в Z [x], то многочлен Q (x) = P (x − 1) також
звiдний в Z [x]. Оскiльки Q (x) = (x − 1)101 + 101(x − 1)100 + 102 i бiномiальнi
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коефiцiєнти C k
101, 1¶ k ¶ 100 дiляться на 101, то усi коефiцiєнти многочлена

Q (x), крiм старшого i вiльного члена дiляться на 101. Його вiльний член
Q (0) = (−1)101 + 101(−1)100 + 102 = 202 дiлиться на 101 i не дiлиться на
1012, а його старший член дорiвнює 1 i не дiлиться на 101. Отже, за ознакою
Ейзенштейна многочлен Q (x) незвiдний, а тому незвiдним є i многочлен
P (x). �

Задача 3.31. Доведiть, що для будь-якого натурального n многочлен

P (x) = x2n
+ 1

незвiдний в Z [x].
Розв’язання. Скористаємося iдеєю розв’язування попередньої задачi.

Якщо P (x) звiдний в Z [x], то i многочлен Q (x) = P (x + 1) також буде
звiдним в Z [x]. Далi маємо

Q (x) = P (x + 1) = (x + 1)2
n
+ 1= x2n

+ C1
2n x2n−1 + C2

2n x2n−2 + . . .+ C2n−1
2n x + 2.

Для усiх 1 ¶ k ¶ 2n − 1 бiномiальнi коефiцiєнти C k
2n дiляться на 2. Дiйсно,

використовуючи рiвнiсть

C k
2n =

2n

k
C k−1

2n−1,

враховуючи те, що число C k−1
2n−1 цiле, i обмеження на k, ми приходимо до ви-

сновку, що C k
2n парне. Оскiльки Q (x) зведений многочлен, а його вiльний

член 2 не дiлиться на 22 = 4, то за ознакою Ейзенштейна робимо висновок,
що вiн незвiдний в Z [x], а це означає незвiднiсть многочлена P (x), що i треба
було довести. �

Задача 3.32. Нехай p просте число. Доведiть, що многочлен

P (x) = x p−1 + 2x p−2 + 3x p−3 + . . .+ (p− 1) x + p

незвiдний в Z [x].
Розв’язання. Спочатку покажемо, що усi коренi многочлена P (x) за мо-

дулем бiльшi 1. Нехай y комплексний корiнь многочлена P (x), тодi

0= (y − 1) P (y) = y p + y p−1 + y p−2 + . . .+ y − p.

Нехай |y|¶ 1, тодi одержуємо:

p =
�

�y p + y p−1 + y p−2 + . . .+ y
�

�¶
p
∑

i=1

|yi |¶
p
∑

i=1

1= p.

Iз цих нерiвностей випливає, що повиннi бути лише знаки рiвностi. Це буде
тодi i тiльки тодi, коли y = 1. Але це неможливо, бо P (1) = 1+2+3+. . .+p > 0.
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Одержане протирiччя i доводить, що модуль кожного кореня многочлена P (x)
буде бiльший за 1.

Далi, припустимо, що P (x) =Q (x)R (x), де Q (x) i R (x) многочлени з цi-
лими коефiцiєнтами, степiнь яких не менший за 1. Тодi p = P (0) =Q (0)R (0).
Оскiльки p просте, а Q (0) i R (0) цiлi числа, то остання рiвнiсть означає,
що Q (0) = ±1 або R (0) = ±1. Не порушуючи загальностi будемо вважати, що
Q (0) = ±1. Це означає, що

Q (x) = x k + ak−1 x + . . .+ a1 x ± 1,

де k ¾ 1, ak−1, . . . , a1 цiлi числа. Нехай z1, z2, . . . , zk усi коренi многочлена
Q (x), тодi zi коренi многочлена P (x), тобто |zi | > 1, 1 ¶ i ¶ k. Запишемо
останню формулу Вiєта для многочлена Q (x):

z1z2 . . . zk = (−1)k (±1) .

Звiдси слiдує, що

1= |z1z2 . . . zk|= |z1| · |z2| · . . . · |zk|> 1.

Одержана суперечнiсть i доводить незвiднiсть многочлена P (x). �

Вправи для самостiйного розв’язування

Вправа 1. Знайдiть максимальне значення λтаке, що для будь-якого кубiчного многочлена
P (x) = x3 + ax2 + bx + c з дiйсними коефiцiєнтами, всi коренi якого дiйснi невiд’ємнi числа,
виконується нерiвнiсть

P (x)¾ λ(x − a)3

для всiх x ¾ 0. При яких умовах буде виконуватися рiвнiсть?
(Математичнi змагання Китаю, 1999 р.)

Вправа 2. Доведiть, що коли два кубiчних многочлени з цiлими коефiцiєнтами мають
спiльний iррацiональний корiнь, то вони мають ще один спiльний iррацiональний корiнь.

(Математичнi змагання Польщi, 1966 р.)

Вправа 3. Доведiть, що для будь-якого натурального n многочлен (x + 1)2n+1+xn+2 дiлиться
на многочлен x2 + x + 1.

(Математичнi змагання Бельгiї, 1981 р.)

Вправа 4. Доведiть, що коли коренями многочлена x2 + px + 1 є числа a i b, а коренями
многочлена x2 + qx + 1 числа c i d, то правильною буде наступна рiвнiсть

(a− c) (b− c) (a+ d) (b+ d) = q2 − p2.

(Математичнi змагання Великобританiї, 1967 р.)

Вправа 5. Нехай P (x) многочлен п’ятого степеня з п’ятьма рiзними цiлими коренями.
Яке найменше число ненульових коефiцiєнтiв може мати такий многочлен?

(Математичнi змагання США, 1985 р.)



3.3. Незвiднi многочлени 119

Вправа 6. Нехай x1, x2, x3 коренi многочлена ax3− ax2 + bx + b, де a, b 6= 0. Доведiть, що
правильним буде наступне спiввiдношення

(x1 + x2 + x3)
�

1
x1
+

1
x2
+

1
x3

�

= −1.

(Математичнi змагання Нiмеччини, 1970 р.)

Вправа 7. Доведiть, що для будь-якого натурального n виконується рiвнiсть

tg
π

2n+ 1
· tg

2π
2n+ 1

· . . . · tg
nπ

2n+ 1
=
p

2n+ 1.

(Математичнi змагання Румунiї, 1970 р.)

Вправа 8. Нехай a i b два iз чотирьох коренiв многочлена P (x) = x4 + x3 − 1. Доведiть,
що ab корiнь многочлена

Q (x) = x6 + x4 + x3 − x2 − 1.

(Математичнi змагання США, 1977 р.)

Вправа 9. Доведiть, що для коренiв x1 i x2 многочлена

x2 + px −
1

2p2
,

де p 6= 0, p ∈ R, виконується нерiвнiсть x4
1 + x4

2 ¾ 2+
p

2.
(Математичнi змагання Болгарiї, 1980 р.)

Вправа 10. Многочлен P (x) = x3 − 10x + 11 має коренi u, v i w. Зайдiть значення виразу

arctg u+ arctg v + arctg w.

(Математичнi змагання Угорщини, 2002 р.)

Вправа 11. Многочлен P (x) = xn + a1 xn−1 + . . . + 1 з невiд’ємними коефiцiєнтами має n
дiйсних коренiв. Доведiть, що P (2)¾ 3n.

(Математичнi змагання Угорщини, 1963 р.)

Вправа 12. Нехай n¾ 3 i

P (x) = xn + an−1 xn−1 + an−2 xn−2 + . . .+ a0.

Вiдомо, що an−1 = −n, an−2 =
n (n− 1)

2
i усi коренi многочлена P(x) дiйснi числа. Знайдiть iншi

коефiцiєнти цього многочлена.
(Математичнi змагання Румунiї, 1978 р.)

Вправа 13. Многочлен

axn − axn−1 + c2 xn−2 + . . .+ cn−2 x2 − n2 bx + b

з дiйсними коефiцiєнтами має рiвно n дiйсних коренiв. Доведiть, що всi цi коренi рiвнi мiж собою.
(Математичнi змагання Болгарiї, 1984 р.)

Вправа 14. Чи iснують дiйснi числа a, b i c такi, що кожне iз рiвнянь ax2 + bx + c = 0 i

(a+ 1) x2 + (b+ 1) x + (c + 1) = 0 мають по парi цiлих коренiв?

(Математичнi змагання Росiї, 1997 р.)



Роздiл 4

Числовi послiдовностi на математичних
олiмпiадах

4.1. Знаходження загального члена послiдовностi

Пiд числовими послiдовностями розумiють вiдображення a : N→ R або
a : Z+ → R, значення яких позначають через an, а саму числову послiдов-
нiсть через (an) або {an} (вказуючи, можливо, яких значень може набувати
аргумент n: (an)∞n=0). Рiвнiсть виду an = f (n), де f (n) алгебраїчний вираз iз
змiнною n, називають загальним членом числової послiдовностi (an). Нерiдко
числовi послiдовностi задаються рекурентно, тобто визначаються рiвностями,
якi вказують на зв’язок кожного члена послiдовностi з кiлькома попереднi-
ми її членами. Часто в задачах послiдовностi задають саме рекурентно, а їх
розв’язання передбачає знаходження формули загального члена послiдовно-
стi. В цьому пунктi ми на конкретних прикладах продемонструємо вiдомi на
сьогоднi методи знаходження формули загального члена послiдовностей.

Спочатку розглянемо кiлька задач, в яких для виведення формули n-го
члена послiдовностi використовують функцiю «цiла частина числа».

Задача 4.1. Знайти формулу загального члена послiдовностi

1, 2,2, 3,3, 3,4, 4,4, 4,5, 5,5, 5,5, . . . .

(Математичнi змагання Нiмеччини, 1994 р.)

Розв’язання. Вивчаючи цю послiдовнiсть ми помiчаємо, що m-й її член
буде дорiвнювати n тодi i тiльки тодi, коли виконується наступна нерiвнiсть:

1+ 2+ . . .+ (n− 1) + 1¶ m¶ 1+ 2+ . . .+ (n− 1) + n,

тобто
(n− 1)n

2
+ 1¶ m¶

n (n+ 1)
2

.

Спробуємо звiдси знайти n. Для цього перепишемо останню нерiвнiсть у еквi-
валентному виглядi:

n2 − n+ 2¶ 2m¶ n2 + n.
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Враховуючи, що m та n натуральнi числа i n2 − n є числом парним, пере-
пишемо останню нерiвнiсть у такому еквiвалентному виглядi:

n2 − n+
1
4
< 2m< n2 + n+

1
4

.

Звiдки одержуємо, що

n−
1
2
<
p

2m< n+
1
2

,

тобто

n<
p

2m+
1
2
< n+ 1.

Остання подвiйна нерiвнiсть означає, що n=
�p

2m+ 1
2

�

.
Вiдповiдь. am =

�p
2m+ 1

2

�

, m¾ 1. �

Задача 4.2. Знайти формулу загального члена послiдовностi (xn), яка
визначається в такий спосiб: x1 = 1, xn = xn−1 + n, якщо n непарне число, i
xn = xn−1 + (n− 1), якщо n парне число.

(Математичнi змагання Польщi, 1994 р.)

Розв’язання. Якби наша послiдовнiсть була задана рекурентною рiвнiстю:
xn = xn−1 + n, для всiх n¾ 2, то формула загального члена такої послiдовностi
була б такою:

xn = 1+ 2+ . . .+ n=
n (n+ 1)

2
.

Таку послiдовнiсть називають послiдовнiстю трикутних чисел Tn =
n (n+ 1)

2
,

де n= 1, 2, 3, . . ..
Якби наша послiдовнiсть була задана рекурентною рiвнiстю: xn = xn−1 +

+(n− 1), для всiх n¾ 2, то формула загального члена такої послiдовностi була
б такою:

xn = 1+ 1+ 2+ . . .+ (n− 1) = 1+ Tn−1 =
n2 − n+ 2

2
.

В нашому випадку

n2 − n+ 2
2

¶ xn ¶
n2 + n

2
.

Це означає, що формулу загального члена нашої послiдовностi треба шукати у

виглядi xn =
n2 + an+ b

2
, а точнiше у виглядi xn =

�

n2 + an+ b
2

�

. Виписавши

декiлька перших членiв заданої послiдовностi, можна здогадатися, що xn =
�

n2 + 1
2

�

.
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Покажемо, що знайдена формула задовольняє умовi задачi. Дiйсно,

xn =

�

n2 + 1
2

�

=

�

(n− 1)2 + 1
2

+
2 (n− 1) + 1

2

�

=

=

�

(n− 1)2 + 1
2

+
1
2

�

+ (n− 1) .

Якщо n парне, то
(n− 1)2 + 1

2
цiле число, а тому

xn =

�

(n− 1)2 + 1
2

+
1
2

�

+ (n− 1) =

�

(n− 1)2 + 1
2

�

+ (n− 1) = xn−1 + (n− 1) .

Якщо n непарне, то
(n− 1)2

2
цiле число, а тому

xn =

�

(n− 1)2 + 1
2

+
1
2

�

+ (n− 1) =

�

(n− 1)2

2
+ 1

�

+ (n− 1) =

=

�

(n− 1)2

2

�

+ 1+ (n− 1) =

�

(n− 1)2

2
+

1
2

�

+ n=

�

(n− 1)2 + 1
2

�

+ n=

= xn−1 + n.

�

Задача 4.3. Натуральнi числа x1, . . . , x7 задовольняють таким рiвно-
стям: x6 = 144 i xn+3 = xn+2 (xn+1 + xn), для n= 1,2, 3,4. Знайти x7.

(Математичнi змагання Польщi, 1997 р.)

Розв’язання. З умови задачi випливає, що виконуються рiвностi:

x4 = x3 (x2 + x1) ,

x5 = x4 (x3 + x2) ,

x6 = x5

�

x4 + x3

�

,

x7 = x6

�

x5 + x4

�

.

Перемножуючи першi три рiвностi i враховуючи, що x6 = 144, одержимо
рiвнiсть:

144= x3 (x2 + x1) (x3 + x2)
�

x4 + x3

�

. (4.1)

Оскiльки x1, . . . , x7 натуральнi числа, тодi маємо:

x4 = x3 (x2 + x1)¾ 2x3,

x5 = x4 (x3 + x2)¾ 2x3 (x3 + 1)> 2x2
3 ,

144= x6 = x5

�

x4 + x3

�

> 2x2
3 (2x3 + x3) = 6x3

3 .
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Звiдки випливає, що 144> 6x3
3 , тобто x3 = 1 або x3 = 2.

1. Нехай x3 = 1, тодi рiвнiсть (4.1) запишеться так:

144= (x2 + x1) (1+ x2)
�

x4 + 1
�

,

144= (x1 + x2) (1+ x2) (x1 + x2 + 1) .

Числа x1 + x2 i x1 + x2 + 1 послiдовнi натуральнi числа, якi є дiльниками
числа 144. Оскiльки 144 = 24 ·32, то такими парами послiдовних чисел можуть
бути лише такi: (1, 2), (2, 3), (3,4) або (8, 9). Оскiльки x1 + x2 ¾ 2, то можливi
лише наступнi випадки.

а) Якщо x1 + x2 = 2, тодi 144 = 6 (1+ x2), тобто x2 = 23, а x1 = −21, що
неможливо.

б) Якщо x1 + x2 = 3, тодi 144 = 12 (1+ x2), тобто x2 = 11, а x1 = −8, що
неможливо.

в) Якщо x1 + x2 = 8, тодi 144 = 72 (1+ x2), тобто x2 = 1, а x1 = 7. Далi
знаходимо: x4 = x3 (x2 + x1) = 8, x5 = x4 (x3 + x2) = 16, x6 = 144, а

x7 = x6

�

x5 + x4

�

= 144 · (16+ 8) = 3456.

2. Нехай x3 = 2, тодi рiвнiсть (4.1) запишеться так:

144= 2 · (x2 + x1) (2+ x2)
�

x4 + 2
�

,

144= 2 · (x2 + x1) (2+ x2) (2x2 + 2x1 + 2) ,

36= (x1 + x2) (2+ x2) (x1 + x2 + 1) .

Далi аналогiчно. Оскiльки числа x1+ x2 i x1+ x2+1 послiдовнi натуральнi
числа, якi є дiльниками числа 36 i 36= 22 · 32, то такими парами послiдовних
чисел можуть бути лише такi: (1,2), (2,3) або (3,4). Оскiльки x1 + x2 ¾ 2, то
можливi лише наступнi випадки.

а) Якщо x1 + x2 = 2, тодi 36 = 6 (2+ x2), тобто x2 = 4, а x1 = −2, що
неможливо.

б) Якщо x1 + x2 = 3, тодi 36 = 12 (2+ x2), тобто x2 = 1, а x1 = 2. Далi
знаходимо: x4 = x3 (x2 + x1) = 6, x5 = x4 (x3 + x2) = 18, x6 = 144, а

x7 = x6

�

x5 + x4

�

= 144 · (18+ 6) = 3456.

Таким чином, в усiх випадках x7 = 3456.
Вiдповiдь. 3456. �
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4.1.1. Використання методу математичної iндукцiї для вiдшукання
формули загального члена послiдовностi

При розв’язуваннi олiмпiадних задач на знаходження формули n-го члена
послiдовностi, часто використовують метод математичної iндукцiї. Коротко
нагадаємо суть цього методу.

Нехай у нас є послiдовнiсть тверджень T1, T2, T3, . . ., причому вiдомо, що:
1) твердження T1 iстинне;
2) якщо деяке твердження Tk iстинне, то наступне твердження Tk+1 також

iстинне.
Тодi принцип математичної iндукцiї стверджує: що всi твердження цiєї

послiдовностi iстиннi.
Спосiб мiркувань, заснований на принципi математичної iндукцiї, на-

зивають методом математичної iндукцiї. При цьому доведення iстинностi
твердження T1, називають базою iндукцiї, а доведення того, що з iстинностi
твердження Tk випливає iстиннiсть твердження Tk+1, називають iндукцiйним
кроком.

Зазначимо, що iснують й iншi форми принципу математичної iндукцiї,
наприклад iнодi зручно починати iндукцiю не з доведення iстинностi T1, а з
доведення iстинностi деякого Tk.

Перейдемо тепер до задач, пов’язаних з послiдовностями, розв’язання
яких передбачає використання методу математичної iндукцiї.

Задача 4.4. Функцiя f : N→ R є такою, що
1) f (1) = 1996;
2) f (1) + f (2) + . . .+ f (n) = n2 · f (n) , (n> 1).

Знайдiть f (1996).
(Математичнi змагання Великобританiї, 1996 р.)

Розв’язання. Спочатку, використовуючи умови 1 i 2, послiдовно знаходи-
мо:

f (1) = 1996,

f (1) + f (2) = 22 · f (2) ⇒ f (2) =
f (1)

3
=

f (1)
1+ 2

,

f (1) + f (2) + f (3) = 32 · f (3) ⇒ f (3) =
f (1)

6
=

f (1)
1+ 2+ 3

,

f (1) + f (2) + f (3) + f (4) = 42 · f (4) ⇒ f (4) =
f (1)
10

=
f (1)

1+ 2+ 3+ 4

i т.д.
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З’являється гiпотеза:

f (n) =
f (1)

1+ 2+ 3+ . . .+ n
=

2 · f (1)
n (n+ 1)

для будь-якого натурального n. Справедливiсть того, що

f (n) =
2 f (1)

n (n+ 1)
для всiх n ∈ N, доведемо методом математичної iндукцiї.

База iндукцiї. Для n= 1 одержуємо:

f (1) =
2 f (1)

1 · (1+ 1)
=

2 f (1)
2

= f (1) ,

тобто для n= 1 формула f (n) = 2 f (1)
n(n+1) є правильною.

Крок iндукцiї. Нехай формула f (n) = 2 f (1)
n(n+1) буде правильною для усiх

n= 1,2, . . . , k− 1. Доведемо її справедливiсть для n= k.
Дiйсно, з умови 2 маємо:

f (k) =
1

k2 − 1
( f (1) + f (2) + . . .+ f (k− 2)) =

=
1

k2 − 1

�

f (1) +
2 f (1)
2 · 3

+
2 f (1)
3 · 4

+ . . .+
2 f (1)
(k− 1) k

�

=

=
2 f (1)
k2 − 1

�

1
1 · 2

+
1

2 · 3
+ . . .+

1
(k− 1) k

�

=

=
2 f (1)
k2 − 1

�

1−
1
2
+

1
2
−

1
3
+ . . .+

1
k− 1

−
1
k

�

=

=
2 f (1)
k2 − 1

�

1−
1
k

�

=
2 f (1)

k (k+ 1)
.

Таким чином, згiдно iз основним принципом математичної iндукцiї
f (n) = 2 f (1)

n(n+1) для будь-якого натурального n. Зокрема, при n = 1996, зна-

ходимо, що f (1996) = 2
1997 .

Вiдповiдь. f (1996) = 2
1997 .

Задача 4.5. Послiдовнiсть чисел a0, a1, a2, . . . задовольняє спiввiдношення

am+n + am−n =
1
2
(a2m + a2n) ,

для всiх цiлих невiд’ємних m i n таких, що m ¾ n. Знайдiть її загальний член,
якщо вiдомо, що a1 = 1.

(Всеросiйська математична олiмпiада, 1995 р.)

Розв’язання. При n= 0 одержуємо:

am + am =
1
2
(a2m + a0) ,
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а при n= m одержуємо:

a2m + a0 =
1
2
(a2m + a2m) .

З цих двох рiвностей знаходимо, що a2m = 4am i a0 = 0, тобто a2m = 4am для
всiх цiлих m¾ 0. Звiдси знаходимо, що a2 = 4, a4 = 16. Далi, при m= 2 i n= 1
одержуємо:

a3 + a1 =
1
2

�

a4 + a2

�

.

Звiдки знаходимо, що a3 = 9. Виникає гiпотеза: ak = k2, для всiх цiлих k ¾ 1.
Доведення цiєї рiвностi здiйснимо iндуктивно. База iндукцiї очевидна. Крок
iндукцiї. Припустимо, що a j = j2, для всiх j = 1, 2, . . . , k− 1. Тодi при m = k− 1
i n= 1 одержуємо:

ak + ak−2 =
1
2
(a2k−2 + a2) .

Звiдки одержуємо:

ak =
1
2
(a2k−2 + a2)− ak−2 =

1
2
(4ak−1 + 4)− ak−2 =

= 2ak−1 − ak−2 + 2= 2(k− 1)2 − (k− 2)2 + 2=

= 2k2 − 4k+ 2− k2 + 4k− 4+ 2= k2,

що i завершує доведення кроку. Таким чином, згiдно з основним принципом
математичної iндукцiї, одержуємо, що an = n2, для всiх цiлих n¾ 0. �

Задача 4.6. Послiдовнiсть {un}
∞
n=0 визначається в такий спосiб:

u0 = 2, u1 =
5
2

, un+1 = un

�

u2
n−1 − 2

�

− u1

для всiх n¾ 1. Доведiть, що коли n¾ 1, то [un] = 2
2n−(−1)n

3 , де [x] найбiльше
цiле число, яке не перевищує x .

Розв’язання. Будемо обчислювати декiлька перших членiв заданої послi-
довностi, i видiляти в них цiлу частину i робити спробу її подачi у потрiбному
виглядi:

u0 = 2= 1+ 1= 2
20−(−1)0

3 + 2
−(20−(−1)0)

3 ,

u1 =
5
2
= 2+

1
2
= 2

21−(−1)1

3 + 2
−(21−(−1)1)

3 ,

u2 =
5
2
= 2+

1
2
= 2

22−(−1)2

3 + 2
−(22−(−1)2)

3 ,
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u3 =
65
8
= 8+

1
8
= 2

23−(−1)3

3 + 2
−(23−(−1)3)

3 .

Таким чином, виникає гiпотеза: для будь-якого цiлого невiд’ємного n викону-
ється спiввiдношення

un = 2
2n−(−1)n

3 + 2
−(2n−(−1)n)

3 .

Доведемо це твердження методом математичної iндукцiї. База iндукцiї оче-
видна. Крок iндукцiї. Припустимо, що

u j = 2
2 j−(−1) j

3 + 2
−(2 j−(−1) j)

3 ,

для всiх j = 0,1, . . . , n, тодi

un+1 = un

�

u2
n−1 − 2

�

− u1 =

=
�

2
2n−(−1)n

3 + 2
−(2n−(−1)n)

3

�

�

�

2
2n−1−(−1)n−1

3 + 2
−(2n−1−(−1)n−1)

3

�2

− 2

�

−
5
2
=

=
�

2
2n−(−1)n

3 + 2
−(2n−(−1)n)

3

��

2
2n+2(−1)n

3 + 2
−(2n+2(−1)n)

3

�

−
5
2
=

= 2
2n−(−1)n+2n+2(−1)n

3 + 2
2n−(−1)n−2n−2(−1)n

3 + 2
−2n+(−1)n+2n+2(−1)n

3 + 2
−(2n−(−1)n+2n+2(−1)n)

3 −
5
2
=

= 2
2n+1+(−1)n

3 + 2−(−1)n + 2(−1)n + 2
−(2n+1+(−1)n)

3 −
5
2
=

= 2
2n+1−(−1)n+1

3 +
5
2
+ 2

−(2n+1−(−1)n+1)
3 −

5
2
=

= 2
2n+1−(−1)n+1

3 + 2
−(2n+1−(−1)n+1)

3 ,

що i завершує доведення кроку.
Таким чином, згiдно з основним принципом математичної iндукцiї, одер-

жуємо, що

un = 2
2n−(−1)n

3 + 2
−(2n−(−1)n)

3 ,

для всiх n¾ 1.
Далi, доведемо, що

2n − (−1)n

3
є натуральним числом для всiх n¾ 1. Дiйсно, якщо n= 2k, де k ∈ N, то

2n − (−1)n

3
=

22k − (−1)2k

3
=

4k − 1
3

=
(4− 1)

�

4k−1 + 4k−2 + . . .+ 4+ 1
�

3
=

= 4k−1 + 4k−2 + . . .+ 4+ 1
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є цiлим числом. Якщо n= 2k− 1, де k ∈ N, то

2n − (−1)n

3
=

22k−1 − (−1)2k−1

3
=

22k−1 + 12k−1

3
=

=
(2+ 1)

�

22k−2 − 22k−3 + . . .− 2+ 1
�

3
= 22k−2 − 22k−3 + . . .− 2+ 1,

також є натуральним числом.

Таким чином, 2
2n−(−1)n

3 цiле додатне число, а 2
−(2n−(−1)n)

3 число iз про-

мiжку вiд 0 до 1. Тому, [un] = 2
2n−(−1)n

3 при всiх n¾ 1. �

Задача 4.7. Послiдовнiсть {un}
∞
n=0 визначається в такий спосiб:

u0 = u1 = u2 = 1 i un+3un − un+2un+1 = n!, n¾ 0.

Доведiть, що un є цiлим числом для будь-якого n¾ 3.
(Математичнi змагання США, 2005)

Розв’язання. З умови задачi випливає, що un+3 =
un+2un+1

un
+ n!

un
, для всiх

n¾ 0. Обчислимо декiлька перших членiв заданої послiдовностi, для вiдшука-
ння закономiрностi:

u3 =
u2u1

u0
+

0!
u0
=

1 · 1
1
+

1
1
= 2,

u4 =
u3u2

u1
+

1!
u1
=

2 · 1
1
+

1
1
= 3,

u5 =
u4u3

u2
+

2!
u2
=

3 · 2
1
+

2
1
= 4 · 2,

u6 =
u5u4

u2
+

2!
u2
=

4 · 2 · 3
2

+
3 · 2

2
= 4 · 3+ 1 · 3= 5 · 3,

u7 =
u6u5

u3
+

3!
u3
=

5 · 3 · 4 · 2
3

+
4 · 3 · 2

3
= 5 · 4 · 2+ 4 · 2= 6 · 4 · 2,

u8 =
u7u6

u4
+

4!
u4
=

6 · 4 · 2 · 5 · 3
4 · 2

+
5 · 4 · 3 · 2

4 · 2
= 6 · 5 · 3+ 5 · 3= 7 · 5 · 3,

тобто помiчаємо, що

un = (n− 1) (n− 3) (n− 5) · ··, n¾ 3,

де кiлькiсть дужок у цiй формулi визначається лише додатними їхнiми значен-
нями. Справедливiсть цiєї формули доведемо методом математичної iндукцiї.
База iндукцiї є очевидною. Крок iндукцiї. Припустимо, що ця формула має
мiсце для усiх n = 3, 4, 5, . . . , m, m+1, m+2. Доведемо, що вона має мiсце i для
n= m+ 3. Справдi,
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un+3 =
un+2un+1 + n!

un
=
(n+ 1) (n− 1) (n− 3) · . . . · n (n− 2) (n− 4) · . . .+ n!

(n− 1) (n− 3) (n− 5) · . . .
=

=
(n+ 1)n!+ n!

(n− 1) (n− 3) (n− 5) · . . .
=

(n+ 2)n!
(n− 1) (n− 3) (n− 5) · . . .

= (n+ 2)n (n− 2)·. . . .

Таким чином, згiдно з основним принципом математичної iндукцiї, одержує-
мо, що un = (n− 1) (n− 3) (n− 5)·. . . для будь-якого натурального n¾ 3, тобто
un цiле число для всiх n¾ 3. Це i завершує доведення. �

Задача 4.8. Послiдовнiсть {an}
∞
n=1 визначається в такий спосiб:

a1 = 1, an+1 =
an

n2
+

n2

an
+ 2, n¾ 1.

Довести, що для всiх n¾ 4 виконується рiвнiсть [an] = n.
(Всеукраїнська математична олiмпiада, 1998 р.)

Розв’язання. Доведемо методом математичної iндукцiї, що при n¾ 4 ви-
конуються нерiвностi n¶ an ¶

n2

n−1 . База iндукцiї перевiряється безпосереднiм
пiдрахунком. Крок iндукцiї здiйснимо в такий спосiб. Спочатку доведемо, що
функцiя fn (x) =

x
n2 + n2

x + 2 монотонно спадає на промiжку
�

0; n2
�

. Справдi,
на вказаному промiжку її похiдна вiд’ємна:

f ′n (x) =
1
n2
−

n2

x2
=

�

x − n2
� �

x + n2
�

n2 x2
< 0.

Тому якщо n¶ an ¶
n2

n−1 , то, внаслiдок спадання функцiї fn (x) =
x
n2 + n2

x + 2 на

промiжку
�

0; n2
�

, маємо: fn (n)¾ fn (an)¾ fn

�

n2

n−1

�

. Звiдси й випливає, що

(n+ 1)2

n
¾ an+1 ¾

1
n− 1

+ n+ 1> n+ 1,

чим i завершується iндукцiйний крок.
Отже,

an+1 = fn (an)¾ f

�

n2

n− 1

�

=
n2

n− 1
¾ an, (n¾ 4)

тобто задана послiдовнiсть є неспадною.
Для завершення доведення потрiбно для an установити бiльш «тонку»

оцiнку зверху: an < n + 1, n ¾ 4. Знову застосуємо iндукцiю. Для n = 4 i
n = 5 перевiряємо безпосередньо. Покажемо, як потрiбна оцiнка при n ¾ 6
одержується з попереднiх нерiвностей. Оскiльки

n<
(n− 1)2

n− 2
¶ an ¶

n2

n− 1
< n2,
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то, враховуючи монотоннiсть функцiї fn (x), одержуємо:

an+1 = fn (an)¶ fn

�

(n− 1)2

n− 2

�

< n+ 2= (n+ 1) + 1.

Ця оцiнка доводить, що для n¾ 6 виконується нерiвнiсть an < n+ 1. Оскiльки
n< an < n+ 1, то [an] = n, що i треба було довести. �

4.1.2. Знаходження формули загального члена зворотних послiдовно-
стей

Нехай ми маємо послiдовнiсть (xn). Якщо iснують натуральне число k i
числа a1, a2, . . . , ak такi, що починаючи з деякого номера n0 для всiх n ¾ n0

виконується спiввiдношення

xn+k = a1 xn+k−1 + a2 xn+k−2 + . . .+ ak xn (n¾ 1),

то послiдовнiсть (xn) називається зворотною послiдовнiстю порядку k, а остан-
нє спiввiдношення зворотним рiвнянням порядку k.

Для бiльш глибокого вивчення зворотних послiдовностей рекомендуємо
читачам книжку [5]. Тут ми детальнiше зупинимось на зворотних послiдовно-
стях другого порядку.

Отже, розглянемо послiдовнiсть (xn)
∞
n=1, що задається в такий спосiб:

x1 = a, x2 = b i xn+2 = uxn+1 + vxn, n¾ 1. (4.2)

Для знаходження її загального члена здiйснюють таку процедуру.
Тимчасово «забудемо» про першi два члени послiдовностi i спробуємо вiд-

шукати геометричну прогресiю, що задовольняє рекурентне спiввiдношення
з (4.2). Тобто припустимо, що загальний член послiдовностi (xn) має вигляд:

xn = λ
n,

де λ деяке дiйсне число, λ 6= 0 i λ 6= 1. Пiдставляючи xn в рекурентну
формулу, одержимо рiвнiсть λn+2 = u ·λn+1 + v ·λn, тобто λn

�

λ2 − uλ− v
�

= 0.
Оскiльки λ 6= 0, то остання рiвнiсть нам дає, що

λ2 − uλ− v = 0. (4.3)

Останнє рiвняння називають характеристичним рiвнянням для послiдовно-
стi, заданої рекурентною формулою xn+2 = uxn+1 + vxn.

Характеристичне рiвняння (4.3) може мати або два рiзних дiйсних коренi,
або один дiйсний корiнь кратностi 2, або два комплексних коренi.

Припустимо, що характеристичне рiвняння має два рiзних дiйсних коренi
p та q. Тодi xn = pn i xn = qn двi рiзних послiдовностi, якi задовольняють
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рекурентне спiввiдношення xn+2 = uxn+1+ vxn. Бiльше того, усi послiдовностi,
загальний член яких має вигляд xn = c1pn + c2qn, де c1 i c2 довiльнi числа,
задовольняють таке рекурентне спiввiдношення. «Згадавши» про першi два
члени послiдовностi, ми можемо iз умов c1p+ c2q = x1 i c1p2+ c2q2 = x2 визна-
чити невiдомi коефiцiєнти c1 i c2. Таким чином, у цьому випадку заданi першi
два члени послiдовностi однозначно визначають числа c1 i c2, а цi знайденi
числа однозначно визначають формулу загального члена заданої рекурентно
послiдовностi: xn = c1pn + c2qn, для всiх n ∈ N.

Якщо характеристичне рiвняння має один дiйсний корiнь кратностi 2
p = u

2 (це буде у випадку, коли u2 + 4v = 0), то безпосередньою перевiркою
можна переконатись, що послiдовностi xn =

�

u
2

�n
i xn = n ·

�

u
2

�n
задовольняють

рекурентне спiввiдношення з (4.2). Можна довести, що усi послiдовностi, якi
задовольняють те рекурентне спiввiдношення, мають вигляд xn = c1pn +
+ c2nqn. Використовуючи початковi умови з спiввiдношень p · c1 + q · c2 = x1 i
p2 · c1 + 2q2 · c2 = x2, визначають невiдомi коефiцiєнти c1 i c2. Таким чином, i у
цьому випадку заданi першi два члени послiдовностi однозначно визначають
числа c1 i c2, а цi знайденi числа однозначно визначають формулу загального
члена заданої рекурентно послiдовностi: xn = c1pn + c2nqn, для всiх n ∈ N.

Якщо ж характеристичне рiвняння має комплекснi коренi p i p̄, то для
них повторюються мiркування першого випадку. Тобто в цьому випадку за-
гальний член послiдовностi матиме вигляд xn = c1pn + c2 p̄n, а значення c1 i c2

визначаються iз початкових умов.
Тепер перейдемо до розв’язування задач математичних олiмпiад, в яких

з’являються зворотнi послiдовностi.
Задача 4.9. Нехай послiдовнiсть {an}

∞
n=0 дiйсних чисел визначається в

такий спосiб: a0 = a1 = 1 i an+1 = 14an − an−1, для всiх n ¾ 1. Доведiть, що
2an − 1 квадрат цiлого числа.

(Математична олiмпiада Румунiї, 2002 р.)

Розв’язання. Використовуючи означення заданої послiдовностi за допо-
могою рекурентного спiввiдношення, послiдовно знаходимо декiлька перших
її членiв: a0 = 1, a1 = 1, a2 = 13, a3 = 181, a4 = 2521 i т.д. Тодi значення
2a0 − 1 = 1, 2a1 − 1 = 1, 2a2 − 1 = 25, 2a3 − 1 = 361, 2a4 − 1 = 2521 i т.д.
квадрати цiлих чисел 1, 1, 5, 19, 71, i т.д. вiдповiдно. Як бачимо, по декiль-
кох перших членах нашої послiдовностi, твердження задачi виконується. Але
спроби вiднайти закономiрнiсть i за допомогою методу математичної iндукцiї
довести твердження задачi для всiх n ¾ 0 виявилися марними. Єдине, що
легко доводиться методом математичної iндукцiї, це те, що всi члени нашої
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послiдовностi цiлi числа. Дiйсно, якщо всi числа a0, a1, . . . , an−1 i an цiлi,
то i число an+1 = 14an − an−1 також цiле. От i все, поки що.

Тодi спробуємо з iншого боку. Оскiльки задане рекурентне спiввiдношен-
ня має вигляд (4.2), то розглянемо його характеристичне рiвняння:

λ2 = 14λ− 1,

тобто

λ2 − 14λ+ 1= 0.

Його коренями будуть

λ1,2 =
14± 8

p
3

2
= 7± 4

p
3=

�

2±
p

3
�2

.

Це означає, що загальний член нашої послiдовностi матиме вигляд:

an = c1

�

2+
p

3
�2n
+ c2

�

2−
p

3
�2n

, n¾ 0,

де сталi множники c1 i c2 пiдлягають визначенню. Оскiльки a0 = 1 i a1 = 1, то
c1 + c2 = 1 i

�

2+
p

3
�2

c1 +
�

2−
p

3
�2

c2 = 1. Розв’язавши цю систему рiвнянь,
знаходимо, що

c1 =
2−
p

3
4

,

c2 =
2+
p

3
4

.

Таким чином, загальний член нашої послiдовностi має вигляд:

an =
2−
p

3
4

�

2+
p

3
�2n
+

2+
p

3
4

�

2−
p

3
�2n

, n¾ 0.

Тепер спробуємо обчислити значення виразу 2an − 1 для кожного n¾ 0.

2an − 1=
2−
p

3
2

�

2+
p

3
�2n
+

2+
p

3
2

�

2−
p

3
�2n
− 1=

=

�p
3− 1
2

�2
�

2+
p

3
�2n
+

�p
3+ 1
2

�2
�

2−
p

3
�2n
− 1=

=

�p
3− 1
2

�

2+
p

3
�n
−
p

3+ 1
2

�

2−
p

3
�n
�2

= (bn)
2,

де

bn =
p

3− 1
2

�

2+
p

3
�n
−
p

3+ 1
2

�

2−
p

3
�n

, n¾ 0.

Доведемо, що bn цiле число для всiх n¾ 0. Оскiльки

b0 =
p

3− 1
2

−
p

3+ 1
2

= −1,
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b1 =
p

3− 1
2

�

2+
p

3
�

−
p

3+ 1
2

�

2−
p

3
�

= 1

i

bn+1 = 4bn − bn−1, n¾ 0,

то iндукцiєю по n отримуємо, що bn цiле число для всiх n¾ 0. Це i завершує
розв’язання задачi. �

Задача 4.10. Нехай послiдовнiсть {an}
∞
n=0 цiлих чисел визначається в та-

кий спосiб: a0 = 0, a1 = 1 i an+2 = 2an+1 + an, для всiх n ¾ 0. Доведiть, що an

дiлиться на 2k тодi i тiльки тодi, коли n дiлиться на 2k, де k натуральне.
(Shortlist IMO, 1988)

Розв’язання. Знайдемо загальний член заданої послiдовностi. Оскiль-
ки задане рекурентне спiввiдношення має вигляд (4.2), то розглянемо його
характеристичне рiвняння

λ2 = 2λ+ 1,

тобто

λ2 − 2λ− 1= 0.

Його коренями будуть λ1,2 =
2± 2

p
2

2
= 1±

p
2. Це означає, що загальний

член нашої послiдовностi матиме вигляд:

an = c1

�

1+
p

2
�n
+ c2

�

1−
p

2
�n

, n¾ 0,

де сталi множники c1 i c2 пiдлягають визначенню. Оскiльки a0 = 0 i a1 = 1,
то c1 + c2 = 0 i

�

1+
p

2
�

c1 +
�

1−
p

2
�

c2 = 1. Розв’язавши цю систему рiвнянь,
знаходимо, що c1 =

1
2
p

2
i c2 = −

1
2
p

2
. Таким чином, загальний член нашої

послiдовностi має вигляд:

an =
1

2
p

2

�

�

1+
p

2
�n
−
�

1−
p

2
�n�

, n¾ 0.

Розглянемо нову послiдовнiсть {bn}
∞
n=0 цiлих чисел, для якої b0 = b1 = 2 i

bn+2 = 2bn+1 + bn, n¾ 0. Ця послiдовнiсть має iншi початковi два члени, але ту
ж саму рекурентну формулу. Тому, аналогiчно, знаходимо її загальний член:

bn =
�

1+
p

2
�n
+
�

1−
p

2
�n

, n¾ 0.

А тепер, маючи загальнi члени цих двох послiдовностей цiлих чисел, вiдмiтимо
ряд їхнiх властивостей. Для початку помiчаємо, що a2n = an bn, для усiх n¾ 0.
Справдi,

a2n =
1

2
p

2

�

�

1+
p

2
�2n
−
�

1−
p

2
�2n�

=
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=
1

2
p

2

�

�

1+
p

2
�n
−
�

1−
p

2
�n���

1+
p

2
�n
+
�

1−
p

2
�n�

= an bn.

Далi, якщо n непарне число, то an також непарне число. Дiйсно, a1 = 1
непарне число. Якщо для непарного m число am непарне, то за рекурентним
спiввiдношенням am+2 = 2am+1 + am також непарне, як сума парного i
непарного чисел. Тому за iндукцiєю одержуємо, що при всiх непарних n число
an також непарне.

Далi, при всiх n ¾ 0 число bn дiлиться на 2 i не дiлиться на 4. Дiйсно,
b0 = b1 = 2, а з того, що для всiх i = 0,1,2, . . . , n виконується рiвнiсть bi =
2 (2ci + 1), де ci цiлi числа, одержуємо, що

an+1 = 2an + an−1 = 2 (2 (2cn + 1)) + 2 (2cn−1 + 1) =

= 8cn + 4cn−1 + 6= 2 (2 (2cn + cn−1 + 1) + 1) = 2 (2cn+1 + 1) .

Тому за iндукцiєю одержуємо, що при всiх n ¾ 0 число bn дiлиться на 2 i не
дiлиться на 4.

Далi, нехай m непарне число, тодi a2m = am bm дiлиться на 2 i не дiлиться
на 4. Припустимо, що a2km дiлиться на 2k i не дiлиться на 2k+1. Це означає, що
a2km = 2k (2d2km + 1), де d2km цiле число. Тодi

a2k+1m = a2km b2km = 2k (2d2km + 1) · 2 (2c2km + 1) = 2k+1 · l,
де l = (2d2km + 1) (2c2km + 1) непарне число. Це означає, що a2k+1m дiлиться
на 2k+1 i не дiлиться на 2k+2. Тому за iндукцiєю ми одержуємо, що an дiлиться
на 2k i не дiлиться на 2k+1 тодi i тiльки тодi, коли n дiлиться на 2k i не дiлиться
на 2k+1. Це i завершує розв’язання. �

Задача 4.11. Нехай a0 = a1 = 5 i an =
an−1+an+1

98 , n¾ 1. Доведiть, що an+1
6

квадрат цiлого числа.
(Математична олiмпiада США, 1998 р.)

Розв’язання. З умови задачi випливає, що

an+1 = 98an − an−1, n¾ 1.

Знайдемо загальний член заданої послiдовностi. Оскiльки рекурентне спiввiд-
ношення має вигляд (4.2), то розглянемо його характеристичне рiвняння:

λ2 = 98λ− 1,

тобто

λ2 − 98λ+ 1= 0.

Його коренями будуть λ1,2 =
98±40

p
6

2 = 49± 20
p

6. Це означає, що загальний
член нашої послiдовностi матиме вигляд:

an = c1

�

49+ 20
p

6
�n
+ c2

�

49− 20
p

6
�n

, n¾ 0,



4.1. Знаходження загального члена послiдовностi 135

де сталi множники c1 i c2 пiдлягають визначенню. Оскiльки a0 = 5 i a1 = 5,
то c1 + c2 = 5 i

�

49+ 20
p

6
�

c1 +
�

49− 20
p

6
�

c2 = 5. Розв’язавши цю систему

рiвнянь, знаходимо, що c1 =
5−2
p

6
2 i c2 =

5+2
p

6
2 . Таким чином, загальний член

нашої послiдовностi має вигляд:

an =
5− 2

p
6

2

�

49+ 20
p

6
�n
+

5+ 2
p

6
2

�

49− 20
p

6
�n

, n¾ 0.

Оскiльки 49± 20
p

6=
�

5± 2
p

6
�2

, то формулу загального члена можна пере-
писати в такому виглядi:

an =
5− 2

p
6

2

�

5+ 2
p

6
�2n
+

5+ 2
p

6
2

�

5− 2
p

6
�2n

, n¾ 0.

Нехай bn =
an+1

6 , n ¾ 0. Нам треба довести, що bn = (cn)
2, де cn цiлi числа,

при n¾ 0. Оскiльки a0 = a1 = 5, то b0 = b1 = 1, тобто c0 = c1 = 1. Далi маємо:

bn =
5−2
p

6
2

�

5+ 2
p

6
�2n
+ 5+2

p
6

2

�

5− 2
p

6
�2n
+ 1

6
=

=

�

5− 2
p

6
� �

5+ 2
p

6
�2n
+
�

5+ 2
p

6
� �

5− 2
p

6
�2n
+ 2

12
=

=

�p
3−
p

2
�2�

5+ 2
p

6
�2n
+
�p

3+
p

2
�2�

5− 2
p

6
�2n
+ 2

12
=

=

��p
3−
p

2
� �

5+ 2
p

6
�n
+
�p

3+
p

2
� �

5− 2
p

6
�n�2

12
=

=

��p
3−
p

2
� �

5+ 2
p

6
�n
+
�p

3+
p

2
� �

5− 2
p

6
�n

2
p

3

�2

= (cn)
2,

де

cn =

�p
3−
p

2
� �

5+ 2
p

6
�n
+
�p

3+
p

2
� �

5− 2
p

6
�n

2
p

3
, n¾ 0.

Залишилося довести, що cn цiле число. Оскiльки загальний член послiдов-
ностi {cn}

∞
n=0 має вигляд

cn =
p

3−
p

2

2
p

3

�

5+ 2
p

6
�n
+
p

3+
p

2

2
p

3

�

5− 2
p

6
�n

, n¾ 0,

то її рекурентне задання буде таким: c0 = c1 = 1 i cn+2 = 10cn+1 − cn, n ¾ 0.
Звiдси iндуктивно випливає, що cn цiлi числа при всiх n¾ 0, що i завершує
розв’язання задачi, бо an+1

6 = (cn)
2 квадрат цiлого числа cn. �
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Задача 4.12. Нехай a1 = a2 = 1 i an+2 = 14an+1 − an − 4, для всiх натураль-
них n. Доведiть, що an квадрат цiлого числа при всiх n¾ 1.

(Математична олiмпiада Угорщини, 2003 р.)

Розв’язання. Спочатку спробуємо визначити нову послiдовнiсть через
задану таким чином, щоб її рекурентне спiввiдношення було типу (4.2). Нехай
yn = xn − α, де α константа, яка пiдлягає визначенню. Тодi xn = yn + α i,
записавши рекурентне спiввiдношення для заданої послiдовностi, одержимо:

yn+2 +α= 14 (yn+1 +α)− (yn +α)− 4,

yn+2 = 14yn+1 − yn + (12α− 4) .

Якщо покладемо 12α− 4 = 0, тобто α = 1
3 , то нова послiдовнiсть буде визнача-

тися в такий спосiб:

y1 = y2 =
2
3

i yn+2 = 14yn+1 − yn, n¾ 1.

Записавши для неї характеристичне рiвняння λ2 = 14λ− 1, знаходимо: λ1,2 =
7± 4

p
3. Тому

yn = c1

�

7− 4
p

3
�n
+ c2

�

7+ 4
p

3
�n

,

де константи c1 i c2 знаходимо iз системи:
¨

c1

�

7− 4
p

3
�

+ c2

�

7+ 4
p

3
�

= 2
3 ,

c1

�

7− 4
p

3
�2
+ c2

�

7+ 4
p

3
�2
= 2

3 .

Розв’язавши цю систему, знаходимо, що

c1 =
26+ 15

p
3

6
i c2 =

26− 15
p

3
6

.

Таким чином, загальний член нової послiдовностi матиме вигляд:

yn =
26+ 15

p
3

6

�

7− 4
p

3
�n
+

26− 15
p

3
6

�

7+ 4
p

3
�n

, n¾ 1.

Тодi

xn = yn +
1
3
=

26+ 15
p

3
6

�

7− 4
p

3
�n
+

26− 15
p

3
6

�

7+ 4
p

3
�n
+

1
3
=

=
1
3

�

26+ 15
p

3
6

�

2−
p

3
�2n
+

26− 15
p

3
6

�

2+
p

3
�2n
+ 1

�

=

=
1
3

�

�

5+ 3
p

3
2

·
�

2−
p

3
�n
�2

+

�

5− 3
p

3
2

·
�

2+
p

3
�n
�2

+ 1

�

=

=

�

5+ 3
p

3

2
p

3
·
�

2−
p

3
�n
�2

+

�

5− 3
p

3

2
p

3
·
�

2+
p

3
�n
�2

+
1
3
=
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=

�

9+ 5
p

3
6

·
�

2−
p

3
�n
�2

+

�

9− 5
p

3
6

·
�

2+
p

3
�n
�2

+
1
3
=

=

�

9+ 5
p

3
6

·
�

2−
p

3
�n
+

9− 5
p

3
6

·
�

2+
p

3
�n
�2

= (zn)
2,

де

zn =
9+ 5

p
3

6
·
�

2−
p

3
�n
+

9− 5
p

3
6

·
�

2+
p

3
�n

, n¾ 1.

Це означає, що рекурентне задання цiєї послiдовностi має вигляд: z1 = 1,
z2 = 1 i zn+2 = 4zn+1 − zn, n ¾ 1. Звiдси за iндукцiєю випливає, що zn цiле
число, при всiх натуральних n, що i треба було довести. �

Задача 4.13. Нехай a1 = 1 i an+1 = 2an +
Æ

3a2
n − 3, n ¾ 1. Доведiть, що

a3n+1 = an+1

�

4a2
n+1 − 3

�

для всiх натуральних n.
(Математична олiмпiада Австрiї, 2002 р.)

Розв’язання. Iз рекурентного спiввiдношення випливає, що a2 = 2 i
an+1 ¾ 2an > an > 0 для всiх натуральних n, бо a1 = 1. Спробуємо iз зада-
ного рекурентного спiввiдношення знайти спiввiдношення, яке б здiйснювало
б «рекурсiю в зворотному порядку», тобто спробуємо виразити an через an+1.
Маємо

an+1 = 2an +
q

3a2
n − 3,

an+1 − 2an =
q

3a2
n − 3,

(an+1 − 2an)
2 = 3a2

n − 3,

a2
n+1 − 4an+1an + 4a2

n = 3a2
n − 3,

a2
n − 4an+1an +

�

a2
n+1 + 3

�

= 0.

Розв’язавши останню рiвнiсть, як квадратне рiвняння вiдносно an, знаходимо:

an = 2an+1 ±
q

3a2
n+1 − 3.

Оскiльки an < an+1, то an = 2an+1 −
q

3a2
n+1 − 3. Ця формула дозволяє про-

довжити нашу послiдовнiсть в iнший бiк: a1 = 1, a0 = 2.Таким чином, наша
послiдовнiсть, яка доповнена нульовим початковим членом a0 = 2, задоволь-
няє таке спiввiдношення: an−1 = 2an −

Æ

3a2
n − 3, n ¾ 1. Iз цих двох «ре-

курсивних» формул, шляхом їхнього додавання, одержуємо нову рекурентну
формулу, типу (4.2):

a0 = 2, a1 = 1 i an+1 = 4an − an−1, n¾ 1.
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Це дає можливiсть зробити висновок, що всi члени нашої послiдовностi
натуральнi числа, а також знайти її загальний член:

λ2 = 4λ− 1,

λ2 − 4λ+ 1= 0,

λ1,2 = 2±
p

3,

тобто an = c1

�

2+
p

3
�n
+ c2

�

2−
p

3
�n

, для n ¾ 0. Оскiльки a0 = 2, a1 = 1, то

c1 + c2 = 2 i c1

�

2+
p

3
�

+ c2

�

2−
p

3
�

= 1. Звiдки знаходимо, що c1 =
2−
p

3
2 i

c2 =
2+
p

3
2 . Таким чином,

an =
2−
p

3
2

�

2+
p

3
�n
+

2+
p

3
2

�

2−
p

3
�n

, n¾ 0.

Враховуючи, що
�

2−
p

3
� �

2+
p

3
�

= 1, одержуємо:

an =
1
2

�

�

2+
p

3
�n−1

+
�

2−
p

3
�n−1�

, n¾ 0.

Тепер вже просто доводиться потрiбне спiввiдношення для нашої послiдовно-
стi:

a3n+1 =
1
2

�

�

2+
p

3
�3n
+
�

2−
p

3
�3n�

=

=
1
2

�

�

2+
p

3
�n
+
�

2−
p

3
�n���

2+
p

3
�2n
−
�

2+
p

3
�n�

2−
p

3
�n
+
�

2−
p

3
�2n�

=

= an+1

�

�

2+
p

3
�2n
+ 2

�

2+
p

3
�n�

2−
p

3
�n
+
�

2−
p

3
�2n
− 3

�

2+
p

3
�n�

2−
p

3
�n�

=

= an+1

�
�

�

2+
p

3
�n
+
�

2−
p

3
�n�2
− 3

�

= an+1

�

(2an+1)
2 − 3

�

= an+1

�

4a2
n+1 − 3

�

,

що i треба було довести. �

Задача 4.14. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=1 визначається в такий

спосiб: a1 = 2, a2 = 8 i an+2 = 3an+1 − an + 5(−1)n, для всiх n ¾ 1. Знайдiть
формулу для обчислення загального члена цiєї послiдовностi.

Розв’язання. З умови задачi очевидно випливає, що всi члени послiдовно-
стi {an}

∞
n=1 є цiлими числами. Позначимо bn = (−1)nan для всiх натуральних n.

Тодi нова послiдовнiсть цiлих чисел {bn}
∞
n=1 визначатиметься в такий спосiб:

b1 = −a1 = −2, b2 = a2 = 8 i bn+2 = −3bn+1 − bn + 5, для всiх n ¾ 1. Знову
позначимо cn = bn −α, для всiх натуральних n¾ 1 i α деяка константа, яка
пiдлягатиме означенню. Тодi bn = cn +α i рекурентна формула для послiдов-
ностi {bn}

∞
n=1 перепишеться так:

cn+2 +α= −3(cn+1 +α)− (cn +α) + 5,



4.1. Знаходження загального члена послiдовностi 139

тобто

cn+2 = −3cn+1 − cn + (5− 5α).

Покладаючи α = 1, ми одержимо нову послiдовнiсть {cn}
∞
n=1, яка визначатиме-

ться в такий спосiб: c1 = b1−1 = −3, c2 = b2−1 = 7 i cn+2 = −3cn+1−cn, для всiх
натуральних n¾ 1. Зайдемо загальний член послiдовностi {cn}

∞
n=1. Записавши

для неї характеристичне рiвняння λ2 = −3λ − 1, знаходимо: λ1,2 =
−3±
p

5
2 .

Тому

cn = d1

�

−3−
p

5
2

�n

+ d2

�

−3+
p

5
2

�n

,

де константи d1 i d2 знаходимо iз системи:
(

d1

�

−3−
p

5
2

�

+ d2

�

−3+
p

5
2

�

= −3,

d1

�

−3−
p

5
2

�2
+ d2

�

−3+
p

5
2

�2
= 7.

Розв’язавши цю систему, знаходимо, що d1 = d2 = 1. Таким чином, загальний
член послiдовностi {cn}

∞
n=1 матиме вигляд:

cn =

�

−3−
p

5
2

�n

+

�

−3+
p

5
2

�n

,

для всiх натуральних n¾ 1. Далi знаходимо, що загальний член послiдовностi
{bn}

∞
n=1 матиме вигляд:

bn =

�

−3−
p

5
2

�n

+

�

−3+
p

5
2

�n

+ 1,

для всiх натуральних n¾ 1. А загальний член заданної послiдовностi {an}
∞
n=1,

матиме вигляд:

an =

�

3+
p

5
2

�n

+

�

3−
p

5
2

�n

+ (−1)n,

для всiх натуральних n¾ 1, бо bn = (−1)nan. �

Задача 4.15. Доведiть, що для будь-якого натурального n число xn =
C0

2n+1 ·2
2n+ C2

2n+1 ·2
2n−2 ·3+ . . .+ C2n−2

2n+1 ·2
2 ·3n−1+ C2n

2n+1 ·3
n є сумою квадратiв

двох послiдовних цiлих чисел.
(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Румунiя, 1999 р.)

Розв’язання. Оскiльки задане число xn є частиною розкладу бiнома Нью-
тона, то легко перевiрити, що

xn =
1
4

�

�

2+
p

3
�2n+1

+
�

2−
p

3
�2n+1�

, n¾ 1.
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Нам треба довести, що для будь-якого натурального n число xn можна подати
як суму квадратiв двох послiдовних цiлих чисел. Спочатку спробуємо подати
xn просто як суму квадратiв двох чисел:

xn =
1
4

�

�

2+
p

3
�2n+1

+
�

2−
p

3
�2n+1�

=

=
1
4

�

�

4+ 2
p

3
2

�2n+1

+

�

4− 2
p

3
2

�2n+1�

=

=

�p
3+ 1

�4n+2

22n+3
+

�p
3− 1

�4n+2

22n+3
=

�p
3+ 1

�4n+2
+
�p

3− 1
�4n+2

22n+3
=

=

�p
3+ 1

�4n+2 − 2 ·
�p

3+ 1
�2n+1�p

3− 1
�2n+1

+
�p

3− 1
�4n+2

22n+3
+

+
2 ·
�p

3+ 1
�2n+1�p

3− 1
�2n+1

22n+3
=

=

�

�p
3+ 1

�2n+1 −
�p

3− 1
�2n+1�2

+ 22n+2

22n+3
.

Використовуючи формулу

a2 + b2 =
(a− b)2 + (a+ b)2

2
,

далi одержуємо:

xn =
1

22n+4
·
�

�

�p
3+ 1

�2n+1
−
�p

3− 1
�2n+1

− 2n+1
�2
+

+
�

�p
3+ 1

�2n+1
−
�p

3− 1
�2n+1

+ 2n+1
�2
�

=

=

 
�p

3+ 1
�2n+1 −

�p
3− 1

�2n+1 − 2n+1

2n+2

!2

+

+

 
�p

3+ 1
�2n+1 −

�p
3− 1

�2n+1
+ 2n+1

2n+2

!2

= (yn − 1)2 + y2
n ,

де

yn =

�p
3+ 1

�2n+1 −
�p

3− 1
�2n+1

+ 2n+1

2n+2
, n¾ 1.

Залишилося довести, що yn для всiх натуральних n є цiлим числом. Для цього
розглянемо послiдовнiсть iз загальним членом

zn =
�p

3+ 1
�2n+1

−
�p

3− 1
�2n+1

, n¾ 1.
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Перепишемо її загальний член у виглядi:

zn =
�

1+
p

3
�2n+1

+
�

1−
p

3
�2n+1

=

=
�

1+
p

3
� �

4+ 2
p

3
�n
+
�

1−
p

3
� �

4− 2
p

3
�n

.

Таке представлення означає, що цю послiдовнiсть можна подати в рекурентно-
му виглядi типу (4.2): z0 = 2, z1 = 20 i zn+1 = 8zn + 4zn−1, для всiх натуральних
n. Далi помiчаємо, що zn = 2n+1sn, де sn непарне число. Доведемо це мето-
дом математичної iндукцiї. База iндукцiї. Оскiльки z0 = 2 i z1 = 20, то z0 = 2 · 1
i z1 = 22 · 5. Крок iндукцiї. Нехай zi = 2i+1si , де si непарнi числа, i = n− 1, n.
Тодi

zn+1 = 8zn + 4zn−1 = 8 · 2n+1sn + 4 · 2nsn−1 = 2n+2 (4sn + sn−1) = 2n+2sn+1,

де sn+1 = 4sn + sn−1 непарне число, бо за припущенням iндукцiї sn i sn−1

непарнi числа. Таким чином, за принципом математичної iндукцiї, zn = 2n+1sn,
де sn непарне число, для всiх натуральних n. Звiдси випливає, що

yn =
zn + 2n+1

2n+2
=

2n+1sn + 2n+1

2n+2
=

sn + 1
2

цiле число, бо sn непарне числа, що i завершує розв’язання. �

4.2. Послiдовнiсть Фiбоначчi

Послiдовнiстю Фiбоначчi називають таку послiдовнiсть цiлих чисел
{Fn}

∞
n=0, яка рекурентно задається в такий спосiб: F0 = 0, F1 = 1 i Fn+1 =

Fn + Fn−1, n¾ 1. Легко перевiряється, що першими членами цiєї послiдовностi
будуть наступнi числа: F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5, F6 = 8,
F7 = 13, F8 = 21, F9 = 34, F10 = 55, F11 = 89, F12 = 144, i т.д. Усi члени, крiм F0,
є натуральними числами i їх називають числами Фiбоначчi.

Сподiваємося, що читачi вже самостiйно можуть знайти формулу загаль-
ного члена цiєї послiдовностi:

Fn =
1
p

5

��

1+
p

5
2

�n

−
�

1−
p

5
2

�n�

, n¾ 0,

яку називають формулою Бiне.
Одним iз часто вживаних методiв доведення рiзноманiтних властивостей

про числа Фiбоначчi є метод математичної iндукцiї.
Задача 4.16. Доведiть, що будь-яке натуральне число можна подати у

виглядi суми рiзних чисел Фiбоначi.
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Розв’язання. База iндукцiї: 1 = F0+F1, 2 = F0+F1+F2, 3 = F0+F1+F3, 4 =
F0+F1+F2+F3. Крок iндукцiї. Припустимо, що усi натуральнi числа, якi меншi
за n подаються у виглядi суми рiзних чисел Фiбоначчi, i доведемо, що число n
також можна подати у виглядi аналогiчної суми. Нехай Fk найбiльше число
Фiбоначчi, яке менше за n. Тодi число n− Fk менше за n i за припущенням його
можна подати у виглядi суми рiзних чисел Фiбоначчi, тобто n− Fk =

∑

j Fi j
.

Оскiльки за припущенням Fk максимальне число Фiбоначчi, яке менше за
n, то n− Fk < Fk, бо Fk+1 = Fk + Fk−1 < 2Fk для k ¾ 2. Це означає, що Fk 6= Fi j

,
для всiх j. Тому n=

∑

j
Fi j
+ Fk сума рiзних чисел Фiбоначчi, що i треба було

довести. �

Задача 4.17. Доведiть, що числа Фiбоначчi задовольняють рiвнiсть

F2n+1 = (Fn+1)
2 + (Fn)

2,

для всiх n¾ 0.
Розв’язання. Спочатку методом математичної iндукцiї доведемо бiльш

загальне спiввiдношення для чисел Фiбоначчi:

Fm+n+1 = Fm+1Fn+1 + FmFn, для всiх m, n¾ 0. (4.4)

Зафiксуємо цiле невiд’ємне число n i проведемо iндукцiю за числом m. База
iндукцiї. Якщо m= 0, то F0+n+1 = Fn+1 = F1Fn+1 + F0Fn правильна рiвнiсть,
бо F0 = 0 i F1 = 1. Якщо m = 1, то F1+n+1 = Fn+2 = Fn+1 + Fn = F2Fn+1 +
F1Fn правильна рiвнiсть, бо F1 = 1 i F2 = 1. Крок iндукцiї. Припустимо,
що рiвнiсть (4.4) виконується для m = k − 1 i для m = k, де k натуральне
число. Доведемо, використовуючи припущення, що рiвнiсть (4.4) виконується
i для m = k + 1. За припущенням маємо: Fk+n = Fk Fn+1 + Fk−1Fn i Fk+n+1 =
Fk+1Fn+1 + Fk Fn. Додавши почленно цi рiвностi, одержимо:

Fk+n+1 + Fk+n = (Fk+1 + Fk) Fn+1 + (Fk + Fk−1) Fn,

тобто

Fk+n+2 = Fk+2Fn+1 + Fk+1Fn.

Остання рiвнiсть є рiвнiстю (4.4) для чисел m = k+ 1 i n, що i треба було дове-
сти. Отже, за принципом математичної iндукцiї, рiвнiсть (4.4) виконується
при всiх цiлих невiд’ємних m i n.

А тепер перейдемо до розв’язування задачi. Поклавши у рiвностi m= n,
одержимо, що

F2n+1 = Fn+1Fn+1 + FnFn = (Fn+1)
2 + (Fn)

2,
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для всiх n¾ 0, що i треба було довести. �

Задача 4.18. Доведiть, що числа Фiбоначчi задовольняють рiвнiсть

F3n = (Fn+1)
3 + (Fn)

3 − (Fn−1)
3,

для всiх n¾ 0.
Розв’язання. Аналогiчно до попередньої задачi, ми спочатку доведемо

бiльш загальне спiввiдношення для чисел Фiбоначчi, яке є узагальненням
формули (4.4):

Fm+n+p = Fm+1Fn+1Fp+1 + FmFnFp − Fm−1Fn−1Fp−1, (4.5)

для будь-яких m, n, p ¾ 1. Для цього ми змушенi збiльшити послiдовнiсть
Фiбоначчi на член F−1 = 1 так, щоб її характеристичне рекурентне спiввiд-
ношення Fn+1 = Fn + Fn−1 виконувалося для всiх n ¾ 0, i щоб формула (4.5)
виконувалася для будь-яких m, n, p ¾ 0.

Будемо доводити формулу (4.5) методом математичної iндукцiї. Для цього
зафiксуємо цiлi невiд’ємнi числа m i n, а iндукцiю будемо проводити по p.

База iндукцiї. Якщо p = 0, то формула (4.5) запишеться так:

Fm+n = Fm+1Fn+1F1 + FmFnF0 − Fm−1Fn−1F−1.

Оскiльки F−1 = 1, F0 = 0 i F1 = 1, то при p = 0 формула (4.5) набирає вигляду:

Fm+n = Fm+1Fn+1 − Fm−1Fn−1.

Для доведення справедливостi цiєї формули, скористаємося формулою (4.4):

Fm+n = F(m−1)+n+1 = FmFn+1 + Fm−1Fn =

= (Fm+1 − Fm−1) Fn+1 + Fm−1Fn =

= Fm+1Fn+1 − Fm−1Fn+1 + Fm−1Fn =

= Fm+1Fn+1 − Fm−1 (Fn+1 − Fn) =

= Fm+1Fn+1 − Fm−1Fn−1,

що i треба було довести.
Якщо p = 1, то формула (4.5) запишеться так:

Fm+n+1 = Fm+1Fn+1F2 + FmFnF1 − Fm−1Fn−1F0.

Враховуючи, що F2 = 1, F1 = 1 i F0 = 0, то при p = 1 формула (4.5) наберає
вигляду:

Fm+n+1 = Fm+1Fn+1 + FmFn.

Ця формула є формулою (4.4), а тому є правильною.



144 Роздiл 4. Числовi послiдовностi на математичних олiмпiадах

Крок iндукцiї. Нехай формула (4.5) є правильною для p = k − 1 i p = k,
де k цiле невiд’ємне число. Доведемо, використовуючи припущення, що
формула (4.5) буде правильною i при p = k + 1. Дiйсно, за припущенням
виконуються настурнi рiвностi:

Fm+n+k−1 = Fm+1Fn+1Fk + FmFnFk−1 − Fm−1Fn−1Fk−2

i

Fm+n+k = Fm+1Fn+1Fk+1 + FmFnFk − Fm−1Fn−1Fk−1.

Тодi,

Fm+n+k+1 = Fm+n+k−1 + Fm+n+k =

= Fm+1Fn+1 (Fk + Fk+1) + FmFn (Fk−1 + Fk)− Fm−1Fn−1 (Fk−2 + Fk−1) =

= Fm+1Fn+1Fk+2 + FmFnFk+1 − Fm−1Fn−1Fk,

тобто

Fm+n+k+1 = Fm+1Fn+1Fk+2 + FmFnFk+1 − Fm−1Fn−1Fk.

Остання рiвнiсть є рiвнiстю (4.5) для чисел m, n i p = k + 1, що i треба було
довести. Отже, за принципом iндукцiї, рiвнiсть (4.5) виконується при всiх
цiлих невiд’ємних m,n i p.

А тепер перейдемо до розв’язування задачi. Поклавши у рiвностi (4.5)
m= n i p = n, одержимо, що

F3n = Fn+n+n = Fn+1Fn+1Fn+1+FnFnFn−Fn−1Fn−1Fn−1 = (Fn+1)
3+(Fn)

3−(Fn−1)
3,

для всiх n¾ 0, що i треба було довести. �

Задача 4.19. Доведiть, що числа Фiбоначчi задовольняють таку подiль-
нiсть: Fmn дiлиться на Fn, для всiх m, n¾ 1.

Розв’язання. Будемо доводити це твердження методом математичної
iндукцiї. Зафiксуємо цiле додатне число n, а iндукцiю будемо проводити по
числу m. База iндукцiї. Якщо m= 1, то Fmn = Fn i дiлиться на Fn. Крок iндукцiї.
Припустимо, що для m= k, де k натуральне число, вказана подiльнiсть ви-
конується. Доведемо, використовуючи припущення, що вказана подiльнiсть

виконується i для m= k+ 1. Дiйсно, за припущенням Fkn
...Fn. Тодi, використо-

вуючи формулу (4.4), одержуємо:

F(k+1)n = Fkn+n = F(kn−1)+n+1 = FknFn+1 + Fkn−1Fn,

дiлиться на Fn, бо за припущенням Fkn
...Fn, тобто FknFn+1

...Fn, а також i

Fkn−1Fn
...Fn, що i треба було довести. Отже, за принципом iндукцiї, вказана
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подiльнiсть виконується для будь-яких натуральних m i n. �

А тепер розв’яжемо декiлька задач, що пропонувалися на математичних
олiмпiадах.

Задача 4.20. Двi послiдовностi {an}
∞
n=0 i {bn}

∞
n=0 визначаються в такий

спосiб:

a0 = 0, a1 = 2, an+1 = 4an + an−1, n¾ 1,

b0 = 0, b1 = 1, bn+1 = an − bn + bn−1, n¾ 1.

Доведiть, що (an)
3 = b3n для всiх n¾ 1.

(Вiдбори до Мiжнародної математичної олiмпiади, Румунiя, 2003 р.)

Розв’язання. Обчислимо декiлька перших членiв обох послiдовностей:
a0 = 0, a1 = 2, a2 = 4a1 + a0 = 8, a3 = 4a2 + a1 = 34, a4 = 4a3 + a2 = 144 i т.д.,
b0 = 0, b1 = 1, b2 = a1− b1+ b0 = 1, b3 = a2− b2+ b1 = 8, b4 = a3− b3+ b2 = 27
i т.д. Помiчаємо, що a0 = F0, a1 = F3, a2 = F6, a3 = F9, a4 = F12, де {Fn}
послiдовнiсть Фiбоначчi. Виникає гiпотеза: an = F3n i bn = (Fn)

3, для усiх
n¾ 0. Доведення цих двох рiвностей здiйснимо iндуктивно.

Для першої рiвностi база iндукцiї очевидна. Крок iндукцiї. Нехай ak =
= F3k для всiх k = 0, 1, . . . , n, тодi

an+1 = 4an + an−1 = 4F3n + F3n−3 = 4F3n + (F3n−1 − F3n−2) =

= 4F3n + F3n−1 − (F3n − F3n−1) = 3F3n + 2 (F3n+1 − F3n) =

= F3n + 2F3n+1 = (F3n+2 − F3n+1) + 2F3n+1 = F3n+2 + F3n+1 = F3n+3,

що i завершує доведення кроку.
Щоб довести другу рiвнiсть спочатку знайдемо рекурентну формулу для

послiдовностi {bn}
∞
n=0. З умови випливає, що an = bn+1+ bn− bn−1. Пiдставимо

цi значення в рекурентну формулу для послiдовностi {an}
∞
n=0, одержимо:

bn+2 + bn+1 − bn = 4 (bn+1 + bn − bn−1) + (bn + bn−1 − bn−2) .

Звiдки знаходимо, що

bn+2 = 3bn+1 + 6bn − 3bn−1 − bn−2.

Це означає, що послiдовнiсть {bn}
∞
n=0 може бути заданою в такий спосiб:

b0 = 0, b1 = 1, b2 = 1, b3 = 8, bn+1 = 3bn+6bn−1−3bn−2−bn−3, n¾ 3.

А тепер переходимо до доведення рiвностi bn = (Fn)
3 послiдовностi {bn}

∞
n=0.

Застосуємо метод математичної iндукцiї. База iндукцiї очевидна. Крок iнду-
кцiї. Припустимо, що b j =

�

F j

�3
, для всiх j = 0, 1, . . . , n, тодi

bn+1 = 3(Fn)
3 + 6(Fn−1)

3 − 3(Fn−2)
3 − (Fn−3)

3 =
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= 3(Fn−1 + Fn−2)
3 + 6(Fn−1)

3 − 3(Fn−2)
3 − (Fn−1 − Fn−2)

3 =

= 8(Fn−1)
3 + 12(Fn−1)

2Fn−2 + 6Fn−1(Fn−2)
2 + (Fn−2)

3 =

= (2Fn−1 + Fn−2)
3 = (Fn + Fn−1)

3 = (Fn+1)
3,

що i завершує доведення кроку.
Таким чином, згiдно з основним принципом математичної iндукцiї, одер-

жуємо, що an = F3n i bn = (Fn)
3, для усiх n¾ 0, тобто (an)

3 = b3n для всiх n¾ 1.
�

Задача 4.21. Послiдовнiсть (an)
∞
n=0 визначається в такий спосiб: a0 = 0,

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 6 i an+4 = 2an+3+ an+2−2an+1− an, для всiх n¾ 0. Доведiть,
що an дiлиться на n нацiло при всiх n¾ 1.

(Математичнi змагання Румунiї, 2001 р.)

Розв’язання. Спробуємо створити гiпотезу. Для цього, використовуючи
умову, обчислюємо:

a4 = 2a3 + a2 − 2a1 − a0 = 2 · 6+ 2− 2 · 1− 0= 12,

a5 = 2a4 + a3 − 2a2 − a1 = 2 · 12+ 6− 2 · 2− 1= 25,

a6 = 2a5 + a4 − 2a3 − a2 = 2 · 25+ 12− 2 · 6− 2= 48.

Перевiрка показує, що
a1

1
= 1,

a2

2
= 1,

a3

3
= 2,

a4

4
= 3,

a5

5
= 5,

a6

6
= 8.

Помiчаємо, що цi одержанi значеннi є першими членами послiдовностi Фi-
боначчi: F1 = F2 = 1 i Fn+2 = Fn+1 + Fn для всiх n ¾ 1. Таким чином, у нас
виникає гiпотеза: an = n · Fn, для всiх n ¾ 1. Доведення цiєї рiвностi здiй-
снимо iндуктивно. База iндукцiї для n= 1,2,3,4 вже доведена. Крок iндукцiї
здiйснимо за допомогою заданої в умовi задачi рекурсивної формули. Якщо
припустити, що для деякого натурального n виконуються рiвностi: an = nFn,
an+1 = (n+ 1) Fn+1, an+2 = (n+ 2) Fn+2 i an+3 = (n+ 3) Fn+3, тодi одержуємо:

an+4 = 2an+3 + an+2 − 2an+1 − an =

= 2 (n+ 3) Fn+3 + (n+ 2) Fn+2 − 2 (n+ 1) Fn+1 − nFn =

= 2 (n+ 3) Fn+3 + (n+ 2) Fn+2 − 2 (n+ 1) Fn+1 − n (Fn+2 − Fn+1) =

= 2 (n+ 3) Fn+3 + 2Fn+2 − (n+ 2) (Fn+3 − Fn+2) =

= (n+ 4) (Fn+3 + Fn+2) = (n+ 4) Fn+4,

що i завершує доведення кроку. Таким чином, згiдно з основним принципом
математичної iндукцiї, одержуємо, що an = nFn, для всiх n¾ 1. Оскiльки члени
послiдовностi Фiбоначчi є натуральними числами, то an дiлиться на n, при
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всiх n¾ 1, що i треба було довести. �

Задача 4.22. Доведiть, що числа Фiбоначчi задовольняють таку подiль-
нiсть: Fmn−1 − (Fn−1)

m дiлиться на (Fn)
2, для всiх m¾ 1 i n> 1.

(Математична олiмпiада Нiмеччини, 2001 р.)

Розв’язання. Будемо доводити це твердження методом математичної iн-
дукцiї. Зафiксуємо цiле додатне число n > 1, а iндукцiю будемо проводити
по числу m. База iндукцiї. Якщо m = 1, то Fmn−1 − (Fn−1)

m = Fn−1 − Fn−1 = 0,
а 0 дiлиться на будь-яке натуральне число, зокрема i на (Fn)

2. Крок iндукцiї.
Припустимо, що для m= k, де k натуральне число, вказана подiльнiсть ви-
конується. Доведемо, використовуючи припущення, що вказана подiльнiсть

виконується i для m= k+ 1. Дiйсно, за припущенням
�

Fkn−1 − (Fn−1)
k� ...(Fn)

2.
Тодi, використовуючи (4.4), матимемо:

F(k+1)n−1− (Fn−1)
k+1 = Fkn+n−1− Fn−1(Fn−1)

k = F(kn−1)+(n−1)+1− Fn−1(Fn−1)
k =

= FknFn + Fkn−1Fn−1 − Fn−1(Fn−1)
k = FknFn + Fn−1

�

Fkn−1 − (Fn−1)
k� ,

дiлиться на (Fn)
2, бо за припущенням

�

Fkn−1 − (Fn−1)
k� ...(Fn)

2 i FknFn
...(Fn)

2

(адже за результатом задачi 4.19 виконується подiльнiсть: Fkn
...Fn), що i треба

було довести. Отже, за принципом iндукцiї, вказана подiльнiсть виконується
для будь-яких натуральних m i n> 1. �

Задача 4.23. Доведiть, що числа Фiбоначчi задовольняють таку подiль-
нiсть: Fmn − (Fn+1)

m + (Fn−1)
m дiлиться на (Fn)

3, для всiх m¾ 1 i n> 1.
(Математична олiмпiада Австрiї, 2000 р.)

Розв’язання. Будемо доводити це твердження методом математичної
iндукцiї. Зафiксуємо цiле додатне число n> 1, а iндукцiю будемо проводити
по числу m.

База iндукцiї. Якщо m= 1, то

Fmn − (Fn+1)
m + (Fn−1)

m = Fn − Fn+1 + Fn−1 = 0,

а 0 дiлиться на будь-яке натуральне число, зокрема i на (Fn)
3.

Крок iндукцiї. Припустимо, що для m= k, де k натуральне число, вка-
зана подiльнiсть виконується. Доведемо, використовуючи припущення, що
вказана подiльнiсть виконується i для m= k+ 1. Дiйсно, за припущенням

�

Fkn − (Fn+1)
k + (Fn−1)

k� ...(Fn)
3.

Тодi, використовуючи (4.4), матимемо:
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F(k+1)n − (Fn+1)
k+1 + (Fn−1)

k+1 =

= F(kn−1)+n+1 − Fn+1(Fn+1)
k + Fn−1(Fn−1)

k =

= FknFn+1 + Fkn−1Fn − Fn+1(Fn+1)
k + Fn−1(Fn−1)

k =

=
�

Fkn − (Fn+1)
k + (Fn−1)

k� Fn+1 + Fkn−1Fn − Fn+1(Fn−1)
k + Fn−1(Fn−1)

k =

=
�

Fkn − (Fn+1)
k + (Fn−1)

k� Fn+1 + Fkn−1Fn − (Fn+1 − Fn−1) (Fn−1)
k =

=
�

Fkn − (Fn+1)
k + (Fn−1)

k� Fn+1 + Fkn−1Fn − Fn(Fn−1)
k =

=
�

Fkn − (Fn+1)
k + (Fn−1)

k� Fn+1 +
�

Fkn−1 − (Fn−1)
k� Fn,

дiлиться на (Fn)
3, бо за припущенням

�

Fkn − (Fn+1)
k + (Fn−1)

k� ...(Fn)
3 i

��

Fkn−1 − (Fn−1)
k� Fn

� ...(Fn)
3 (адже за результатом задачi 4.22, виконується по-

дiльнiсть
�

Fkn−1 − (Fn−1)
k� ...(Fn)

2), що i треба було довести. Отже, за принци-
пом iндукцiї, вказана подiльнiсть виконується для будь-яких натуральних m i
n> 1. �

Задача 4.24. Доведiть, що для чисел Фiбоначчi виконується рiвнiсть

НСД (Fm, Fn) = FНСД(m,n),

для всiх m, n ∈ N.
(Математична олiмпiада Польщi, 1995 р.)

Розв’язання. Якщо m = n, то НСД (Fn, Fn) = Fn = FНСД(n,n), тобто при
m = n вказана рiвнiсть виконується. Нехай m > n, тодi виконується така
рiвнiсть:

Fm = F(m−n)+n = Fm−nFn+1 + Fm−n−1Fn.

Далi ми використовуватимемо вiдому властивiсть найбiльшого спiльного
дiльника двох натуральних чисел a i b:

НСД (a, b) = НСД (a− b, b) ,

де a ¾ b.
Лема 1. Будь-якi два послiдовних числа Фiбоначчi взаємно простi.
Доведення. Маємо

НСД (Fn+1, Fn) = НСД (Fn+1 − Fn, Fn) = НСД (Fn−1, Fn) = НСД (Fn, Fn−1) ,

тобто НСД (Fn+1, Fn) = НСД (Fn, Fn−1). Застосовуючи цю рiвнiсть, одержуємо,
що

НСД (Fn+1, Fn) = НСД (Fn, Fn−1) = . . .= НСД (F2, F1) = 1,
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бо F2 = F1 = 1. Лему доведено.
Далi матимемо

НСД (Fm, Fn) = НСД (Fm−nFn+1 + Fm−n−1Fn, Fn) =

= НСД (Fm−nFn+1, Fn) = НСД (Fm−n, Fn) ,

бо за лемою числа Fn+1 i Fn взаємно простi.
Таким чином, ми довели, що НСД (Fm, Fn) = НСД (Fm−n, Fn). Маючи таку

властивiсть чисел Фiбоначчi, ми можемо записувати, що коли m= nk+ r, де
k цiле невiд’ємне число, а 0¶ r < n, то НСД (Fm, Fn) = НСД (Fn, Fr).

Остання властивiсть чисел Фiбоначчi дозволяє застосувати алгоритм
Евклiда:

НСД (Fm, Fn) = НСД (Fn, Fr) = . . .= НСД
�

F(m,n), 0
�

= FНСД(m,n),

що i треба було довести. �

Згаданий алгоритм Евклiда можна описати так. Якщо є два натуральних
числа a i b, причому a > b, то спочатку дiлимо a на b i одержуємо оста-
чу r1 (0¶ r1 < b). Потiм дiлимо число b на число r1 i знаходимо остачу r2

(0¶ r2 < r1). Далi дiлимо число r1 на число r2, при цьому одержується остача
r3 (0¶ r3 < r2), i т.д., поки якась остача rk−1 не роздiлиться на остачу rk нацiло,
тобто rk+1 = 0. Остання ненульова остача rk i є НСД (a, b). Дiйсно,

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = . . .= (rk−2, rk−1) = (rk−1, rk) = (rk, 0) = rk.

Задача 4.25. Доведiть, що для чисел Фiбоначчi виконується рiвнiсть

F2n =
(F2n+2)

3 + (F2n−2)
3

9
− 2(F2n)

3,

для всiх натуральних n¾ 2.
(Математична олiмпiада Пiвденної Кореї, 2001 р.)

Розв’язання. Використовуючи рекурентне спiввiдношення для чисел Фi-
боначчi, знаходимо:

F2n+2 − 3F2n = (F2n+2 − F2n)− 2F2n = F2n+1 − 2F2n =

= (F2n+1 − F2n)− F2n = F2n−1 − F2n = −F2n−2,

тобто

3F2n − F2n+2 − F2n−2 = 0, (4.6)

для всiх натуральних n¾ 2.
Далi, позначивши a = 3F2n, b = −F2n+2, c = −F2n−2, i скориставшись

вiдомою алгебраїчною тотожнiстю (див. (1.5))

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)
�

a2 + b2 + c2 − ab− bc − ca
�

,
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одержимо, що

27(F2n)
3 − (F2n+2)

3 − (F2n−2)
3 − 9F2n+2F2nF2n−2 = 0. (4.7)

Використовуючи попереднє рекурентне спiввiдношення, знаходимо:

F2n+2F2n−2 − (F2n)
2 = (3F2n − F2n−2) F2n−2 − (F2n)

2 =

= F2n (3F2n−2 − F2n)− (F2n−2)
2 = F2nF2n−4 − (F2n−2)

2 =

= F6F2 −
�

F4

�2
= 8 · 1− 32 = −1,

тобто F2n+2F2n−2 − (F2n)
2 = −1 для всiх n¾ 2. Це означає, що

9F2n+2F2nF2n−2 − 9(F2n)
3 = 9F2n

�

F2n+2F2n−2 − (F2n)
2�= −9F2n,

тобто 9F2n+2F2nF2n−2− 9(F2n)
3 = −9F2n для всiх n¾ 2. Таким чином, iз (4.7) та

останнього спiввiдношення одержуємо:

18(F2n)
3 − (F2n+2)

3 − (F2n−2)
3 + 9F2n = 0.

Звiдки

F2n =
(F2n+2)

3 + (F2n−2)
3

9
− 2(F2n)

3,

що i треба було довести. �

Задача 4.26. Обчислiть добуток
∞
∏

n=1

�

1+
(−1)n

(Fn)
2

�

,

де Fn n-й член послiдовностi Фiбоначчi.
(Математимна олiмпiада США, 2003 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо, що

Fn+1Fn−1 − (Fn)
2 = (−1)n,

для всiх n¾ 1. Справдi,

Fn+1Fn−1 − (Fn)
2 = (Fn + Fn−1) Fn−1 − (Fn)

2 = Fn (Fn−1 − Fn) + (Fn−1)
2 =

= −
�

FnFn−2 − (Fn−1)
2� ,

тобто

Fn+1Fn−1 − (Fn)
2 = −

�

FnFn−2 − (Fn−1)
2� ,

для всiх n¾ 1. Таким чином,

Fn+1Fn−1 − (Fn)
2 = −

�

FnFn−2 − (Fn−1)
2�= (−1)2

�

Fn−1Fn−3 − (Fn−2)
2�=

= (−1)3
�

Fn−2Fn−4 − (Fn−3)
2�= . . .= (−1)n

�

F1F−1 − (F0)
2�= (−1)n.
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Отже, шуканий добуток обчислюватиметься так:
∞
∏

n=1

�

1+
(−1)n

(Fn)
2

�

= lim
N→∞

N
∏

n=1

�

(Fn)
2 + (−1)n

(Fn)
2

�

= lim
N→∞

N
∏

n=1

�

Fn−1

Fn
·

Fn+1

Fn

�

=

= lim
N→∞

F0FN+1

F1FN
= lim

N→∞

FN+1

FN
.

Використовуючи формулу Бiне

Fn =
1
p

5

��

1+
p

5
2

�n

−
�

1−
p

5
2

�n�

,

для n¾ 0, обчислюємо границю:

lim
N→∞

FN+1

FN
= lim

N→∞

�

1+
p

5
2

�N+1
−
�

1−
p

5
2

�N+1

�

1+
p

5
2

�N
−
�

1−
p

5
2

�N =

=
1+
p

5
2

lim
N→∞

1+
�

1−
p

5
1+
p

5

�N+1

1+
�

1−
p

5
1+
p

5

�N =
1+
p

5
2

,

бо 0<
�

�

�

1−
p

5
1+
p

5

�

�

�< 1 i
�

1−
p

5
1+
p

5

�N+1
→ 0 та

�

1−
p

5
1+
p

5

�N+1
→ 0, при N →∞.

Таким чином, шуканий добуток дорiвнює 1+
p

5
2 . �

4.3. Нерiвностi для послiдовностей

З цьому пунктi зiбрана певна добiрка задач, в яких потрiбно виконувати
оцiнки певних виразiв, якi пов’язанi iз послiдовностями.

Задача 4.27. Нехай x1, x2, . . . , x1997 дiйснi числа, якi задовольняють
наступним двом умовам:

а)−
1
p

3
¶ x i ¶

p
3, для i = 1,2, . . . , 1997;

б) x1 + x2 + . . .+ x1997 = −318
p

3.
Визначити найбiльш можливе значення виразу x12

1 + x12
2 + . . .+ x12

1997.
(Математична олiмпiада Китаю, 1997 р.)

Розв’язання. Застосуємо метод Штурма (див. параграф 2.5). Спочатку
доведемо таке твердження.

Лема. Якщо 0< a ¶ b i x > 0, то має мiсце наступна нерiвнiсть:

(b+ x)12 + (a− x)12 > b12 + a12.

Доведення. Застосувавши формулу бiнома Ньютона, одержуємо:
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(b+ x)12 + (a− x)12 − b12 − a12 = C1
12 x

�

b11 − a11
�

+ C2
12 x2

�

b10 + a10
�

+

+ C3
12 x3

�

b9 − a9
�

+ . . .+ C10
12 x10

�

b2 + a2
�

+ C11
12 x11 (b− a) + 2x2 > 0.

�

Суть цiєї леми ось у чому. Якщо менше iз двох додатних чисел зменши-
ти, а бiльше збiльшити так, щоб їх сума залишалася тiєю ж самою, то сума
дванадцятих степенiв цих чисел збiльшиться.

А тепер перейдемо до розв’язку запропонованої задачi. Позначимо yi =p
3x i . Тодi маємо:

1) −1¶ yi ¶ 3, для i = 1,2, . . . , 1997;
2) y1 + y2 + . . .+ y1997 = −954.

Нам треба знайти найбiльше значення виразу

x12
1 + x12

2 + . . .+ x12
1997 =

y12
1 + y12

2 + . . .+ y12
1997

36
.

Якщо якi-небудь два iз чисел y1, y2, . . . , y1997 належать iнтервалу (−1;3), то
згiдно з лемою цi два числа можна замiнити числами, одне iз яких дорiвнює−1
або 3, i виконуватимуться умови 1) i 2), причому сума y12

1 + . . .+ y12
1997 зросте.

Далi, до нового набору чисел, знову застосуємо таку замiну двох чисел, до тих
пiр, поки це буде можливо здiйснити. При цьому, значення суми y12

1 +. . .+y12
1997

кожен раз буде зростати. Цей процес скiнчений, бо кожного разу кiлькiсть
чисел yi , якi належать iнтервалу (−1; 3), зменшуватиметься. Звiдси випливає,
що сума y12

1 +. . .+ y12
1997 буде найбiльшою, коли числа y1, . . . , y1997 замiнити або

на числа −1, . . . ,−1, 3, . . . , 3, або на числа −1, . . . ,−1, 3, . . . , 3, a, де a ∈ (−1; 3).
Враховуючи умову 2) одержуємо, що можливий лише другий випадок,

причому k =
a+ 2

4
+ 1735, де k кiлькiсть −1. Оскiльки

a+ 2
4
∈ Z i a ∈

(−1; 3), то a = 2.
Таким чином, найбiльше значення виразу x12

1 + x12
2 + . . .+ x12

1997 дорiвнює

1736+ 260 · 312 + 212

36
= 189 548.

�

Задача 4.28. Послiдовнiсть {an}
∞
n=1 додатних дiйсних чисел задовольняє

умову

an+m ¶ an + am (m, n ∈ N) .
Доведiть, що

an ¶ ma1 +
� n

m
− 1

�

am
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для всiх n¾ m.
(Математична олiмпiада Китаю, 1997 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо методом математичної iндукцiї, що an ¶
¶ na1 для всiх натуральних n.

База iндукцiї очевидна. Крок iндукцiї. Нехай ai ¶ ia1, для всiх i = 1, 2, . . . , n.
Тодi

an+1 ¶ an + a1 ¶ na1 + a1 = (n+ 1) a1,

тобто an+1 ¶ (n+ 1) a1. Таким чином, an ¶ na1 для всiх натуральних n.
Нехай m задане натуральне число. Доведемо iндукцiєю по n, що anm ¶

¶ nam для всiх натуральних n. База iндукцiї. При n = 1 маємо: a1·m = am ¶
1 · am. Крок iндукцiї. Нехай anm ¶ nam для деякого натурального n. Тодi

a(n+1)m = anm+m ¶ anm + am ¶ nam + am = (n+ 1) am,

тобто a(n+1)m ¶ (n+ 1) am, що i завершує доведення кроку. Отже, anm ¶ nam

для всiх натуральних n.
А тепер перейдемо до розв’язування запропонованої задачi. Нехай m i n

заданi натуральнi числа, причому n¾ m. Виконаємо дiлення з остачею числа
n на число m, одержимо: n= km+ r, де r = 1,2, . . . , m. Тодi матимемо:

an = akm+r ¶ akm + ar ¶ kam + ar =

=
n− r

m
am + ar =

n−m
m

am +
m− r

m
am + ar ¶

¶
n−m

m
am +

m− r
m
·ma1 + ra1 =

� n
m
− 1

�

am +ma1,

що i завершує розв’язання. �

Задача 4.29. Нехай n ¾ 3 задане натуральне число. Припустимо, що
послiдовнiсть {am}

n
m=1 додатних дiйсних чисел задовольняє спiввiдношення

ai−1 + ai+1 = kiai , де k1, k2, . . . , kn деякi натуральнi числа, i = 1,2, . . . , n
(тут a0 = an та an+1 = a1). Доведiть, що

2n¶ k1 + k2 + . . .+ kn < 3n.

(Математична олiмпiада Тайваню, 1997 р.)

Розв’язання. Лiва нерiвнiсть випливає з того, що

k1 + k2 + . . .+ kn =
n
∑

i=1

�

ai

ai+1
+

ai+1

ai

�

¾
n
∑

i=1

2= 2n,

бо за нерiвнiстю Кошi

ai

ai+1
+

ai+1

ai
¾ 2

√

√ ai

ai+1
·

ai+1

ai
= 2.



154 Роздiл 4. Числовi послiдовностi на математичних олiмпiадах

Праву нерiвнiсть будемо доводити iндукцiєю по n. База iндукцiї. При n = 3
маємо послiдовнiсть додатних чисел a1, a2, a3, для яких виконуються рiвностi
a3 + a2 = k1a1, a1 + a3 = k2a2 i a2 + a1 = k3a3, де k1, k2, k3 деякi натуральнi
числа. Iз першої рiвностi знаходимо a3 = k1a1−a2 i, пiдставивши це значення в
другу i третю рiвностi, одержимо: a1+k1a1−a2 = k2a2 i a2+a1 = k3 (k1a1 − a2).
Цi двi рiвностi можна переписати так: (1+ k1) a1 = (1+ k2) a2 i (1+ k3) a2 =
(k1k3 − 1) a1. Оскiльки a1, a2, a3 додатнi числа, то k1k3 − 1> 0. Тому, пере-
множивши останнi двi рiвностi, пiсля скороченнi на a1a2 > 0, одержимо:

(1+ k1) (1+ k3) = (1+ k2) (k1k3 − 1) ,

тобто

k1 + k2 + k3 = k1k2k3 − 2.

Доведемо, що k1 + k2 + k3 < 3 · 3= 9. Не порушуючи загальностi, будемо
вважати, що k1 ¶ k2 ¶ k3. Якщо припустити, що k1 ¾ 3, тодi матимемо:

k1 + k2 + k3 = k1k2k3 − 2¾ 3k2k3 − 2=

= 2 (k2k3 − 1) + k2k3 > k2k3 ¾

¾ 3k3 ¾ k1 + k2 + k3,

тобто одержали суперечнiсть. Тому, k1 ¶ 2. Розглянемо два випадки.
Нехай k1 = 1, тодi 1+ k2 + k3 = k2k3 − 2, тобто (k2 − 1) (k3 − 1) = 4. Звiдки

випливає, що k2 − 1 = 1 i k3 − 1 = 4, або k2 − 1 = 2 i k3 − 1 = 2. Перший
результат дає k1 = 1, k2 = 2, k3 = 5 i k1 + k2 + k3 = 8< 9. Другий результат дає
k1 = 1, k2 = 3, k3 = 3 i k1 + k2 + k3 = 7< 9.

Нехай k1 = 2, тодi 2+ k2 + k3 = 2k2k3 − 2, тобто (2k2 − 1) (2k3 − 1) = 9.
Оскiльки 2 ¶ k2 ¶ k3, то 3 ¶ 2k2 − 1 ¶ 2k3 − 1, то iз останньої рiвностi
випливає, що 2k2 − 1 = 3 i 2k3 − 1 = 3. Цей результат дає k1 = 2, k2 = 2, k3 = 2
i k1 + k2 + k3 = 6< 9. Базу доведено.

Крок iндукцiї. Нехай n> 3. Припустимо, що для будь-яких дiйсних дода-
тних чисел b1, b2,. . . , bn−1, якi задовольняють рiвностi bi−1 + bi+1 = li bi , де l1,
l2,. . . , ln−1 натуральнi, i = 1, 2, . . . , n− 1, (тут b0 = bn−1, а bn = b1), виконує-
ться нерiвнiсть l1 + l2 + . . .+ ln−1 < 3 (n− 1). Розглянемо тепер n дiйсних дода-
тних чисел a1, a2, . . . , an, якi задовольняють рiвностi an + a2 = k1a1, a1 + a3 =
k2a2, . . . , an−2 + an = kn−1an−1 i an−1 + a1 = knan, де k1, k2, . . . , kn натуральнi
числа. Якщо усi числа a1, a2, . . . , an рiвнi мiж собою, то k1 = k2 = . . .= kn = 2 i
k1 + k2 + . . .+ kn = 2n< 3n. Якщо це не так, то серед чисел a1, a2, . . . , an iснує
таке число ai , що ai ¾ ai−1 i ai ¾ ai+1, причому одна iз цих нерiвностей стро-
га. Тодi kiai = ai−1 + ai+1 < 2ai . Звiдки слiдує, що ki = 1, тобто ai−1 + ai+1 = ai .



4.3. Нерiвностi для послiдовностей 155

Враховуючи це, з рiвностей ai−2 + ai = ki−1ai−1 i ai + ai+2 = ki+1ai+1 одер-
жуємо, що ai−2 + ai+1 = (ki−1 − 1) ai−1 i ai−1 + ai+2 = (ki+1 − 1) ai+1. Якщо
ki−1 = 1, то ai < ai−2 + ai = ai−1, що суперечить припущенню. Отже, ki−1 > 1.
Аналогiчно доводиться, що i ki+1 > 1. Оскiльки ai−2 + ai+1 = (ki−1 − 1) ai−1 i
ai−1 + ai+2 = (ki+1 − 1) ai+1, причому числа ki−1 − 1 i ki+1 − 1 є натуральними,
то набiр iз n− 1 додатних чисел a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an спiвпадає з набором
b1, . . . , bn−1, для якого l1 = k1, . . . , li−2 = ki−2, li−1 = ki−1 − 1, li = ki+1 − 1,
li+1 = ki+2, . . . , ln−1 = kn. Оскiльки за припущенням l1+ l2+. . .+ ln−1 < 3 (n− 1),
тодi матимемо:

k1 + . . .+ ki+2 + (ki−1 − 1) + (ki+1 − 1) + ki+2 + . . .+ kn < 3 (n− 1) ,

тобто

k1 + . . .+ ki−1 + ki+1 + . . .+ kn < 3n− 1.

Враховуючи, що ki = 1, одержуємо, що

k1 + . . .+ kn < 3n,

що i завершує доведення кроку. �

Задача 4.30. Двi послiдовностi {xm}
∞
m=1 та {ym}

∞
m=1 дiйсних чисел визна-

чаються в такий спосiб:

x1 = y1 =
p

3, xn+1 = xn +
q

1+ x2
n, yn+1 =

yn

1+
Æ

1+ y2
n

,

для всiх n¾ 1. Доведiть, що 2< xn yn < 3 для всiх n> 1.
(Математична олiмпiада Бiлорусi, 1999 р.)

Розв’язання. 1-й спосiб. Нехай zn =
1
yn

i тодi рекурентна формула для yn

перепишеться так:

zn+1 = zn +
q

1+ z2
n .

Оскiльки z2 =
p

3 = x1, то зв’язок мiж x i та zi виражається наступною реку-
рентною формулою: zn = xn−1, для всiх n> 1. Тому

xn yn =
xn

zn
=

xn

xn−1
.

Оскiльки послiдовнiсть {xm}
∞
m=1 монотонно зростає (бо xn+1 = xn+

Æ

1+ x2
n >

xn), то для всiх n> 1 маємо: 3x2
n−1 ¾ 3x2

1 > 1. Тодi

4x2
n−1 > 1+ x2

n−1,

2xn−1 >
q

1+ x2
n−1,

3xn−1 > xn−1 +
q

1+ x2
n−1 = xn,
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звiдки xn
xn−1

< 3. Далi, враховуючи, що
q

1+ x2
n−1 > xn−1,

знаходимо

xn = xn−1 +
q

1+ x2
n−1 > 2xn−1,

тобто xn
xn−1

> 2, що i треба було довести.
2-й спосiб. Позначимо xn = tgαn, де 0◦ < αn < 90◦, тодi

xn+1 = tgαn +
Æ

1+ tg2αn = tgαn +
1

cosαn
=

=
1+ sinαn

cosαn
= tg

�

90◦ +αn

2

�

= tgαn+1.

Оскiльки α1 = 60◦ i αn+1 =
90◦ +αn

2
, то α2 = 75◦, α3 = 82,5◦, . . . . Далi, iндук-

цiєю по n, доводимо, що αn = 90◦ −
30◦

2n−1
. Таким чином,

xn = tg
�

90◦ −
30◦

2n−1

�

= ctg
�

30◦

2n−1

�

= ctgϕn,

де ϕn =
30◦

2n−1
. Аналогiчно знаходимо, що

yn = tg (2ϕn) =
2 tgϕn

1− t g2ϕn
.

Звiдси випливає, що

xn yn =
2

1− t g2ϕn
.

Оскiльки 0◦ < ϕn < 45◦, то 0< tg2ϕn < 1 i тому xn yn > 2. Для n> 1 маємо, що
0◦ < ϕn < 30◦, тому 0< tg2ϕn <

1
3 , а xn yn < 3, що i треба було довести. �

Задача 4.31. Доведiть, що для будь-якого натурального n¾ 3 iснує n на-
туральних цiлих чисел a1, a2, . . . , an, якi утворюють арифметичну прогресiю,
i n натуральних чисел b1, b2, . . . , bn, якi утворюють геометричну прогресiю,
для яких виконуються нерiвностi

b1 < a1 < b2 < a2 < . . .< bn < an.

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Румунiя, 1999 р.)

Розв’язання. Нехай m натуральне число. Розглянемо наступну геоме-
тричну прогресiю:

Bk =
�

1+
1
m

�k

= 1+
k
m
+

k (k− 1)
2!m2

+ . . .+
k!

k!mk
,
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де k = 1,2,3, . . . , n. Звiдси випливає, що Bk > 1+ k
m , для k ¾ 2. Для всiх k ¶ n

можна здiйснити такi оцiнки:

Bk ¶ 1+
k
m
+

n (n− 1)
2!m2

+
n (n− 1) (n− 2)

3!m3
+ . . .+

n (n− 1) . . . (n− k+ 1)
k!mk

=

= 1+
k
m
+
�

1
2!
·

n (n− 1)
m

+
1
3!
·

n (n− 1) (n− 2)
m2

+ . . .+

+
1
k!
·

n (n− 1) . . . (n− k+ 1)
mk−1

�

·
1
m

.

Якщо взяти m> n2, то одержимо:

Bk < 1+
k
m
+
�

1
2!
+

1
3!
+ . . .+

1
k!

�

·
1
m
< 1+

k+ 1
m

.

Для доведення останньої нерiвностi, здiйснимо наступнi оцiнки. Для m> n2

матимемо:

1
2!
+

1
3!
+ . . .+

1
k!
¶

1
1 · 2

+
1

2 · 3
+ . . .+

1
(k− 1) k

=

= 1−
1
2
+

1
2
−

1
3
+ . . .+

1
k− 1

−
1
k
= 1−

1
k
< 1,

бо k ¾ 2.
Тепер розглянемо наступну арифметичну прогресiю:

Ak = 1+
k+ 1

m
,

де k = 1,2, . . . , n. Iз попереднiх оцiнок випливає, що

B1 < A1 < B2 < A2 < . . .< Bn < An.

Беручи до уваги формули для Bk i Ak, ми помiчаємо, що члени цих прогресiй не
є натуральними числами. Але помноживши їх на mn, ми одержимо прогресiї
ak = mnAk i bk = mnBk, якi задовольняють вже усi умови задачi, що i завершує
розв’язання задачi. �

Задача 4.32. Нехай a дiйсне додатне число. Послiдовнiсть {xm}
∞
m=1 дiй-

сних чисел задовольняє наступнi умови: x1 = a i

xn+1 ¾ (n+ 2) xn −
n−1
∑

k=1

kxk

для всiх n¾ 1. Доведiть, що iснує таке натуральне число m, що xm > 1999!.
(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Румунiя, 1999 р.)
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Розв’язання. Доведемо методом математичної iндукцiї, що для всiх нату-
ральних n виконується нерiвнiсть:

xn+1 >

n
∑

k=1

kxk.

База iндукцiї. При n= 1, з умови задачi випливає, що

x2 ¾ (1+ 2) x1 = 3x1 > x1.

Крок iндукцiї. Припустимо, що

xn+1 >

n
∑

k=1

kxk

i доведемо аналогiчну нерiвнiсть для xn+2:

xn+2 ¾ (n+ 3) xn+1 −
n
∑

k=1

kxk = (n+ 1) xn+1 + 2xn+1 −
n
∑

k=1

kxk >

> (n+ 1) xn+1 + 2
n
∑

k=1

kxk −
n
∑

k=1

kxk = (n+ 1) xn+1 +
n
∑

k=1

kxk =
n+1
∑

k=1

kxk.

Таким чином, за основним принципом математичної iндукцiї, для всiх n¾ 1
виконується нерiвнiсть

xn+1 >

n
∑

k=1

kxk.

Далi, iз цiєї нерiвностi, одержуємо:

xn+1 >

n
∑

k=1

kxk > nxn,

тобто xn+1 > nxn, для всiх n¾ 1. Iз цiєї нерiвностi, iндуктивно, одержуємо:

xn+1 > nxn > n (n− 1) xn−1 > n (n− 1) (n− 2) xn−2 > . . .> n!a.

Очевидно, що для достатньо великого n = m− 1 виконуватиметься нерiвнiсть
(m− 1)!a > 1999!. Таке значення m i буде шуканим. �

Задача 4.33. Послiдовнiсть {am}
100
m=1 дiйсних чисел задовольняє наступнi

умови:
1) a1 ¾ a2 ¾ . . .¾ a100 ¾ 0,
2) a1 + a2 ¶ 100,
3) a3 + a4 + . . .+ a100 ¶ 100.

Знайдiть найбiльш можливе значення виразу a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
100. Знайдiть усi

такi послiдовностi, для яких це максимальне значення досягається.
(Математична олiмпiада Канади, 2000 р.)
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Розв’язання. Оскiльки для i = 3,4, . . . , 100 виконуються нерiвностi 0 ¶
ai ¶ a2, то для i = 3,4, . . . , 100 виконуються й такi нерiвностi ai (ai − a2) ¶ 0,
причому знак рiвностi досягається лише тодi, коли ai ∈ {0, a2}. Додавши цi 98
нерiвностей, одержимо:

100
∑

i=3

a2
i ¶ a2

100
∑

i=3

ai .

Враховуючи умову 3, одержуємо, що
100
∑

i=3
a2

i ¶ 100a2, причому знак рiвностi

досягається лише тодi, коли
100
∑

i=3
ai = 100 або a2 = 0.

Якщо a2 = 0, то
100
∑

i=3
a2

i = 0, а
100
∑

i=1
a2

i = a2
1 ¶ 1002 = 10000. Максимальне

значення 10 000 досягається лише для послiдовностi a1 = 100, a2 = a3 = . . .=
a100 = 0.

Якщо a2 > 0, то
100
∑

i=1

a2
i = a2

1 + a2
2 +

100
∑

i=3

a2
i ¶ a2

1 + a2
2 + 100a2.

Використовуючи умови 1 i 2, знаходимо, що 0¶ a1 ¶ 100−a2. Звiдки, пiсля пiд-
несення обох частин цiєї нерiвностi до квадрату, одержимо: a2

1 ¶ (100− a2)
2,

причому рiвнiсть в цiй нерiвностi досягається при умовi, що a1 = 100−a2. Крiм
того, 0 < a2 ¶ 100− a1 ¶ 100− a2, тобто 0 < a2 ¶ 50. Тому a2 (a2 − 50) ¶ 0,
причому рiвнiсть досягається лише тодi, коли a2 = 50. Таким чином,
100
∑

i=1

a2
i ¶ a2

1 + a2
2 + 100a2 ¶ (100− a2)

2 + a2
2 + 100a2 = 10 000+ 2a2 (a2 − 50)¶

¶ 10000.

Значення 10000 досягається лише тодi, коли a1 = a2 = a3 = a4 = 50, a5 =
= . . .= a100 = 0, бо, як вiдомо ai ∈ {0, a2}.

Таким чином, в обох випадках max
�

a2
1 + a2

2 + . . .+ a2
100

�

= 10 000. Досяга-
ється це значення для двох послiдовностей:

100, 0,0,0, 0,0, . . . , 0, 0 i 50, 50,50, 50,0, 0, . . . , 0, 0.

�

Задача 4.34. Знайдiть найбiльше значення x0, для якого iснує послiдов-
нiсть дiйсних додатних чисел x0, x1, . . . , x1995, яка задовольняє наступнi умови:

1) x0 = x1995;
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2) x i−1 +
2

x i−1
= 2x i +

1
x i

для всiх i = 1, 2, . . . , 1995.
(Мiжнародна математична олiмпiада, 1995 р.)

Розв’язання. Умова 2 означає, що x i один iз двох коренiв рiвняння

x2 −
�

x i−1

2
+

1
x i−1

�

x +
1
2
= 0,

тобто x i =
x i−1

2 або x i =
1

x i−1
. Власне, це i є основна здогадка. Спробуємо

викласти ту, що залишилася, (технiчну) частину розв’язання наочно.

2x0 x0

1
2x0

1
x0

x0
2

2
x0

. . . . . .

. . .. . .

Шлях по табличцi iз двох рядiв (див. мал.), який складається iз 1995 крокiв,
згiдно з умовою 1), повинен, розпочинаючись з числа x0, закiнчитися на
рiвному йому числi. Так як в кожному ряду числа рiзнi, а внаслiдок непарностi
числа 1995 шлях не може бути замкненим, то x0 = x1995 повинно зустрiтися
в нижньому ряду. Тому x0 =

2k

x0
, тобто x0 = 2

k
2 для деякого цiлого числа

k. Зрозумiло, що x0 досягне найбiльшого значення, якщо найбiльшим буде
число k. Це буде досягатися для шляху, який складається iз 1994 крокiв по
верхньому ряду i єдиного кроку вниз. При цьому

x1995 = 2−(
k
2−1994) = 2

k
2 = x0.

Звiдси знаходимо: k = 1994 i x0 = 2997. �

Задача 4.35. У послiдовностi чисел {an}
∞
n=1, кожне натуральне число зу-

стрiчається хоча б один раз, i для будь-яких рiзних n i m виконується нерiвнiсть
1

1998
<
|an − am|
|n−m|

< 1998.

Доведiть, що тодi |an − n|< 2000 000 для всiх натуральних n.
(Математична олiмпiада Росiї, 1998 р.)

Розв’язання. Iз нерiвностi
|an − am|
|n−m|

>
1

1998
випливає, що всi члени нашої послiдовностi попарно рiзнi.

Лема 2. Якщо i > n, ai < an, то i − n< 2000 000.
Доведення. Нехай i > n i ai < an. Числовий iнтервал [1, an] мiстить лише

скiнчене число членiв послiдовностi, а це означає, що всi ak з досить великим k
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будуть бiльшi за an. При зростаннi iндекса вiд i до безмежностi знайдеться таке
j, що a j < an < a j+1. Вiдстань мiж a j i a j+1, враховуючи нерiвнiсть |an−am|

|n−m| <

< 1998, менша за 1998, а тому або an − a j < 998, або a j+1 − an < 998. В

першому iз цих випадкiв, з умови j−n
1998 < an − a j < 998, випливає, що i ¶ j <

n+ 1998 · 999 < n+ 2 · 106, в другому, аналогiчно, що i ¶ j < n− 1+ 1998 ·
· 999< n+ 2 · 106. Лему доведено. �

За умовою в послiдовностi зустрiчаються всi натуральнi числа, тому an

дорiвнює кiлькостi членiв послiдовностi, якi лежать в iнтервалi [1, an]. Член
послiдовностi, який лежить в [1, an], має iндекс не бiльший n або бiльший n.
Кiлькiсть перших не бiльша n, а кiлькiсть других, за доведеним, менша 2 · 106.
Тому an < n+2 ·106. З iншого боку, також за доведеним, якщо i < n−2 ·106, то
ai < an. Це означає, що [1, an] мiстить бiльше n− 2 · 106 членiв послiдовностi.
Отже, n− 2 · 105 < an < n+ 2 · 106, тобто |an − n|< 2 · 106. �

Вправи для самостiйного розв’язування

Вправа 1. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визначається в такий спосiб:

a0 = 1, a1 = 2 i an+1 = 4an + an−1, n¾ 1.

Доведiть, що вiдношення
a6n

a2n
не є кубом рацiонального числа.

(Математична олiмпiада Австрiї, 1998 р.)

Вправа 2. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визначається в такий спосiб: a0 = 4, a1 = 22

i an+1 = 6an − an−1. Доведiть, що кожний її член an можна записати у виглядi

an =
y2

n + 7

yn − xn
,

де xn, yn ∈ N.
(MOSP, 2001)

Вправа 3. Нехай c задане натуральне число. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визна-

чається в такий спосiб: a1 = 1, a2 = c i an+1 = 2an − an−1 + 2, n ¾ 2. Доведiть, що для кожного
натурального k знайдеться таке натуральне r, що akak+1 = ar .

(IMO Shortlist, 1984 р.)

Вправа 4. Нехай a i b цiлi числа. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визначається так:

a0 = a, a1 = b, a2 = 2b− a+ 2 i an+3 = 3an+2 − 3an+1 + an, n¾ 0.

Знайдiть такi a i b, що an квадрати цiлих чисел для всiх n¾ 1998.
(В’єтнамська математична олiмпiада, 1998 р.)

Вправа 5. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визначається в такий спосiб: a1 = 43, a2 =

142 i an+1 = 3an + an−1, n ¾ 2. а) Доведiть, що НСД (an, an+1) = 1. б) Доведiть, що для кожного
натурального m iснує безлiч натуральних чисел n таких, що НСД (an − 1, an+1 − 1) дiлиться на m
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без остачi.
(Болгарська математична олiмпiада, 2000 р.)

Вправа 6. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визначається в такий спосiб: a1, a2 ∈ N i

an+2 найбiльше просте число, що є дiльником числа an + an+1. Доведiть, що ця послiдовнiсть
перiодична.

(Румунська математична олiмпiада, 2000 р.)

Вправа 7. Доведiть, що для чисел Фiбоначчi виконується така рiвнiсть

(F2n−1)
2 + (F2n+1)

2 + 1= 3F2n−1F2n+1,

для всiх натуральних n¾ 1.
(Словацька математична олiмпiада, 2003 р.)

Вправа 8. Доведiть, що жодне число Фiбоначчi не є добутком щонайменше двох рiзних чисел
Фiбоначчi, бiльших 1.

(Австрiйська математична олiмпiада, 1996 р.)

Вправа 9. Нехай k цiле число. Послiдовнiсть дiйсних чисел {yn}
∞
n=0 визначається в такий

спосiб:
y1 = y2 = 1 i yn+2 = (4k− 5) yn+1 − yn + 4− 2k,

для всiх натуральних n¾ 1. Знайдiть усi такi k, для яких усi члени заданої послiдовностi будуть
квадратами цiлих чисел.

(Канадська математична олiмпiада, 2003 р.)

Вправа 10. Послiдовнiсть дiйсних чисел {an}
∞
n=0 визначається в такий спосiб:

a1 = 1, a2 = 12, a3 = 20 i an+3 = 2an+2 + 2an+1 − an,

для всiх цiлих n¾ 1. Доведiть, що 1+ 4anan+1 квадрат цiлого числа.

(Пiвденно-Корейська математична олiмпiада, 2001 р.)



Роздiл 5

Функцiональнi рiвняння на математичних
олiмпiадах

5.1. Деякi теоретичнi вiдомостi про методи розв’язуван-
ня функцiональних рiвнянь

Спочатку наведемо основнi теоретичнi вiдомостi про функцiональнi рiв-
няння та основнi методи їх розв’язування.

Клас функцiй, якi вивчаються в шкiльному курсi математики, порiвняно
невеликий. До них вiдносяться, наприклад, лiнiйна, степенева, показникова,
тригонометричнi функцiї. Iншi функцiї дiстаємо iз основних за допомогою
композицiй та алгебраїчних дiй над основними елементарними функцiями.

Деяке спiввiдношення (рiвнiсть), з якого можна знайти невiдому функцiю,
називаються функцiональним рiвнянням. Розв’язати функцiональне рiвнян-
ня означає знайти невiдомi функцiї, що входять до нього. Значний внесок
у вивчення таких рiвнянь внiс Кошi. Функцiональне рiвняння f (x + y) =
f (x) + f (y) носить його iм’я.

Функцiональнi рiвняння розв’язують рiзними методами.
Метод пiдстановок
Суть цього методу полягає ось у чому. Припустимо, що дане рiвняння має

розв’язок. Застосуємо до змiнних, що входять в рiвняння, деякi пiдстановки.
Дiстаємо систему рiвнянь, одним iз невiдомих якої є шукана функцiя. Пiсля
розв’язування одержаної системи безпосередньою перевiркою необхiдно пе-
реконатись, що знайдена функцiя задовольняє усiм умовам задачi. Основна
труднiсть цього методу полягає у виборi вдалих пiдстановок.

Метод застосування поняття групи
Суть цього методу є наступною. Нехай у функцiональному рiвняннi

a1 f (g1) + a2 f (g2) + . . .+ an f (gn) = b (5.1)

вирази, якi стоять пiд знаком невiдомої функцiї f є елементами групи G, яка
складається iз n функцiй: g1(x) = x , g2(x), . . . ,gn(x), причому коефiцiєнти
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a1, a2, . . . ,an та b деякi функцiї. Припустимо, що рiвняння (5.1) має розв’я-
зок. Замiнимо x → g2(x). В результатi послiдовнiсть g1, g2, . . . , gn перейде
в послiдовнiсть g1 ◦ g2, g2 ◦ g2,. . . ,gn ◦ g2, яка знову таки складається з усiх
елементiв групи G. Тому «невiдомi» f (g1), f (g2), . . . , f (gn) помiняються лише
мiсцями i матимемо нове лiнiйне рiвняння. Далi в рiвняннi (5.1) зробимо
замiни x → g3(x), x → g4(x),. . . , x → gn(n), пiсля чого дiстанемо систему iз n
лiнiйних рiвнянь, яку слiд розв’язати. Якщо розв’язок iснує, то слiд перевiрити,
чи задовольняє вiн рiвняння (5.1).

Метод застосування елементiв математичного аналiзу
При розв’язуваннi рiвнянь Кошi їхнi розв’язки знаходяться за допомогою

методiв математичного аналiзу зокрема таких, як границя послiдовностi i
границя функцiї, неперервнiсть функцiй, диференцiйовнiсть функцiй тощо.

а) Метод граничного переходу. Суть цього методу полягає у наступному.
Здiйснюється пiдстановка, яка переводить вираз, який стоїть пiд знаком f в
одному членi рiвняння, у вираз, який стоїть пiд знаком f у другому його членi.
Ця пiдстановка повторюється n разiв. Дiстанемо систему n лiнiйних рiвнянь.
Виключаючи послiдовно невiдомi, ми матимемо рiвняння виду

f (x) = an f (bn) + cn,

де an, bn, cn члени деяких послiдовностей, n фiксоване натуральне число
(an, bn, cn можуть бути i функцiями вiд x).

Якщо iснують границi при n→∞ послiдовностей {an}, {bn}, {cn}, причо-
му lim

n→∞
bn = const, то граничним переходом, використовуючи неперервнiсть

функцiї f , знаходимо вираз для f (x). Звичайно, перевiрка є складовою части-
ною розв’язування функцiонального рiвняння.

Цим методом можуть бути розв’язанi в класi неперервних функцiй рiвнян-
ня виду

f (kx + b) = mf (x) + P(x),

f (kx + b) = f (x) · aP(x),

де a > 0, k > 1, |m|< 1 i P (x) многочлен.
б) Метод диференцiювання. Вiн полягає у тому, що для знаходження

розв’язку функцiонального рiвняння в класi диференцiйованих функцiй до-
цiльно диференцiювати обидвi його частини, за умови, що похiдна iснує. В
результатi дiстанемо функцiональне рiвняння, яке мiстить ще й похiдну невi-
домої функцiї. Розв’язуючи це рiвняння, як функцiональне, вiдносно похiдної,
дiстанемо, що шукана функцiя є однiєю з первiсних для цiєї похiдної.

в) Метод Кошi. Цим методом розв’язок функцiонального рiвняння знахо-
диться за допомогою спецiальних пiдстановок послiдовно для натуральних,
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рацiональних значень аргументу, а потiм граничним переходом для до-
датних дiйсних x i, нарештi, розповсюджується на всi iншi дiйснi значення
аргументу x .

Метод рекурентних спiввiдношень
Нехай задане функцiональне рiвняння натурального аргументу має ви-

гляд деякого рекурентного спiввiдношення, тобто формули, яка виражає f (n)
через попереднi значення f (n− 1), f (n− 2) i т.д. Спочатку обчислюють значе-
ння функцiї вiд декiлькох перших чисел натурального ряду (при цьому вико-
ристовується рекурентне спiввiдношення). Потiм намагаються прогнозувати
вид шуканої функцiї, пiсля чого переконуються у справедливостi створеної
гiпотези за допомогою методу математичної iндукцiї. Саме так знаходяться
формули для n-го члена арифметичної та геометричної прогресiй, послiдов-
ностi Фiбоначчi.

Крiм того, слiд нагадати ще й таке. Через f : A→ B позначають функцiю з
областю визначення A, яка набуває значень iз множини B (область значень
функцiї f це пiдмножина множини B). Функцiя g : B→ A називається обер-
неною до функцiї f (її позначають f −1), якщо справедливi такi тотожностi:
g( f (x)) ≡ x та f (g(y)) ≡ y, для всiх x ∈ A, y ∈ B. Зрозумiло, що функцiя
f : A→ B буде мати обернену функцiю тодi i лише тодi, коли для довiльного
елемента y ∈ B iснує елемент x ∈ A, що задовольняє умовi f (x) = y, i для
будь-яких двох рiзних елементiв x1, x2 ∈ A значення f (x1) та f (x2) також рiзнi.

Композицiєю двох функцiй f : A → B та g : B → C називається функцiя
h: A→ C , яка визначається тотожнiстю: h(x) ≡ g( f (x)), x ∈ A. Аналогiчно
означається композицiя i бiльшої кiлькостi функцiй.

Функцiя f : A→ B називається iн’єктивною, якщо рiзнi значення аргумен-
ту вiдображаються в рiзнi значення: для довiльних x1, x2 ∈ A таких, що x1 6= x2

виконується f (x1) 6= f (x2).
Функцiя f : A→ B називається сюр’єктивною, якщо її областю значень є

уся множина B (вище ми зазначали, що, взагалi кажучи, область значень фун-
кцiї це пiдмножина множини B). Коли розглядають сюр’єктивну функцiю
f : A→ B, то кажуть, що вона є вiдображенням множини A на множину B.

Вiдображення називають бiєктивним (бiєкцiєю, або взаємно однозна-
чним), якщо воно є одночасно i iн’єктивним, i сюр’єктивним.

В наступних параграфах ми розглядатимемо рiзнi функцiональнi рiвнян-
ня. Область визначення шуканої функцiї зазвичай вказується в умовi задачi: це
може бути множина натуральних, цiлих, дiйсних чисел тощо. Також в умовi за-
дачi зазначається клас функцiй, в якому слiд розв’язати рiвняння (наприклад,
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клас усiх функцiй дiйсної змiнної, клас неперервних функцiй, многочленiв
тощо).

5.2. Функцiональнi рiвняння з натуральними i цiлими
змiнними

МножинаN усiх натуральних чисел є першою числовою системою, iз якою
ми зустрiчалися. Є кiлька важливих речей, якi ми дiзнаємося при вивченнi
множини N. Мова йде про її природнi поняття додавання i множення на N.
Крiм того, ми також дiзнаємося про її впорядкованiсть: можемо порiвнювати
два натуральних числа. Таким чином, множина N оснащена додаванням,
множенням i впорядкованiстю. Маючи справу з функцiональними рiвнян-
нями на N, цi властивостi вiдiграватимуть фундаментальну роль. У деяких
завданнях, цього може бути достатньо, щоб розв’язати функцiональне рiвнян-
ня, тобто достатньо скористатися однiєю iз цих властивостей. Але деякi iншi
завдання вимагатимуть використання разом усiх цих фундаментальних вла-
стивостей множини натуральних чисел. Проiлюструємо цi iдеї на конкретних
олiмпiадних задачах.

Задача 5.1. Знайти усi функцiї f : N→ N, для яких
1) f (2) = 2;
2) f (m · n) = f (m) · f (n) для усiх m i n iзN;
3) f (m)< f (n), якщо m< n. (Математичнi змагання Iндiї, 2002 р.)

Розв’язання. Для розв’язання цiєї задачi скористаємося методом мате-
матичної iндукцiї.

Припустимо, що iснує така функцiя f : N→ N, яка задовольняє усiм ви-
могам задачi. Спробуємо послiдовно знаходити усi значення функцiї f . За
допомогою умови 2) одержуємо:

f (1) = f (1 · 1) = f (1) · f (1) = ( f (1))2,

тобто

f (1) = ( f (1))2.

Оскiльки f (1) натуральне число (у множинi N число 0 вiдсутнє), то iз одер-
жаного спiввiдношення знаходимо, що f (1) = 1. Аналогiчно, при m= n= 2
умова 2) дає спiввiдношення: f (4) = ( f (2))2 = 4. Далi умова 3) дає можли-
вiсть знайти f (3). Дiйсно, так як 2 < 3 < 4, то f (2) < f (3) < f (4), тобто
2< f (3)< 4. Оскiльки f (3) натуральне число, то f (3) = 3. Знаючи тепер
значення f (2) = 2 i f (3) = 3, умова 2) дає можливiсть знайти f (6). Дiйсно,
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f (6) = f (2 · 3) = f (2) · f (3) = 6, тобто f (6) = 6. Далi умова 3) дає можли-
вiсть знайти f (5). Справдi, оскiльки 4< 5< 6, то f (4)< f (5)< f (6), тобто
4< f (5)< 6. Оскiльки f (5) натуральне число, то f (5) = 5. Отже, ми зна-
йшли такi значення нашої функцiї: f (1) = 1, f (2) = 2, f (3) = 3, f (4) = 4,
f (5) = 5 i f (6) = 6. У нас виникає гiпотеза: f (n) = n для усiх натуральних n.
Застосуємо iндукцiю. Припустимо, що f (1) = 1, f (2) = 2, . . . , f (2k) = 2k, де
k деяке натуральне число. Тодi умова 2) припущення дають:

f (2k+ 2) = f (2 · (k+ 1)) = f (2) · f (k+ 1) = 2 · (k+ 1) = 2k+ 2,

тобто f (2k+ 2) = 2k+2. Далi, за умовою 3), одержуємо: з 2k < 2k+1< 2k+2
випливає f (2k) < f (2k+ 1) < f (2k+ 2), тобто 2k < f (2k+ 1) < 2k + 2.
Оскiльки f (2k+ 1) натуральне число, то f (2k+ 1) = 2k+ 1. Отже, за прин-
ципом математичної iндукцiї, одержуємо: f (n) = n для будь-якого натураль-
ного n. Безпосередня перевiрка показує, що знайдена функцiя задовольняє усi
умови задачi.

Вiдповiдь. f (n) = n, n ∈ N. �

Ми використали двi важливi властивостi у цьому розв’язаннi: впорядку-
вання натуральних чисел та принцип iндукцiї. Ми використали усi три умови,
що були заданi в задачi. Давайте подивимося, що буде iз результатом, коли ми
послабимо умови на f .

Задача 5.2. Знайти усi функцiї f : N→ N, для яких
1) f (2) = 2;
2) f (m · n) = f (m) · f (n) для усiх таких m i n iзN, що (m, n) = 1;
3) f (m)< f (n), якщо m< n.
Розв’язання. Ми доведемо, як i в задачi 5.1, що f (n) = n для всiх нату-

ральних n. Використовуючи тi ж самi мiркування, ми доводимо, що f (1) = 1.
Але нажаль ми не зможемо дiстати, як ми це зробили у попереднiй задачi,
що f (4) = 4. Умова 2) задачi 5.1 виконується для всiх пар (m, n) натуральних
чисел, а умова 2) нашої задачi виконується лише для всiх пар (m, n) взаєм-
но простих натуральних чисел. Тому, умова 2), нашої задачi, не може бути
використана для одержання рiвностi f (4) = ( f (2))2. Однак, якщо довести,
що f (3) = 3, то метод розв’язування, використаний у задачi 5.1, можна далi
успiшно застосувати i до нашої задачi. Дiйсно, тодi матимемо:

f (6) = f (2 · 3) = f (2) · f (3) = 6.

Оскiльки 3 < 4 < 5 < 6, тодi за умовою 3) нашої задачi знаходимо, що
f (3) < f (4) < f (5) < f (6), тобто 3 < f (4) < f (5) < 6. Так як f (4) i f (5)
натуральнi числа, то одержанi обмеження дають: f (4) = 4, f (5) = 5. Далi ми
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можемо завершити розв’язання доведенням за iндукцiєю, використовуючи те,
що (k, k− 1) = 1 для усiх натуральних k ¾ 2.

Припустимо, що f (k) = k для усiх k ¶ n. Тодi за припущенням i умовою
2) матимемо: f ((n− 1)n) = f (n− 1) f (n) = (n− 1)n. Далi умова 3) дає:

n= f (n)< f (n+ 1)< f (n+ 2)< . . .< f
�

n2 − n− 1
�

< f ((n− 1)n) =

= (n− 1)n,

тобто n < f (n+ 1) < f (n+ 2) < . . . < f
�

n2 − n− 1
�

< n2 − n. Оскiльки
f (n+ 1), f (n+ 2), . . . , f

�

n2 − n− 1
�

натуральнi числа i їх кiлькiсть дорiв-
нює n + 1, то iз попереднiх обмежень ми знаходимо, що f (n+ 1) = n + 1,
f (n+ 2) = n+ 2, . . . , f

�

n2 − n− 1
�

= n2− n− 1 i f ((n− 1)n) = (n− 1)n. Отже,
за принципом математичної iндукцiї, одержуємо: f (n) = n для будь-якого
натурального n. Залишилося довести, що f (3) = 3. Це можна зробити в такий
спосiб. Маємо

f (3) f (5) = f (3 · 5) = f (15)< f (18) = f (2 · 9) = f (2) f (9) = 2 f (9)

i

f (9)< f (10) = f (2 · 5) = f (2) f (5) = 2 f (5) .

Звiдки слiдує, що f (3) f (5)< 4 f (5), а пiсля скорочення на натуральне число
f (5), одержуємо, що f (3) < 4. Оскiльки 2 = f (2) < f (3) < 4, то f (3) =
3, бо f (3) натуральне число. Довiвши все це i зробивши перевiрку, ми
завершуємо розв’язання нашої задачi.

Вiдповiдь. f (n) = n, n ∈ N. �

Значення f (2) не може бути довiльним. Якщо ми вiзьмемо f (2) = k,
то може не iснувати функцiї, що задовольняє умовам 2) i 3) задачi 5.1, для
певного значення k 6= 2. Продемонструємо це на прикладi наступної задачi.

Задача 5.3. Доведiть, що не iснує такої функцiї f : N→ N, для якої
1) f (2) = 3;
2) f (m · n) = f (m) · f (n) для усiх m i n iзN;
3) f (m)< f (n), якщо m< n.
Розв’язання. Застосуємо метод вiд супротивного. Припустимо, що iснує

функцiя f : N→ N, для якої f (2) = 3 i виконуються умови 2) i 3) нашої задачi.
Нехай f (3) = l, l ∈ N. Використовуючи нерiвнiсть 23 < 32, а також умови 2) i
3) нашої задачi, одержимо:

33 = ( f (2))3 = f
�

23
�

< f
�

32
�

= ( f (3))2 = l2,

тобто l > 5.
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З iншого боку, 33 < 25. Тому умови 2) i 3) нашої задачi дають, що

l3 = ( f (3))3 = f
�

33
�

< f
�

25
�

= ( f (2))5 = 35 = 243< 343= 73,

тобто l < 7. Оскiльки 5 < l < 7, то l = 6, тобто f (3) = 6. Далi, розглянемо
наступну нерiвнiсть: 38 = 6561< 8192= 213. За умовами 2) i 3) нашої задачi,
матимемо: 68 = ( f (3))8 = f

�

38
�

< f
�

213
�

= ( f (2))13 = 313, тобто 28 < 35, що
є хибним, бо 28 = 256, а 35 = 243. Одержане протирiччя i доводить, що наше
припущення, про iснування потрiбної функцiї, неправильне. Отже, таких
функцiй не iснує.

З iншого боку, якщо ми в задачi 5.1, умову 1) задамо так, що f (2) = 4, то
функцiя f (n) = n2 буде задовольняти усi умови задачi. �

А тепер дослiдимо, що трапиться, якщо ми ослабимо умову 3) в задачi 5.1.
Адже ця умова задає монотонне зростання шуканої функцiї.

Задача 5.4. Скiльки iснує функцiй f : N→ N, для яких
1) f (2) = 2;
2) f (m · n) = f (m) · f (n) для усiх m i n iзN.
Розв’язання. Покажемо, що таких функцiй iснує безлiч. Для цього, ми

скористаємося тим, що будь-яке задане натуральне число n можна подати у
виглядi добутку натуральних степенiв простих чисел, причому таке подання
єдине:

n= pα1
1 pα2

2 . . . pαk
k ,

де p1 < p2 < · · · < pk простi числа, α1,α2, . . .αk натуральнi числа. Таке
подання натурального числа n називають канонiчним розкладом натураль-
ного числа n. Умова 2) задачi показує, що для того, щоб знайти значення f
у точцi n = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k , досить знати її значення f (p1), f (p2), . . . , f (pk) в
усiх простих значеннях аргументу: p1, p2, . . . , pk. У нас є її значення при p = 2.
Якщо ми довiльно означимо функцiю f для усiх простих p 6= 2, то умова 2) за-
дачi дає нам можливiсть знайти усi її iншi значення для натуральних значень
аргументу, використовуючи їхнiй канонiчний розклад. Звернiть увагу на те,
що умова 2) дає можливiсть визначити, що f (1) = 1.

Для прикладу, розглянемо множину усiх простих чисел (без двiйки) в
порядку зростання: 3 = p2 < p3 < p4 < . . .. Означимо для кожного на-
турального k ¾ 1 функцiю fk для якої fk (pi) = pi+k для усiх i ¾ 2. Якщо
n = qα1

1 qα2
2 . . . qαl

l канонiчний розклад натурального числа n, то означимо
fk (n) = fk(q1)

α1 fk(q2)
α2 . . . fk(ql)

αl .
Таким чином, перша шукана функцiя f1 означатиметься так. Для неї

f1 (3) = 5, f1 (5) = 7, f1 (7) = 11,. . . . Якщо ми захочемо знайти значення f1 (15),
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то ми його отримаємо його за допомогою умови 2): f1 (15) = f1 (3 · 5) =
= f1 (3) · f1 (5) = 5 · 7 = 35. Аналогiчно ми можемо знаходити й iншi значення,
наприклад, f1 (16) = f1

�

24
�

= f1(2)
4 = 24 = 16. Помiчаємо, що f1 (16) <

< f1 (15).
Далi, друга шукана функцiя f2 означатиметься так. Для неї f2 (3) = 7,

f2 (5) = 11, f2 (7) = 13, . . . . Якщо ми захочемо знайти значення f2 (15),
то ми його отримаємо його за допомогою умови 2): f2 (15) = f2 (3 · 5) =
= f2 (3) · f2 (5) = 7 · 11 = 55. Аналогiчно ми можемо знаходити й iншi
значення, наприклад, f2 (32) = f2

�

25
�

= f2(2)
5 = 25 = 32. Помiчаємо, що

f2 (32)< f2 (15). Усi означенi нами функцiї є шуканими, бо задовольнятимуть
умовам 1) i 2) нашої задачi, а це означає, що їх буде безлiч.

Вiдповiдь. Таких функцiй iснує безлiч. �

У попереднiх задачах ми розглядали тi функцiї, що приймають натуральнi
значення. Це допомагало нам знаходити фiксованi значення f . Конкретно, ми
використовували той факт, що мiж натуральними числами n та n+ 1 не iснує
цiлого числа. Але це неможливо, коли ми використаємо рацiональнi числа
чи дiйснi числа. У цих випадках ми можемо «втиснути» ще одне число мiж
двома довiльними числами. Припустимо, що f приймає значення в деякiй
пiдмножинi множини R. Що ми зможемо сказати про розв’язок задачi 5.1?

Задача 5.5. Нехай функцiя f : N→ [1;∞) є такою, що
1) f (2) = 2;
2) f (m · n) = f (m) · f (n) для усiх m i n iзN;
3) f (m)< f (n), якщо m< n.

Доведiть, що f (n) = n для всiх натуральних n.
Розв’язання. Аналогiчно, як i в попереднiх задачах ми легко знаходимо,

що f (1) = 1 i f (4) = 4. На жаль, ми не зможемо скористатися 3), щоб знайти
значення f (3). Хоча у нас є такi обмеження:

2= f (2)< f (3)< f (4) = 4,

вони не дають можливостi обґрунтувати, що f (3) = 3, подiбно до того, як ми
це зробили в задачi 5.1.

Оскiльки числовий промiнь [1;∞) є пiдмножиною дiйсних чисел, мi-
стить нескiнченно багато (насправдi незчисленну кiлькiсть) дiйсних чисел,
якi є можливими кандидатами на f (3), то iснує необхiднiсть у прийняттi iн-
шої стратегiї пошуку значень функцiї f , яка вiдрiзняється вiд попередньої.
Використовуючи умову 2) та iндукцiю легко довести, що f

�

2k
�

= 2k для
будь-якого натурального k. Нехай для деякого натурального m маємо, що
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f (m) = l, де l ∈ [1;∞). Використовуючи умову 2), та iндукцiю легко довести,
що f (mn) = ln для будь-якого натурального n. Нехай натуральне число k є та-
ким, що 2k ¶ mn < 2k+1, тодi за умовами 2) i 3) одержуємо, що 2k ¶ ln < 2k+1.
Iз цих двох нерiвностей, шляхом дiлення, одержуємо нерiвнiсть:

1
2
<
�m

l

�n
< 2, (5.2)

яка виконується для будь-яких натуральних чисел n. Якщо m> l, то виберемо
n таким, щоб n> l/(m− l) . Тодi, при такому n, матимемо:

�m
l

�n
=
�

1+
m− l

l

�n

> 1+ n ·
m− l

l
> 2,

що суперечить нерiвностi (5.2). Якщо m < l, то виберемо n таким, щоб n >
m/(l −m) . Тодi, при такому n, матимемо:

�

l
m

�n

=
�

1+
l −m

m

�n

> 1+ n ·
l −m

m
> 2,

тобто
�

m
l

�n
< 1

2 , що також суперечить нерiвностi (5.2). Одержанi суперечностi
i дають m = l, тобто f (m) = m для всiх натуральних m, що i треба було довести.
�

Iснує ще одна корисна властивiсть натуральних чисел, яку часто викори-
стовується при розв’язуваннi функцiональних рiвнянь натурального аргумен-
ту. ЇЇ називають принципом впорядкування на N. Вона стверджує, що будь-яка
непорожня пiдмножина в N має найменший елемент. Таким чином, якщо
S ⊂ N i S 6=∅, то iснує єдине m ∈ S таке, що m¶ n для всiх n ∈ S. Цей простий
на вигляд, iнтуїтивно зрозумiлий принцип є надзвичайно потужним. Насправ-
дi вiн еквiвалентний до принципу математичної iндукцiї (доведiть це!). Нижче
ми побачимо, як така форма математичної iндукцiї може бути використана
для розв’язання функцiональних рiвнянь натурального аргументу.

Задача 5.6. Нехай функцiя f : N→ N є такою, що

f (n+ 1)> f ( f (n))

для всiх натуральних n. Доведiть, що f (n) = n для будь-якого натурального n.
(Мiжнародна математична олiмпiада, 1997 р.)

Розв’язання. Нехай d найменший елемент у множинi значень функцiї
f , тобто d =min { f (n) |n ∈ N}. За принципом впорядкування, про який було
сказано вище, такий елемент d iснує i вiн єдиний. Нехай m iз N є таким, що
d = f (m). Якщо m > 1, то за умовою задачi d = f (m) > f ( f (m− 1)). Ця
нерiвнiсть означає, що f (m− 1) є таким значенням аргументу нашої функцiї
f , що значення функцiї f у ньому менше за d найменший елемент множини
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{ f (n) |n ∈ N} значень нашої функцiї. Дiстали суперечнiсть. Таким чином, m =
1 i наша функцiя f приймає найменше значення f (1).

Тепер розглянемо таку пiдмножину множини значень нашої функцiї:
{ f (n) |n¾ 2}. Аналогiчно, як було зроблено в попередньому пунктi розв’я-
зування, ми можемо встановити, що найменший елемент нескiнченної мно-
жини { f (n) |n¾ 2} є f (2). Крiм того, f (1) < f (2), в силу вибору f (1).
Дiйсно, якщо припустити, що f (1) = f (2), то за умовою одержуємо, що
f (1) = f (2) > f ( f (1)), тобто f (1) > f ( f (1)), що суперечить вибору f (1).
Аналогiчнi мiркування можуть бути продовженi i ми отримаємо, що

f (1)< f (2)< . . .< f (n)< . . . , (5.3)

тобто f монотонно зростає.
Звернiть увагу на те, що f (1) ¾ 1, а iз (5.3) випливає, що f (k) ¾ k для

будь-якого натурального k. Припустимо, що для деякого натурального k ви-
конується нерiвнiсть f (k) > k. Тодi f (k) ¾ k + 1. Iз (5.3) одержуємо, що
f ( f (k))¾ f (k+ 1), а за умовою задачi f (k+ 1)> f ( f (k)). Одержали проти-
рiччя. Таким чином, f (k) = k для будь-якого натурального k.

Можна було б мiркувати iнакше. Як i в попередньому кроцi, ми покажемо,
що f (1) є найменшим елементом множини { f (n) |n ∈ N}, а f (2) є наймен-
шим елементом множини { f (n) |n¾ 2}. Якщо припустити, що f (1) > 1, то
f (1) ¾ 2. Тому f ( f (1)) ¾ f (2), бо f (2) є найменшим елементом множини
{ f (n) |n¾ 2}. Але це суперечить заданiй умовi. Тому f (1) = 1. Тепер позначи-
мо g (n) = f (n+ 1)− 1 для всiх n¾ 1. Тодi матимемо, що

g (g (n)) = g ( f (n+ 1)− 1) = f ( f (n+ 1))− 1< f (n+ 2)− 1= g (n+ 1) ,

тобто g (g (n))< g (n+ 1) для усiх натуральних n¾ 1. Таким чином, функцiя g
задовольняє тим самим умовам, що i функцiя f . Тому, попереднi мiркування
дають, що g (1) = 1, тобто f (2) = 2. Далi, iндукцiєю доводимо, що f (n) = n
для усiх натуральних n ¾ 1. Дiйсно, нехай f (k) = k для деякого натураль-
ного k, тодi i g (k) = k для цього ж k. Так як g (k) = k (за припущенням), то
f (k+ 1)− 1= k, тобто f (k+ 1) = k+ 1, що i завершує доведення кроку. Тодi,
за принципом математичної iндукцiї f (n) = n для всiх натуральних n, що i
треба було довести. �

Задача 5.7. Знайти усi функцiї f : N→ N для яких

f ( f (m) + f (n)) = m+ n,

для усiх натуральних m i n.
Розв’язання. Ми доведемо, що f є тотожною функцiєю на N, тобто що

f (n) = n для всiх n ∈ N. Для початку доведемо, що умова задачi забезпечує
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таку властивiсть функцiї: рiзним значенням аргумента вiдповiдають рiзнi
значення функцiї (нагадаємо, що функцiя з такою властивiстю називається
iн’єктивною). Дiйсно, якщо m i n рiзнi натуральнi числа, для яких f (m) =
f (n), то f (m) + f (n) = f (n) + f (n). Звiдки слiдує, що f ( f (m) + f (n)) =
f ( f (n) + f (n)). Використовуючи умову задачi, одержуємо, що m+ n= n+ n,
тобто m= n, що суперечить припущенню. Таким чином, шукана функцiя f
iн’єктивна. Далi, якщо k < n, то за умовою задачi:

f ( f (m+ k) + f (n− k)) = (m+ k) + (n− k) = m+ n= f ( f (m) + f (n)) ,

тобто f ( f (m+ k) + f (n− k)) = f ( f (m) + f (n)). Оскiльки f iн’єктивна, то

f (m+ k) + f (n− k) = f (m) + f (n) , (5.4)

для будь-яких натуральних m, n, k, k < n.
Нехай f (1) = a, де a ∈ N i a > 1, тодi a ¾ 2. За умовою задачi матимемо,

що

f (2a) = f (a+ a) = f ( f (1) + f (1)) = 1+ 1= 2,

тобто f (2a) = 2. Аналогiчно матимемо, що

f (a+ 2) = f ( f (1) + f (2a)) = 1+ 2a,

тобто f (2+ a) = 1+ 2a. Якщо a = 2, то iз останнiх двох одержаних значень,
отримуємо, що f (4) = 2 i f (4) = 5, що неможливо для функцiй. Отже, a > 2.
Тодi за допомогою (5.4) одержуємо:

f (1) + f (2a) = f (1+ (a− 2)) + f (2a− (a− 2)) = f (a− 1) + f (a+ 2) ,

тобто f (1) + f (2a) = f (a− 1) + f (a+ 2). Враховуючи попередньо одержанi
значення шуканої функцiї, iз останньої рiвностi отримуємо: a+ 2 = f (a− 1) +
1+ 2a, тобто f (a− 1) = 1− a, що неможливо, бо при a > 2 одержуємо, що
1− a < −1 < 0. Таким чином, наше припущення, що a > 1 є хибним. Тому,
a = 1 i f (1) = 1. Далi, 2= f (2a) = f (2), тобто f (2) = 2.

Далi застосуємо iндукцiю. Нехай f (k) = k для всiх k = 1,2, . . . , n, де n
деяке натуральне число. Тодi за умовою задачi, одержуємо:

n+ 1= f ( f (n) + f (1)) = f (n+ 1) ,

що i завершує доведення кроку. Таким чином, за принципом математичної
iндукцiї, ми одержуємо, що f (n) = n для будь-якого натурального числа n.

Вiдповiдь. f (n) = n, n ∈ N. �

Задача 5.8. Нехай f : N→ N монотонно зростаюча функцiя, для якої
виконується рiвнiсть f ( f (n)) = 3n для будь-якого натурального n. Знайдiть
f (2012).



174 Роздiл 5. Функцiональнi рiвняння на математичних олiмпiадах

Розв’язання. З умови задачi випливає, що рiзним значенням аргумента
вiдповiдають рiзнi значення функцiї (тобто те, що шукана функцiя f є iн’єктив-
ною). Справдi, нехай m i n такi натуральнi числа, що m 6= n i f (m) = f (n).
Тодi, f ( f (m)) = f ( f (n)), тобто 3m= 3n, а отже i m= n. Протирiччя.

Далi, iз умови задачi знаходимо, що f (3n) = f ( f ( f (n))) = 3 f (n), тобто
f (3n) = 3 f (n) для будь-якого натурального n. Зокрема f (3) = 3 f (1). Якщо
f (1) = 1, то одержуємо:

3= 3 · 1= f ( f (1)) = f (1) = 1,

що дає неправильну рiвнiсть 3= 1. Одержане протирiччя дає нам, що f (1)>
1. Враховуючи монотоннiсть нашої функцiї, одержуємо, що 3 = f ( f (1)) >
f (1)> 1, тобто f (1) = 2. Далi, f (2) = f ( f (1)) = 3. Крiм того,

f (3) = 3 f (1) = 3 · 2= 6, f (6) = f (3 · 2) = 3 f (2) = 3 · 3= 9.

Оскiльки f монотонно зростає, то

6= f (3)< f (4)< f (5)< f (6) = 9,

тобто f (4) = 7 i f (5) = 8, як промiжнi натуральнi значення мiж 6 i 9. Цi
знайденi значення нашої функцiї дають можливiсть знайти наступнi:

f (7) = f ( f (4)) = 3 · 4= 12,

f (8) = f ( f (5)) = 3 · 5= 15,

f (9) = f ( f (6)) = 3 · 6= 18

i

f (12) = f ( f (7)) = 3 · 7= 21.

Значення f (9) = 12 i f (12) = 21 за допомогою монотонного зростання
нашої функцiї дають можливiсть знайти промiжнi значення: f (10) = 19 i
f (11) = 20.

Якщо для деякого натурального k виконуються рiвностi f (k) = n i
f (k+ 1) = n + 1, де n деяке натуральне. Тодi за умовою задачi виконува-
тимуться i такi рiвностi:

f (n) = f ( f (k)) = 3k

i

f (n+ 1) = f ( f (k+ 1)) = 3 (k+ 1) = 3k+ 3.

Якщо для деякого натурального k виконуються рiвностi f (k) = n i f (k+ 1) =
n + 3, де n деяке натуральне, то аналогiчно матимемо, що f (n) = 3k i
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f (n+ 3) = 3k+ 3. Тодi, для цього випадку, монотоннiсть f дає, що f (n+ 1) =
3k+ 1 i f (n+ 2) = 3k+ 2.

Тепер нехай натуральне число n є таким, що 3m ¶ n< 2 · 3m для деякого
натурального m. Тодi, для цього випадку,

f (3m) = 3m f (1) = 2 · 3m,

f (2 · 3m) = f ( f (3m)) = 3 · 3m = 3m+1.

Тодi монотоннiсть нашої функцiї f даватиме:

2 · 3m = f (3m)< f (3m + 1)< . . .< f (3m + (3m − 1))< f (2 · 3m) = 3m+1,

тобто промiжнi значення функцiї f будуть такими:

f (3m + i) = 2 · 3m + i для усiх i = 0,1, 2, . . . , 3m.

Таким чином, f (n) = n+ 3m для усiх натуральних n, що задовольняють умову
3m ¶ n¶ 2 · 3m.

Якщо ж 2 · 3m ¶ n ¶ 3m+1, то n = 2 · 3m + j, де j = 0,1,2, . . . , 3m. У цьому
випадку одержуємо:

f (n) = f (2 · 3m + j) = f ( f (3m + j)) = 3 (3m + j) = 3m+1 + 3 j = 3n− 3m+1.

Отже, ми отримали таке описання для значень f (n):

f (n) =

¨

n+ 3m, для 3m ¶ n¶ 2 · 3m,

3n− 3m+1, для 2 · 3m ¶ n¶ 3m+1.

Тепер можна знайти f (2012). Оскiльки 1458= 2 · 36 < 2012< 2187= 37, то
f (2012) = 3 · 2012− 37 = 6036− 2187= 3849.

Вiдповiдь. f (2012) = 3849. �

Задача 5.9. Знайти усi функцiї f : N0→ N0, якi задовольняють рiвнiсть

f ( f (n)) + f (n) = 2n+ 2010

для всiх n ∈ N0 (тутN0 множина усiх цiлих невiд’ємних чисел).
Розв’язання. У цiй задачi ми продемонструємо деякi вiдомi факти рiзни-

цевих рiвнянь, якi можна застосовувати для розв’язування окремих функцiо-
нальних рiвнянь натурального аргументу.

Нехай f (0) = m, де m деяке цiле невiд’ємне число.
Продемонструємо метод обчислення такого числа m. Для бiльш зручнiших

обчислень, запишемо число 2010= 3k, де k = 670. Маємо

f (m) = f ( f (0)) = 3k− f (0) = 3k−m,

f (3k−m) = f ( f (m)) = 2m+ 3k− f (m) = 3m,
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f (3m) = f ( f (3k−m)) = 2 (3k−m) + 3k− f (3k−m) = 9k− 5m.

Цi одержанi значення шуканої функцiї пов’язанi iз коефiцiєнтами бiля k та m.
Одержанi початковi значення цих коефiцiєнтiв дають нам можливiсть знайти
рекурентнi спiввiдношення для них. Для цього означимо наступнi двi числовi
послiдовностi {an} i {bn} у такий спосiб:

a1 = 1, a2 = −1, an+1 = −an + 2an−1 для усiх n¾ 2;

b1 = 0, b2 = 3, bn+1 = −bn + 2bn−1 + 3 для усiх n¾ 2.

Покажемо за iндукцiєю, що означенi нами послiдовностi коефiцiєнтiв бiля m
i k задовольнятимуть гiпотезу. Припустимо, що для деякого n виконується
спiввiдношення: f (an−1m+ bn−1k) = anm+ bnk. Доведемо, що тодi виконува-
тиметься i таке спiввiдношення: f (anm+ bnk) = an+1m+ bn+1k. Справдi,

f (anm+ bnk) = f ( f (an−1m+ bn−1k)) =

= 2 (an−1m+ bn−1k) + 3k− f (an−1m+ bn−1k) =

= 2an−1m+ (2bn−1 + 3) k− (anm+ bnk) =

= (−an + 2an−1)m+ (−bn + 2bn−1 + 3) k = an+1m+ bn+1k,

що i завершує доведення кроку. Оскiльки це спiввiдношення виконується для
n= 1, то за принципом математичної iндукцiї спiввiдношення

f (anm+ bnk) = an+1m+ bn+1k

виконується для усiх натуральних n.
Тепер розв’яжемо цi рекурентнi спiввiдношення, тобто знайдемо формули

для n-них членiв цих послiдовностей. Для цього перепишемо їх у виглядi

an+1 + an − 2an−1 = 0, a1 = 1, a2 = −1;

bn+1 + bn − 2bn−1 = 3, b1 = 0, b2 = 3.

Зазначимо, що послiдовнiсть {an} є зворотною послiдовнiстю другого порядку
(див. сторiнку 130 роздiлу 4). Послiдовнiсть {bn}, на перший погляд, не є
зворотною. Проте помiтимо, що якщо члени послiдовностi {bn} шукати у
виглядi bi = ci + i (i = 1, 2, . . .), то для послiдовностi {cn} матиме мiсце таке ж
рекурентне спiввiдношення, що i для послiдовностi {an}: cn+1 + cn − 2cn−1 = 0,
тобто послiдовнiсть {cn} є зворотною послiдовнiстю другого порядку.

Отже, для послiдовностей {an} i {cn} характеристичнi рiвняння будуть
однаковими: λ2 +λ− 2= 0. Це рiвняння має два рiзних дiйсних кореня λ= 1
i λ = −2. Повернувшись до bn, знаходимо, що формули n-них членiв мають
вигляд:

an = a · 1n + b · (−2)n, bn = c · 1n + d · (−2)n + n,
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де константи a, b, c, d знаходяться за допомогою перших двох членiв кожної
послiдовностi:

¨

a− 2b = 1,

a+ 4b = −1;
i

¨

c − 2d + 1= 0,

c + 4d + 2= 3.

Розв’язавши цi системи, знаходимо, що

a =
1
3

, b = −
1
3

, c = −
1
3

, d =
1
3

.

Таким чином,

an =
1
3

�

1+ (−1)n+12n
�

,

i

bn = −
1
3

�

1+ (−1)n+12n
�

+ n= −an + n.

Зазначимо, що формулу n-го члена для послiдовностi {bn} можна було
б знайти в схожий, але дещо iнший, спосiб. Насправдi ця послiдовнiсть є
зворотною послiдовнiстю третього порядку, оскiльки з рiвностей bn+1 + bn −
2bn−1 = 3 та bn + bn−1 − 2bn−2 = 3 отримуємо рекурентне спiввiдношення
bn+1 = 3bn−1 − 2bn−2. Характеристичне рiвняння для цiєї послiдовностi має
вигляд λ3 − 3λ+ 2= 0. Воно має коренi λ1 = λ2 = 1, λ3 = −2. Тодi n-ий член
послiдовностi {bn} слiд шукати у виглядi bn = u1 · 1n + u2 · n · 1n + u3 · (−2)n,
де значення констант u1, u2, u3 визначають з початкових умов b1 = 0, b2 = 3,
b3 = 0.

Оскiльки множиною значень нашої функцiї є множинаN0, то f (l)¾ 0 для
всiх l ∈ N0. Звiдси випливає, що

an (m− k) + nk = anm+ bnk = f (an−1m+ bn−1k)¾ 0,

для усiх n¾ 2. Однак, формула для an показує нам, що an > 0 для усiх непарних
n, i an < 0 для усiх парних значень n. Звiдси випливає, що

m− k+
nk
an
¾ 0, якщо n непарне,

i

m− k+
nk
an
¶ 0, якщо n парне.

Але lim
n→∞

nl
an
= 0, тому iз двох попереднiх нерiвностей випливає, що m− k ¾ 0 i

m− k ¶ 0, тобто m= k i f (0) = k.
Далi, розглянемо нову функцiю g : N0→ N0, яка задовольняє рiвностi

g (n) = f (n+ 1)− 1.
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Тодi матимемо, що

g (g (n)) = f (g (n) + 1)− 1= f ( f (n+ 1))− 1=

= 2 (n+ 1) + 3k− f (n+ 1)− 1= 2n+ 3k− g (n) .

Отже, функцiя g є розв’язком функцiонального рiвняння

g (g (n)) + g (n) = 2n+ 3k,

яке спiвпадає iз даним функцiональним рiвнянням. Тому, аналогiчно одержує-
мо, що g (0) = k. Оскiльки g (0) = f (1)− 1, то одержуємо, що f (1) = 1+ k.

Далi застосуємо математичну iндукцiю. Припустимо, що f (i) = i + k для
i = 0,1, . . . , m− 1, де m деяке натуральне число. Тодi припущення iндукцiї
буде виконуватися i для функцiї g, тобто g (m− 1) = (m− 1)+k. Звiдки одержу-
ємо, що f (m)− 1 = (m− 1) + k, тобто f (m) = m+ k, що i завершує доведення
кроку.

Тому, за принципом математичної iндукцiї, одержуємо, що f (n) = n+ k
для всiх n ∈ N0.

Вiдповiдь. f (n) = n+ 670, n ∈ N0. �

Цю задачу можна було б розв’язати й iншим способом, що використовує
зворотнi послiдовностi. Для фiксованого цiлого невiд’ємного m означимо
послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел cn = f n (m), де f n (m) = f

�

f n−1 (m)
�

.
Тодi задане спiввiдношення запишеться c2 + c1 = 2m+ 3k, де k = 670. Далi, ми
звiдси одержуємо рекурентне спiввiдношення cn+2+cn+1 = 2cn+3k. Аналогiчно
до попереднiх мiркувань, його загальний розв’язок матиме вигляд:

cn = C + D · (−2)n + nk,

де C i D константи. Користуючись тим, що cn ¾ 0 для усiх натуральних n,
ми одержуємо, що D = 0. Отже, cn = C + nk, для деякої константи C . Оскiльки
2m+ 3k = c2 + c1 = 2C + 3k, то C = m. Звiдси випливає, що

f (m) = c1 = C + k = m+ k.

Так як такi дiї можна зробити для будь-якого заданого цiлого невiд’ємного m,
то ми остаточно одержуємо, що f (m) = m+ k для кожного m ∈ N0.

Задача 5.10. Функцiя f : N→ N задовольняє наступним умовам:
а) f (1) = 1;
б) f (3) = 3;
в) f (2n) = f (n);
г) f (4n+ 1) = 2 f (2n+ 1)− f (n);
д) f (4n+ 3) = 3 f (2n+ 1)− 2 f (n).
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Знайдiть кiлькiсть усiх таких значень n, для яких f (n) = n i 1¶ n¶ 1988.
(Мiжнародна математична олiмпiада, 1988 р.)

Розв’язання. Ця задача є однiєю iз елегантних задач про функцiональ-
нi рiвняння натурального аргументу, що пропонувалися на Мiжнародних
математичних олiмпiадах.

Спочатку обчислимо декiлька перших значень функцiї f , що будуть задо-
вольняти умовам задачi.

f (1) = 1, f (3) = 3, f (2) = f (1) = 1,

f (4) = f (2) = 1, f (5) = 2 f (3)− f (1) = 6− 1= 5,

f (6) = f (3) = 3, f (7) = 3 f (3)− 2 f (1) = 9− 2= 7,

f (8) = f (4) = 1, f (9) = 2 f (5)− f (2) = 10− 1= 9,

f (10) = f (5) = 5, f (11) = 3 f (5)− 2 f (2) = 15− 2= 13,

f (12) = f (6) = 3, f (13) = 2 f (7)− f (3) = 14− 3= 11,

f (14) = f (7) = 7, f (15) = 3 f (7)− 2 f (3) = 21− 6= 15,

f (16) = f (8) = 1.

Запишемо цi першi значення функцiї f у двiйковiй системi числення,
тобто у системi числення з основою 2.

f (12) = f (1) = 1= 12,

f (102) = f (2) = 1= 012,

f (112) = f (3) = 3= 112,

f (1002) = f (4) = 1= 0012,

f (1012) = f (5) = 5= 1012,

f (1102) = f (6) = 3= 0112,

f (1112) = f (7) = 7= 1112,

f (10002) = f (8) = 1= 00012,

f (10012) = f (9) = 9= 10012.

Помiчаємо наступну закономiрнiсть. Якщо число n подати у двiйковiй системi
числення, то f (n) буде мати таке саме подання, але у зворотному напрямку.
Iншими словами, якщо n = α0 . . .αk2, то f (n) = αk . . .α02, де α j ∈ {0;1} для
0¶ j ¶ k. Доведемо це методом математичної iндукцiї.
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База iндукцiї. Для чисел 1 = 12, 2 = 102 i 3 = 112, то справедливiсть
нашого твердження випливає з попереднiх обчислень, тобто з умов а), б), в).

Крок iндукцiї. Припустимо, що твердження доведено для усiх чисел, у
двiйковому записi яких менше k+1 цифри. Доведемо, використовуючи припу-
щення, що твердження буде справедливим i для чисел, двiйковий запис яких
має рiвно k+ 1 цифру. Нехай n= α0 . . .αk2, тобто

n= α02k +α12k−1 + . . .+αk, α0 = 1.

Потрiбно розглянути три випадки: 1) αk = 0; 2) αk = 1,αk−1 = 0 i 3) αk =
= αk−1 = 1.

1) Нехай αk = 0, тодi n = α0 . . .αk−102 i n = 2 ·α0 . . .αk−12. Отже, викори-
стовуючи умову в), матимемо:

f (n) = f
�

2 ·α0 . . .αk−12

�

= f
�

α0 . . .αk−12

�

= αk−1 . . .α02 = 0αk−1 . . .α02,

тобто у цьому випадку f
�

α0 . . .αk2

�

= αk . . .α02, що i треба було довести.
2) Нехай αk = 1,αk−1 = 0, тодi n = α0 . . .αk−2012 i n = 4 · α0 . . .αk−22 + 1.

Отже, використовуючи умову г), матимемо:

f (n) = f
�

4 ·α0 . . .αk−22 + 1
�

= 2 f
�

2 ·α0 . . .αk−22 + 1
�

− f (α0 . . .αk−2) =

= 2 f
�

α0 . . .αk−212

�

− f
�

α0 . . .αk−22

�

= 2 · 1αk−2 . . .α02 −αk−2 . . .α0 =

= 1αk−2 . . .α02 + 1αk−2 . . .α02 −αk−2 . . .α02 = 1αk−2 . . .α02 + 1 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k−1

2 =

= 10αk−2 . . .α02,

тобто f
�

α0 . . .αk2

�

= αk . . .α02, що i треба було довести.
3) Нехай αk = 1, αk−1 = 1, тодi n = α0 . . .αk−2112 i n = 4 ·α0 . . .αk−22 + 3.

Отже, використовуючи умову д), матимемо:

f (n) = f
�

4 ·α0 . . .αk−22 + 3
�

= 3 f
�

2 ·α0 . . .αk−22 + 1
�

− 2 f (α0 . . .αk−2) =

= 3 f
�

α0 . . .αk−212

�

− 2 f
�

α0 . . .αk−22

�

= 3 · 1αk−2 . . .α02 − 2 ·αk−2 . . .α0 =

= 1αk−2 . . .α02 + 2 · 1αk−2 . . .α02 − 2 ·αk−2 . . .α02 =

= 1αk−2 . . .α02 + 102 · 10 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k−1

2 = 1αk−2 . . .α02 + 10 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

k

2 =

= 11αk−2 . . .α02,

тобто f
�

α0 . . .αk2

�

= αk . . .α02, що i треба було довести.
Задача звелася до знаходження кiлькостi натуральних чисел, що не пере-

вищують 1988, двiйковий запис яких симетричний. Зрозумiло, що у двiйковiй
системi числення кiлькiсть симетричних n-цифрових чисел, за правилом до-
бутку, дорiвнює 2[

n−1
2 ]. Оскiльки лише два 11-цифрових симетричних числа
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111111111112 i 111110111112 бiльшi за 1988, то шукана кiлькiсть дорiвнює
�

1+ 1+ 2+ 2+ 22 + 22 + 23 + 23 + 24 + 24 + 25
�

− 2= 92.

Вiдповiдь. 92. �

5.3. Функцiональнi рiвняння з дiйсними змiнними

Ми бачили в попередньому роздiлi, як властивостi множини всiх нату-
ральних чисел, були успiшно використанi для знаходження розв’язкiв функ-
цiональних рiвнянь на N. Зокрема, ми використовували двi популярнi iдеї:
а) принцип математичної iндукцiї, i б) вiдсутнiсть натурального числа мiж
натуральними числами n i n+ 1. Таким чином, у нас з’являлося безпосереднє
наступне значення f (n) для будь-якого натурального числа n. Ми також бачи-
ли, як iнший варiант iндукцiї, а саме принцип зворотної iндукцiї, може бути
використаний в деяких завданнях. У випадку множиниZми використовували
властивiсть порядку її елементiв, а саме кожне цiле число має безпосереднього
попередника i безпосереднього наступника. Саме ця властивiсть формувала
основу розв’язання для багатьох функцiональних рiвнянь на Z.

Однак цi властивостi зникають, коли ми розглядатимемо множину R. По-
дивiться будь-ласка коментар перед задачею 5.5 на сторiнцi 170. Це загальнi
труднощi при роботi з функцiональними рiвняннями на R. Ми ще раз хочемо
пiдкреслити, що не iснує загального методу, який забезпечує «рiвномiрне»
розв’язання функцiонального рiвняння на R. Кожне таке рiвняння має розв’я-
зуватися виключно по сутi.

Умови обмеженостi функцiї на вiдрiзку вiдiграють надзвичайно важливу
роль в одержанi окремих значень шуканої функцiї на множинi. Крiм того,
ми будемо використовувати додавання, множення та наявнiсть обернених
значень будь-яких дiйсних ненульових чисел, для встановлення властивостей
шуканої функцiї: монотонностi, симетричностi, перiодичностi тощо. Зокре-
ма, будемо використовувати важливу властивiсть дiйсного числа: квадрат
дiйсного числа невiд’ємне дiйсне число.

Також до описаних на початку цього роздiлу методiв розв’язування функ-
цiональних рiвнянь ми долучимо ще й певнi iдеї й поради, якi можуть допо-
могти при розв’язуваннi задач.

1. Варто спробувати пiдiбрати можливий розв’язок заданого рiвняння
(наприклад, перевiривши, чи є розв’язки рiвняння серед лiнiйних функцiй,
многочленiв тощо). Пiдiбравши можливий розв’язок f0(x), можна спробувати
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виконати таку замiну f (x) = f0(x) + g(x), f (x) = f0(x) · g(x) тощо з новою
невiдомою функцiєю g(x). Це часто приводить до нового функцiонального
рiвняння з невiдомою функцiєю g(x), яке є бiльш простим, нiж вихiдне рiвня-
ння.

2. Шляхом пiдстановок конкретних числових значень незалежної змiнної
слiд спробувати вiдшукати значення функцiї в певних точках (наприклад, в
точках 0, 1, −1 та iн.). Це може наштовхнути на гiпотезу про те, якi функцiї є
розв’язками рiвняння, та якими властивостями володiє шукана функцiя.

3. Якщо рiвняння включає двi змiннi, скажiмо x i y , слiд спробувати здiй-
снити такi пiдстановки x = x(t), y = y(t), якi приводять до рiвняння з однiєю
змiнною t, яке є бiльш простим. Також це можна досягнути, скажiмо, викону-
ючи пiдстановки для y в термiнах x (або навпаки), наприклад, y = x , y = −x ,
y = 0, y = f (x) тощо.

4. Якщо у функцiональному рiвняннi в однiй частинi записано вираз, який
є симетричним вiдносно змiнних x та y , а в iншiй нi, то провiвши замiну x
на y , а y на x можна отримати нове функцiональне рiвняння, яке, можливо,
легше розв’язати.

5. Слiд спробувати визначити якомога бiльше властивостей шуканої фун-
кцiї. Наприклад, чи є вона монотонною, скiльки вона може мати коренiв,
яких значень вона може набувати, як вона себе поводить при прямуваннi
аргумента до нескiнченностi тощо.

6. При розв’язуваннi функцiональних рiвнянь зазвичай одержують певнi
наслiдки, iз яких роблять висновок про деяку «вузьку» множину функцiй,
в якiй мiстяться розв’язки заданого рiвняння (зазвичай ця множина це
або скiнченна множина функцiй, або клас функцiй певного вигляду). Тому
фактично завжди останнiм кроком розв’язання є безпосередня перевiрка усiх
функцiй з цiєї множини на предмет того, чи є вони розв’язками рiвняння.

А тепер перейдемо до розгляду рiзних функцiональних рiвнянь та аналiзу
їхнiх розв’язань.

Задача 5.11. Знайти усi функцiї f : R\{0, 1} → R, якi задовольняють
рiвнiсть

f (x) + f
�

1
1− x

�

=
2 (1− 2x)
x (1− x)

,

для будь-яких дiйсних x 6= 0 i x 6= 1.
Розв’язання. Застосуємо метод пiдстановок. Припустимо, що така функ-

цiя iснує. Покладемо в умову x = t, де t 6= 0 i t 6= 1, тодi

f (t) + f
�

1
1− t

�

=
2 (1− 2t)
t (1− t)

. (5.5)
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Як бачимо, одержали два невiдомих f (t) i f
�

1
1−t

�

. Тому далi покладемо в
умову x = 1

1−t , де t 6= 0 i t 6= 1. Одержимо

f
�

1
1− t

�

+ f
�

t − 1
t

�

=
2
�

1− t2
�

t
. (5.6)

Знову, одержали нове невiдоме f
�

t−1
t

�

. Тому, далi покладемо в умову x = t−1
t ,

де t 6= 0 i t 6= 1. Одержимо

f
�

t − 1
t

�

+ f (t) =
4t − 2t2

t − 1
. (5.7)

Як бачимо, нових невiдомих не з’явилося. Тому, щоб знайти f (t), додамо
рiвностi (5.5) i (5.7), i вiд одержаного результату вiднiмемо (5.6):

2 f (t) =
2 (1− 2t)
t (1− t)

+
4t − 2t2

t − 1
−

2
�

1− t2
�

t
,

2 f (t) =
2− 4t − 4t2 + 2t3 − 2+ 2t + 2t2 − 2t3

t (1− t)
,

2 f (t) =
−2t2 − 2t
t (1− t)

,

f (t) =
t + 1
t − 1

.

Таким чином, шукана функцiя може мати вигляд f (x) = x+1
x−1 , де x 6= 0 i x 6= 1.

Безпосередня перевiрка показує, що знайдена функцiя дiйсно задовольняє
умову:

f (x) + f
�

1
1− x

�

=
x + 1
x − 1

+
1

1−x + 1
1

1−x − 1
=

x + 1
x − 1

+
2− x

x
=

2 (1− 2x)
x (1− x)

.

Вiдповiдь. f (x) = x+1
x−1 , де x ∈ R\{0, 1}. �

Задача 5.12. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють рiвнiсть

f
�

x2 − 2x y + y2
�

= ( f (x))2 − 2x f (y) + y2,

для будь-яких дiйсних x та y .
Розв’язання. Можна легко здогадатися i перевiрити, що f (x) = x є

розв’язком цього функцiонального рiвняння. Постає запитання: а чи є якiсь
iншi розв’язки, що прихованi у цiй рiвностi? Адже є ще один розв’язок f (x) =
x + 1 цього рiвняння. I дiйсно, ми можемо легко переконатися, що функцiя
f (x) = x + 1 є розв’язком:

f
�

x2 − 2x y + y2
�

= x2 − 2x y + y2 + 1
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i

( f (x))2 − 2x f (y) + y2 = (x + 1)2 − 2x (y + 1) + y2 = x2 − 2x y + y2 + 1.

Яким же чином можна знайти цi та iншi функцiї, що є розв’язками цього фун-
кцiонального рiвняння? Це допомагають зробити вдало пiдiбранi пiдстановки
замiсть змiнних x та y .

Перепишемо наше функцiональне рiвняння у такому виглядi:

f
�

(x − y)2
�

= ( f (x))2 − 2x f (y) + y2. (5.8)

Це функцiональне рiвняння, яке мiстить двi змiннi. Розв’язком цього рiвняння
повинна бути функцiя вiд однiєї змiнної. Тому, природньою є iдея перейти до
функцiонального рiвняння з однiєю змiнною.

Нехай f (x) шукана функцiя. Для цього в (5.8) покладемо x = t i y = 0,
де t довiльне дiйсне число. Одержимо функцiональне рiвняння

f
�

t2
�

= ( f (t))2 − 2t · f (0) . (5.9)

Далi, в (5.8) покладемо x = 0 i y = t, де t довiльне дiйсне число. Одержимо
ще одне функцiональне рiвняння

f
�

t2
�

= ( f (0))2 + t2. (5.10)

Далi, в (5.8) покладемо x = t i y = t, де t довiльне дiйсне число. Одержимо
ще одне функцiональне рiвняння

f (0) = ( f (t)− t)2. (5.11)

Зрозумiло, що шукана функцiя буде розв’язком рiвнянь (5.9), (5.10) i (5.11).
Якщо в (5.10) покласти t = 0, то одержимо правильну числову рiвнiсть

f (0) = ( f (0))2.

Звiдки знаходимо, що f (0) = 0 або f (0) = 1. А тому, потрiбно розглянути два
випадки.

Нехай f (0) = 0, тодi з (5.11) одержуємо, що f (t) = t для всiх дiйсних t.
Безпосередня перевiрка показує, що функцiя f (x) = x є розв’язком заданого
функцiонального рiвняння.

Нехай f (0) = 1, тодi з (5.11) одержуємо, що ( f (t)− t)2 = 1, а iз (5.9) i
(5.10) одержуємо, що ( f (t))2 = (t + 1)2. Це означає, що

¨

( f (t))2 − 2t · f (t) + t2 = 1,

( f (t))2 = (t + 1)2.

Виключаючи iз цiєї системи рiвностей ( f (t))2, одержимо, що

(t + 1)2 − 2t · f (t) + t2 = 1,
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тобто 2t ( f (t)− t − 1) = 0. Звiдси, коли t 6= 0, знаходимо, що f (t) = t +
1. Але остання рiвнiсть також має мiсце i при t = 0. Тому, f (x) = x + 1
також може бути шуканою функцiєю. Перевiрка, яку ми здiйснили на початку
розв’язування задачi, показує, що функцiя f (x) = x + 1 є розв’язком заданого
функцiонального рiвняння.

Вiдповiдь. f (x) = x , де x ∈ R; f (x) = x + 1, де x ∈ R. �

Задача 5.13. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких справджуються такi
три умови:

а) f (−x) = − f (x) для всiх x ∈ R;
б) f (x + 1) = f (x) + 1, для всiх x ∈ R;
в) f

�

1
x

�

= f (x)
x2 , для всiх дiйсних x 6= 0.

Розв’язання. У цiй задачi усi значення шуканої функцiї будемо знаходити
поступово, використовуючи заданi вимоги до неї.

Припустимо, що така функцiя iснує. Покладемо x = 0 в умову а), одержи-
мо, f (0) = 0. Далi, покладемо x = 0 в умову б), одержимо, що f (1) = f (0)+1.
Враховуючи знайдене попереднє значення, одержуємо, що f (1) = 1. Да-
лi, використовуючи умову б) i метод математичної iндукцiї, знаходимо, що
f (n) = n для усiх натуральних n. Далi, умова а) забезпечує виконання рiвно-
стi f (k) = k для усiх цiлих чисел k. Дiйсно, якщо k цiле вiд’ємне число, то
f (k) = − f (−k) = − (−k) = k. Отже, f (x) = x для будь-якого x ∈ Z.

Нехай x 6= 0 i x 6= −1. Тодi вирази 1
x i 1+ 1

x мають ненульовi значення i за
умовами б) i в) одержуємо:

f
�

1+
1
x

�

= 1+ f
�

1
x

�

= 1+
f (x)
x2

,

тобто

f
�

1+
1
x

�

= 1+
f (x)
x2

, де x 6= 0 i x 6= −1. (5.12)

Оскiльки 1 + 1
x =

1
x/(x+1) i вираз x/(x + 1) має ненульовi значення, то за

умовою (в) одержуємо:

f
�

1+
1
x

�

= f
�

1
x/(x + 1)

�

=
f (x/(x + 1) )

(x/(x + 1) )2
,

тобто

f
�

1+
1
x

�

=
f (x/(x + 1) )

(x/(x + 1) )2
, де x 6= 0 i x 6= −1. (5.13)
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Далi, враховуючи що x/(x + 1) = 1 +
�

− 1
x+1

�

i вираз x + 1 має ненульовi
значення, то за умовами а), б) i в) одержуємо:

f (x/(x + 1) ) = f
�

1+
�

−
1

x + 1

��

= 1+ f
�

−
1

x + 1

�

=

= 1− f
�

1
x + 1

�

= 1−
f (x + 1)

(x + 1)2
= 1−

f (x) + 1

(x + 1)2
,

тобто

f (x/x + 1 ) =
(x + 1)2 − f (x)− 1

(x + 1)2
, де x 6= 0 i x 6= −1. (5.14)

Пiдставивши (5.12) i (5.14) в (5.13), одержуємо:

1+
f (x)
x2

=

(x+1)2− f (x)−1
(x+1)2

(x/(x + 1) )2
,

тобто

x2 + f (x) = x2 + 2x − f (x) , де x 6= 0 i x 6= −1.

Розв’язавши останню рiвнiсть вiдносно f (x), знаходимо, що f (x) = x для
усiх x ∈ R\Z. Враховуючи, що f (x) = x для усiх x ∈ Z, робимо висновок,
що f (x) = x для усiх x ∈ R. Безпосередня перевiрка показує, що знайдена
функцiя задовольняє усi умови задачi.

Вiдповiдь. f (x) = x для усiх x ∈ R. �

Задача 5.14. Нехай f : R→ R така функцiя, що задовольняє наступнi
двi умови:

а) f (x + y) = f (x) + f (y), для будь-яких дiйсних x та y;

б) f
�

1
x

�

=
f (x)
x2

, для будь-якого дiйсного x 6= 0.

Доведiть, що f (x) = λx для будь-якого дiйсного x , i для деякої дiйсної констан-
ти λ.

Розв’язання. Покладемо x = 0 i y = 0 в умову а), одержимо: f (0) = 0.
Далi, покладемо x = t i y = −t, де t довiльне дiйсне число, в умову а),
одержимо: f (0) = f (t) + f (−t). Враховуючи, що f (0) = 0, одержуємо, що
f (−t) = − f (t). Таким чином, f (−x) = − f (x) для будь-якого дiйсного x .

Далi, оскiльки для x 6= 0 i x 6= 1 виконується рiвнiсть
1

x − 1
−

1
x
=

1
x (x − 1)

,

то, за умовою а) одержуємо:

f
�

1
x − 1

�

− f
�

1
x

�

= f
�

1
x (x − 1)

�

.
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Далi, використовуючи умову б), матимемо:

f (x − 1)

(x − 1)2
−

f (x)
x2

=
f (x (x − 1))

x2(x − 1)2
,

звiдки

x2 f (x − 1)− (x − 1)2 f (x) = f
�

x2 − x
�

.

Далi, використовуючи а) i те, що f (−x) = − f (x) для будь-якого дiйсного x ,
одержимо:

x2 f (x)− x2 f (1)− (x − 1)2 f (x) = f
�

x2
�

− f (x) ,

тобто

f
�

x2
�

+ x2 f (1) = 2x f (x) . (5.15)

Далi в (5.15) покладемо x = t i x = t + 1
t , де t 6= 0 i t 6= 1, одержимо:

f
�

t2
�

+ t2 f (1) = 2t f (t)

i

f
�

t2 + 2+
1
t2

�

+
�

t2 + 2+
1
t2

�

f (1) = 2
�

t +
1
t

�

f
�

t +
1
t

�

.

Iз цих двох останнiх рiвностей, за допомогою заданих i одержаних властиво-
стей шуканої функцiї, одержуємо:

f (t) =
�

f (2) + 2 f (1)
4

�

t,

для всiх дiйсних t 6= 0 i t 6= 1.
Таким чином, ми довели, що f (x) =

�

f (2)+2 f (1)
4

�

x , для будь-яких дiйсних
x 6= 0 i x 6= 1. Пiдставивши в останню рiвнiсть x = 2, знайдемо, що f (2) =
2 f (1). Враховуючи це, матимемо, що f (x) = f (1) x , для будь-яких дiйсних
x 6= 0 i x 6= 1. Ця одержана рiвнiсть буде виконуватися i для x = 0 i для x = 1,
бо f (0) = 0, що випливає з умови а) при x = y = 0, i f (1) = f (1) також
правильна рiвнiсть.

Таким чином, f (x) = λx , для всiх x ∈ R, а λ = f (1) = const. Безпосередня
перевiрка показує, що усi такi функцiї задовольняють усi умови задачi. �

Наведенi вище задачi показують, що за допомогою простих пiдстановок,
ми можемо розв’язати низку функцiональних рiвнянь на R. Ми, поки що,
фактично не використовували рiзноманiтнi властивостi множини R, щоб
застосувати їх до розв’язання функцiональних рiвнянь. Далi ми розглянемо де-
кiлька задач, якi iлюструють як використовувати структуру множини дiйсних
чисел для розв’язування функцiональних рiвнянь.
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Задача 5.15. Нехай f : R→ Rтака функцiя, що
а) f (x + y) = f (x) + f (y) для усiх дiйсних x та y;
б) f (x y) = f (x) f (y) для усiх дiйсних x та y .
Доведiть, що f (x) = 0 для усiх дiйсних x , або f (x) = x для усiх дiйсних x .
Розв’язання. Результат задачi означає, що будь-яка дiйсна функцiя, яка

визначена на R i є одночасно адитивною (умова а)) i мультиплiкативною
(умова б)), буде або тотожний нуль, або тотожне вiдображення. Доведемо це.

Нехай f така функцiя, для якої виконуються усi вимоги задачi. Споча-
тку покажемо, що f (r x) = r f (x) для кожного рацiонального r i будь-якого
дiйсного x .

Покладемо x = 0 i y = 0 в умову а), дiстанемо f (0) = f (0) + f (0). Звiдки
знаходимо, що f (0) = 0. Далi, покладемо x = t i y = −t, де t довiльне
дiйсне число, в умову а), дiстанемо: f (0) = f (t) + f (−t). Звiдси знаходимо,
що f (−x) = − f (x) для усiх дiйсних x . Далi покладемо x = t i y = t, де t
довiльне дiйсне число, в умову а), дiстанемо: f (t + t) = f (t) + f (t). Звiдки
знаходимо, що f (2x) = 2 f (x) для усiх дiйсних x . Далi, iндукцiєю по n, викори-
стовуючи умову а), доводимо, що f (nx) = nf (x) для кожного натурального n
i будь-якого дiйсного x . Дiйсно, якщо припустити, що f (kx) = k f (x), де k ∈ N
i x ∈ R, то, скориставшись умовою а), одержимо:

f ((k+ 1) x) = f (kx + x) = f (kx) + f (x) = k f (x) + f (x) = (k+ 1) f (x) ,

тобто f ((k+ 1) x) = (k+ 1) f (x). Тому, за основним принципом математи-
чної iндукцiї, робимо висновок, що f (nx) = nf (x) для кожного натурального
n i будь-якого дiйсного x . Оскiльки f (−x) = − f (x) для будь-якого дiйсного x ,
то f (−nx) = − f (nx) = −nf (x), де n ∈ N. Тому, f (mx) = mf (x) для кожного
цiлого m i будь-якого дiйсного x .

Далi, розглянемо довiльне рацiональне число r = p
q , де p цiле, а q

натуральне число. Використовуючи, одержанi вище, властивостi функцiї f ,
матимемо:

p f (x) = f (px) = f (qr x) = q f (r x) .

Звiдси знаходимо, що f (r x) = p
q f (x), тобто f (r x) = r f (x) для кожного

рацiонального r i будь-якого дiйсного x . Зокрема, одержуємо: f (r) = r f (1) =
cr для усiх рацiональних чисел r, де c = f (1) є сталим дiйсним числом.

Але ми ще не використовували умову б). Покладемо x = y = 1 в умову
б), одержимо: f (1) = ( f (1))2. Звiдки f (1) = 0 або f (1) = 1. Якщо f (1) = 0,
то поклавши y = 1 в умову а), ми отримаємо: f (x) = 0 при всiх дiйсних x .
Таким чином, ми можемо вважати, що f (1) = 1. Поклавши y = x в умову
б), одержимо: f

�

x2
�

= ( f (x))2 для будь-якого дiйсного x . Але ми знаємо, що
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z2 ¾ 0 для усiх дiйсних z. Тому, якщо z ¾ 0, то
p

z дiйсне невiд’ємне число
i f (z) = f

�

�p
z
�2�

=
�

f
�p

z
��2
¾ 0. Звiдси випливає, що функцiя f приймає

невiд’ємнi значення для невiд’ємних значень аргументiв.
Тому розглянемо два дiйсних числа a i b, для яких виконується умова

a < b, тодi b − a > 0 i тому f (b− a) ¾ 0. Далi, використовуючи умову а) i
одержанi попереднi властивостi шуканої функцiї, знаходимо, що

0¶ f (b− a) = f (b+ (−a)) = f (b) + f (−a) = f (b)− f (a) ,

тобто f (a) ¶ f (b). Таким чином, за допомогою умов а) i б) ми довели, що
шукана функцiя f неспадна на R. Крiм цього, ми довели, що f (r) = r f (1) = r
для усiх рацiональних чисел r. I це нам допоможе розв’язати задачу.

Ми стверджуємо, що f (x) = x для усiх дiйсних x . Припустимо, що f (x)<
< x для деякого дiйсного x . Виберемо таке рацiональне число r, що f (x) <
< r < x . Тут ми скористалися важливою властивiстю числової прямої: мiж
будь-якими двома рiзними дiйсними числами iснує рацiональне число. Оскiль-
ки f неспадна функцiя, то f (r) ¶ f (x), тобто r ¶ f (x), що суперечить
f (x) < r. Аналогiчно доводиться, що не iснує такого дiйсного x , для якого
x < f (x). Тому, f (x) = x для усiх дiйсних x . Перевiрка показує, що знайденi
обидвi функцiї задовольняють усi умови задачi. �

Ми бачимо, що властивостi структури числової прямої допомагають у
розв’язуваннi функцiональних рiвнянь. Ми використали мультиплiкатив-
ний характер шуканої функцiї до висновку, що шукана функцiя приймає не-
вiд’ємнi значення для невiд’ємних аргументiв. Основою для такого висновку
є той факт, що квадрат дiйсного числа є невiд’ємним. Адитивний характер
шуканої функцiї призводить до того, що шукана функцiя буде неспадною.
Оскiльки будь-яка адитивна функцiя на R однозначно визначається для усiх
рацiональних чисел, то ми навели мiркування, якi допомогли нам визначити
значення шуканої функцiї для кожного дiйсного значення аргументу. Для
одержання кiнцевого результату, ми скористалися ще однiєю властивiстю
структури числової прямої: мiж будь-якими двома рiзними дiйсними числа-
ми завжди iснує рацiональне число. Цей факт вiдомий пiд назвою «щiльнiсть
множини рацiональних чиселQ в множинiR». Ще одна важлива властивiсть
структури числової прямої: для будь-яких двох дiйсних чисел x та y виконує-
ться один i тiльки один зв’язок мiж ними, а саме: x < y , x = y або x > y , тобто
числова пряма впорядкована. Наступнi задачi показують, як цi iдеї можуть
бути ефективно використанi при розв’язуваннi функцiональних рiвнянь.
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Задача 5.16. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють рiвнiсть

f
�

x2 + f (y)
�

= ( f (x))2 + y,

для усiх x , y ∈ R.
Розв’язання. Нехай f така функцiя, для якої виконуються усi вимоги

задачi. Пiдставимо x = 0, y = t в умову i позначивши f (0) = s, одержимо:

f ( f (t)) = s2 + t, (5.16)

для будь-якого дiйсного t i деякого фiксованого дiйсного s.
Аналогiчно, пiдставимо x = t, y = 0 в умову, одержимо:

f
�

t2 + s
�

= ( f (t))2, (5.17)

для будь-якого дiйсного t i того самого фiксованого s.
Пiдставляючи t = 0 в (5.17), одержимо:

f (s) = s2. (5.18)

Додавши (5.17) i (5.18), одержимо:

s2 + f
�

t2 + s
�

= ( f (t))2 + f (s) ,

тобто

f
�

s2 + f
�

t2 + s
��

= f
�

( f (t))2 + f (s)
�

.

Використовуючи умову задачi, одержимо:

( f (s))2 + t2 + s = ( f ( f (t)))2 + s.

Використовуючи (5.16) i (5.18), одержимо:

s4 + t2 + s =
�

s2 + t
�2
+ s.

Звiдки слiдує, що 2s2 t = 0 при усiх дiйсних t. Це можливо лише тодi, коли
s = 0. Тому, шукана функцiя володiє такими властивостями:

f ( f (t)) = t, для усiх t ∈ R, (5.19)

i

f
�

t2
�

= ( f (t))2, для всiх t ∈ R. (5.20)

Помiчаємо, що iз (5.20) випливає, що шукана функцiя приймає невiд’ємнi
значення для невiд’ємних значень аргументу. Якщо f (x) = 0 для деякого x ,
то матимемо:

f
�

x2
�

= f
�

x2 + f (x)
�

= ( f (x))2 + x = x ,

тобто x = f
�

x2
�

= ( f (x))2 = 0. Тому f (x)> 0 при x > 0.
Далi, покладемо в умову x = f (t), тодi

f
�

( f (t))2 + f (y)
�

= ( f ( f (t)))2 + y,
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тобто, враховуючи (5.19) i (5.20), одержимо:

f
�

f
�

t2
�

+ f (y)
�

= t2 + y.

Подiємо на цю рiвнiсть функцiєю f , одержимо:

f
�

t2 + y
�

= f
�

f
�

f
�

t2
�

+ f (y)
��

,

а враховуючи (5.19), одержимо:

f
�

t2 + y
�

= f
�

t2
�

+ f (y) ,

тобто одержали потрiбну нам адитивнiсть:

f (z + y) = f (z) + f (y) ,

де y, z ∈ R i z ¾ 0. Тепер, за допомогою одержаної адитивностi, ми зможемо
довести монотоннiсть функцiї f . Розглянемо два рiзних дiйсних числа x та y ,
для яких x > y , тодi x − y > 0. Тодi, за допомогою адитивностi, одержуємо:

f (x) = f ((x − y) + y) = f (x − y) + f (y)> f (y) ,

бо при x − y > 0 маємо, що f (x − y)> 0. Таким чином, f (x)> f (y) при x >
y , тобто шукана функцiя f монотонно зростає наR. Отримавши монотоннiсть
функцiї f ми легко доведемо, що f (x) = x при будь-якому дiйсному x .

Справдi, нехай iснує таке дiйсне число x , що f (x) > x . Тодi, подiявши
на цю нерiвнiсть функцiєю f , враховуючи її монотоннiсть, одержимо, що
f ( f (x))> f (x), а скориставшись (5.19), одержимо, що x > f (x), що супере-
чить припущенню. Аналогiчно одержуємо протирiччя, якщо припустити, що
iснує таке x , для якого f (x)< x . Одержанi протирiччя i доводять, що f (x) = x
при будь-якому дiйсному x . Безпосередня перевiрка показує, що знайдена
функцiя задовольняє усi вимоги задачi.

Альтернативне розв’язання. З умови одержуємо, що f ( f (y)) = y +
( f (0))2 для будь-якого дiйсного y . Припустимо, що iснує таке дiйсне число y ,
для якого f (y)< y . Тодi iснує таке дiйсне число x , що y − f (y) = x2. Тодi

f (y) = f
�

x2 + f (y)
�

= ( f (x))2 + y.

Так як ( f (x))2 ¾ 0, то звiдси слiдує, що f (y)¾ y , що суперечить припущенню.
Отже,

f (x)¾ x , для усiх x ∈ R.

Тепер виберемо таке дiйсне число z, щоб z < −( f (0))2 i позначимо через
α= f (z), тодi

α¶ f (α) = f ( f (z)) = z + ( f (0))2 < 0.

Це означає, що α i f (α) обидва вiд’ємнi, причому α¶ f (α). Звiдси слiдує, що
( f (α))2 ¶ α2. Тодi, для будь-якого дiйсного x , матимемо:

α2 + x ¶ α2 + f (x)¶ f
�

α2 + f (x)
�

= ( f (α))2 + x ¶ α2 + x .
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Звiдси випливає, що у цьому ланцюжку нерiвностей повиннi скрiзь бути знаки
рiвностi, тобто f (x) = x для будь-якого дiйсного x . Залишилось виконати
перевiрку. �

Задача 5.17. Нехай f : R→ Rтака функцiя, що задовольняє рiвнiсть

f
�

x + y
x − y

�

=
f (x) + f (y)
f (x)− f (y)

для будь-яких дiйсних x 6= y . Доведiть, що f (x) = x для усiх x ∈ R.
Розв’язання. Для розв’язання цiєї задачi, ми застосуємо мiркування, що

допомогли нам розв’язати попереднi задачi, але у бiльш витонченому виглядi.
Розпочнемо з вивчення заданої рiвностi. Наша функцiя повинна бути

iн’єктивною i тому не може бути сталою на будь-якому числовому вiдрiзку, бо
iнакше права частина вказаної рiвностi не буде визначеною (знаменник буде
дорiвнювати нулю).

Покладемо в умову y = 0, тодi для усiх дiйсних x 6= 0 виконується рiвнiсть:

f (1) =
f (x) + f (0)
f (x)− f (0)

.

Розв’яжемо це рiвняння вiдносно невiдомого f (x):

( f (x)− f (0)) · f (1) = f (x) + f (0) ,

( f (1)− 1) f (x) = ( f (1) + 1) f (0) . (5.21)

Якщо f (1) 6= 1, то з (1) знаходимо:

f (x) =
( f (1) + 1) f (0)

f (1)− 1
,

що неможливо, бо у цьому випадку функцiя f є сталою. Тому, f (1) = 1. Тодi iз
(5.21) одержуємо, що ( f (1) + 1) f (0) = 0. Оскiльки f (1) 6= −1, то f (0) = 0.

Далi, замiсть y в умову покладемо x − 2, тодi одержимо:

f (x − 1) =
f (x) + f (x − 2)
f (x)− f (x − 2)

. (5.22)

Знову, замiсть x та y в умову покладемо x−1 та 1 вiдповiдно, тодi, враховуючи,
що f (1) = 1, одержимо:

f
� x

x − 2

�

=
f (x − 1) + 1
f (x − 1)− 1

. (5.23)

Iз рiвностей (5.22) i (5.23), одержуємо рiвнiсть:

f
� x

x − 2

�

=
f (x)

f (x − 2)
. (5.24)
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А з рiвностей (5.23) i (5.24), знаходимо:

f (x) =
f (x − 1) + 1
f (x − 1)− 1

f (x − 2) . (5.25)

Тепер, знаючи, що f (0) = 0 i f (1) = 1, за допомогою цих рiвностей спро-
буємо знайти значення шуканої функцiї у наступних натуральних точках.
Пiдставимо x = 3 в (5.23), одержимо:

f (3) =
f (2) + 1
f (2)− 1

.

Аналогiчно, пiдставимо x = 4 в (5.24), одержимо:

f (4) = ( f (2))2,

а також, x = 5 в (5.25), матимемо:

f (5) =
f (4) + 1
f (4)− 1

· f (3) =
( f (2))2 + 1

( f (2))2 − 1
·

f (2) + 1
f (2)− 1

=
( f (2))2 + 1

( f (2)− 1)2
.

Пiсля цього, спробуємо обчислити f (5) за допомогою умови, поклавши у неї
x = 3 i y = 2:

f (5) = f
�

3+ 2
3− 2

�

=
f (3) + f (2)
f (3)− f (2)

.

Пiдставивши значення f (3) у це спiввiдношення, одержимо:

f (5) =
( f (2))2 + 1

1+ 2 f (2)− ( f (2))2
.

Порiвнюючи це значення iз попереднiм значенням f (5), одержуємо, що:

( f (2)− 1)2 = 1+ 2 f (2)− ( f (2))2.

Звiдси знаходимо, що ( f (2))2 = 2 f (2), тобто f (2) = 0 або f (2) = 2. Але, так
як f (0) = 0 i шукана функцiя є iн’єктивною, то f (2) = 2. Тому, за допомогою
попереднiх обчислень, послiдовно знаходимо:

f (3) =
f (2) + 1
f (2)− 1

=
2+ 1
2− 1

= 3,

f (4) = ( f (2))2 = 22 = 4,

f (5) =
f (3) + f (2)
f (3)− f (2)

=
3+ 2
3− 2

= 5.

Далi мiркування здiйснюватимемо iндуктивно. Припустимо, що f (k) = k,
для усiх натуральних k ¶ n, де n натуральне число. Тодi, за допомогою
(5.25), одержуємо:

f (n+ 1) =
f (n) + 1
f (n)− 1

· f (n− 1) .
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Оскiльки за припущенням f (n) = n i f (n− 1) = n− 1, то це спiввiдношення
дає:

f (n+ 1) =
n+ 1
n− 1

· (n− 1) = n+ 1,

що i завершує iндукцiйний перехiд. Таким чином, за основним принципом ма-
тематичної iндукцiї, ми одержуємо, що f (n) = n, для довiльного натурального
n.

Далi, замiсть y покладемо в умову xz, одержимо:

f
� x + xz

x − xz

�

=
f (x) + f (xz)
f (x)− f (xz)

.

З iншого боку, f
�

x+xz
x−xz

�

= f
�

1+z
1−z

�

i за умовою задачi матимемо:

f
�

1+ z
1− z

�

=
1+ f (z)
1− f (z)

.

Iз цих трьох останнiх рiвностей, одержуємо:

f (x) + f (xz)
f (x)− f (xz)

=
1+ f (z)
1− f (z)

,

тобто

f (xz) = f (x) f (z) . (5.26)

Спiввiдношення (5.26) одержане за умови, що x 6= 0 i z 6= 1. Але так як f (0) =
0 i f (1) = 1, то спiввiдношення (5.26) виконується для будь-яких дiйсних x i z.
Це спiввiдношення означає, що шукана функцiя мультиплiкативна.

Далi, замiсть y покладемо в умову −x , тодi одержимо:

f (0) =
f (x) + f (−x)
f (x)− f (−x)

.

Так як f (0) = 0, то звiдси слiдує, що

f (−x) = − f (x) .

Ця рiвнiсть одержана за умови, що x 6= 0, але враховуючи, що f (0) = 0,
матимемо, що

f (−x) = − f (x) (5.27)

для будь-яких дiйсних x .
Ця рiвнiсть означає, що шукана функцiя непарна. Оскiльки f (n) = n для

усiх натуральних n, то використовуючи непарнiсть функцiї f , одержуємо, що
f (k) = k для усiх цiлих k. Далi, властивiсть мультиплiкативностi функцiї f дає
нам можливiсть довести, що f (r) = r для усiх рацiональних чисел r. Дiйсно,
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розглянемо довiльне рацiональне число r = p
q , де p цiле, а q натуральне

число. Використовуючи, одержанi вище, властивостi функцiї f , матимемо:

p f (x) = f (p) f (x) = f (px) = f (qr x) = f (q) f (r x) = q f (r x) .

Звiдси знаходимо, що f (r x) = p
q f (x), тобто f (r x) = r f (x) для кожного

рацiонального r i будь-якого дiйсного x . Зокрема, одержуємо: f (r) = r f (1) =
r для усiх рацiональних чисел r, бо f (1) = 1.

Далi, iз мультиплiкативностi функцiї f випливає, що f
�

x2
�

= ( f (x))2 для
усiх x ∈ R. Дiйсно,

f
�

x2
�

= f (x · x) = f (x) · f (x) = ( f (x))2,

тобто функцiя f приймає невiд’ємнi значення на промiжку [0;+∞). Оскiльки
функцiя f iн’єктивне вiдображення i f (0) = 0, то f (x) > 0 при x > 0.
Враховуючи, що має мiсце (5.27), одержуємо, що f (x)< 0 при x < 0. Дiйсно,
якщо x < 0, то −x > 0, а тодi f (−x)> 0, тобто − f (x)> 0⇔ f (x)< 0.

Далi доведемо монотоннiсть функцiї f на R. Нехай x > y. Розглянемо
наступнi випадки.

а) Нехай x > y ¾ 0, тодi

f (x) + f (y)
f (x)− f (y)

= f
�

x + y
x − y

�

> 0,

тобто f (x)− f (y)> 0⇔ f (x)> f (y).
б) Нехай y < 0< x , тодi f (y)< 0 i f (x)> 0, тобто f (x)> f (y).
в) Нехай y < x < 0, тодi 0< −x < −y i за результатом пункту а) одержу-

ємо, що f (−x) < f (−y). Враховуючи непарнiсть функцiї f , одержуємо, що
− f (x)< − f (y), тобто f (x)> f (y), що i завершує доведення монотонностi
функцiї f .

Далi, використовуючи монотоннiсть функцiї f та умову про те, що f (r) =
r при всiх r ∈ Q, доводимо, що f (x) = x при всiх x ∈ R. Дiйсно, нехай iснує
таке дiйсне x , що f (x) > x , тодi iз щiльностi числової прямої випливає, що
iснує таке рацiональне число r, для якого має мiсце нерiвнiсть f (x)> r > x ,
тодi f ( f (x))> f (r)> f (x), тобто r > f (x), що суперечить умовi f (x)> r >
x . Аналогiчно одержуємо протирiччя, якщо припустити про iснування такого
дiйсного числа x , для якого f (x)< x . Усi одержанi протирiччя i доводять, що
f (x) = x при всiх x ∈ R. �

Задача 5.18. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють рiвнiсть

f (x f (x) + f (y)) = ( f (x))2 + y

для усiх дiйсних x та y .
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Розв’язання. Нехай f (0) = s. Покладемо в умову x = 0, одержимо:

f ( f (y)) = s2 + y, (5.28)

для будь-якого дiйсного y i деякого дiйсного фiксованого s. Доведемо, вико-
ристовуючи (5.28), що шукана функцiя f iн’єктивне вiдображення. Справ-
дi, нехай iснують такi дiйснi числа x та y, що x 6= y i f (x) = f (y). Тодi
f ( f (x)) = f ( f (y)) i за умовою (5.28), одержуємо, що s2 + x = s2 + y, тобто
x = y , що суперечить припущенню.

Далi, замiсть y покладемо в (5.28) число −s2, одержимо: f
�

f
�

−s2
��

= 0,
тобто це означає, що iснує таке число a, що f (a) = 0. Тепер, покладемо в
умову x = a, тодi одержимо, що

f ( f (y)) = y, (5.29)

для будь-якого дiйсного y. Отже, iз (5.28) i (5.29) випливає, що s = 0, тобто
f (0) = 0.

Далi, покладемо y = 0 в умову, одержимо:

f (x f (x)) = ( f (x))2, для всiх x ∈ R. (5.30)

А тепер, замiсть x покладемо в (5.30) f (x) i враховуючи (5.29), одержимо:

f ( f (x) x) = x2, для всiх x ∈ R. (5.31)

Iз спiввiдношень (5.30) i (5.31) одержуємо:

( f (x))2 = x2, для всiх x ∈ R. (5.32)

Звiдси слiдує, що f (x) = ±x .
Припустимо, що iснують такi x 6= 0 i y 6= 0, для яких f (x) = x i f (y) = −y .

Тодi, iз умови для цих x i y слiдує, що

f
�

x2 − y
�

= x2 + y.

Але, використовуючи (5.32), одержуємо, що

±
�

x2 − y
�

= x2 + y.

Iз останньої рiвностi одержимо, що x = 0 або y = 0, що суперечить припу-
щенню. Таким чином, f (x) = x , для всiх x ∈ R, або f (x) = −x , для всiх x ∈ R.
Безпосередня перевiрка показує, що знайденi обидвi функцiї є розв’язками
заданого функцiонального рiвняння. �

Задача 5.19. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють рiвнiсть

f ( f (x) + y) = f
�

x2 − y
�

+ 4 f (x) y

для будь-яких дiйсних x та y .
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Розв’язання. Легко перевiрити, що f (x) = 0, для всiх x ∈ R, i f (x) = x2,
для всiх x ∈ R, задовольняють усi вимоги задачi. Далi ми доведемо, що це усi
шуканi функцiї. Припустимо, що f (a) 6= a2 для деякого дiйсного a. Покладемо
замiсть y в умову число x2− f (x)

2 , одержимо:

f (x)
�

x2 − f (x)
�

= 0 (5.33)

для всiх x ∈ R. Оскiльки f (a) 6= a2, то iз (5.33) слiдує, що f (a) = 0. Звiдси
також слiдує, що a 6= 0, бо коли це не так, то a2 = 0 = f (a), що суперечить
припущенню. Крiм того, з (5.33) слiдує, що для кожного дiйсного x маємо, що
або f (x) = 0, або f (x) = x2. В обох випадках одержуємо, що f (0) = 0. Далi,
покладемо в умову x = 0, одержимо:

f (y) = f (−y) (5.34)

для будь-якого y ∈ R. Далi, покладемо в умову x = a, а замiсть y покладемо
−y , одержимо:

f ( f (a)− y) = f
�

a2 + y
�

− f (a) y.

Оскiльки f (a) = 0, то звiдси слiдує, що

f
�

a2 + y
�

= f (−y) .

Враховуючи парнiсть функцiї f , тобто (5.34), одержуємо, що

f
�

y + a2
�

= f (y) (5.35)

для всiх y ∈ R i деякого дiйсного a 6= 0. Умова (5.35) означає, що функцiя f
перiодична, з перiодом T = a2. Тому, використовуючи перiодичнiсть функцiї
f i умову задачi, знаходимо, що

f ( f (x)) = f
�

f (x) + a2
�

= f
�

x2 − a2
�

+ 4 f (x) a2,

тобто

f ( f (x)) = f
�

x2
�

+ 4 f (x) a2 (5.36)

для всiх x ∈ R i деякого дiйсного a 6= 0, що задовольняє умову: f (a) = 0. Далi,
покладемо в умову задачi y = 0, дiстанемо:

f ( f (x)) = f
�

x2
�

, (5.37)

для всiх x ∈ R. З (5.36) i (5.37) матимемо, що

4 f (x) a2 = 0,

для всiх x ∈ R i деякого дiйсного a 6= 0. Звiдки f (x) = 0, для всiх x ∈ R. Це
означає, що коли iснує хоча б одне дiйсне x 6= 0, для якого f (x) 6= x2, то f (x)≡
0. На цьому i завершується наше доведення про усi розв’язки запропонованого
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рiвняння. �

Задача 5.20. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють рiвнiсть

f ( f (x − y)) = f (x)− f (y) + f (x) f (y)− x y

для будь-яких дiйсних x та y .
Розв’язання. Нехай f шукана функцiя. Позначимо f (0) = c. Покладе-

мо в умову x = t, y = 0, одержимо:

f ( f (t)) = f (t)− c + c f (t) , (5.38)

для всiх t ∈ R. Далi, покладемо в умову x = t, y = t, одержимо:

f (c) = ( f (t))2 − t2, (5.39)

для всiх t ∈ R. Далi, покладемо в умову x = 0, y = −t, одержимо:

f ( f (t)) = c − f (−t) + c f (−t) , (5.40)

для всiх t ∈ R. Тому, iз (5.38) i (5.40), одержуємо:

f (t)− c + c f (t) = c − f (−t) + c f (−t) ,

звiдки

f (t) + f (−t) + c ( f (t)− f (−t)) = 2c, (5.41)

для всiх t ∈ R.
Замiнивши в (5.39) t на −t, одержимо:

f (c) = ( f (−t))2 − t2, (5.42)

для всiх t ∈ R. З рiвностей (5.40) i (5.42) одержуємо, що ( f (t))2 = ( f (−t))2,
тобто для кожного дiйсного t маємо: або f (−t) = f (t), або f (−t) = − f (t).
Якщо f (−x0) = f (x0) для деякого дiйсного x0, то iз (5.41) слiдує, що f (x0) = c,
а iз (5.38) слiдує, що f (c) = c2. Таким чином,

c2 = f (c) = ( f (x0))
2 − x2

0 = c2 − x2
0 ,

тобто x0 = 0. Це означає, що f (−x) 6= f (x), для всiх дiйсних x 6= 0. А тому,
f (−x) = − f (x), для всiх дiйсних x 6= 0. Враховуючи цю властивiсть шуканої
функцiї f , з умови (5.41) одержуємо, що c f (x) = c, для всiх дiйсних x 6= 0.
Якщо c 6= 0, то f (x) = 1, для всiх дiйсних x 6= 1, що не задовольняє умову.
Тому, c = 0, тобто f (0) = 0.

Далi, умова (5.39) дає, що ( f (x))2 = x2, для всiх x ∈ R. Звiдси для кожно-
го дiйсного x маємо: або f (x) = x , або f (x) = −x . Але умова (5.38) дає, що
f ( f (x)) = f (x), для всiх x ∈ R, що заперечує рiвнiсть f (x) = −x хоча б для
одного дiйсного x 6= 0. Дiйсно, нехай для деякого дiйсного x 6= 0 виконує-
ться рiвнiсть: f (x) = −x . Тодi, f ( f (x)) = f (−x), тобто f (x) = f (−x), що
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суперечить умовi: f (−x) 6= f (x), для всiх дiйсних x 6= 0, яку ми довели вище.
Одержане протирiччя i доводить, що f (x) = x , для всiх дiйсних x . Безпосере-
дня перевiрка показує, що ця функцiя є розв’язком задачi. �

5.4. Функцiональнi рiвняння для многочленiв

В цьому роздiлi ми розглянемо функцiональнi рiвняння, розв’язки яких
слiд шукати в класi многочленiв.

В цiлому усi методи, якi використовують при розв’язуваннi функцiональ-
них рiвнянь дiйсного аргументу, абсолютно дiєвi i для розв’язування функцiо-
нальних рiвнянь для многочленiв. Проте часто слiд використовувати власти-
востi многочленiв, про якi йшла мова в роздiлi 3.

Зокрема, в таких рiвняннях часто допомагають вiдомостi про те, яким
може бути степiнь шуканого многочлена. Нехай deg(P(x)) степiнь много-
члена P(x). Тодi (див. також теорему 3.2):

deg(P(x) +Q(x))¶max{deg(P(x)), deg(Q(x))};

deg(P(x) ·Q(x)) = deg(P(x)) + deg(Q(x));

deg(P(Q(x))) = deg(P(x)) · deg(Q(x)).

Розглянемо застосування цього на прикладi.
Задача 5.21. Знайдiть усi многочлени P (x), якi задовольняють функцiо-

нальне рiвняння

P (x − 1) P (x + 1) = P(P(x)).

Розв’язання. Позначимо через d степiнь многочлена P(x). Тодi в лiвiй
частинi заданої рiвностi записано многочлен степеня 2d, а в правiй степеня
d2. Тодi 2d = d2, звiдки d = 0 або d = 2.

Якщо d = 0, то P(x) = c i ми приходимо до рiвностi c2 = c, звiдки c = 1
або c = 0.

Нехай d = 2, тодi P(x) = ax2 + bx + c, a 6= 0. Маємо:

(a(x − 1)2 + b(x − 1) + c)(a(x + 1)2 + b(x + 1) + c) =

= a(ax2 + bx + c)2 + b(ax2 + bx + c) + c.

Старший коефiцiєнт многочлена злiва дорiвнює a2, а многочлена в правiй
частинi a3. Отже, a2 = a3 i a = 1:

((x−1)2+b(x−1)+c)((x+1)2+b(x+1)+c) = (x2+bx+c)2+b(x2+bx+c)+c.
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Вiльний член многочлена злiва дорiвнює (1− b+ c)(1+ b+ c), а многочлена
справа c2+bc+c. Прирiвнюючи одержанi вирази знаходимо, що b2+bc = 2c.
Якщо ж цю тотожнiсть пiдставити x = −1, то одержимо рiвнiсть c(4−2b+ c) =
= (1 − b + c)2 + b(1 − b + c) + c, яка спрощується до c = 1 − b + bc. Таким
чином,

¨

b2 + bc = 2c,

c = 1− b+ bc.

Виключаючи bc дiстаємо, що c = b2 + b− 1, тодi b3 − 3b+ 2= 0. Розв’язавши
рiвняння, дiстаємо два розв’язки системи: b = c = 1 i b = −2, c = 1. Отже,
розв’язками заданого рiвняння можуть бути два многочлени x2 + x + 1 та
x2−2x+1. Безпосередньою перевiркою пересвiдчуємось, що лише многочлен
P(x) = x2 − 2x + 1 задовольняє дане рiвняння.

Вiдповiдь. P1(x) = 0, P2(x) = 1, P3(x) = x2 − 2x + 1. �

Дуже дiєвий метод при розв’язуваннi функцiональних рiвнянь з многочле-
нами базується на такому твердженнi.

Теорема 5.1. Припустимо, що многочлен P(x) такий, що для всiх зна-
чень x виконується рiвнiсть P(x + a) = P(x) (де a 6= 0 деяка фiксована
константа). Тодi P(x) = c для всiх значень x .

Справдi, припустимо, що P(x) = an xn+ . . .+ a0 многочлен ненульового
степеня, який задовольняє рiвняння P(x + a) = P(x). Тодi рiвняння n-го сте-
пеня P(x) = P(0) має безлiч розв’язкiв: a, 2a, 3a, . . . , що суперечить основнiй
теоремi алгебри многочленiв.

В наступних двох задачах розв’язання зводиться до застосування цього
твердження.

Задача 5.22. Знайдiть усi многочлени P (x), якi задовольняють функцiо-
нальне рiвняння

(x + 1) P (x) = (x − 10) P (x + 1) .

(Математична олiмпiада Нiмеччини, 1977 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо, що P (x) дiлиться на x −10. Дiйсно, при
x = 10 iз умови знаходимо, що P (10) = 0. Це i означає, що P (x) дiлиться на
x − 10. Тепер доведемо, що P (x) дiлиться на x . Дiйсно, при x = −1 iз умови
знаходимо, що P (0) = 0. Це i означає, що P (x) дiлиться на x . Оскiльки P (x)
дiлиться на x i на x − 10, то P (x) = x (x − 10) P1 (x), де P1 (x) деякий много-
член. Оскiльки P (x) = x (x − 10) P1 (x), то умову задачi можна переписати у
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виглядi:

x P1 (x) = (x − 9) P1 (x + 1) .

Мiркуючи аналогiчно ми одержуємо, що P1 (x) = (x − 1) (x − 9) P2 (x), де
P2 (x) деякий многочлен. Отже,

P (x) = x (x − 1) (x − 9) (x − 10) P2 (x) .

Продовжуючи дiяти аналогiчно, ми знайдемо, що

P (x) = x (x − 1) (x − 2) (x − 3) . . . (x − 10)Q (x) ,

де Q (x) деякий многочлен, який задовольняє умову Q (x) = Q (x + 1).
Оскiльки ця умова говорить проте, що многочлен Q (x) приймає безлiч одна-
кових значень, то многочлен Q (x) є константою.

Таким чином,

P (x) = ax (x − 1) (x − 2) (x − 3) . . . (x − 10) ,

де a задане число. Безпосередня перевiрка показує, що знайдений много-
член задовольняє усiм вимогам задачi. �

Задача 5.23. Знайти усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, для
яких

(x + 1) P (x − 1)− (x − 1) P (x)

є сталою величиною для усiх дiйсних x .
(Математична олiмпiада Канади, 2013 р.)

Розв’язання. Нехай P (x) многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, для
якого при будь-якому дiйсному x

(x + 1) P (x − 1)− (x − 1) P (x) = λ, (5.43)

де λ= const, λ ∈ R. Тодi, при x = 0 iз (5.43) одержуємо, що P (−1) + P (0) = λ,
а при x = 1 iз (5.43) одержуємо, що 2 · P (0) = λ. Iз одержаних двох рiвностей
знаходимо, що P (−1) = P (0) = k, де k = const, k ∈ R. Звiдси одержуємо, що

P (x) = x (x + 1) ·Q (x) + k, (5.44)

де Q (x) деякий многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Використовуючи (5.44)
знаходимо, що

P (x − 1) = (x − 1) x ·Q (x − 1) + k. (5.45)

Таким чином,

(x + 1) P (x − 1)− (x − 1) P (x) =

= (x + 1) · (x − 1) x ·Q (x − 1)+k (x + 1)− (x − 1) · x (x + 1) ·Q (x)−k (x − 1) =
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= (x − 1) x (x + 1) (Q (x − 1)−Q (x)) + 2k.

Використовуючи (5.43), одержуємо, що

(x − 1) x (x + 1) (Q (x − 1)−Q (x)) = const .

А це означає, що для всiх дiйсних x виконується рiвнiсть:

Q (x − 1)−Q (x) = 0,

тобто Q (x − 1) = Q (x). Звiдки Q (x) = l, де l = const, l ∈ R. Таким чином,
використовуючи (5.44), знаходимо, що P (x) = l x2 + l x + k. Безпосередня
перевiрка показує, що знайдений квадратний тричлен задовольняє умовi
задачi.

Вiдповiдь. P (x) = l x2 + l x + k, де k i l заданi дiйснi числа. �

Задача 5.24. Знайдiть усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами
для яких iснує натуральне число n таке, що при всiх дiйсних x виконується
рiвнiсть

P
�

x +
1
n

�

+ P
�

x −
1
n

�

= 2P (x) .

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Румунiя, 1979 р.)

Розв’язання. Нехай m степiнь шуканого многочлена

P (x) = am xm + am−1 xm−1 + . . .+ a1 x + a0.

Використовуючи розклад бiнома Ньютона для виразiв
�

x ± 1
n

�m
i
�

x ± 1
n

�m−1
,

задана в умовi задачi рiвнiсть перепишеться так:

2am xm + 2am−1 xm−1 + 2am−2 xm−2 + am
m (m− 1)

n2
xm−2 +Q (x) =

= 2am xm + 2am−1 xm−1 + 2am−2 xm−2 + R (x) ,

де Q (x) i R (x) многочлени, степiнь яких не бiльший за m − 3. Оскiльки
остання рiвнiсть, це рiвнiсть двох многочленiв, то необхiдно, щоб коефiцiєнт
am

m(m−1)
n2 був рiвним нулевi. Оскiльки am 6= 0, то m (m− 1) = 0. Звiдки m = 0

або m = 1. Безпосередня перевiрка показує, що многочлени P (x) = ax + b, де
a i b будь-якi заданi дiйснi числа задовольняють усiм вимогам задачi. �

Вправи для самостiйного розв’язування

Вправа 1. Знайдiть усi такi функцiї f : N→ N, для яких рiвнiсть

3 f ( f ( f (n))) + 2 f ( f (n)) + f (n) = 6n

виконується для всiх натуральних n.
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Вправа 2. Знайти усi функцiї f : Z→ Z, якi задовольняють рiвнiсть

f (m+ n) + f (m) f (n) = f (mn+ 1)

для будь-яких цiлих m та n.
Вправа 3. Знайти усi функцiї f : Z→ Z, для яких f (1) = 1 i якi задовольняють рiвнiсть

f (m+ n)( f (m)− f (n)) = f (m− n)( f (m) + f (n))

для будь-яких цiлих m та n.
Вправа 4. Знайти усi функцiї f : Q+→ R+, якi задовольняють рiвнiсть

f (x y) = f (x + y)( f (x) + f (y))

для будь-яких додатних рацiональних x та y .
(Болгарiя, 2014 р.)

Вправа 5. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких f (0) ∈Q, i якi задовольняють рiвнiсть

f (x + ( f (y))2) = ( f (x + y))2

для будь-яких дiйсних x та y .
(Iран, 2013 р.)

Вправа 6. Знайти усi функцiї f : R→ R, якi задовольняють рiвнiсть

f (x + y f (x)) = f ( f (x)) + x f (y)

для будь-яких дiйсних x та y .
(Македонiя, 2011 р.)

Вправа 7. Знайдiть усi функцiї f : R→ R, якi задовольняє рiвнiсть

f ( f (x)) + x f (x) = 1

для всiх дiйсних x .
(Фiлiппiни, 2011 р.)

Вправа 8. Доведiть, що не iснує функцiї f : R+→ R+, яка задовольняє рiвнiсть

f (x + y) = f (x) + f (y) +
1

2012
для всiх додатних дiйсних x , y .

(Iндонезiя, 2012 р.)

Вправа 9. Знайдiть усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, якi задовольняють
рiвнiсть

P(x + 1)− P(x − 1) = 6x2 + 2

для всiх дiйсних x .
Вправа 10. Знайдiть усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, для яких P (0) = 0 i

правильною буде рiвнiсть

P (x) =
1
2
(P (x + 1) + P (x − 1))

для всiх дiйсних x .



Роздiл 6

Практикум iз розв’язування задач з алгебри, що
пропонувалися на нацiональних олiмпiадах

зарубiжних країн

Задача 6.1. Три додатних дiйсних числа a, b, c такi, що

a2 + 5b2 + 4c2 − 4ab− 4bc = 0.

Чи можуть числа a, b, c бути довжинами сторiн деякого трикутника.
(Iндiя, Регiональний тур математичної олiмпiади, 2014 р.)

Задача 6.2. Доведiть, що нерiвнiсть
q

a2 + (1− b)2 +
q

b2 + (1− c)2 +
q

c2 + (1− a)2 ¾
3
p

2
2

справедлива для будь-яких дiйсних чисел a, b, c.
(Нiмеччина, 2005 р.)

Задача 6.3. Доведiть, що нерiвнiсть
p

abc +
Æ

(1− a) (1− b) (1− c)< 1

виконується для будь-яких a, b, c ∈ (0, 1).
(Румунiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2002 р.)

Задача 6.4. Нехай a, b, c такi додатнi дiйснi числа, що abc = 2. Дове-
дiть, що

a3 + b3 + c3 ¾ a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b.

За якої умови досягається знак рiвностi?
(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2002 р.)

Задача 6.5. Нехай a, b, c такi додатнi дiйснi числа, що ab+ bc+ ca = 3.
Доведiть, що

(a+ b)3

3
p

2 (a+ b) (a2 + b2)
+

(b+ c)3

3
p

2 (b+ c) (b2 + c2)
+

(c + a)3

3
p

2 (c + a) (c2 + a2)
¾ 12.

(Пiвденна Корея, 2013 р.)
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Задача 6.6. Нехай a, b, c сторони деякого трикутника, якi задоволь-
няють умову a ¾ b ¾ c. Доведiть, що

r

a
�

a+ b−
p

ab
�

+
Ç

b
�

a+ c −
p

ac
�

+
r

c
�

b+ c −
p

bc
�

¾ a+ b+ c.

(Пiвденна Корея, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.7. Нехай x , y , z додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
x
y
+

y
z
+

z
x
¾

z (x + y)
y (y + z)

+
x (y + z)
z (z + x)

+
y (z + x)
x (x + y)

.

(Молдова, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.8. Нехай a, b, c такi додатнi дiйснi числа, що abc = 1. Дове-
дiть, що

(a− 1) (c + 1)
1+ bc + c

+
(b− 1) (a+ 1)

1+ ca+ a
+
(c − 1) (b+ 1)

1+ ab+ b
¾ 0.

(Математична олiмпiада для школярiв з Бельгiї, Нiдерландiв i Люксембурга, 2013 р.)

Задача 6.9. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, для яких ab+ bc+ ca = 1.
Доведiть, що

√

√

a2 + b2 +
1
c2
+

√

√

b2 + c2 +
1
a2
+

√

√

c2 + a2 +
1
b2
¾
p

33.

(Пiвденна Корея, 2010 р.)

Задача 6.10. Нехай a, b, c сторони деякого трикутника, α, β , γ його
вiдповiднi кути. Доведiть, що

a− b
a cosβ − b cosα

+
b− c

b cosγ− c cosβ
+

c − a
c cosα− a cosγ

¾
3
2

.

Задача 6.11. Нехай a, b, c такi дiйснi додатнi числа, для яких ab+ bc +
ca = 1. Доведiть, що

p
3
�p

a+
p

b+
p

c
�

¶
a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab

.

Задача 6.12. Нехай

P (x) = ax3 + (b− a) x2 − (c + b) x + c

i

Q (x) = x4 + (b− 1) x3 + (a− b) x2 − (c + a) x + c,

де x змiнна, a, b, c ненульовi дiйснi числа, b > 0. Вiдомо, що P (x)має три
рiзнi дiйснi коренi x0, x1, x2, якi є коренями Q (x).

a) Доведiть, що abc > 28.
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б) Якщо a, b, c цiлi числа i b > 0, знайдiть усi їх можливi значення.
(Математична олiмпiада Грецiї, 2015 р.)

Задача 6.13. Нехай P (x) i Q (x) многочлени степеня 10 з цiлими коефi-
цiєнтами. Вiдомо, що P (2)<Q (2) i

P (x) ·Q (x) =
10
∑

k=0

�

C k
k+11 x20−k − C11

21−k x k−1 + C11
21 x k−1

�

для всiх ненульових дiйсних x . Знайдiть P (2).
(Online Math Open, 2014 р.)

Задача 6.14. Знайти суму усiх натуральних k, 1¶ k ¶ 100, для яких iсну-
ють такi натуральнi a i b, що многочлен x100 − ax k + b можна розкласти на
множники

�

x2 − 2x + 1
�

P (x), де P (x) деякий многочлен з цiлими коефiцiєн-
тами.

(Iнтернет олiмпiада NIMO, 2015 р.)

Задача 6.15. Нехай a натуральне число, яке не є квадратом цiлого
числа, а r дiйсний корiнь многочлена P (x) = x3 − 2ax + 1. Доведiть, що
r +
p

a iррацiональне число.
(Китайська математична олiмпiада для дiвчат, 2014 р.)

Задача 6.16. Нехай a, b, c, d, e, f дiйснi числа. Розглянемо два много-
члени

P (x) = 2x4 − 26x3 + ax2 + bx + c,

Q (x) = 5x4 − 80x3 + d x2 + ex + f .

Позначимо через S множину усiх чисел (навiть комплексних), кожне iз яких
є коренем P (x) або Q (x) (чи обох). Вiдомо, що для даних многочленiв S =
{1,2, 3,4, 5}. Знайдiть P (6) ·Q (6).

(Iнтернет олiмпiада NIMO, 2015 р.)

Задача 6.17. Нехай P (x) многочлен степеня m ¶ 10 з цiлими коефiцi-
єнтами. Вiдомо, що P (0) = 0, P (x) має m рiзних цiлих коренiв i многочлен
P (x) + 1 можна подати у виглядi добутку двох несталих многочленiв з цiлими
коефiцiєнтами. Знайти суму усiх можливих значень P (2).

(Iнтернет олiмпiада NIMO, 2014 р.)

Задача 6.18. Знайдiть усi зведенi многочлени P (x) другого степеня з цiли-
ми коефiцiєнтами, для кожного iз яких iснує многочлен Q (x) з цiлими коефiцi-
єнтами такий, що P (x)·Q (x) многочлен, усi коефiцiєнти якого дорiвнюють
±1.

(Польща, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2006 р.)
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Задача 6.19. Знайдiть всi пари зведених многочленiв p (x) i q (x) степеня
n, n¾ 1, кожний, якi мають по n коренiв, що є невiд’ємними цiлими числами,
для яких виконується рiвнiсть p (x)− q (x) = 1 для кожного дiйсного x .

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Центральної Америки, 2013 р.)

Задача 6.20. Послiдовнiсть многочленiв (Pn (x)) визначається насту-
пним чином: P0 (x) = x i Pn (x) = Pn−1 (x − 1) · Pn−1 (x + 1), n ¾ 1. Знайти
найбiльше k таке, що P2014 (x) дiлиться на x k.

(Математична олiмпiада Бразилiї, 2014 р.)

Задача 6.21. Знайдiть кiлькiсть впорядкованих пар (P (x) ,Q (x))много-
членiв з цiлими коефiцiєнтами, для яких виконується тотожнiсть

P(x)2 +Q(x)2 =
�

x4096 − 1
�2

.

(Online Math Open, 2015 р.)

Задача 6.22. Нехай p i q простi числа. Послiдовнiсть (xn) визначається
наступним чином: x1 = 1, x2 = p i xn+1 = pxn − qxn−1 для всiх натуральних
n¾ 2. Вiдомо, що для деякого натурального k виконується рiвнiсть x3k = −3.
Знайдiть p i q.

(Аргентина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2010 р.)

Задача 6.23. Послiдовнiсть (an) визначається наступним чином:

a1 =
1
2

, am =
am−1

2m · am−1 + 1

для всiх натуральних m > 1. Знайдiть значення суми a1 + a2 + . . . + ak, для
кожного значення k > 1.

(Боснiя i Герцеговина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2014 р.)

Задача 6.24. Послiдовнiсть натуральних чисел (an) визначається насту-
пним чином: a0 = a натуральне число i an = 5an + 4, для всiх натуральних
n¾ 1. Чи можна вибрати число a таким, що a54 кратне 2013?

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балтiї, 2013 р.)

Задача 6.25. Послiдовнiсть (an) дiйсних чисел визначається наступним
чином: a1 = 1 i an+1 =

�

1+ k
n

�

an + 1, для всiх натуральних n. Знайдiть усi
натуральнi k такi, що для кожного iз них число an буде цiлим числом, при
будь-якому натуральному n.

(Математична олiмпiада Пiвнiчного Китаю, 2013 р.)

Задача 6.26. Послiдовнiсть (an) дiйсних чисел визначається наступним
чином: a0 = 1, a1 = 1 i для всiх натуральних n виконується рiвнiсть

an+1 =
n− 1
n+ 1

an −
n− 2
n2 + 1

an−1.



208 Роздiл 6. Практикум iз розв’язування задач з алгебри

Обчислiть значення виразу
a1

a2
−

a2

a3
+

a3

a4
−

a4

a5
+ . . .+

a2013

a2014
−

a2014

a2015
.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Центральної Америки, 2015 р.)

Задача 6.27. За даним натуральним числом a0 будується послiдовнiсть
{an}

∞
n=0 наступним чином: an+1 = a2

n − 5, якщо an непарне число, i an+1 =
an

2
, якщо an парне число. Доведiть, що при непарному a0 > 5 виконується

нерiвнiсть a3n ¾ n, для всiх натуральних n.
(Математична олiмпiада Росiї, 2000 р.)

Задача 6.28. Знайдiть усi послiдовностi (an) натуральних чисел, якi для
будь-якого натурального n задовольняють подвiйну нерiвнiсть

(n− 1)2 < an · aan
< n2 + n

(Математична олiмпiада Канади, 2015 р.)

Задача 6.29. Знайти усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, для
кожного iз яких виконується рiвнiсть

�

x2 − 6x + 8
�

· P (x) =
�

x2 + 2x
�

· P (x − 2)

для будь-якого x ∈ R.
(Математична олiмпiада Грецiї, 2014 р.)

Задача 6.30. Знайдiть усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнта-
ми, якi задовольняють наступнi умови: P (2015) = 2025 i P (x) − 10 =
p

P (x2 + 3)− 13 для кожного x ¾ 0.
(Молдова, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2015 р.)

Задача 6.31. Знайти усi такi функцiї f : R+ → R+ i g : R+ → R+, що f
монотонно зростає i обидвi задовольняють такi спiввiдношення:

f ( f (x) + 2g (x) + 3 f (y)) = g (x) + 2 f (x) + 3g (y)

i

g ( f (x) + y + g (y)) = 2x − g (x) + f (y) + y

для будь-яких додатних дiйсних чисел x та y .
(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Задача 6.32. Нехай n натуральне число, n > 1. Знайдiть усi функцiї
f : R→ R, для яких виконується спiввiдношення

f (x − f (y)) = f (x + yn) + f ( f (y) + yn)

для будь-яких дiйсних x та y .
(Китай, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2011 р.)
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Задача 6.33. Знайдiть усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiв-
вiдношення

f (x f (x) + f (y)) = f (x)2 + y

для будь-яких дiйсних x та y .
(Математична олiмпiада Балканських країн, 2000 р.)

Задача 6.34. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiввiд-
ношення

f ( f (x) + y) = f
�

x2 − y
�

+ 4y f (x)

для будь-яких дiйсних x та y .
(Iран, 1999 р.)

Задача 6.35. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiввiд-
ношення

f (x + x y + f (y)) =
�

f (x) +
1
2

��

f (y) +
1
2

�

для будь-яких дiйсних x та y .
(Аргентина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2010 р.)

Задача 6.36. Знайдiть усi сюр’єктивнi функцiї f : R→ R, для яких викону-
ється спiввiдношення

f (x + f (x) + 2 f (y)) = f (2x) + f (2y)

для будь-яких дiйсних x i y .
(Iран, 2011 р.)

Задача 6.37. Функцiя f : R→ R задовольняє такi умови: | f (x)|¶ 1 i

f (x) + f
�

x +
5
6

�

= f
�

x +
1
2

�

+ f
�

x +
1
3

�

для кожного дiйсного числа x . Доведiть, що f є перiодичною функцiєю.
(Польща, 2012 р.)

Задача 6.38. Знайдiть усi функцiї f : R→ R, для яких:

f (x + f (y))− f (x) = (x + f (y))4 − x4

для будь-яких дiйсних x i y .
(Мiжнародна математична олiмпiада Чехiї, Польщi i Словаччини, 2012 р.)

Задача 6.39. Знайдiть усi такi функцiї f : R→ R, що для будь-яких x ∈ R
i y ∈ R виконується рiвнiсть

f (x + 2y) = f (x) + 2 f (y).

(Україна, фiнал Турнiру юних математикiв, 2013 р.)
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Задача 6.40. Нехай R 6=0 множина усiх дiйсних чисел, вiдмiнних вiд 0.
Знайти усi такi функцiї f : R 6=0→ R 6=0, що для-будь-яких x , y ∈ R 6=0 i y 6= −x2

виконується рiвнiсть

f
�

x2 + y
�

= f (x)2 +
f (x y)
f (x)

.

(Болгарiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2005 р.)
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Розв’язання задач

Задача 6.1. Три додатних дiйсних числа a, b, c такi, що

a2 + 5b2 + 4c2 − 4ab− 4bc = 0.

Чи можуть числа a, b, c бути довжинами сторiн деякого трикутника?
(Iндiя, Регiональний тур математичної олiмпiади, 2014 р.)

Розв’язання. Припустимо, що додатнi дiйснi числа a, b, c, для яких ви-
конується рiвнiсть a2 + 5b2 + 4c2 − 4ab − 4bc = 0, можуть бути довжинами
сторiн деякого трикутника. Тодi для них повинна виконуватися така нерiв-
нiсть a < b + c (її називають нерiвнiстю трикутника). За умовою задачi,
виконується рiвнiсть:

a2 + 5b2 + 4c2 − 4ab− 4bc = 0,

яка рiвносильна рiвностi (a− 2b)2 + (b− 2c)2 = 0. Оскiльки a− 2b i b− 2c
дiйснi числа, то їх квадрати невiд’ємнi. Отже, iз останньої рiвностi випливає,
що a− 2b = 0 i b− 2c = 0, тобто a = 2b = 4c.

Таким чином, a = 4c > 3c = c + 2c = c + b, що суперечить нерiвностi
трикутника. Одержане протирiччя i доводить, що не iснує трикутника з дов-
жинами сторiн a, b, c.

Вiдповiдь. Нi, не можуть. �

Задача 6.2. Доведiть, що нерiвнiсть
q

a2 + (1− b)2 +
q

b2 + (1− c)2 +
q

c2 + (1− a)2 ¾
3
p

2
2

справедлива для будь-яких дiйсних чисел a, b, c.
(Нiмеччина, 2005 р.)

Розв’язання. 1-й спосiб. Використовуючи нерiвнiсть
p

x2 + y2 ¾ |x |+|y|p
2

(її можна легко довести звичайним пiднесенням обох частин до квадрату),
одержуємо:
q

a2 + (1− b)2 +
q

b2 + (1− c)2 +
q

c2 + (1− a)2 ¾

¾
|a|+ |1− b|
p

2
+
|b|+ |1− c|
p

2
+
|c|+ |1− a|
p

2
.

Далi потрiбно скористатися такою нерiвнiстю: |x |+ |1− x |¾ 1 для будь-якого
дiйсного x (вона легко доводиться за допомогою вiдомої властивостi модуля:
|x |+ |y|¾ |x + y|):

|a|+ |1− b|
p

2
+
|b|+ |1− c|
p

2
+
|c|+ |1− a|
p

2
¾

1
p

2
+

1
p

2
+

1
p

2
=

3
p

2
2

.
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2-й спосiб. Застосуємо нерiвнiсть Мiнковського. Маємо:
q

a2 + (1− b)2 +
q

b2 + (1− c)2 +
q

c2 + (1− a)2 ¾

¾
q

(a+ b+ c)2 + (3− a− b− c)2. (1)

Далi, позначимо a+ b+ c = x , тодi

(a+ b+ c)2+(3− a+ b+ c)2 = x2+(3− x)2 = 2x2−6x+9= 2
�

x −
3
2

�2

+
9
2
¾

9
2

.

Тому
q

(a+ b+ c)2 + (3− a− b− c)2 ¾

√

√9
2
=

3
p

2
2

. (2)

Iз нерiвностей (1) i (2) випливає потрiбна нерiвнiсть.
�

Задача 6.3. Доведiть, що нерiвнiсть
p

abc +
Æ

(1− a) (1− b) (1− c)< 1

виконується для будь-яких a, b, c ∈ (0, 1).
(Румунiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2002 р.)

Розв’язання. 1-й спосiб. Використовуючи властивостi степеневої функцiї,
матимемо, що x1/2 < x1/3 для кожного x ∈ (0, 1). Тодi,

p

abc <
3
p

abc ¶
a+ b+ c

3
(тут ми скористалися нерiвнiстю мiж середнiм арифметичним i середнiм
геометричним трьох додатних чисел). Тому

p

abc <
a+ b+ c

3
. (6.1)

Оскiльки a, b, c ∈ (0,1), то числа 1− a, 1− b, 1− c також належать iнтервалу
(0,1). Тому, аналогiчно, матимемо:
Æ

(1− a) (1− b) (1− c)< 3
Æ

(1− a) (1− b) (1− c)¶

¶
(1− a) + (1− b) + (1− c)

3
= 1−

a+ b+ c
3

,

тобто
Æ

(1− a) (1− b) (1− c)< 1−
a+ b+ c

3
. (6.2)

Додавши нерiвностi (6.1) i (6.2), одержимо нерiвнiсть, яку потрiбно було до-
вести.
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2-й спосiб. Скористаємося нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца:

x1 y1 + x2 y2 ¶
q

x2
1 + x2

2 ·
q

y2
1 + y2

2 ,

де x1, x2, y1, y2 довiльнi дiйснi числа. Тому, враховуючи, що
p

a < 1 ip
1− a < 1, матимемо:

p

abc +
Æ

(1− a) (1− b) (1− c)<
p

bc +
Æ

(1− b) (1− c) =

=
p

b ·
p

c +
p

1− b ·
p

1− c ¶

¶
s

�p

b
�2
+
�p

1− b
�2
·
r

�p
c
�2
+
�p

1− c
�2
= 1 · 1= 1,

що i треба було довести.
3-й спосiб. Оскiльки a, b, c ∈ (0, 1), то iснують такi числа α,β ,γ ∈

�

0, π2
�

,
що a = sin2α, b = sin2β i c = sin2γ. Тодi нерiвнiсть, яку потрiбно довести,
перепишеться так:

sinα sinβ sinγ+ cosα cosβ cosγ < 1.

Оскiльки 0< sinα, sinβ , sinγ < 1 i 0< cosα, cosβ , cosγ < 1, то

sinα sinβ sinγ+ cosα cosβ cosγ < sinβ sinγ+ cosβ cosγ= cos (β − γ)¶ 1,

що i треба було довести. �

Задача 6.4. Нехай a, b, c такi додатнi дiйснi числа, що abc = 2. Дове-
дiть, що

a3 + b3 + c3 ¾ a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b.

За якої умови досягається знак рiвностi?
(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балканського регiону, 2002 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо такi двi нерiвностi:

(a+ b+ c)2 ¶ 3
�

a2 + b2 + c2
�

(6.3)

i
�

a2 + b2 + c2
�2
¶ (a+ b+ c)

�

a3 + b3 + c3
�

. (6.4)

Дiйсно, скористаємося нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца:

(x1 · y1 + x2 · y2 + x3 · y3)
2 ¶

�

x2
1 + x2

2 + x2
3

� �

y2
1 + y2

2 + y2
3

�

,

де x1, x2, x3 i y1, y2, y3 два набори дiйсних чисел.
Маємо:

(a+ b+ c)2 = (1 · a+ 1 · b+ 1 · c)2 ¶

¶
�

12 + 12 + 12
� �

a2 + b2 + c2
�

= 3
�

a2 + b2 + c2
�

.
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�

a2 + b2 + c2
�2
=
�p

a · a
p

a+
p

b · b
p

b+
p

c · c
p

c
�2
¶

¶
�

�p
a
�2
+
�p

b
�2
+
�p

c
�2
��

�

a
p

a
�2
+
�

b
p

b
�2
+
�

c
p

c
�2
�

=

= (a+ b+ c)
�

a3 + b3 + c3
�

.

Далi, використовуючи (6.3) i (6.4), одержуємо:

a3 + b3 + c3 ¾

�

a2 + b2 + c2
�2

a+ b+ c
=
(a+ b+ c)

�

a2 + b2 + c2
�2

(a+ b+ c)2
¾

¾
(a+ b+ c)

�

a2 + b2 + c2
�2

3 (a2 + b2 + c2)
=
(a+ b+ c)

�

a2 + b2 + c2
�

3
.

Далi, використовуючи нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца, одержуємо:

(a+ b+ c)
�

a2 + b2 + c2
�

3
=

�

a2 + b2 + c2
�

((a+ b) + (b+ c) (c + a))

6
¾

¾

�

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b
�2

6
.

Таким чином, ми довели таку нерiвнiсть:

a3 + b3 + c3 ¾

�

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b
�2

6
. (6.5)

Далi, використовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм
геометричним, одержуємо:

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b ¾ 3
3
q

a
p

b+ c · b
p

c + a · a
p

a+ b =

= 3
3
Ç

abc
Æ

(a+ b) (b+ c) (c + a)

¾ 3
3
r

abc
q

2
p

ab · 2
p

bc · 2
p

ca =

= 3
3
q

abc
p

8abc = 3
3
q

2
p

8 · 2= 3
3p

8= 6,

тобто

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b ¾ 6. (6.6)

Використовуючи (6.5) i (6.6), одержуємо:

a3 + b3 + c3 ¾

�

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b
�2

6
¾

¾
6 ·
�

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b
�

6
= a

p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b,
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тобто

a3 + b3 + c3 ¾ a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b,

що i треба було довести.
Знак рiвностi досягатиметься тодi i тiльки тодi, коли a = b = c = 3p2.
2-й спосiб. За нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца, одержуємо:

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b ¶
Æ

(a2 + b2 + c2) ((b+ c) + (c + a) + (a+ b)) =

=
Æ

2 (a+ b+ c) (a2 + b2 + c2).

Оскiльки (a+ b+ c)
�

a2 + b2 + c2
�

¶ 3
�

a3 + b3 + c3
�

, то

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b ¶
Æ

6 (a3 + b3 + c3). (6.7)

За нерiвнiстю Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм геометричним,
одержуємо:

a3 + b3 + c3 ¾ 3
3
p

a3 · b3 · c3 = 3abc = 6,

тобто

6¶ a3 + b3 + c3. (6.8)

Iз (6.7) i (6.8), одержуємо:

a
p

b+ c + b
p

c + a+ c
p

a+ b ¶
Æ

6 (a3 + b3 + c3)¶ a3 + b3 + c3,

що i треба було довести. �

Задача 6.5. Нехай a, b, c такi додатнi дiйснi числа, що ab+ bc + ca = 3.
Доведiть, що

(a+ b)3

3
p

2 (a+ b) (a2 + b2)
+

(b+ c)3

3
p

2 (b+ c) (b2 + c2)
+

(c + a)3

3
p

2 (c + a) (c2 + a2)
¾ 12.

(Пiвденна Корея, 2013 р.)

Розв’язання. Спочатку доведемо таку допомiжну нерiвнiсть:

(x + y)3

3
p

2 (x + y) (x2 + y2)
¾ 4x y,

де x > 0 i y > 0. Дiйсно, ця нерiвнiсть рiвносильна таким нерiвностям:

(x + y)9 ¾ 128x3 y3 (x + y)
�

x2 + y2
�

,

(x + y)8 ¾ 128x3 y3
�

x2 + y2
�

.

Нехай x2+ y2 = 2 · t4 · x y , де t ¾ 1, тодi (x + y)2 = 2
�

t4 + 1
�

x y . Тому, остання
нерiвнiсть рiвносильна таким нерiвностям:

24 ·
�

t4 + 1
�4 · x4 y4 ¾ 128 · x3 y3 · 2 · t4 · x y,
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�

t4 + 1
�4
¾ 16t4,

t4 + 1¾ 2t,

t4 − 2t + 1¾ 0,

(t − 1)
�

t3 + t2 + t − 1
�

¾ 0.

Остання нерiвнiсть є правильною, бо t ¾ 1. Отже, допомiжну нерiвнiсть
доведено. Далi, використовуючи допомiжну нерiвнiсть, одержимо:

(a+ b)3

3
p

2 (a+ b) (a2 + b2)
+

(b+ c)3

3
p

2 (b+ c) (b2 + c2)
+

(c + a)3

3
p

2 (c + a) (c2 + a2)
¾

¾ 4ab+ 4bc + 4ca = 4 (ab+ bc + ca) = 4 · 3= 12,

що i треба було довести. �

Задача 6.6. Нехай a, b, c сторони деякого трикутника, якi задовольня-
ють умову a ¾ b ¾ c. Доведiть, що

r

a
�

a+ b−
p

ab
�

+
Ç

b
�

a+ c −
p

ac
�

+
r

c
�

b+ c −
p

bc
�

¾ a+ b+ c.

(Корея, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. 1-й спосiб. Позначимо a = x2, b = y2, c = z2, де x , y, z
невiд’ємнi дiйснi числа. Оскiльки a ¾ b ¾ c, то x ¾ y ¾ z > 0. Нам треба
довести наступну нерiвнiсть:

x
Æ

x2 − x y + y2 + y
p

x2 − xz + z2 + z
Æ

y2 − yz + z2 ¾ x2 + y2 + z2.

Якщо x = y = z, то ця нерiвнiсть тривiальна. А тому, далi будемо вважати, що
x > z > 0. Щоб довести цю нерiвнiсть, зафiксуємо числа x i z, та розглянемо
функцiю

f (y) = x
Æ

x2 − x y + y2 + y
p

x2 − xz + z2 + z
Æ

y2 − yz + z2 − x2 − y2 − z2

на промiжку [z; x]. Доведемо, що f (y) > 0 при усiх y ∈ [z; x]. Для цього,
спочатку доведемо, що вона буде опуклою догори. Знаходимо її другу похiдну:

f ′′ (y) =
3
4

�

x
p

x2 − x y + y2

�3

+
3
4

�

z
p

y2 − yz + z2

�3

− 2.

Оскiльки x ¾ y ¾ z > 0, то

x2 − x y + y2 =
�

y −
x
2

�2
+

3
4

x2

i

y2 − yz + z2 = y (y − z) + z2 ¾ z2.
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Тому

f ′′ (y)¶
3
4

�

x
p

3/4 x

�3

+
3
4

�z
z

�3
− 2=

√

√4
3
+

3
4
− 2< 0.

Це означає, що функцiя f (y) опукла догори. А тому, функцiя f (y) буде
досягати свого найменшого значення при y = x або при y = z, тобто

f (y)¾min { f (x) , f (z)} .

Але

f (x) = (x + z)
Æ

x2 − x y + y2 −
�

x2 + y2
�

¾ 0 ⇔

(x + y)
�

x3 + y3
�

¾
�

x2 + y2
�2

.

Ця остання нерiвнiсть буде правильною, бо її справедливiсть випливає iз
нерiвностi Кошi Буняковського Шварца. Тому, f (x)¾ 0. Аналогiчно доводи-
ться, що f (z)¾ 0. Таким чином, f (y)¾ 0, при усiх y ∈ [z; x], що i треба було
довести. Рiвнiсть у нашiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли y = x
i z = 0 або y = z i x = 0, що суперечить умовi x > z > 0. Це означає, що при
x > z > 0 виконується строга нерiвнiсть: f (y)> 0 при усiх y ∈ [z; x]. Таким
чином,

x
Æ

x2 − x y + y2 + y
p

x2 − xz + z2 + z
Æ

y2 − yz + z2 ¾ x2 + y2 + z2.

Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли x = y = z. Тому,
r

a
�

a+ b−
p

ab
�

+
Ç

b
�

a+ c −
p

ac
�

+
r

c
�

b+ c −
p

bc
�

¾ a+ b+ c,

причому рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли a = b = c,
тобто для рiвностороннього трикутника.

2-й спосiб. Для доведення запропонованої нерiвностi, застосуємо
трансферну нерiвнiсть. Розглянемо два впорядкованих набори чисел:

�p
a,
p

b,
p

c
�

i
�q

a−
p

ab+ b,
Æ

a−
p

ac + c,
q

b−
p

bc + c
�

Доведемо, що цi обидва набори чисел будуть однаково впорядкованими.
Оскiльки a ¾ b ¾ c > 0, то

p
a ¾

p
b ¾

p
c > 0. Далi потрiбно довести,

що

a−
p

ab+ b ¾ a−
p

ac + c ¾ b−
p

bc + c > 0.

Дiйсно, a−
p

ab+ b ¾ a−
p

ac + c, тому b− c ¾
p

a
�p

b−
p

c
�

, тобто потрiбно
довести, що

�p

b−
p

c
��p

b+
p

c −
p

a
�

¾ 0.
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Оскiльки a ¾ b ¾ c > 0, то
p

b−
p

c ¾ 0. Залишилося довести,
p

b+
p

c−
p

a > 0.
Зробимо це методом вiд супротивного. Припустимо, що iснують такi числа
a ¾ b ¾ c > 0, що

p
b+
p

c −
p

a ¶ 0. Тодi,
p

b+
p

c ¶
p

a, тобто

b+ c < b+ 2
p

bc + c ¶ a,

що суперечить нерiвностi трикутника. Одержане протирiччя i доводить, що
a−
p

ab+b ¾ a−
p

ac+c. Далi, залишилося довести, що a−
p

ac+c ¾ b−
p

bc+c,
тобто a− b ¾

p
c
�p

a−
p

b
�

. Але ця нерiвнiсть рiвносильна такiй нерiвностi:
�p

a−
p

b
��p

a+
p

b−
p

c
�

¾ 0.

Оскiльки a ¾ b ¾ c > 0, тодi мають мiсце нерiвностi:
p

a−
p

b ¾ 0 i
p

b−
p

c ¾ 0,
а також

p
a+
p

b−
p

c ¾
p

a > 0. Таким чином, a−
p

ab+ b ¾ a−
p

ac + c > 0.
А тепер, використовуючи трансферну нерiвнiсть, одержуємо, що

p
a ·
q

a−
p

ab+ b+
p

b ·
Æ

a−
p

ac + c +
p

c ·
q

b−
p

bc + c ¾

¾
p

a ·
Æ

a−
p

ac + c +
p

b ·
q

b−
p

bc + c +
p

c ·
q

a−
p

ab+ b

i

p
a ·
q

a−
p

ab+ b+
p

b ·
Æ

a−
p

ac + c +
p

c ·
q

b−
p

bc + c ¾

¾
p

a ·
q

b−
p

bc + c +
p

b ·
q

a−
p

ab+ b+
p

c ·
Æ

a−
p

ac + c.

Додавши цi двi нерiвностi, одержуємо:

2
�p

a ·
q

a−
p

ab+ b+
p

b ·
Æ

a−
p

ac + c +
p

c ·
q

b−
p

bc + c
�

¾

¾
�p

a+
p

b
�

·
q

a−
p

ab+ b+
�p

a+
p

c
�

·
Æ

a−
p

ac + c+

+
�p

b+
p

c
�

·
q

b−
p

bc + c.

Далi, доведемо таку допомiжну нерiвнiсть:
�p

x +py
�p

x −px y + y ¾ x +
y при x > 0 i y > 0. Справдi, за нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца,
маємо:

u2 + v2 =
p

u · u
p

u+
p

v · v
p

v ¶

¶
r

�p
u
�2
+
�p

v
�2 ·

r

�

u
p

u
�2
+
�

v
p

v
�2
=
p

u+ v ·
p

u3 + v3,

тобто
p

u+ v ·
p

u3 + v3 ¾ u2 + v2, (6.9)
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при u> 0 i v > 0. Тому,
�p

x +
p

y
�
Æ

x −px y + y =
qp

x +
p

y ·
Ç

�p
x +
p

y
�

(x −px y + y) =

=
qp

x +
p

y ·
r

�p
x
�3
+ (
p

y)3
(6.9)
¾

¾
�p

x
�2
+ (
p

y)2 = x + y,

що i треба було довести. Застосовуючи доведену нерiвнiсть, одержимо:
�p

a+
p

b
�

·
q

a−
p

ab+ b+
�p

a+
p

c
�

·
Æ

a−
p

ac + c+

+
�p

b+
p

c
�

·
q

b−
p

bc + c ¾

¾ (a+ b) + (b+ c) + (c + a) = 2 (a+ b+ c) ,

тобто

2
�p

a ·
q

a−
p

ab+ b+
p

b ·
Æ

a−
p

ac + c +
p

c ·
q

b−
p

bc + c
�

¾

¾ 2 (a+ b+ c) .

Звiдки
r

a
�

a+ b−
p

ab
�

+
Ç

b
�

a+ c −
p

ac
�

+
r

c
�

b+ c −
p

bc
�

¾ a+ b+ c,

що i треба було довести. Рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли a = b = c,
тобто коли трикутник рiвностороннiй.

3-й спосiб. Запропонована нерiвнiсть буде справедливою для будь-яких
трьох додатних дiйсних чисел, якi задовольняють нерiвностi: a ¾ b ¾ c > 0.

Дiйсно, позначимо x =
p

a, y =
p

b i z =
p

c, тодi x ¾ y ¾ z > 0 i
запропонована нерiвнiсть перепишеться так:

x
Æ

x2 − x y + y2 + y
p

x2 − xz + z2 + z
Æ

y2 − yz + z2 ¾ x2 + y2 + z2.

Для додатних u i v, за допомогою нерiвностi Кошi Буняковського Шварца,
одержуємо:

p

u2 − uv + v2 =

p

(u+ v) (u3 + v3)
u+ v

¾
u2 + v2

u+ v
.

Тому

x
Æ

x2 − x y + y2 + y
p

x2 − xz + z2 + z
Æ

y2 − yz + z2 ¾

¾
x
�

x2 + y2
�

x + y
+

y
�

x2 + z2
�

x + z
+

z
�

y2 + z2
�

y + z
.

Залишилося довести, що
x
�

x2 + y2
�

x + y
+

y
�

x2 + z2
�

x + z
+

z
�

y2 + z2
�

y + z
¾ x2 + y2 + z2.
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Ця нерiвнiсть рiвносильна таким нерiвностям:

x
�

x2 + y2
�

x + y
+

y
�

x2 + z2
�

x + z
+

z
�

y2 + z2
�

y + z
− x2 − y2 − z2 ¾ 0,

x3

x + y
+

x y2

x + y
+

yz2

x + z
+

y x2

x + z
+

y2z
y + z

+
z3

y + z
− x2 − y2 − z2 ¾ 0,

�

x3

x + y
− x2

�

+
x y2

x + y
+

yz2

x + z
+

x2 y
x + z

+
y2z

y + z
+

�

z3

y + z
− z2

�

− y2 ¾ 0,

x y2

x + y
+

yz2

x + z
+

x2 y
x + z

+
y2z

y + z
−

x2 y
x + y

−
yz2

y + z
− y2 ·

x + z
x + z
¾ 0,

�

x2 y
x + z

−
x2 y

x + y

�

+

�

x y2

x + y
−

x y2

x + z

�

+

�

y2z
y + z

−
y2z

x + z

�

+

�

yz2

x + z
−

yz2

y + z

�

¾ 0,

x2 y
�

1
x + z

−
1

x + y

�

+ x y2
�

1
x + y

−
1

x + z

�

+

+ y2z
�

1
y + z

−
1

x + z

�

+ yz2
�

1
x + z

−
1

y + z

�

¾ 0,

x y (x − y)
�

1
x + z

−
1

x + y

�

+ yz (y − z)
�

1
y + z

−
1

x + z

�

¾ 0,

x y (x − y) (y − z)
(x + y) (x + z)

+
yz (x − y) (y − z)
(x + y) (y + z)

¾ 0.

Остання нерiвнiсть, очевидно, є правильною, бо x ¾ y ¾ z > 0. Це i завершує
розв’язання задачi. �

Задача 6.7. Нехай x , y , z додатнi дiйснi числа. Доведiть, що

x
y
+

y
z
+

z
x
¾

z (x + y)
y (y + z)

+
x (y + z)
z (z + x)

+
y (z + x)
x (x + y)

.

(Молдова, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. 1-й спосiб. Скористаємося тотожнiстю:

x
y
+

y
z
+

z
x
=

=
z (x + y)
y (y + z)

+
x (y + z)
z (z + x)

+
y (z + x)
x (x + y)

+
x + y
y + z

+
y + z
z + x

+
z + x
x + y

− 3.

Дiйсно,

z (x + y)
y (y + z)

+
x + y
y + z

=
x + y
y + z

�

z
y
+ 1

�

=
x + y
y + z

·
y + z

y
=

x + y
y
=

x
y
+ 1,
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тобто
z (x + y)
y (y + z)

+
x + y
y + z

=
x
y
+ 1.

Аналогiчно доводиться, що
x (y + z)
z (z + x)

+
y + z
z + x

=
y
z
+ 1

i
y (z + x)
x (x + y)

+
z + x
x + y

=
z
x
+ 1.

Додавши три останнi рiвностi i вiднявши 3 вiд обох частин одержаного резуль-
тату, одержимо потрiбну тотожнiсть. Далi, за нерiвнiстю Кошi мiж середнiм
арифметичним i середнiм геометричним трьох додатних чисел, одержуємо:

x + y
y + z

+
y + z
z + x

+
z + x
x + y

¾ 3 · 3

√

√ x + y
y + z

·
y + z
z + x

·
z + x
x + y

= 3,

тобто
x + y
y + z

+
y + z
z + x

+
z + x
x + y

− 3¾ 0.

Тодi iз тотожностi випливає, що
x
y
+

y
z
+

z
x
¾

z (x + y)
y (y + z)

+
x (y + z)
z (z + x)

+
y (z + x)
x (x + y)

,

що i треба було довести. Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i тiльки тодi,
коли x = y = z.

2-й спосiб. Введемо позначення a = x
y , b = y

z , c = z
x , тодi a, b, c дода-

тнi дiйснi числа, для яких abc = 1. В нових позначеннях наша нерiвнiсть
перепишеться у виглядi:

a+ b+ c ¾
a+ 1
b+ 1

+
b+ 1
c + 1

+
c + 1
a+ 1

.

Ця нерiвнiсть циклiчна. Помножимо її обидвi частини на спiльний знаменник,
одержимо рiвносильну циклiчну нерiвнiсть:

∑

c yc

a (a+ 1) (b+ 1) (c + 1)¾
∑

c yc

(a+ 1)2 (c + 1) .

Розкриємо дужки:
∑

c yc

a (abc + ab+ bc + ca+ a+ b+ c + 1)¾
∑

c yc

�

a2 + 2a+ 1
�

(c + 1) .

Враховуючи, що abc = 1, одержуємо:
∑

c yc

a (ab+ bc + ca+ a+ b+ c + 2)¾
∑

c yc

�

a2 + 2a+ 1
�

(c + 1) ,
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∑

c yc

�

a2 b+ abc + ca2 + a2 + ab+ ac + 2a
�

¾
∑

c yc

��

a2 + 2a+ 1
�

c + a2 + 2a+ 1
�

,

∑

c yc

�

a2 b+ 1+ ca2 + a2 + ab+ ac + 2a
�

¾
∑

c yc

�

a2c + 2ac + c + a2 + 2a+ 1
�

,

�

a2 b+ b2c + c2a
�

+ (1+ 1+ 1) +
�

a2c + b2a+ c2 b
�

+
�

a2 + b2 + c2
�

+

+ (ab+ bc + ca) + (ca+ ab+ bc) + 2 (a+ b+ c)¾

¾
�

a2c + b2a+ c2 b
�

+ 2 (ca+ ab+ bc) + (c + a+ b)+

+
�

a2 + b2 + c2
�

+ 2 (a+ b+ c) + (1+ 1+ 1) .

Пiсля скорочення, одержуємо таку нерiвнiсть:

a2 b+ b2c + c2a ¾ a+ b+ c.

Доводиться ця нерiвнiсть за допомогою нерiвностi Кошi мiж середнiм арифме-
тичним i середнiм геометричним трьох додатних чисел:

a2 b+ a2 b+ c2a ¾ 3
3
p

a2 b · a2 b · c2a = 3a
3
p

a2 b2c2 = 3a,

тобто

2a2 b+ c2a ¾ 3a.

Аналогiчно доводиться, що

2b2c + a2 b ¾ 3b

i

2c2a+ b2c ¾ 3c.

Додавши цi три нерiвностi, одержимо, що

3
�

a2 b+ b2c + c2a
�

¾ 3 (a+ b+ c) ,

тобто

a2 b+ b2c + c2a ¾ a+ b+ c,

що i завершує розв’язання задачi. Рiвнiсть у цiй нерiвностi досягається тодi i
тiльки тодi, коли a = b = c = 1, тобто коли x = y = z. Рiвнiсть у цiй нерiвностi
досягається тодi i тiльки тодi, коли x = y = z. �

Задача 6.8. Нехай a, b, c такi додатнi дiйснi числа, що abc = 1. Дове-
дiть, що

(a− 1) (c + 1)
1+ bc + c

+
(b− 1) (a+ 1)

1+ ca+ a
+
(c − 1) (b+ 1)

1+ ab+ b
¾ 0.

(Математична олiмпiада для школярiв з Бельгiї, Нiдерландiв i Люксембурга, 2013 р.)
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Розв’язання. Перейдемо до однорiдної нерiвностi. Для цього введемо
позначення: a = x

y , b = y
z , c = z

x , де x , y, z додатнi дiйснi числа. Тодi наша
нерiвнiсть перепишеться так:

�

x
y − 1

�

�

z
x + 1

�

1+ y
z ·

z
x +

z
x

+

� y
z − 1

�

�

x
y + 1

�

1+ z
x ·

x
y +

x
y

+

�

z
x − 1

� � y
z + 1

�

1+ x
y ·

y
z +

y
z

¾ 0.

Пiсля спрощення одержимо:
(x − y) (z + x)
y (x + y + z)

+
(y − z) (x + y)
z (x + y + z)

+
(z − x) (y + z)
x (x + y + z)

¾ 0,

тобто
(x − y) (z + x)

y
+
(y − z) (x + y)

z
+
(z − x) (y + z)

x
¾ 0,

x (z + x)
y

+
y (x + y)

z
+

z (y + z)
x
¾ (z + x) + (x + y) + (y + z) ,

x2

y
+

y2

z
+

z2

x
+

x y
z
+

yz
x
+

zx
y
¾ 2 (x + y + z) .

Останню нерiвнiсть доведемо, використовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм
арифметичним i середнiм геометричним трьох додатних чисел. Маємо,

x2

y
+

x y
z
+ z ¾ 3 3

√

√ x2

y
·

x y
z
· z = 3x ,

тобто
x2

y
+

x y
z
¾ 3x − z.

Аналогiчно доводиться, що
y2

z
+

yz
x
¾ 3y − x ,

z2

x
+

zx
y
¾ 3z − y.

Додавши останнi три нерiвностi, одержимо:

x2

y
+

y2

z
+

z2

x
+

x y
z
+

yz
x
+

zx
y
¾ 2 (x + y + z) .

�

Задача 6.9. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, для яких ab+ bc+ ca = 1.
Доведiть, що

√

√

a2 + b2 +
1
c2
+

√

√

b2 + c2 +
1
a2
+

√

√

c2 + a2 +
1
b2
¾
p

33.
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(Пiвденна Корея, 2010 р.)

Розв’язання. 1-й спосiб. Використовуючи нерiвнiсть Мiнковського, одер-
жуємо:

√

√

a2 + b2 +
1
c2
+

√

√

b2 + c2 +
1
a2
+

√

√

c2 + a2 +
1
b2
¾

¾

√

√

√

(a+ b+ c)2 + (b+ c + a)2 +
�

1
c
+

1
a
+

1
b

�2

=

=

√

√

√

2(a+ b+ c)2 +
�

1
a
+

1
b
+

1
c

�2

.

Далi, використовуючи нерiвностi Кошi i Кошi Буняковського Шварца, знахо-
димо:

(a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2 (ab+ bc + ca)¾ 3 (ab+ bc + ca) = 3,

тобто a+ b+ c ¾
p

3. А також,
1
a
+

1
b
+

1
c
=

ab+ bc + ca
abc

=
1

abc
,

1= ab+ bc + ca ¾ 3
3
p

ab · bc · ca = 3
3
q

(abc)2,

тобто 1
abc ¾ 3

p
3.

Таким чином, вираз (6.9) оцiнюється так:
√

√

√

2(a+ b+ c)2 +
�

1
a
+

1
b
+

1
c

�2

¾
r

2
�p

3
�2
+
�

3
p

3
�2
=
p

33. (6.10)

Iз оцiнок (6.9) i (6.10) одержуємо:
√

√

a2 + b2 +
1
c2
+

√

√

b2 + c2 +
1
a2
+

√

√

c2 + a2 +
1
b2
¾
p

33,

що i треба було довести.
2-й спосiб. Скористаємося нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца:

a+b+
3
c
= a·1+b·1+

1
c
·3¶

√

√

a2 + b2 +
1
c2
·
p

12 + 12 + 32 =

√

√

a2 + b2 +
1
c2
·
p

11.

Звiдси знаходимо:
√

√

a2 + b2 +
1
c2
¾

a+ b+ 3
cp

11
.

Аналогiчно знаходимо, що
√

√

b2 + c2 +
1
a2
¾

b+ c + 3
ap

11
i

√

√

c2 + a2 +
1
b2
¾

c + a+ 3
bp

11
.
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Додавши одержанi три нерiвностi, матимемо:
√

√

a2 + b2 +
1
c2
+

√

√

b2 + c2 +
1
a2
+

√

√

c2 + a2 +
1
b2
¾

¾
a+ b+ 3

cp
11

+
b+ c + 3

ap
11

+
c + a+ 3

bp
11

=

=
2 (a+ b+ c) + 3

�

1
a +

1
b +

1
c

�

p
11

¾
2 ·
p

3+ 3 · 3
p

3
p

11
=
p

33,

що i завершує доведення. �

Задача 6.10. Нехай a, b, c сторони деякого трикутника, α, β , γ його
вiдповiднi кути. Доведiть, що

a− b
a cosβ − b cosα

+
b− c

b cosγ− c cosβ
+

c − a
c cosα− a cosγ

¾
3
2

.

Розв’язання. За теоремою косинусiв, одержуємо:
a− b

a cosβ − b cosα
=

a− b

a · a2+c2−b2

2ac − b · b2+c2−a2

2bc

=

=
2c (a− b)

a2 + c2 − b2 − b2 − c2 + a2
=

2c (a− b)
2 (a2 − b2)

=
c

a+ b
,

тобто
a− b

a cosβ − b cosα
=

c
a+ b

.

Аналогiчно обчислюємо, що
b− c

b cosγ− c cosβ
=

a
b+ c

i
c − a

c cosα− a cosγ
=

b
c + a

.

a− b
a cosβ − b cosα

+
b− c

b cosγ− c cosβ
+

c − a
c cosα− a cosγ

=
c

a+ b
+

a
b+ c

+
b

c + a
.

Далi, за вiдомою нерiвнiстю Несбiтта:
a

b+ c
+

b
c + a

+
c

a+ b
¾

3
2

, одержуємо:

a− b
a cosβ − b cosα

+
b− c

b cosγ− c cosβ
+

c − a
c cosα− a cosγ

¾
3
2

,

що i треба було довести. �

Задача 6.11. Нехай a, b, c додатнi дiйснi числа, для яких ab+ bc+ca = 1.
Доведiть, що

p
3
�p

a+
p

b+
p

c
�

¶
a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab

.
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Розв’язання. 1-й спосiб.Скористаємося нерiвнiстю Гельдера:
�

a3 + b3 + c3
� �

p3 + q3 + r3
� �

x3 + y3 + z3
�

¾ (apx + bq y + crz)3,

де (a, b, c), (p, q, r), (x , y, z) три набори додатних дiйсних чисел. ЇЇ легко
довести за допомогою нерiвностi Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм
геометричним трьох додатних чисел. Дiйсно,

3=
∑

c yc

a3

a3 + b3 + c3
+
∑

c yc

p3

p3 + q3 + r3
+
∑

c yc

x3

x3 + y3 + z3
¾

¾
∑

c yc

3apx
3
p

(a3 + b3 + c3) (p3 + q3 + r3) (x3 + y3 + z3)
,

звiдки

apx + bq y + crz ¶ 3
Æ

(a3 + b3 + c3) (p3 + q3 + r3) (x3 + y3 + z3).

Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, матимемо:
�

a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab

�

(bc + ca+ ab) (1+ 1+ 1)¾
�p

a+
p

b+
p

c
�3

,

тобто, враховуючи, що ab+ bc + ca = 1, одержуємо:

a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab
¾

1
3

�p
a+

p

b+
p

c
�3

.

Якщо
1
3

�p
a+

p

b+
p

c
�3
¾
p

3
�p

a+
p

b+
p

c
�

,
�p

a+
p

b+
p

c
�2
¾ 3
p

3,

тобто, якщо
p

a+
p

b+
p

c ¾ 4
p

27,

то запропонована нерiвнiсть доведена.
Якщо

p
a +
p

b +
p

c < 4p27, тодi 3 4p3 >
p

3
�p

a+
p

b+
p

c
�

. А тому, для
доведення запропонованої нерiвностi, достатньо довести, що

a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab
¾ 3

4p
3.

Дiйсно, застосовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм арифметичним i середнiм
геометричним трьох додатних дiйсних чисел:

a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab
¾ 3

3

√

√a
p

a
bc
·

b
p

b
ca
·

c
p

c
ab
=

3
6pabc

. (6.11)
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Крiм того, за нерiвнiстю Кошi:

1= ab+ bc + ca ¾ 3
3
p

ab · bc · ca = 3
3
q

(abc)2.

Звiдки знаходимо, що
1

6pabc
¾ 4p

3. (6.12)

З (6.11) i (6.12) одержуємо:

a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab
¾ 3

4p
3,

що i завершує розв’язання задачi.
2-й спосiб. Застосовуючи нерiвнiсть Кошi Буняковського Шварца, одер-

жуємо:

(a+ b+ c)2 =

�

a
p

bc
p

a
·
Æ

bc
p

a+
b

p

ca
p

b
·
q

ca
p

b+
c

p

ab
p

c
·
Æ

ab
p

c

�2

¶

¶
�

a2

bc
p

a
+

b2

ca
p

b
+

c2

ab
p

c

�

�

bc
p

a+ ca
p

b+ ab
p

c
�

,

тобто

a
p

a
bc
+

b
p

b
ca
+

c
p

c
ab
¾

(a+ b+ c)2

bc
p

a+ ca
p

b+ ab
p

c
.

Залишилося довести, що

(a+ b+ c)2

bc
p

a+ ca
p

b+ ab
p

c
¾
p

3
�p

a+
p

b+
p

c
�

,

тобто, що

(a+ b+ c)2 ¾
p

3
�p

a+
p

b+
p

c
��

bc
p

a+ ca
p

b+ ab
p

c
�

.

За нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца:
�p

ab+
p

bc +
p

ca
�2
¶ (ab+ bc + ca) (1+ 1+ 1) = 1 · 3= 3,

тобто

1¾
p

ab+
p

bc +
p

ca
p

3
. (6.13)

Знову, за нерiвнiстю Кошi Буняковського Шварца:
�p

a+
p

b+
p

c
�2
¶ (a+ b+ c) (1+ 1+ 1) ,

тобто

a+ b+ c ¾

�p
a+
p

b+
p

c
�2

3
. (6.14)
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Далi, за нерiвнiстю Кошi мiж середнiм мiж середнiм арифметичним i середнiм
геометричним трьох додатних дiйсних чисел:

p
a+

p

b+
p

c ¾ 3
3
qp

a ·
p

b ·
p

c,

тобто
p

a+
p

b+
p

c ¾ 3
6
p

abc. (6.15)

Знову, за нерiвнiстю Кошi мiж середнiм мiж середнiм арифметичним i сере-
днiм геометричним трьох додатних дiйсних чисел:

a+ b+ c ¾ 3
3
p

abc,

тобто

a+ b+ c ¾ 3
6
q

(abc)2. (6.16)

Перемноживши нерiвностi (6.13), (6.14), (6.15) i (6.16), одержимо:

1 · (a+ b+ c) ·
�p

a+
p

b+
p

c
�

· (a+ b+ c)¾

¾
p

ab+
p

bc +
p

ca
p

3
·

�p
a+
p

b+
p

c
�2

3
· 3

6
p

abc · 3
6
q

(abc)2,

тобто, пiсля скорочення, знаходимо, що

(a+ b+ c)2 ¾
p

3
�p

a+
p

b+
p

c
��p

ab+
p

bc +
p

ca
�p

abc,

тобто

(a+ b+ c)2 ¾
p

3
�p

a+
p

b+
p

c
��

bc
p

a+ ca
p

b+ ab
p

c
�

,

що i завершує доведення. �

Задача 6.12. Нехай

P (x) = ax3 + (b− a) x2 − (c + b) x + c

i

Q (x) = x4 + (b− 1) x3 + (a− b) x2 − (c + a) x + c,

де x змiнна, a, b, c ненульовi дiйснi числа, b > 0. Вiдомо, що P (x)має три
рiзнi дiйснi коренi x0, x1, x2, якi є коренями Q (x).

a) Доведiть, що abc > 28.
б) Якщо a, b, c цiлi числа i b > 0, знайдiть усi їх можливi значення.

(Математична олiмпiада Грецiї, 2015 р.)

Розв’язання. а) Оскiльки deg P (x) = 3, а degQ (x) = 4 i всi три рiзнi
коренi x0, x1, x2 многочлена P (x) є коренями многочлена Q (x), то

a ·Q (x) = (x − x3) P (x) , (6.17)
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для деякого дiйсного x3, тобто x0, x1, x2, x3 усi коренi многочлена Q (x).
Перепишемо (6.17) в розгорнутому виглядi:

ax4 + a (b− 1) x3 + a (a− b) x2 − a (c + a) x + ac =

= ax4 + (b− a) x3 − (c + b) x2 + cx − ax3 x3 − (b− a) x3 x2 + (c + b) x3 x − cx3,

ax4 + a (b− 1) x3 + a (a− b) x2 − a (c + a) x + ac =

= ax4 + (b− a− ax3) x3 − (c + b− (b− a) x3) x2 + (c + (c + b) x3) x − cx3.

Одержали рiвнiсть двох многочленiв четвертого степеня. Прирiвнюючи їх
вiльнi члени, пiсля скорочення, знаходимо: x3 = −a. Прирiвнюючи їх кое-
фiцiєнти при x , пiсля спрощення, знаходимо: b − a = c

a . Прирiвнюючи їх
коефiцiєнти при x2, пiсля спрощення, знаходимо: b− a = b+c

2a . Прирiвнюючи
їх коефiцiєнти при x3, пiсля спрощення, знаходимо: b − a = b

a . Iз цих трьох

одержаних рiвностей, знаходимо, що b = c = a2

a−1 . Оскiльки b > 0, то a > 1.
Таким чином,

abc =
a5

(a− 1)2
,

де a > 1. Для оцiнки abc, розглянемо функцiю f (x) = x5

(x−1)2
, де x > 1. Її

похiдна дорiвнює f ′ (x) = x4(3x−5)
(x−1)3

. Оскiльки при 1< x < 5
3 виконується нерiв-

нiсть f ′ (x) < 0, а при x > 5
3 виконується нерiвнiсть f ′ (x) > 0, то при x = 5

3

ця функцiя досягає найменшого значення f
�

5
3

�

= 3125
108 > 28, що i завершує

розв’язання першого пункту задачi.
б) У випадку, коли a, b, c цiлi невiд’ємнi числа i b > 0, то з рiвностi

b = a2

a−1 випливає, що a > 1 i b = a+1+ 1
a−1 натуральне число. Звiдси слiдує,

що 1
a−1 натуральне, тобто a−1 = 1, тобто a = 2. Далi, послiдовно знаходимо,

що b = 4, c = 4. При цих значеннях a, b, c одержуємо, що многочлен

P (x) = 2x3 + 2x2 − 8x + 4= 2 (x − 1)
�

x2 + 2x − 2
�

має три рiзнi дiйснi коренi, якi є коренями многочлена

Q (x) = x4 + 3x3 + 2x2 − 6x + 4= (x + 2) (x − 1)
�

x2 + 2x − 2
�

,

що i завершує розв’язання другого пункту задачi.
Вiдповiдь. б) (a, b, c) = (2,4, 4). �

Задача 6.13. Нехай P (x) i Q (x) многочлени степеня 10 з цiлими коефi-
цiєнтами. Вiдомо, що P (2)<Q (2) i

P (x) ·Q (x) =
10
∑

k=0

�

C k
k+11 x20−k − C11

21−k x k−1 + C11
21 x k−1

�
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для всiх ненульових дiйсних x . Знайдiть P (2).
(Online Math Open, 2014 р.)

Розв’язання. Запишемо заданий добуток многочленiв P (x) ·Q (x) в роз-
горнутому виглядi:

C0
11 x20 − C11

21 x−1 + C11
21 x−1+

+C1
12 x19 − C11

20 x0 + C11
21 x0+

+C2
13 x18 − C11

19 x1 + C11
21 x1+

. . . . . . . . . . . . . . .

+C9
20 x11 − C11

12 x8 + C11
21 x8+

+C10
21 x10 − C11

11 x9 + C11
21 x9.

Використовуючи формулу C k
n = Cn−k

n , де k i n цiлi, 0 ¶ k ¶ n, то останнiй
доданок першого стовпчика i другий стовпчик розгорнутого вигляду перепи-
шемо так:

C0
11 x20 − C11

21 x−1 + C11
21 x−1+

+C1
12 x19 − C9

20 x0 + C11
21 x0+

+C2
13 x18 − C8

19 x1 + C11
21 x1+

. . . . . . . . . . . . . . .

+C9
20 x11 − C1

12 x8 + C11
21 x8+

+C11
21 x10 − C0

11 x9 + C11
21 x9.

Доданки −C11
21 x−1 i C11

21 x−1 першого рядка в сумi дають 0, а тому зни-
кають у розгорнутiй сумi. Оскiльки нижнiй доданок першого стовпчи-
ка i усi доданки третього стовпчика мають однаковий коефiцiєнт C11

21 ,
то пiсля винесення його за дужки, ми одержимо перший доданок добу-
тку P (x) · Q (x): C11

21

�

x10 + x9 + . . .+ x + 1
�

. Крiм того, згрупуємо додан-
ки першого стовпчика з вiдповiдними доданками другого, що мають
однаковi коефiцiєнти, ми одержимо всi наступнi доданки добутку P (x) ·
Q (x):

�

C0
11 x20 − C0

11 x9
�

,
�

C1
12 x19 − C1

12 x8
�

,
�

C2
13 x18 − C2

13 x7
�

,
�

C3
14 x17 − C3

14 x6
�

,
. . . ,

�

C7
18 x13 − C7

18 x2
�

,
�

C8
19 x12 − C8

19 x1
�

,
�

C9
20 x11 − C9

20 x0
�

. Таким чином,

P (x) ·Q (x) = C11
21

�

x10 + x9 + . . .+ x + 1
�

+ x9
�

x11 − 1
�

+ 12x8
�

x11 − 1
�

+

+ C2
13 x7

�

x11 − 1
�

+ C3
14 x6

�

x11 − 1
�

+ . . .+ C7
18 x2

�

x11 − 1
�

+

+ C8
19 x

�

x11 − 1
�

+ C9
20

�

x11 − 1
�

.
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Оскiльки x11 − 1= (x − 1)
�

x10 + x9 + . . .+ x + 1
�

, то добуток P (x) ·Q (x) роз-
кладається на такi множники:

P (x) ·Q (x) =
�

x10 + x9 . . .+ x + 1
�

·
�

C11
21 + (x − 1)

�

x9 + 12x8 + C2
13 x7+

+C3
14 x6 + . . . C7

18 x2 + C8
19 x + C9

20

��

.

Оскiльки в обох дужках многочлени 10-го степеня, причому многочлен x10 +
x9 + . . .+ x + 1 незвiдний, тобто не можна подати у виглядi добутку двох
многочленiв з цiлими коефiцiєнтами меншого степеня, то матимемо, що

P (x) = x10 + x9 + . . .+ x + 1

i

Q (x) = (x − 1)
�

x9 + 12x8 + C2
13 x7 + C3

14 x6 + . . .+ C7
18 x2 + C8

19 x + C9
20

�

+ C11
21 ,

бо P (2)<Q (2).
Справдi, нехай многочлен R (x) = x p−1 + x p−2 + . . .+ x + 1= x p−1

x−1 , де p
просте число (у нашому випадку p = 11), можна подати у виглядi добутку двох
многочленiв з цiлими коефiцiєнтами меншого степеня, тодi R (x + 1) також
подається у виглядi добутку двох многочленiв з цiлими коефiцiєнтами. Однак

R (x + 1) =
(x + 1)p − 1

x
= x p−1 + C1

p x p−2 + . . .+ C p−2
p x + C p−1

p

також многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Його коефiцiєнти C k
p дiляться на

p для всiх 1 ¶ k ¶ p − 1 (доведiть це самостiйно), а коефiцiєнт C p−1
p = p не

дiлиться на p2. А тому, за критерiєм Ейзенштейна (теорема 3.13) многочлен
R (x + 1) незвiдний, тобто не подається у виглядi добутку двох многочленiв
з цiлими коефiцiєнтами. Одержане протирiччя i доводить, що многочлен R (x)
також незвiдний. А тому незвiдним буде i многочлен P (x) = x10+x9+. . .+x+1.

Залишається довести, що P (2)<Q (2). Дiйсно, P (2) = 210+29+ . . .+2+1,
а

Q (2) =
�

29 + 12 · 28 + C2
13 · 2

7 + C3
14 · 2

6 + . . .+ C7
18 · 2

2 + C8
19 · 2+ C9

20

�

+C11
21 >

>
�

29 + 28 + 27 + 26 + . . .+ 22 + 2+ 1
�

+ C11
21 .

Отже, потрiбно довести, що C11
21 > 210. Справдi,

C11
21 = C10

21 =
21 · 20 · 19 · 18 · 17 · 16 · 15 · 14 · 13 · 12

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 · 9 · 10
=

= 21 · 19 · 17 · 12 · 3= 244188> 1024= 210,

що i завершує доведення.
Таким чином, P (2) = 210 + 29 + . . .+ 2+ 1= 211−1

2−1 = 211 − 1= 2047.
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Вiдповiдь. P (2) = 2047. �

Задача 6.14. Знайти суму усiх натуральних k, 1¶ k ¶ 100, для яких iсну-
ють такi натуральнi a i b, що многочлен x100 − ax k + b можна розкласти на
множники

�

x2 − 2x + 1
�

P (x), де P (x) деякий многочлен з цiлими коефiцiєн-
тами.

(Iнтернет олiмпiада NIMO, 2015 р.)

Розв’язання. Iз умови задачi випливає, що

x100 − ax k + b = (x − 1)2 · P (x) , (6.18)

для будь-якого дiйсного x . При x = 1 iз (6.18) одержуємо:

1− a+ b = 0,

звiдки a = b+ 1.
Продиференцiюємо обидвi частини рiвностi (6.18), одержимо:

100x99 − akx k−1 = 2 (x − 1) · P (x) + (x − 1)2 · P ′ (x) , (6.19)

для будь-якого дiйсного x . При x = 1 iз (6.19) одержуємо:

100− ak = 0,

звiдки ak = 100 i a = b + 1. Оскiльки 1 ¶ k ¶ 100, i k дiльник числа 100,
то k ∈ {1, 2,4, 5,10, 20,25, 50}, бо коли k = 100, число b = 0 не натуральне.
Тому, шукана сума вiдповiдних чисел k дорiвнює 1+2+4+5+10+20+25+50 =
117.

Вiдповiдь. 117. �

Задача 6.15. Нехай a натуральне число, яке не є квадратом цiлого чис-
ла, а r дiйсний корiнь многочлена P (x) = x3−2ax+1. Доведiть, що r+

p
a

iррацiональне число.
(Китайська математична олiмпiада для дiвчат, 2014 р.)

Розв’язання. Оскiльки a натуральне, яке не є квадратом цiлого числа,
то
p

a iррацiональне число (це вiдоме твердження з теорiї чисел). Припу-
стимо, що r +

p
a = s, де s ∈ Q, тодi r = s−

p
a. Оскiльки r дiйсний корiнь

многочлена P (x) = x3 − 2ax + 1, то r3 − 2ar + 1= 0. Тому,
�

s−
p

a
�3 − 2a

�

s−
p

a
�

+ 1= 0,

s3 − 3s2pa+ 3sa− a
p

a− 2as+ 2a
p

a+ 1= 0,
�

s3 + sa+ 1
�

=
�

3s2 − a
�p

a.

Якщо 3s2 − a 6= 0, то
p

a = s3+sa+1
3s2−a ∈ Q, бо s i a рацiональнi, що суперечить

тому, що a натуральне i не є квадратом цiлого числа. Одержане протирiччя
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i доводить, що 3s2−a = 0 i s3+sa+1 = 0. Звiдки a = 3s2 i s3+s·3s2+1 = 0, тобто
s3 = − 1

4 , що суперечить припущенню про те, що s рацiональне. Дiйсно, з
того, що s3 = − 1

4 випливає, що s = − 1
3p4

, тобто 3p4 = − 1
s , що неможливо,

бо 3p4 iррацiональне число, а − 1
s рацiональне. Одержанi протирiччя i

доводять твердження задачi. �

Задача 6.16. Нехай a, b, c, d, e, f дiйснi числа. Розглянемо два многочле-
ни

P (x) = 2x4 − 26x3 + ax2 + bx + c,

Q (x) = 5x4 − 80x3 + d x2 + ex + f .

Позначимо через S множину усiх чисел (навiть комплексних), кожне iз яких
є коренем P (x) або Q (x) (чи обох). Вiдомо, що для даних многочленiв S =
{1,2, 3,4, 5}. Знайдiть P (6) ·Q (6).

(Iнтернет олiмпiада NIMO, 2015 р.)

Розв’язання. Сума коренiв першого многочлена P (x), за теоремою Вi-
єта, дорiвнює 26

2 = 13. Аналогiчно, сума коренiв другого многочлена Q (x)
дорiвнює 80

5 = 16. Оскiльки deg P (x) = 4 i degQ (x) = 4, то P (x) i Q (x) мають
по чотири коренi iз множини S = {1,2, 3,4.5}. А тому, спочатку, випишемо
усi впорядкованi четвiрки (в порядку не спадання) iз цих коренiв, сума яких
дорiвнює 13:

(1, 2,5, 5) , (1,3, 4,5) , (2, 2,4, 5) , (2,3, 3,5) , (2, 3,4,4) , (3,3, 3,4) .

Далi, випишемо усi впорядкованi четвiрки (в порядку не спадання) iз цих
коренiв, сума яких дорiвнює 16:

(1, 5,5, 5) , (2,4, 5,5) , (3, 3,5, 5) , (3,4, 4,5) , (4, 4,4, 4) .

Оскiльки об’єднання четвiрки iз першої групи з вiдповiдною четвiркою iз
другої повинно дати множину S = {1,2, 3,4, 5}, то одержуємо такi три пари че-
твiрок: ((1, 2,5, 5) ; (3,4, 4,5)), ((1, 3,4, 5) ; (2,4, 5,5)), ((2, 3,4, 4) ; (1,5, 5,5)).
Першiй парi четвiрок вiдповiдають многочлени:

P (x) = 2 (x − 1) (x − 2) (x − 5)2 i Q (x) = 5 (x − 3) (x − 4)2 (x − 5) .

Другiй парi четвiрок вiдповiдають многочлени:

P (x) = 2 (x − 1) (x − 3) (x − 4) (x − 5) i Q (x) = 5 (x − 2) (x − 4) (x − 5)2.

Третiй парi четвiрок вiдповiдають многочлени:

P (x) = 2 (x − 2) (x − 3) (x − 4)2 i Q (x) = 5 (x − 1) (x − 5)3.

В усiх цих трьох випадках добуток

P (x) ·Q (x) = 10 (x − 1) (x − 2) (x − 3) (x − 4)2(x − 5)3.
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Таким чином, P (6) ·Q (6) = 10 · 5 · 4 · 3 · 22 · 15 = 2400.
Вiдповiдь. 2400. �

Задача 6.17. Нехай P (x) многочлен степеня m ¶ 10 з цiлими коефiцi-
єнтами. Вiдомо, що P (0) = 0, P (x) має m рiзних цiлих коренiв i многочлен
P (x) + 1 можна подати у виглядi добутку двох несталих многочленiв з цiлими
коефiцiєнтами. Знайти суму усiх можливих значень P (2).

(Iнтернет олiмпiада NIMO, 2014 р.)

Розв’язання. За умовою задачi P (x) = Q1 (x) · Q2 (x) − 1, де Q1 (x) i
Q2 (x) многочлени натурального степеня з цiлими коефiцiєнтами. Нехай r1,
r2, . . . , rm рiзнi цiлi числа, якi є коренями P (x). Тодi, P (ri) = 0, i = 1, 2, . . . , m.
Звiдси слiдує, що



















Q1 (r1) ·Q2 (r1) = 1,

Q1 (r2) ·Q2 (r2) = 1,

. . . . . . . . . . . . . . .

Q1 (rm) ·Q2 (rm) = 1.

Оскiльки числа Q1 (ri) i Q2 (ri) цiлi, то iз першої рiвностi системи слiдує, що
Q1 (r1) = Q2 (r1) = 1 або Q1 (r1) = Q2 (r1) = −1. В обох випадках Q1 (r1) =
=Q2 (r1). Аналогiчно, Q1 (r2) =Q2 (r2), . . . , Q1 (rm) =Q2 (rm).

Нехай R (x) = Q1 (x) − Q2 (x), тодi r1, r2, . . . , rm коренi R (x). Оскiль-
ки Q1 (x) i Q2 (x) несталi многочлени з цiлими коефiцiєнтами, то 0 <

degQ1 (x)< m i 0< degQ2 (x)< m, бо degQ1 (x) + degQ2 (x) = deg P (x) = m.
Враховуючи, що R (x) = Q1 (x) − Q2 (x), то R (x) многочлен з цiлими ко-
ефiцiєнтами, степiнь якого менший m. Оскiльки вiн має m рiзних коренiв,
то вiн є сталим, причому R (x) = 0, для всiх дiйсних x ∈ R. Звiдси випли-
ває, що Q1 (x) = Q2 (x) = Q (x), де Q (x) зведений многочлен з цiлими
коефiцiєнтами, степiнь якого менший m. Отже, P (x) = (Q (x))2 − 1, для всiх
x ∈ R. Звiдси випливає, що степiнь многочлена P (x) буде завжди парним
числом, тобто може дорiвнювати 10, 8, 6, 4 або 2. В свою чергу одержуємо,
що степiнь многочлена Q (x) може вiдповiдно дорiвнювати 5, 4, 3, 2 або 1.
Оскiльки P (x) = (Q (x)− 1) (Q (x) + 1), а r1, r2, . . . , rm рiзнi цiлi коренi P (x),
то Q (ri) = ±1, для i = 1, 2, . . . , m. Оскiльки степiнь многочлена Q (x) дорiвнює
m
2 , то Q (x) приймає значення 1 рiвно в m

2 iз цих чисел (мова йде про числа r1,
r2, . . . , rm), а значення −1 приймає в решта m

2 iз цих чисел. Iншими словами,
якщо вiдповiдно перенумерувати числа r1, r2, . . . , rm, то ми можемо записати

Q (x) = (x − r1) . . .
�

x − rm/2

�

− 1=
�

x − rm/2 +1

�

. . . (x − rm) + 1.



Розв’язання задач зарубiжних математичних олiмпiад 2012 року 235

Тодi

Q (0) = (−1)m/2 r1 . . . rm/2 − 1= (−1)m/2 rm/2+1 . . . rm + 1.

Оскiльки P (0) = 0, то серед чисел r1, r2, . . . , rm обов’язково одне дорiвнює 0. Це
означає, що добуток m

2 рiзних цiлих ненульових чисел дорiвнює 2 або −2. Це
може бути лише для чисел ±1 i ±2, причому 2 i −2 в цей добуток одночасно не
можуть, бо тодi вiн дорiвнював би ±4. Отже, m

2 ¶ 3, тобто степiнь многочлена
Q (x) може дорiвнювати 3, 2 або 1.

Нехай m
2 = 3, тобто m= 6. Тодi

Q (x) = (x − r1) (x − r2) (x − r3)− 1=
�

x − r4

�

(x − r5) (x − r6) + 1,

звiдки

Q (0) = −r1 · r2 · r3 − 1= −r4 · r5 · r6 + 1.

Оскiльки P (0) = 0, то не порушуючи загальностi будемо вважати, що r1 = 0
або r4 = 0. Нехай r1 = 0. Тодi, r4 · r5 · r6 = 2. Звiдки r4 = −1, r5 = 1 i r6 = −2
(у цих цiлих чисел може бути й iнша комбiнацiя знакiв i для них розв’язання
буде аналогiчним). Тому для цього випадку:

Q (x) = (x − r2) (x − r3) x − 1= (x + 1) (x − 1) (x + 2) + 1.

Розкриємо дужки i зведемо подiбнi доданки, одержимо:

Q (x) = x3 − (r2 + r3) x2 + r2r3 x = x3 + 2x2 − x − 2+ 1.

Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти цих двох рiвних многочленiв, одержує-
мо, що r2 + r3 = −2 i r2r3 = −1. Iз останньої рiвностi в цiлих числах випливає,
що числа r2, r3 спiвпадають з числами r4, r5, що забороняється умовою задачi.
Випадок, коли r4 = 0, також результату не дає. Таким чином, Q (x) лiнiйний
або квадратний зведений многочлен.

Нехай m
2 = 2, тобто m= 4. Тодi

Q (x) = (x − r1) (x − r2)− 1= (x − r3)
�

x − r4

�

+ 1,

звiдки

Q (0) = r1 · r2 − 1= r3 · r4 + 1.

Оскiльки P (0) = 0, то не порушуючи загальностi будемо вважати, що r1 = 0
або r3 = 0. Якщо r1 = 0, тодi, r3 · r4 = −2. Звiдки r3 = −1, r4 = 2 або r3 = 1,
r4 = −2. Для першого випадку одержуємо, що

Q (x) = x (x − r2)− 1= (x + 1) (x − 2) + 1,

тобто Q (x) = x2 − x − 1 i r2 = 1. Для другого випадку одержуємо, що

Q (x) = x (x − r2)− 1= (x − 1) (x + 2) + 1,
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тобто Q (x) = x2 + x − 1 i r2 = −1. Якщо r3 = 0, тодi, r1 · r2 = 2. Звiдки r1 = −1,
r2 = −2 або r1 = 1, r2 = 2. Для першого випадку одержуємо, що

Q (x) = (x + 1) (x + 2)− 1= x
�

x − r4

�

+ 1,

тобто Q (x) = x2 + 3x + 1 i r4 = −3. Для другого випадку одержуємо, що

Q (x) = (x − 1) (x − 2)− 1= x
�

x − r4

�

+ 1,

тобто Q (x) = x2 − 3x + 1 i r4 = 3.
Якщо Q (x) зведений многочлен першого степеня з цiлими коефiцiєн-

тами, то Q (x) = x + 1 або Q (x) = x − 1 (нагадаємо, що вiльний член Q (x)
дорiвнює ±1).

Таким чином, шуканим многочленом P (x) можуть бути: P (x) =
= (x + 1)2 − 1, P (x) = (x − 1)2 − 1, P (x) =

�

x2 − x − 1
�2 − 1, P (x) =

=
�

x2 + x − 1
�2 − 1, P (x) =

�

x2 − 3x + 1
�2 − 1 i P (x) =

�

x2 + 3x + 1
�2 − 1.

Знаходимо вiдповiднi значення: P (2) = 8, P (2) = 0, P (2) = 0, P (2) = 24,
P (2) = 0 i P (2) = 120.

Отже, шукана сума дорiвнює:
∑

P (2) = 8+ 0+ 0+ 24+ 0+ 120= 152.

Вiдповiдь.
∑

P (2) = 152. �

Задача 6.18. Знайдiть усi зведенi многочлени P (x) другого степеня з цiли-
ми коефiцiєнтами, для кожного iз яких iснує многочлен Q (x) з цiлими коефiцi-
єнтами такий, що P (x)·Q (x) многочлен, усi коефiцiєнти якого дорiвнюють
±1.

(Польща, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2006 р.)

Розв’язання. Нехай P (x) = x2 + ax + b шуканий многочлен, де a, b
цiлi числа. Тодi, за умовою задачi, iснує такий многочлен Q (x) = cn xn+ . . .+ c0,
де cn,. . . , c0 цiлi числа, cn 6= 0, що P (x) · Q (x) = ±xn+2 ± xn+1 ± . . . ± 1.
Оскiльки P (0) ·Q (0) = ±1, то b · c0 = ±1. Враховуючи, що b i c0 цiлi, то
b = ±1 i c0 = ±1. Таким чином, шуканий многочлен P (x) повинен мати
вигляд: P (x) = x2 + ax ± 1, де a деяке цiле число.

А тепер доведемо таке допомiжне твердження: якщо усi коефiцiєнти мно-
гочлена дорiвнюють±1, то модуль усiх його коренiв менший 2.

Доведення. Нехай f (x) многочлен, степiнь якого дорiвнює n i усi його
коефiцiєнти дорiвнюють ±1. Якщо n = 1, то f (x) має корiнь 1 або −1. Для
цього випадку твердження виконується. Припустимо, що z корiнь f (x) i
|z|¾ 2. Тодi, |z|> 1 i

|z|n =
�

�±zn−1 ± zn−2 ± . . .± 1
�

�¶ |z|n−1 + |z|n−2 + . . .+ 1=
|z|n − 1
|z| − 1

.
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Звiдси слiдує, що |z|n (|z| − 1)¶ |z|n−1, тобто |z|n (|z| − 2)¶ −1. Звiдси й слiдує,
що |z|< 2, що i завершує доведення твердження.

Якщо шуканий многочлен має вигляд P (x) = x2 + ax + 1, то неможливо,
щоб |a|¾ 3, бо тодi вiн має один iз коренiв, модуль якого дорiвнює |a|+

p
a2−4

2 , i

при |a| ¾ 3 матимемо: |a|+
p

a2−4
2 ¾ 3+

p
32−4
2 = 3+

p
5

2 > 2. Таким чином, у цьому
випадку, |a| ¶ 2, тобто a ∈ {−2,−1, 0,1, 2}, i шуканi многочлени потрiбно
шукати серед многочленiв: x2 ± 2x + 1, x2 ± x + 1 i x2 + 1.

Якщо шуканий многочлен має вигляд P (x) = x2 + ax − 1, то неможливо,
щоб |a|¾ 2, бо тодi вiн має один iз коренiв, модуль якого дорiвнює |a|+

p
a2+4

2 , i

при |a| ¾ 2 матимемо: |a|+
p

a2+4
2 ¾ 2+

p
22+4
2 = 2+

p
8

2 > 2. Таким чином, у цьому
випадку, |a| ¶ 1, тобто a ∈ {−1,0, 1}, i шуканi многочлени потрiбно шукати
серед многочленiв: x2 ± x − 1 i x2 − 1.

Залишилося пiдiбрати многочлени Q (x) для кожного iз одержаних много-
членiв.

Якщо P (x) = x2±1, то Q (x) = x−1. Дiйсно,
�

x2 ± 1
�

(x − 1) = x3−x2±x∓
1. Якщо P (x) = x2±x±1, то Q (x) = 1. Якщо P (x) = x2+2x+1, то Q (x) = x−1.
Дiйсно,

�

x2 + 2x + 1
�

(x − 1) = x3 + x2 − x − 1. Якщо P (x) = x2 − 2x + 1, то
Q (x) = x + 1. Дiйсно,

�

x2 − 2x + 1
�

(x + 1) = x3 − x2 − x + 1.
Вiдповiдь. x2 ± 1, x2 ± x ± 1, x2 ± 2x + 1. �

Задача 6.19. Знайдiть всi пари зведених многочленiв p (x) i q (x) степеня
n, n¾ 1, кожний, якi мають по n коренiв, що є невiд’ємними цiлими числами,
для яких виконується рiвнiсть p (x)− q (x) = 1 для кожного дiйсного x .

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Центральної Америки, 2013 р.)

Розв’язання. Нехай p (x) i q (x) шуканi многочлени. Позначимо через
pi i qi цiлi невiд’ємнi коренi многочленiв p (x) i q (x), що йдуть в неспадному
порядку, тобто p1 ¶ p2 ¶ . . . ¶ pn i q1 ¶ q2 ¶ . . . ¶ qn. Далi розглянемо два
випадки.

1) p1 ¶ q1. Розглянемо многочлени P (x) = p (x + p1) i Q (x) = q (x + p1).
Тодi, цi новi многочлени також задовольняють умову P (x) −Q (x) = 1 для
кожного дiйсного x . Дiйсно, P (x)−Q (x) = p (x + p1)− q (x + p1) = 1, бо для
многочленiв p (x) i q (x) виконується ця умова. Далi, знаходимо, що Q (0) = −1.
Дiйсно, Q (0) = P (0) − 1 = p (p1) − 1 = −1. Крiм того, числа qi − p1 ко-
ренi Q (x). Дiйсно, Q (qi − p1) = q ((qi − p1) + p1) = q (qi) = 0, бо за припу-
щенням цiлi невiд’ємнi числа qi , i = 1,2, . . . , n, коренi q (x). Це означає, що

Q (x) =
n
∏

i=1
(x − (qi − p1)). Звiдси знаходимо, що Q (0) = (−1)n

n
∏

i=1
(qi − p1). За
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доведеним вище, Q (0) = −1. Тому, (−1)n
n
∏

i=1
(qi − p1) = −1. Оскiльки p1 ¶ q1,

то числа qi − p1 невiд’ємнi i цiлi. З останньої рiвностi слiдує, що n непар-
не i кожне з чисел q1 − p1, q2 − p1, . . . , qn − p1 дорiвнює 1. Це означає, що
Q (x) = (x − 1)n, де n непарне. Тодi, P (x) = (x − 1)n + 1, де n непарне.
Нехай n> 1, тодi

P (x) = xn − nxn−1 +
n (n− 1)

2
xn−2 − . . .+ nx .

Якщо P1, P2, . . . , Pn цiлi невiд’ємнi коренi многочлена P (x), то за формулами
Вiєта:

P1 + P2 + . . .+ Pn = n

i

P1P2 + P1P3 + . . .+ P1Pn + P2P3 + . . .+ P2Pn + . . .+ Pn−1Pn =
n (n− 1)

2
.

Звiдси слiдує, що

P2
1 + P2

2 + . . .+ P2
n =

= (P1 + P2 + . . .+ Pn)
2 − 2 (P1P2 + P1P3 + . . .+ Pn−1Pn) =

= n2 − 2 ·
n (n− 1)

2
= n.

Використовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм квадратичним i середнiм ари-
фметичним невiд’ємних чисел P1, P2, . . . , Pn:

√

√

√ P2
1 + P2

2 + . . .+ P2
n

n
¾

P1 + P2 + . . .+ Pn

n
,

одержуємо,
p

1 ¾ 1, тобто виконується рiвнiсть. Це буде тодi i тiльки тодi,
коли P1 = P2 = . . . = Pn = 1. Тому, P (x) = (x − 1)n, що суперечить ранiше
одержанiй рiвностi P (x) = (x − 1)n + 1. Одержане протирiччя i доводить, що
n= 1, тобто p (x) = x − a i q (x) = x − a− 1, де a цiле невiд’ємне число.

2) q1 ¶ p1. Розглянемо многочлени P (x) = p (x + q1) i Q (x) = q (x + q1).
Тодi, цi новi многочлени також задовольняють умову P (x) −Q (x) = 1 для
кожного дiйсного x . Дiйсно, P (x)−Q (x) = p (x + q1)− q (x + q1) = 1, бо для
многочленiв p (x) i q (x) виконується ця умова. Далi, знаходимо, що P (0) = 1.
Дiйсно, P (0) = Q (0) + 1 = q (q1) + 1 = 1. Крiм того, числа pi − q1 коре-
нi P (x). Дiйсно, P (pi − q1) = p ((pi − q1) + q1) = p (pi) = 0, бо за припуще-
нням цiлi невiд’ємнi числа pi , i = 1,2, . . . , n, коренi p (x). Це означає, що

P (x) =
n
∏

i=1
(x − (pi − q1)). Звiдси знаходимо, що P (0) = (−1)n

n
∏

i=1
(pi − q1). За



Розв’язання задач зарубiжних математичних олiмпiад 2012 року 239

доведеним вище, P (0) = 1. Тому, (−1)n
n
∏

i=1
(pi − q1) = 1. Оскiльки q1 ¶ p1, то

числа pi−q1 невiд’ємнi i цiлi. З останньої рiвностi слiдує, що n парне i кожне
з чисел p1 − q1, p2 − q1, . . . , pn − q1 дорiвнює 1. Це означає, що P (x) = (x − 1)n,
де n парне. Тодi, Q (x) = (x − 1)n − 1, де n парне. Нехай n> 2, тодi

Q (x) = xn − nxn−1 +
n (n− 1)

2
xn−2 − . . .− nx .

Якщо Q1, Q2, . . . , Qn цiлi невiд’ємнi коренi многочлена Q (x), то за формула-
ми Вiєта:

Q1 +Q2 + . . .+Qn = n

i

Q1Q2 +Q1Q3 + . . .+Q1Qn + Q2Q3 + . . .+Q2Qn + . . .+Qn−1Qn =
n (n− 1)

2
.

Звiдси слiдує, що

Q2
1 +Q2

2 + . . .+Q2
n =

= (Q1 +Q2 + . . .+Qn)
2 − 2 (Q1Q2 +Q1Q3 + . . .+Qn−1Qn) =

= n2 − 2 ·
n (n− 1)

2
= n.

Використовуючи нерiвнiсть Кошi мiж середнiм квадратичним i середнiм ари-
фметичним невiд’ємних чисел Q1, Q2,. . . , Qn:

√

√

√Q2
1 +Q2

2 + . . .+Q2
n

n
¾

Q1 +Q2 + . . .+Qn

n
,

одержуємо,
p

1 ¾ 1, тобто для цiєї нерiвностi виконується рiвнiсть. Це буде
тодi i тiльки тодi, коли Q1 =Q2 = . . .=Qn = 1. Тому, Q (x) = (x − 1)n, що супе-
речить ранiше одержанiй рiвностi Q (x) = (x − 1)n − 1. Одержане протирiччя
i доводить, що n= 2, тобто p (x) = (x − a)2 i q (x) = (x − a− 1) (x − a+ 1), де
a натуральне число.

Вiдповiдь. p (x) = x − a i q (x) = x − a− 1, де a цiле невiд’ємне число;
p (x) = (x − a)2 i q (x) = (x − a− 1) (x − a+ 1), де a натуральне число. �

Задача 6.20. Послiдовнiсть многочленiв (Pn (x)) визначається наступним
чином: P0 (x) = x i Pn (x) = Pn−1 (x − 1) · Pn−1 (x + 1), n¾ 1. Знайти найбiльше
k таке, що P2014 (x) дiлиться на x k.

(Математична олiмпiада Бразилiї, 2014 р.)

Розв’язання. За означенням маємо:
1) P2014 (x) = P2013 (x − 1) · P2013 (x + 1);
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2) P2014 (x) = P2012 (x − 2) P2012 (x) · P2012 (x) P2012 (x + 2), тобто P2014 (x) =
P2012 (x − 2) · (P2012 (x))

2 · P2012 (x + 2);
3) P2014 (x) = P2011 (x − 3) P2011 (x − 1) · (P2011 (x − 1) P2011 (x + 1))2 ·
· P2011 (x + 1) P2011 (x + 3), тобто:

P2014 (x) = P2011 (x − 3) · (P2011 (x − 1))3 · (P2011 (x + 1))3 · P2011 (x + 3) .

Напрошується гiпотеза:

P2014 (x) =
n
∏

i=0

�

P2014−n (x − n+ 2i)
�C i

n ,

для будь-якого цiлого n, 0¶ n¶ 2014. Справедливiсть цiєї гiпотези доведемо
методом математичної iндукцiї.

База iндукцiї. При n = 1 маємо: P2014 (x) = P2013 (x − 1) · P2013 (x + 1) =
1
∏

i=0

�

P2014−1 (x − 1+ 2i)
�C i

1 .

Крок iндукцiї. Нехай гiпотеза справедлива для деякого k, де 0< k < 2014,

тобто: P2014 (x) =
k
∏

i=0

�

P2014−k (x − k+ 2i)
�C i

k . Доведемо, використовуючи це

представлення, що гiпотеза буде справедливою i для n= k+ 1. Дiйсно,

P2014 (x) =
k
∏

i=0

�

P2014−k (x − k+ 2i)
�C i

k =

=
k
∏

i=0

�

P2014−k−1 (x − k− 1+ 2i) · P2014−k−1 (x − k+ 1+ 2i)
�C i

k =

=
k
∏

i=0

�

P2014−k−1 (x − k− 1+ 2i)
�C i

k ·
k
∏

i=0

�

P2014−k−1 (x − k+ 1+ 2i)
�C i

k =

=
k
∏

i=0

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i

k ·
k
∏

i=0

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2 (i + 1))
�C i

k =

=
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1))
�C0

k ·
k
∏

i=1

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i

k ·

·
k−1
∏

i=0

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2 (i + 1))
�C i

k ·
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2 (k+ 1))
�C k

k =

=
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1))
�C0

k+1 ·
k
∏

i=1

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i

k ·

·
k
∏

i=1

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i−1

k ·
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2 (k+ 1))
�C k+1

k+1 =
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=
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1))
�C0

k+1 ·
k
∏

i=1

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i

k+C i−1
k ·

·
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2 (k+ 1))
�C k+1

k+1 =

=
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1))
�C0

k+1 ·
k
∏

i=1

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i

k+1 ·

·
�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2 (k+ 1))
�C k+1

k+1 =

=
k+1
∏

i=0

�

P2014−(k+1) (x − (k+ 1) + 2i)
�C i

k+1 ,

що i завершує доведення.
Тепер, для n= 2014 ми одержуємо, що

P2014 (x) =
2014
∏

i=0

(x − 2014+ 2i)C
i
2014 .

Зрозумiло, що вираз (x − 2014+ 2i)C
i
2014 буде мати вигляд x k, якщо 2i = 2014,

тобто i = 1007, а тодi шукане k = C1007
2014 .

Вiдповiдь. k = C1007
2014 . �

Задача 6.21. Знайдiть кiлькiсть впорядкованих пар (P (x) ,Q (x))много-
членiв з цiлими коефiцiєнтами, для яких виконується тотожнiсть

P(x)2 +Q(x)2 =
�

x4096 − 1
�2

.

(Online Math Open, 2015 р.)

Розв’язання. Оскiльки 4096= 212, то будемо розв’язувати узагальнення
цiєї задачi, тобто будемо знаходити число впорядкованих пар (P (x) ,Q (x))
многочленiв з цiлими коефiцiєнтами, для яких виконується тотожнiсть

P(x)2 +Q(x)2 =
�

x2n
− 1

�2
,

для кожного натурального n.
Нехай n задане натуральне число. Розкладемо многочлен

�

x2n
− 1

�2
на

незвiднi множники в Z [x]:
�

x2n
− 1

�2
= (x − 1)2(x + 1)2

�

x2 + 1
�2

. . .
�

x2n−1
+ 1

�2
. (6.20)

Доведемо, що многочлен x2k
+ 1, де k натуральне, буде незвiдний в Z [x].

Припустимо, що це не так. Тодi, звiдним буде i многочлен, який одержується
iз цього многочлена замiною x на x + 1, тобто звiдним в Z [x] буде i такий
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многочлен:

(x + 1)2
k
+ 1= x2k

+ C1
2k x2k−1 + . . .+ C2k−1

2k x + 2.

Кожний коефiцiєнт C2k−i
2k , де i = 1,2, . . . , 2k − 1, розкладу буде дiлитися на 2

(доведiть це самостiйно), а вiльний член, який дорiвнює 2, теж дiлиться на
2, але не дiлиться на 22 = 4. А тому, за критерiєм Ейзенштейна (теорема
3.13) многочлен x2k

+ C1
2k x2k−1 + . . .+ C2k−1

2k x + 2 незвiдний, тобто не подає-
ться у виглядi добутку двох многочленiв з цiлими коефiцiєнтами. Одержане
протирiччя i доводить, що многочлен x2k

+ 1 також незвiдний. З’ясуємо, скiль-
кома способами квадрат цього незвiдного многочлена можна подати у виглядi
A(x)2+B(x)2, де A(x) i B (x) многочлени з цiлими коефiцiєнтами. Для цього
скористаємося комплексними числами:

(A(x) + iB (x)) (A(x)− iB (x)) =
�

x2k−1
+ i
�2�

x2k−1
− i
�2

. (6.21)

Зрозумiло, що коли множник A(x) + iB (x) визначений, то другий множник
A(x)− iB (x) визначається однозначно iз (6.20). А от множник A(x) + iB (x)
може визначатися трьома рiзними способами:

1) A(x) + iB (x) =
�

x2k−1
+ i
�2

;

2) A(x) + iB (x) =
�

x2k−1
− i
�2

;

3) A(x) + iB (x) =
�

x2k−1
+ i
��

x2k−1
− i
�

,
бо коли один iз множникiв входить до A(x) + iB (x), то спряжений до нього
повинен входити до A(x)− iB (x). Далi, використовуючи формулу

�

a2 + b2
� �

c2 + d2
�

= (ac + bd)2 + (ad − bc)2,

i рiвнiсть (6.20), ми одержуємо, що P(x)2 +Q(x)2 можна отримати 3n−1 спосо-
бами, бо незвiдних множникiв в правiй частинi (6.20) рiвно n − 1: x2 + 1,
x22
+ 1, . . . , x2n−1

+ 1. Причому розклад на множники обох многочленiв P (x)
i Q (x) починатиметься з добутку (x + 1) (x − 1), а далi будуть йти незвiднi
множники. Оскiльки кожне iз одержаних представлень P(x)2 +Q(x)2, задає
впорядковану пару (P (x) ,Q (x)) многочленiв P (x) i Q (x) з цiлими коефiцiєн-
тами, то це ж представлення задаватиме ще три рiзнi пари: (−P (x) ,Q (x)),
(P (x) ,−Q (x)) i (−P (x) ,−Q (x)). Тому, за правилом добутку, число потрiбних
пар буде дорiвнювати 4 · 3n−1.

Для нашого випадку, коли n = 12, шукана кiлькiсть пар буде дорiвнювати
4 · 311 = 708588.

Вiдповiдь. 708 588. �
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Задача 6.22. Нехай p i q простi числа. Послiдовнiсть (xn) визначається
наступним чином: x1 = 1, x2 = p i xn+1 = pxn − qxn−1 для всiх натуральних
n¾ 2. Вiдомо, що для деякого натурального k виконується рiвнiсть x3k = −3.
Знайдiть p i q.

(Аргентина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2010 р.)

Розв’язання. Якщо p i q обидва непарнi, то за модулем 2 наша послiдов-
нiсть набуває вигляду: 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, . . . , для якої, очевидно, x3i парнi
числа, для всiх i = 1, 2,3, . . ., а тому не дорiвнюють −3.

Якщо p = q = 2, то, починаючи з другого члена, усi члени нашої послiдов-
ностi будуть парними i не будуть дорiвнювати −3.

Якщо p = 2 i q непарне просте число чи p непарне просте число i
q = 2, розглянемо нашу послiдовнiсть за mod

�

p2 − q
�

: 1, p, 0, −pq, −p2q, 0,
p2q2, p3q2, 0, −p3q3, −p4q3, 0, . . . . Доведемо методом математичної iндукцiї,
що x3k−2 ≡ (−1)k−1pk−1qk−1, x3k−1 ≡ (−1)k−1pkqk−1 i x3k ≡ 0

�

mod
�

p2 − q
��

,
для будь-якого натурального k.

База iндукцiї. При k = 1 маємо: x1 ≡ 1 = (−1)0p0q0, x2 ≡ p = (−1)0p1q0,
x3 ≡ 0

�

mod
�

p2 − q
��

.
Крок iндукцiї. Нехай для деякого натурального k виконуються конгруен-

цiї: x3k−2 ≡ (−1)k−1pk−1qk−1, x3k−1 ≡ (−1)k−1pkqk−1 i x3k ≡ 0
�

mod
�

p2 − q
��

.
Доведемо, використовуючи це припущення, що x3k+1 ≡ (−1)k pkqk, x3k+2 ≡
(−1)k pk+1qk i x3k+3 ≡ 0

�

mod
�

p2 − q
��

.
Справдi,

x3k+1 = px3k − qx3k−1 ≡ p · 0− q · (−1)k−1pkqk = (−1)k pkqk,

x3k+2 = px3k+1 − qx3k ≡ p · (−1)k pkqk − q · 0= (−1)k pk+1qk,

x3k+3 = px3k+2 − qx3k+1 ≡ p · (−1)k pk+1qk − q · (−1)k pkqk =

= (−1)k pkqk
�

p2 − q
�

≡ 0,

що i треба було довести.
Таким чином, за принципом математичної iндукцiї, x3k ≡ 0

�

mod
�

p2 − q
��

, для будь-якого натурального k. Це означає, що за умовою
задачi, для деякого натурального k виконується рiвнiсть n

�

p2 − q
�

= −3, для
деякого цiлого n. Оскiльки 3 просте число, то для виконання рiвностi мо-
жливi такi випадки:

1)

¨

n= −3,

p2 − q = 1;
2)

¨

n= −1,

p2 − q = 3;
3)

¨

n= 1,

p2 − q = −3;
4)

¨

n= 3,

p2 − q = −1.

Якщо p = 2, тодi iз цих систем знаходимо, що q = 3, q = 5 або q = 7. Якщо
q = 2, тодi iз цих систем слiдує, що непарного простого p не iснує.
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Залишається перевiрити чи буде виконуватися умова задачi для знайде-
них пар простих чисел.

Якщо p = 2 i q = 3, то задана послiдовнiсть (xn) визначається наступним
чином: x1 = 1, x2 = 2 i xn+1 = 2xn − 3xn−1 для всiх натуральних n ¾ 2. За
mod 3 ця послiдовнiсть набуває вигляду: 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .. Дiйсно, якщо xn ≡ 1
(mod 3), то xn+1 ≡ 2xn ≡ 2 (mod 3), а якщо xn = 2 (mod 3), то xn+1 ≡ 2xn ≡
≡ 4≡ 1 (mod 3). Це означає, що жоден iз членiв цiєї послiдовностi не дiлиться
на 3, тобто не може дорiвнювати −3. Отже, пара простих чисел p = 2 i q = 3
не задовольняє умовам задачi.

Якщо p = 2 i q = 5, то задана послiдовнiсть (xn) визначається наступним
чином: x1 = 1, x2 = 2 i xn+1 = 2xn − 5xn−1 для всiх натуральних n ¾ 2. За
mod 6 ця послiдовнiсть набуває вигляду: 1,2, 5,0, 5,4, 1,0, 1,2, . . ..

Справдi, xn+1 ≡ 2xn + xn−1 (mod 6), тому, коли x1 = 1, x2 = 2, послiдовно
одержуємо:

x3 ≡ 2 · 2+ 1= 5 (mod 6), x4 ≡ 2 · 5+ 2≡ 0 (mod 6),

x5 ≡ 2 · 0+ 5≡ 5 (mod 6), x6 ≡ 2 · 5+ 0≡ 4 (mod 6),

x7 ≡ 2 · 4+ 5≡ 1 (mod 6), x8 ≡ 2 · 1+ 4≡ 0 (mod 6),

x9 ≡ 2 · 0+ 1≡ 1 (mod 6), x10 ≡ 2 · 1+ 0≡ 2 (mod 6) i т. д.

Помiчаємо, що ця послiдовнiсть перiодична, з перiодом 8, i не мiстить
3, бо −3 ≡ 3 (mod 6). Це означає, що жоден iз членiв цiєї послiдовностi не
може дорiвнювати −3. Отже, пара простих чисел p = 2 i q = 5 не задовольняє
умовам задачi.

Якщо p = 2 i q = 7, то задана послiдовнiсть (xn) визначається наступним
чином: x1 = 1, x2 = 2 i xn+1 = 2xn − 7xn−1 для всiх натуральних n ¾ 2. Вже
перше обчислення дає x3 = 2 · 2− 7 · 1 = −3. Отже, пара простих чисел p = 2 i
q = 7 задовольняє умовам задачi.

Вiдповiдь. p = 2, q = 7. �

Задача 6.23. Послiдовнiсть (an) визначається наступним чином:

a1 =
1
2

, am =
am−1

2m · am−1 + 1

для всiх натуральних m > 1. Знайдiть значення суми a1 + a2 + . . . + ak для
кожного значення k > 1.

(Боснiя i Герцеговина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2014 р.)
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Розв’язання. Оскiльки a1 =
1
2 > 0, то за означенням am > 0 при всiх m> 1.

Тодi 1
am
= 1

am−1
+ 2m, де m> 1. Запишемо цю формулу для m= 2,3, . . . , n:

1
a2
=

1
a1
+ 2 · 2,

1
a3
=

1
a2
+ 2 · 3,

. . .

1
an−1

=
1

an−2
+ 2 · (n− 1) ,

1
an
=

1
an−1

+ 2 · n.

Додавши цi всi рiвностi, одержимо:

1
a2
+

1
a3
+ . . .+

1
an−1

+
1
an
=

=
1
a1
+

1
a2
+

1
a3
+ . . .+

1
an−1

+ 2 (2+ 3+ . . .+ (n− 1) + n) ,

1
an
= 2 (1+ 2+ 3+ . . .+ (n− 1)n) ,

1
an
= 2 ·

n (n+ 1)
2

,

an =
1

n (n+ 1)
.

Таким чином, am =
1
m −

1
m+1 , для кожного натурального m. Звiдси знаходимо,

що

a1 + a2 + . . .+ ak =
�

1
1
−

1
2

�

+
�

1
2
−

1
3

�

+ . . .+
�

1
k
−

1
k+ 1

�

=

= 1−
1

k+ 1
=

k
k+ 1

,

що i завершує розв’язання задачi. �

Задача 6.24. Послiдовнiсть натуральних чисел (an) визначається так:
a0 = a натуральне число i an = 5an−1 + 4, для всiх натуральних n ¾ 1. Чи
можна вибрати число a таким, що a54 кратне 2013?

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Балтiї, 2013 р.)

Розв’язання. Перший спосiб. Нехай xn =
an
5n , де n¾ 0. Тодi x0 = a i 5n xn =

an = 5an−1+4 = 5n xn−1+4. Звiдки знаходимо, що xn = xn−1+
4
5n , де n¾ 1. Далi,
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використовуючи метод математичної iндукцiї, доводимо, що xn = a+ 1− 1
5n ,

при всiх n ¾ 0. База iндукцiї. При n = 0 одержуємо: x0 = a = a + 1 − 1
50 .

Крок iндукцiї. Припустимо, що для деякого n = k − 1 виконується рiвнiсть
xk−1 = a+1− 1

5k−1 . Доведемо, використовуючи припущення, що xk = a+1− 1
5k .

Дiйсно,

xk = xk−1 +
4
5k
= a+ 1−

1
5k−1

+
4
5k
= a+ 1−

5
5k
+

4
5k
= a+ 1−

1
5k

.

Таким чином, за основним принципом математичної iндукцiї, ми робимо
висновок, що xn = a + 1− 1

5n , при всiх n ¾ 0. Звiдси слiдує, що an = 5n xn =
= 5n (a+ 1) − 1, при всiх n ¾ 0. Це означає, що a54 = 554 (a+ 1) − 1. Нехай
b остача вiд дiлення 554 на 2013, 0< b < 2013, тодi 554 = 2013c + b, де c
деяке натуральне число. Оскiльки 554 взаємно просте з 2013, то 2013 i b
взаємно простi. Щоб довести, що a54 кратне 2013, досить знайти цiле y, для
якого (a+ 1) b− 1= 2013y . Це лiнiйне рiвняння вiдносно a+ 1 та y:

b (a+ 1)− 2013y = 1.

Оскiльки b i 2013 взаємно простi, то таке рiвняння має нескiнченне сiмей-
ство розв’язкiв. Серед них є таке, що a+1¾ 2. Саме це значення a i є шуканим.

Другий спосiб. Позначимо f (x) = 5x + 4. Ця функцiя є взаємно однозна-
чною i для лишкiв за mod 2013 має обернену g (x) = 1208x + 1207. Дiйсно,

an = 5an−1 + 4,

5an−1 = an − 4.

Тому

5an−1 = an − 4≡ 6040an + 6035 (mod 2013),

тобто 5an−1 ≡ 6040an + 6035 (mod 2013). Оскiльки 5 i 2013 взаємно простi,
то пiсля скорочення на 5, одержимо, що an−1 ≡ 1208an + 1207.

Далi, можна легко перевiрити, що f (g (x))≡ x (mod 2013) i g ( f (x))≡ x
(mod 2013). Позначимо f 0 (x) = x i f n (x) = f

�

f n−1 (x)
�

для кожного нату-
рального n, тобто f n (x) це n-кратне застосування функцiї f до x . Зрозумiло,
що a1 = f (a), a2 = f ( f (a)), a3 = f ( f ( f (a))), . . . , a54 = f 54 (a). Покладе-
мо a = gn (0), тобто a = g (. . . g (g (0)) . . .)

︸ ︷︷ ︸

54 разiв

. Зрозумiло, що a є натуральним.

Тому, використовуючи f (g (x)) ≡ x (mod2013), одержимо: a54 = f 54 (a) =
= f 54

�

g54 (0)
�

≡ f 53
�

g53 (0)
�

≡ . . . ≡ f (g (0)) ≡ 0 (mod2013), що i завершує
розв’язання задачi.

Вiдповiдь. Таке a iснує. �
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Задача 6.25. Послiдовнiсть {an} дiйсних чисел визначається наступним
чином: a1 = 1 i an+1 =

�

1+ k
n

�

an + 1, для всiх натуральних n. Знайдiть усi
натуральнi k такi, що для кожного iз них число an буде цiлим числом, при
будь-якому натуральному n.

(Математична олiмпiада Пiвнiчного Китаю, 2013 р.)

Розв’язання. Якщо k = 1, то a1 = 1 i an+1 =
�

1+ 1
n

�

an + 1, n ¾ 1. Тодi,
a2 = (1+ 1) a1+1 = 3, a3 =

�

1+ 1
2

�

a2+1 = 3
2 ·3+1 = 5, 5 не є цiлим числом.

Тому, k = 1 не задовольняє умовi задачi.
Якщо k > 1, то, використовуючи умову, знаходимо:

a1 = 1,

a2 =
�

1+
k
1

�

a1 + 1= k+ 2,

a3 =
�

1+
k
2

�

a2 + 1=
k2 + 4k+ 6

2
, . . .

Виникає гiпотеза:

an+1 =
k

k− 1
· C k

k+n −
n+ 1
k− 1

для всiх натуральних n. Справедливiсть цiєї гiпотези доведемо методом ма-
тематичної iндукцiї.

База iндукцiї. При n= 1 маємо:

a2 =
k

k− 1
C k

k+1 −
2

k− 1
=

k
k− 1

C1
k+1 −

2
k− 1

=
k (k+ 1)− 2

k− 1
= k+ 2,

що i завершує доведення.
Крок iндукцiї. Нехай гiпотеза справедлива для деякого натурального i,

тобто ai+1 =
k

k−1 C k
k+i −

i+1
k−1 .

Доведемо, використовуючи це припущення, що гiпотеза буде справедли-
вою i для n= i + 1, тобто ai+2 =

k
k−1 C k

k+i+1 −
i+2
k−1 . Дiйсно,

ai+2 =
�

1+
k

i + 1

�

ai+1 + 1=
k+ i + 1

i + 1

�

k
k− 1

C k
k+i −

i + 1
k− 1

�

+ 1=

=
k

k− 1
·

k+ i + 1
i + 1

· C k
k+i −

k+ i + 1
k− 1

+ 1=

=
k

k− 1
·

k+ i + 1
i + 1

·
(k+ i)!
k! · i!

−
k+ i + 1− (k− 1)

k− 1
=

=
k

k− 1
·
(k+ i + 1)!
k! · (i + 1)!

−
i + 2
k− 1

=

=
k

k− 1
· C k

k+i+1 −
i + 2
k− 1

,

що i завершує доведення.
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Таким чином, за основним принципом математичної iндукцiї, для задано-
го k > 1 i будь-якого натурального n виконується рiвнiсть:

an+1 =
k

k− 1
· C k

k+n −
n+ 1
k− 1

.

А тепер продовжимо розв’язання нашої задачi. При k = 2, одержимо:

an+1 =
2

2− 1
· C2

n+2 −
n+ 1
2− 1

= 2 ·
(n+ 2) (n+ 1)

1 · 2
− (n+ 1) =

= (n+ 2) (n+ 1)− (n+ 1) = (n+ 1) (n+ 2− 1) = (n+ 1)2.

Враховуючи, що a1 = 1 i an+1 = (n+ 1)2, для будь-якого натурального n, одер-
жуємо, що при k = 2, число an буде цiлим, при будь-якому натуральному
n.

При k > 2 обчислимо an+1 при n= (k− 1) (k− 1)!− 2. Матимемо:

an+1 =
k

k− 1
C k

n+k −
n+ 1
k− 1

=
k

k− 1
·
(n+ k)!
k! · n!

−
n+ 1
k− 1

=

=
k

k− 1
·
(n+ 1) (n+ 2) . . . (n+ k)

k!
−

n+ 1
k− 1

=

=
(n+ 1) (n+ 2) . . . (n+ k)
(k− 1) · (k− 1)!

−
n+ 1
k− 1

=

=
(n+ 1) (n+ 2) . . . (n+ k)

n+ 2
−

n+ 1
k− 1

=

= (n+ 1) (n+ 3) . . . (n+ k)−
n+ 1
k− 1

.

Оскiльки (n+ 1) (n+ 3) . . . (n+ k) цiле число, то достатньо довести, що n+1
k−1

не є цiлим, не забуваючи, що n= (k− 1) (k− 1)!− 2.
Доведемо, що дрiб n+1

k−1 нескоротний. Для цього, скористаємося вiдо-
мою властивiстю найбiльшого спiльного дiльника двох цiлих чисел: (a, b) =
(a− b, b), при a > b. Тому, застосувавши цю формулу (k− 1)! разiв одержимо:

НСД (n+ 1, k− 1) = НСД ((k− 1) · (k− 1)!− 1, k− 1) = . . .=

= НСД (−1, k− 1) = 1,

що i завершує розв’язання.
Вiдповiдь. k = 2. �

Задача 6.26. Послiдовнiсть (an) дiйсних чисел визначається у такий спо-
сiб: a0 = 1, a1 = 1 i для всiх натуральних n виконується рiвнiсть

an+1 =
n− 1
n+ 1

an −
n− 2
n2 + 1

an−1.
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Обчислiть значення виразу
a1

a2
−

a2

a3
+

a3

a4
−

a4

a5
+ . . .+

a2013

a2014
−

a2014

a2015
.

(Мiжнародна математична олiмпiада країн Центральної Америки, 2015 р.)

Розв’язання. Знайшовши кiлька початкових членiв нашої послiдовностi,
помiчаємо, що an

an+1
= n + 1. За допомогою методу математичної iндукцiї,

доведемо, що an−1
an
= n для всiх натуральних n.

База iндукцiї. Для n= 1 одержуємо: a0
a1
= 1

1 = 1.
Крок iндукцiї. Нехай для деякого натурального n вiдношення an−1

an
= n.

Доведемо, використовуючи це припущення i означення послiдовностi, що
вiдношення an

an+1
= n+ 1. Дiйсно,

an+1 =
n− 1
n+ 1

an −
n− 2
n2 + n

an−1 =

=
n− 1
n+ 1

an −
n− 2
n2 + n

· nan =
�

n− 1
n+ 1

−
n− 2
n+ 1

�

an =
1

n+ 1
· an,

тобто an
an+1
= n+ 1, що i завершує доведення кроку.

Таким чином, за основним принципом математичної iндукцiї, для кожно-
го натурального n виконується спiввiдношення: an−1

an
= n.

А тепер переходимо до обчислення потрiбної суми:

a1

a2
−

a2

a3
+

a3

a4
−

a4

a5
+ . . .+

a2013

a2014
−

a2014

a2015
= 2− 3+ 4− 5+ . . .+ 2014− 2015=

= (2− 3) + (4− 5) + . . .+ (2014− 2015) =

= −1− 1− . . .− 1
︸ ︷︷ ︸

2014:2

= −1007.

Вiдповiдь. −1007. �

Задача 6.27. За даним натуральним числом a0 будується послiдовнiсть
{an}

∞
n=0 наступним чином: an+1 = a2

n − 5, якщо an непарне число, i an+1 =
an

2
, якщо an парне число. Доведiть, що при непарному a0 > 5 виконується

нерiвнiсть a3n ¾ n, для всiх натуральних n.
(Математична олiмпiада Росiї, 2000 р.)

Розв’язання. Доведемо, що в заданiй послiдовностi кожне непарне число
бiльше попереднього непарного числа. Нехай an непарне число, тобто an =
2k + 1, де k натуральне, k > 2. Тодi an+1 = (2k+ 1)2 − 5 = 4k2 + 4k − 4.
Оскiльки an+1 парне, то

an+2 =
an+1

2
= 2k2 + 2k− 2.
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Оскiльки an+2 парне, то an+3 = k2+k−1. Оскiльки k2+k−1 = k (k+ 1)−1
непарне число i, оскiльки k > 2, то an+3 = k2 + k − 1 > 2k + 1 = an. Таким
чином ми довели, що

a0 < a3 < a6 < . . .< a3m,

а тому при всiх n¾ 0, iндукцiєю по n, доводимо: a3n ¾ n. �

Задача 6.28. Знайдiть усi послiдовностi (an) натуральних чисел, якi для
будь-якого натурального n задовольняють подвiйну нерiвнiсть

(n− 1)2 < an · aan
< n2 + n

(Математична олiмпiада Канади, 2015 р.)

Розв’язання. Нехай (an) це така послiдовнiсть натуральних чисел, для
усiх членiв якої виконується умова задачi. Тодi, для n= 1 одержуємо, що

0< a1 · aa1
< 2.

Оскiльки a1 i aa1
натуральнi числа, то їх добуток a1 ·aa1

також натуральне
число iз промiжку (0; 2). Тому a1 · aa1

= 1. Звiдки слiдує, що a1 = 1. Далi,
використовуючи метод математичної iндукцiї, доведемо, що an = n, для
кожного натурального n.

База iндукцiї. Для n= 1 ми довели, що a1 = 1.
Крок iндукцiї. Припустимо, що ai = i, для всiх натуральних i < k, де

k деяке натуральне число, k > 1. Доведемо, використовуючи припущення,
що ak = k. Дiйсно, за умовою задачi, ak · aak

> (k− 1)2. Припустимо, що
ak < k, тодi за припущенням iндукцiї aak

= ak. А тому, a2
k = ak · ak = ak ·

· aak
> (k− 1)2, тобто ak > k − 1. Тому, для цього випадку, одержали, що

k − 1 < ak < k, що неможливо, бо не iснує цiлого числа, яке б знаходилося
мiж двома послiдовними цiлими числами. Припустимо, що ak > k. За умовою
задачi, ak · aak

< k2 + k = k (k+ 1). Оскiльки ak ¾ k+ 1, то

(k+ 1) · aak
¶ ak · aak

< k (k+ 1) .

Звiдси слiдує, що aak
< k. Тому,

aaak
= aak

i aak
· aaak

= aak
· aak

= aak

2 < k2 ¶ (ak − 1)2,

тобто aak
· aaak

< (ak − 1)2, що суперечить умовi задачi (бо коли позначити

ak = m, одержуємо, що am · aam
< (m− 1)2). Одержане, у цьому випадку,

протирiччя i доводить, що неможлива нерiвнiсть ak > k. Оскiльки неможливi
нерiвностi ak < k i ak > k, то виконується рiвнiсть ak = k, що i завершує
доведення кроку.
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Таким чином, за основним принципом математичної iндукцiї, одержуємо,
що an = n, для кожного натурального n.

Вiдповiдь. an = n, для кожного натурального n. �

Задача 6.29. Знайти усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, для
кожного iз яких виконується рiвнiсть

�

x2 − 6x + 8
�

· P (x) =
�

x2 + 2x
�

· P (x − 2)

для будь-якого x ∈ R.
(Математична олiмпiада Грецiї, 2014 р.)

Розв’язання. Перепишемо рiвнiсть з умови задачi у такому виглядi:

(x − 2) (x − 4) P (x) = x (x + 2) P (x − 2) . (6.22)

Покладемо в (6.22) x = 0, одержимо, що P (0) = 0. Крiм цього, покладемо в
(6.22) x = −2, одержимо, що P (−2) = 0, а також покладемо x = 4, одержимо,
що P (2) = 0. Це означає, що

P (x) = x (x + 2) (x − 2)Q (x) ,

де Q (x) деякий многочлен з дiйсними коефiцiєнтами. Тому, (6.22) перепи-
шеться так

(x − 2) (x − 4) x (x + 2) (x − 2)Q (x) = x (x + 2) (x − 2) x (x − 4)Q (x − 2)

для всiх дiйсних x . Пiсля скорочення, одержимо, що

(x − 2)Q (x) = xQ (x − 2)

для всiх дiйсних x , крiм x = 0, x = ±2, x = 4. Звiдси слiдує, що
Q (x)

x
=

Q (x − 2)
x − 2

.

Позначимо через R (x) = Q(x)
x , тодi остання рiвнiсть перепишеться так:

R (x) = R (x − 2) , (6.23)

для всiх дiйсних x , крiм x = 0, x = ±2, x = 4.
Нехай R (3) = c, де c деяке дiйсне число, тодi покладаючи в (6.23) по-

слiдовно x = 5, x = 7, x = 9, i т. д., одержимо, що R (5) = c, R (7) = c, R (9) = c,
i т. д. Отже, iз (6.23) слiдує, що R (x) приймає безлiч однакових значень, якi
дорiвнюють c. Оскiльки R (x) дробово-рацiональна функцiя, то R (x) = c,
для всiх дiйсних x . Таким чином, Q (x) = cx i P (x) = cx2

�

x2 − 4
�

, де c = const.
Безпосередня перевiрка показує, що P (x) = cx2

�

x2 − 4
�

задовольняє умову
задачi.

Вiдповiдь. P (x) = cx2
�

x2 − 4
�

, де c = const, x ∈ R. �
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Задача 6.30. Знайдiть усi многочлени P (x) з дiйсними коефiцiєнтами, якi
задовольняють такi умови:

P (2015) = 2025 i P (x)− 10=
Æ

P (x2 + 3)− 13

для кожного x ¾ 0.
(Молдова, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2015 р.)

Розв’язання. Нехай P (x) многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, який
задовольняє умовам задачi. Будемо розглядати многочлен Q (x) = P (x) −
10, усi коефiцiєнти якого дiйснi числа. Тодi, Q (2015) = 2015 i Q (x) =
p

Q (x2 + 3)− 3 для кожного x ¾ 0. Звiдси слiдує, що Q(x)2 + 3 = Q
�

x2 + 3
�

для кожного x ¾ 0.
Розглянемо множину: A= {x |Q (x) = x}. Зрозумiло, що множина A не є

порожньою, бо 2015 ∈ A (це випливає, зо того, що Q (2015) = 2015). Доведемо
наступне твердження: якщо a > 0 i a належить множинi A, то a2 + 3 також
належить A.

Нехай a > 0 i a ∈ A, тодi, за означенням множини A, виконується рiв-
нiсть Q (a) = a. Тому, використовуючи умову, одержуємо, що Q

�

a2 + 3
�

=
Q(a)2 + 3 = a2 + 3, тобто a2 + 3 належить множинi A, що i завершує доведення
цього твердження. Означимо послiдовнiсть натуральних чисел: a0 = 2015 i
ai+1 = a2

i + 3, для всiх i = 0,1,2, . . .. Використовуючи метод математичної
iндукцiї, легко доводимо, що ai > 0, ai+1 > ai та Q (ai) = ai для кожного цiло-
го невiд’ємного i. Дiйсно, крок iндукцiї можна здiйснити наступним чином.
Нехай для деякого цiлого невiд’ємного k виконується рiвнiсть Q (ak) = ak.
Доведемо, використовуючи припущення, що Q (ak+1) = ak+1. Дiйсно, оскiльки
Q (ak) = ak, то ak ∈ A. Тодi, за доведеним вище твердженням, ak+1 = a2

k + 3
також належить множинi A. З того, що ak+1 ∈ A, за означенням множини A
буде виконуватися рiвнiсть Q (ak+1) = ak+1, що i завершує доведення.

Оскiльки всi ai є коренями многочлена R (x) =Q (x)−x , бо R (ai) =Q (ai)−
− ai = 0, i їх безлiч, то R (x) = 0 при всiх дiйсних x . А це означає, що P (x) =
x + 10. Безпосередня перевiрка показує, що знайдений многочлен є шуканим.

Вiдповiдь. P (x) = x + 10. �

Задача 6.31. Знайти усi такi функцiї f : R+ → R+ i g : R+ → R+, що f
монотонно зростає i обидвi задовольняють такi спiввiдношення:

f ( f (x) + 2g (x) + 3 f (y)) = g (x) + 2 f (x) + 3g (y)

i

g ( f (x) + y + g (y)) = 2x − g (x) + f (y) + y
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для будь-яких додатних дiйсних чисел x та y .
(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. Оскiльки функцiя f монотонно зростає, то функцiя
h (x) = f (x)+ x iн’єктивна (тобто вiдображає рiзнi значення в рiзнi) i також
монотонно зростає. Справдi, припустимо, що це не так. Тодi iснують такi дода-
тнi a i b, що a > b i h (a) = h (b). Тодi f (a) + a = f (b) + b. Оскiльки a > b, то з
монотонностi функцiї f випливає, що f (a)> f (b), тобто f (a) + a > f (b) + b.
Протирiччя. Отже, h (x) монотонно зростає. Так як f (x) = h (x) − x , то iз
першого спiввiдношення одержуємо:

h ( f (x) + 2g (x) + 3 f (y))− f (x)− 2g (x)− 3 f (y) = g (x) + 2 f (x) + 3g (y) ,

тобто

h ( f (x) + 2g (x) + 3 f (y)) = 3 f (x) + 3g (x) + 3 f (y) + 3g (y) (6.24)

для будь-яких додатних дiйсних x та y . Помiнявши у спiввiдношеннi (6.24) x
на y , а y на x , одержимо:

h ( f (y) + 2g (y) + 3 f (x)) = 3 f (x) + 3g (x) + 3 f (y) + 3g (y) (6.25)

для будь-яких додатних дiйсних x та y. Iз спiввiдношень (6.24) i (6.25), одер-
жуємо:

h ( f (x) + 2g (x) + 3 f (y)) = h ( f (y) + 2g (y) + 3 f (x)) . (6.26)

Оскiльки h (x) монотонна, то iз (6.26) одержуємо:

f (x) + 2g (x) + 3 f (y) = f (y) + 2g (y) + 3 f (x) .

Звiдси випливає, що

f (x)− g (x) = f (y)− g (y) (6.27)

для будь-яких додатних дiйсних x та y . Спiввiдношення (6.27) означає, що

f (x)− g (x) = λ, де λ= const . (6.28)

Покладемо у друге спiввiдношення умови задачi y = x i з урахуванням (6.28),
одержимо:

g ( f (x) + x + g (x)) = 3x +λ. (6.29)

Оскiльки значення функцiї g є додатними, то 3x + λ > 0 при усiх додатних
дiйсних x . Ця нерiвнiсть буде виконуватися лише тодi, коли λ¾ 0. Тому, усi
значення функцiї g будуть бiльшими за λ, а усi значення функцiї f будуть
бiльшими за 2λ, де λ ¾ 0. Далi, враховуючи (6.28), з першої умови задачi
знаходимо, що

f (3 f (x) + 3 f (y)− 2λ) = 3 f (x) + 3 f (y)− 4λ,
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тобто

f (t) = t − 2λ,

для усiх t > 10λ, бо

t = 3 f (x) + 3 f (y)− 2λ > 2 · 2λ+ 2 · 2λ− 2λ= 10λ.

Крiм того,

g (t) = t − 3λ,

для усiх t > 10λ.
Розглянемо x достатньо великим, щоб x , f (x) i g (x) були бiльшими за

10λ, тодi iз (6.29) одержуємо:

f (x) + x + g (x)− 3λ= 3x +λ,

x − 2λ+ x + x − 3λ− 3λ= 3x +λ.

Звiдки λ = 0. Отже, f (x) = x i g (x) = x при усiх додатних дiйсних x . Безпо-
середня перевiрка показує, що знайденi функцiї задовольняють усi вимоги
задачi.

Вiдповiдь. f (x) = x , x ∈ R, g (x) = x , x ∈ R. �

Задача 6.32. Нехай n натуральне число, n > 1. Знайдiть усi функцiї
f : R→ R, для яких виконується спiввiдношення

f (x − f (y)) = f (x + yn) + f ( f (y) + yn)

для будь-яких дiйсних x та y .
(Китай, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2011 р.)

Розв’язання. Нехай f (0) = a. Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно
f (x) i x , одержимо:

f ( f (x)− f (x)) = f ( f (x) + xn) + f ( f (x) + xn) ,

тобто

f ( f (x) + xn) =
a
2

, (6.30)

для будь-якого дiйсного x . Звiдси, зокрема, знаходимо: f (a) = a
2 . Далi, покла-

демо в умову замiсть x i y вiдповiдно x i 0, одержимо:

f (x − f (0)) = f (x) + f ( f (0)) ,

тобто

f (x − a) = f (x) +
a
2

, (6.31)
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для будь-якого дiйсного x . Далi, покладемо в (6.31) замiсть x вiдповiдно x − a,
одержимо:

f (x − 2a) = f (x − a) +
a
2

,

а, враховуючи знову (6.31), остаточно одержуємо:

f (x − 2a) = f (x) + a, (6.32)

для будь-якого дiйсного x .
Далi, покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно x i y − 2a, одержимо:

f (x − f (y − 2a)) = f (x + (y − 2a)n) + f ( f (y − 2a) + (y − 2a)n) .

Враховуючи спiввiдношення (6.30) i (6.32), одержуємо:

f (x − f (y)− a) = f (x + (y − 2a)n) +
a
2

,

а, враховуючи спiввiдношення (6.31), одержуємо:

f (x − f (y)) +
a
2
= f (x + (y − 2a)n) +

a
2

,

тобто

f (x − f (y)) = f (x + (y − 2a)n)

Далi, використовуючи спiввiдношення умови i спiввiдношення (6.30), одер-
жуємо:

f (x + yn) +
a
2
= f (x + (y − 2a)n) ,

а пiсля використання спiввiдношення (6.31), одержуємо:

f (x + yn − a) = f (x + (y − 2a)n) , (6.33)

для будь-яких дiйсних x та y .
Якщо a 6= 0, то iз (6.33) випливає, що f стала функцiя i є тотожним

нулем, що суперечить припущенню: a 6= 0.
Тому, a = 0, то iз (6.30) слiдує, що

f ( f (x) + xn) = 0 (6.34)

i

f (x − f (y)) = f (x + yn) (6.35)

для будь-яких дiйсних x та y .
Якщо f (x) + xn = 0 для всiх дiйсних x , то f (x) = −x2, x ∈ R одна iз

шуканих функцiй. Якщо f (k) + kn 6= 0 для деякого дiйсного k, то k 6= 0. Тодi iз
(6.35) випливає f перiодична функцiя. У цьому випадку,

f (x + yn) = f (x − f (y)) = f (x − f (y + l)) = f (x + (y + k)n) ,
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тобто

f (x + yn) = f (x + (y + k)n)

для будь-яких дiйсних x та y, та фiксованого k 6= 0. Покладаючи в останнє
спiввiдношення замiсть x i y вiдповiдно −yn i y , одержимо:

f ((y + k)n − yn) = 0,

для будь-якого дiйсного y . Оскiльки (y − k)n − yn при всiх дiйсних значеннях
y пробiгає усi дiйснi значення, бо

(y − k)n − yn = k
�

(y − k)n−1 + (y − k)n−2 y + . . .+ yn−1
�

,

iз останнього спiввiдношення випливає, що f стала функцiя i є тотожним
нулем. Безпосередня перевiрка показує, що функцiя f (x) = 0, x ∈ R також є
розв’язком задачi.

Вiдповiдь. f (x) = 0, x ∈ R i f (x) = −xn, x ∈ R. �

Задача 6.33. Знайдiть усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiввiд-
ношення

f (x f (x) + f (y)) = f (x)2 + y

для будь-яких дiйсних x та y .
(Математична олiмпiада Балканських країн, 2000 р.)

Розв’язання. Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно 0 i x , одержимо:

f ( f (x)) = f (0)2 + x (6.36)

для будь-якого дiйсного x . Доведемо, що функцiя f кожного значення набуває
не бiльше одного разу. Справдi, припустимо, що iснують такi дiйснi числа a i
b, для яких a 6= b i f (a) = f (b). Тодi f ( f (a)) = f ( f (b)). За допомогою (6.36)
одержуємо: f (0)2 + a = f (0)2 + b, тобто a = b. Протирiччя.

Нехай f (0) = λ, тодi (6.36) дає, що

f ( f (x)) = x +λ2 (6.37)

для будь-якого дiйсного x . Це означає, що iснує таке дiйсне µ, що f (µ) = 0
(наприклад, µ = f

�

−λ2
�

). Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно µ i x ,
одержимо:

f ( f (x)) = x (6.38)

для будь-якого дiйсного x . Iз спiввiдношень (6.37) i (6.38) слiдує, що λ = 0 i
µ= 0.

Таким чином, f (0) = 0 i f ( f (x)) = x для будь-якого дiйсного x . Далi,
покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно f (x) i y , одержимо:

f ( f (x) · f ( f (x)) + f (y)) = f ( f (x))2 + y,
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f ( f (x) · x + f (y)) = x2 + y,

тобто

f (x f (x) + f (y)) = x2 + y

для будь-яких дiйсних x i y . Порiвнюючи одержане спiввiдношення iз спiввiд-
ношенням умови, одержимо:

f (x)2 = x2 (6.39)

для будь-якого дiйсного x .
Спiввiдношення (6.39) означає, що для кожного дiйсного x: або f (x) = x ,

або f (x) = −x . Припустимо, що iснують такi дiйснi a i b, для яких f (a) = −a
i f (b) = b, причому a 6= 0, b 6= 0 i a 6= b. Покладемо в умову замiсть x i y
вiдповiдно a i b, одержимо:

f (a f (a) + f (b)) = f (a)2 + b,

тобто

f
�

−a2 + b
�

= a2 + b.

Звiдси одержуємо, що

−a2 + b = a2 + b або −
�

−a2 + b
�

= a2 + b.

Iз першої рiвностi знаходимо, що a = 0, а iз другої знаходимо, що b = 0. Обидвi
приводять до протирiччя. Таким чином, f (x) = x для всiх дiйсних x , вiдмiнних
вiд нуля, i f (x) = −x для всiх дiйсних x , вiдмiнних вiд нуля. Оскiльки f (0) = 0,
то шуканими функцiями можуть бути лише такi: f (x) = x , x ∈ R i f (x) = −x ,
x ∈ R. Безпосередня перевiрка показує, що цi обидвi функцiї задовольняють
умову задачi.

Вiдповiдь. f (x) = x , x ∈ R i f (x) = −x , x ∈ R. �

Задача 6.34. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiввiд-
ношення

f ( f (x) + y) = f
�

x2 − y
�

+ 4y f (x)

для будь-яких дiйсних x та y .
(Iран, 1999 р.)

Розв’язання. Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно x i x2, одержи-
мо:

f
�

f (x) + x2
�

= f (0) + 4x2 f (x) (6.40)

для будь-яких дiйсних x . Далi, покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно x i
− f (x), одержимо:

f (0) = f
�

x2 + f (x)
�

+ 4 (− f (x)) f (x) (6.41)
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для будь-яких дiйсних x . Виключаючи iз (6.40) i (6.41) значення f (0), одер-
жуємо:

f
�

f (x) + x2
�

− 4x2 f (x) = f
�

f (x) + x2
�

− 4 f (x)2.

Звiдки

f (x)
�

f (x)− x2
�

= 0 (6.42)

для будь-яких дiйсних x . Iз спiввiдношення (6.42) випливає, що для кожного
дiйсного x:

або f (x) = 0, або f (x) = x2. (6.43)

Припустимо, що iснують такi дiйснi a i b, для яких f (a) = 0 i f (b) = b2,
причому a 6= 0, b 6= 0 i a 6= b. Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно a i b,
одержимо:

f ( f (a) + b) = f
�

a2 − b
�

+ 4b f (a) ,

тобто b2 = f
�

a2 − b
�

. Враховуючи (6.43) одержуємо, що або b2 = 0, або

b2 =
�

a2 − b
�2

.
Оскiльки b 6= 0, то перша рiвнiсть неможлива. Тому, враховуючи, що a 6= 0

i b 6= 0, матимемо:

b2 =
�

a2 − b
�2 ⇔ b2 = a4 − 2a2 b+ b2 ⇔

a4 − 2a2 b = 0 ⇔ a2 − 2b = 0 ⇔ b =
a2

2
.

Оскiльки b 6= a, a 6= 0 i b 6= 0, то a2

2 6= a, тобто a 6= 2.

Розглянемо число c 6∈
¦

0, a,−a, a2

2

©

. Якщо f (c) = 0, то покладемо в умову
замiсть x i y вiдповiдно c i b, одержимо:

f ( f (c) + b) = f
�

c2 − b
�

+ 4b f (c) ,

тобто

b2 = f
�

c2 − b
�

.

Оскiльки b 6= 0, то b2 =
�

c2 − b
�2

, тобто b = c2

2 , а так як b = a2

2 , то c = ±a, що
неможливо. Якщо f (c) = c2, то покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно a i
c, одержимо:

f ( f (a) + c) = f
�

a2 − c
�

+ 4c f (a) ,

тобто

c2 = f
�

a2 − c
�

.

Оскiльки c 6= 0, то c2 =
�

a2 − c
�2

, тобто c = a2

2 , що неможливо.
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Одержанi скрiзь протирiччя дають, що: або f (x) = 0 для усiх дiйсних
x 6= 0, або f (x) = x2 для усiх дiйсних x 6= 0. Оскiльки f (0) = 0, то шуканими
функцiями можуть бути лише такi: f (x) = 0, x ∈ R, i f (x) = x2, x ∈ R.
Безпосередня перевiрка показує, що цi функцiї задовольняють умову задачi.

Вiдповiдь. f (x) = 0, x ∈ R, i f (x) = x2, x ∈ R. �

Задача 6.35. Знайти усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiввiд-
ношення

f (x + x y + f (y)) =
�

f (x) +
1
2

��

f (y) +
1
2

�

для будь-яких дiйсних x та y .
(Аргентина, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2010 р.)

Розв’язання. Спочатку покажемо, що шукана функцiя f не є сталою. При-
пустимо, що f (x) = λ, тодi iз умови одержуємо:

λ=
�

λ+
1
2

�2

,

тобто λ2 + 1
4 = 0, що неможливо для будь-якого дiйсного λ. Одержане проти-

рiччя i доводить, що шукана функцiя f не є сталою.
Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно x i −1, одержимо:

f (x − x + f (−1)) =
�

f (x) +
1
2

��

f (−1) +
1
2

�

,

тобто

f ( f (−1)) =
�

f (−1) +
1
2

��

f (x) +
1
2

�

для будь-якого дiйсного x . Якщо f (−1) + 1
2 6= 0, то iз останнього спiввiдноше-

ння випливає, що функцiя f буде сталою, що неможливо. Тому, f (−1) = − 1
2 .

Далi, припустимо, що для деякого дiйсного a, вiдмiнного вiд −1, виконує-
ться рiвнiсть: f (a) = − 1

2 . Покладемо в умову замiсть x та y вiдповiдно x i a,
одержимо:

f (x + ax + f (a)) =
�

f (x) +
1
2

��

f (a) +
1
2

�

.

Оскiльки f (a) = − 1
2 , то f

�

(a+ 1) x − 1
2

�

= 0 для будь-якого дiйсного x . Оскiль-
ки a 6= −1, то вираз (a+ 1) x − 1

2 пробiгає усi дiйснi числа, тобто, у цьому
випадку функцiя f буде тотожним нулем, що неможливо. Тому, функцiя f
приймає значення − 1

2 лише для аргумента, який дорiвнює −1, тобто

f (a) = −
1
2
⇔ a = −1. (6.44)
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Далi, покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно −1 i x , одержимо:

f (−1− x + f (x)) =
�

f (−1) +
1
2

��

f (x) +
1
2

�

.

Оскiльки f (−1) = − 1
2 , то одержуємо, що

f (−1− x + f (x)) = 0 (6.45)

для будь-яких дiйсних x . Покладемо в (6.45) замiсть x вiдповiдно−1−x+ f (x),
одержимо:

f (−1− (−1− x + f (x)) + f (−1− x + f (x))) = 0.

Враховуючи (6.45), одержуємо:

f (x − f (x)) = 0 (6.46)

для будь-яких дiйсних x .
Далi, покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно x−2 f (x)

x+1 , x 6= −1 i x ,
одержимо:

f
�

x − 2 f (x)
x + 1

+
x − 2 f (x)

x + 1
· x + f (x)

�

=
�

f
�

x − 2 f (x)
x + 1

�

+
1
2

��

f (x) +
1
2

�

,

тобто

f (x − f (x)) =
�

f
�

x − 2 f (x)
x + 1

�

+
1
2

��

f (x) +
1
2

�

.

Використовуючи (6.46), одержимо:
�

f
�

x − 2 f (x)
x + 1

�

+
1
2

��

f (x) +
1
2

�

= 0

для усiх дiйсних x 6= −1. Якщо f (x) + 1
2 = 0, то f (x) = − 1

2 ⇔ x = −1, що
суперечить умовi x 6= −1.

Тому,

f
�

x − 2 f (x)
x + 1

�

= −
1
2

для усiх дiйсних x 6= −1. Використовуючи (6.44), знаходимо, що

x − 2 f (x)
x + 1

= −1,

для усiх дiйсних x 6= −1. Звiдки знаходимо, що f (x) = x + 1
2 для усiх дiйсних

x 6= −1. Оскiльки f (−1) = − 1
2 , то f (x) = x + 1

2 , x ∈ R. Безпосередня перевiрка
показує, що знайдена функцiя задовольняє умову задачi.

Вiдповiдь. f (x) = x + 1
2 , x ∈ R. �
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Задача 6.36. Знайдiть усi сюр’єктивнi функцiї f : R→ R, для яких викону-
ється спiввiдношення

f (x + f (x) + 2 f (y)) = f (2x) + f (2y)

для будь-яких дiйсних x i y .
(Iран, 2011 р.)

Розв’язання. Оскiльки f сюр’єктивна, то iснує таке дiйсне число t, для
якого f (t) = 0. Покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно t i t, одер-
жимо:

f (t + f (t) + 2 f (t)) = f (2t) + f (2t) ,

тобто

f (2t) = 0.

Далi, покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно 0 i x , одержимо:

f ( f (0) + 2 f (x)) = f (0) + f (2x) , (6.47)

для будь-якого дiйсного x .
Далi, покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно t i x , одержимо:

f (t + f (t) + 2 f (x)) = f (2t) + f (2x), а враховуючи, що f (t) = 0 i f (2t) = 0,
одержуємо:

f (t + 2 f (x)) = f (2x) (6.48)

для будь-якого дiйсного x .
Знайшовши рiзницю (6.47) i (6.48), одержуємо:

f ( f (0) + 2 f (x))− f (t + 2 f (x)) = f (0) (6.49)

для будь-якого дiйсного x .
Оскiльки f сюр’єктивна функцiя, то 2 f (x) набуває усiх дiйсних значень.

Покладемо в (6.49) замiсть f (x) вiдповiдно x , одержимо:

f ( f (0) + x)− f (t + x) = f (0) (6.50)

для будь-якого дiйсного x .
Далi, покладемо в (6.50) замiсть x вiдповiдно t, одержимо:

f ( f (0) + t)− f (2t) = f (0) .

Так як f (2t) = 0, то

f ( f (0) + t) = f (0) . (6.51)

Покладемо в (6.50) замiсть x вiдповiдно 0, одержимо:

f ( f (0))− f (t) = f (0) .
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Оскiльки f (t) = 0, то

f ( f (0)) = f (0) . (6.52)

Далi, покладемо в (6.50) замiсть x вiдповiдно f (0), одержимо:

f (2 f (0))− f (t + f (0)) = f (0) .

Враховуючи (6.51), одержимо:

f (2 f (0)) = 2 f (0) . (6.53)

Далi, покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно 0 i 0, одержимо:

f ( f (0) + 2 f (0)) = f (0) + f (0) ,

тобто

f (3 f (0)) = 2 f (0) . (6.54)

Знову покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно 0 i f (0), одержимо:

f ( f (0) + 2 f ( f (0))) = f (0) + f (2 f (0)) ,

f ( f (0) + 2 f (0)) = f (0) + 2 f (0) ,

тобто

f (3 f (0)) = 3 f (0) . (6.55)

Iз (6.54) i (6.55) випливає, що 2 f (0) = 3 f (0), тобто f (0) = 0.
Тепер, знову покладемо в умову задачi замiсть x i y вiдповiдно 0 i x , одер-

жимо:

f (0+ f (0) + 2 f (x)) = f (0) + f (2x) ,

тобто f (2 f (x)) = f (2x) для будь-якого дiйсного x . Тому, спiввiдношення
умови задачi можна переписати так:

f (x + f (x) + 2 f (y)) = f (2x) + f (2 f (y))

для будь-яких дiйсних x i y. Оскiльки f сюр’єктивна функцiя, то 2 f (y)
пробiгає усi дiйснi числа. Тому в останньому спiввiдношеннi замiсть 2 f (y)
запишемо просто y . Одержимо таке нове спiввiдношення для шуканої функцiї
f :

f (x + f (x) + y) = f (2x) + f (y) (6.56)

для будь-яких дiйсних x i y . Покладемо в (6.56) замiсть x i y вiдповiдно x i 0,
одержимо:

f (x + f (x)) = f (2x) (6.57)

для будь-якого дiйсного x .
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Далi, будемо перетворювати вираз f (x + f (x) + y), використовуючи
(6.56), (6.57) i пiдстановки

y = f (x + f (x)) = f (2x) . (6.58)

Матимемо:
а)

f (x + f (x) + y)
(6.58)
= f (x + f (x) + f (x + f (x)))

(6.57)
= f (2 (x + f (x))) =

= f (x + f (x) + (x + f (x)))
(6.56)
= f (2x) + f (x + f (x))

(11)
=

(6.57)
= f (2x) + f (2x) = 2 f (2x) .

б)

f (x + f (x) + y)
(6.58)
= f (x + f (x) + f (2x))

(6.56)
= f (2x) + f ( f (2x)) .

Iз а) i б) одержуємо, що f (2x) + f ( f (2x)) = 2 f (2x), тобто f ( f (2x)) =
f (2x) при будь-якому дiйсному x . Оскiльки f сюр’єктивна функцiя, то
f (2x) пробiгає усi дiйснi числа. Тому, в останньому спiввiдношеннi замiсть
f (2x) запишемо просто x . Одержимо таке нове спiввiдношення для шуканої
функцiї f :

f (x) = x

для будь-якого дiйсного x . Безпосередня перевiрка показує, що знайдена функ-
цiя задовольняє умову задачi. �

Задача 6.37. Функцiя f : R→ R задовольняє такi умови:

| f (x)|¶ 1 i f (x) + f
�

x +
5
6

�

= f
�

x +
1
2

�

+ f
�

x +
1
3

�

для кожного дiйсного числа x . Доведiть, що f є перiодичною функцiєю.
(Польща, 2012 р.)

Розв’язання. Визначимо функцiї g i h за допомогою таких спiввiдношень:

g (x) = f (x)− f
�

x +
1
3

�

i h (x) = f (x)− f (x + 1)

для кожного дiйсного числа x . Тодi рiвнiсть, що вказана в умовi задачi,
може переписатися так: g (x) = g

�

x + 1
2

�

для кожного дiйсного числа x .
Звiдси випливає, що функцiя g є перiодичною, а число 1

2 i тим бiльше чи-
сло 1 це довжина її перiоду, бо з умови g (x) = g

�

x + 1
2

�

випливає, що
g
�

x + 1
2

�

= g
��

x + 1
2

�

+ 1
2

�

= g (x + 1) для кожного дiйсного числа x . Таким
чином, використовуючи нашi означення, матимемо, що

h (x) = g (x) + g
�

x +
1
3

�

+ g
�

x +
2
3

�

,
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тобто

h (x + 1) = g (x + 1) + g
�

(x + 1) +
1
3

�

+ g
�

(x + 1) +
2
3

�

=

= g (x + 1) + g
��

x +
1
3

�

+ 1
�

+ g
��

x +
2
3

�

+ 1
�

=

= g (x) + g
�

x +
1
3

�

+ g
�

x +
2
3

�

= h (x)

для кожного дiйсного числа x . А це означає, що функцiя h також перiоди-
чна функцiя з довжиною перiоду, що дорiвнює 1. Зафiксуємо тепер число x i
позначимо c = h (x). Тодi

h (x + 1) = h (x + 2) = . . .= h (x + n− 1) = c

для довiльного натурального n. Тому

f (x)− f (x + n) = h (x)+h (x + 1)+h (x + 2)+ . . .+h (x + n− 1) = nc. (6.59)

На пiдставi першої умови задачi −1 ¶ f (x) ¶ 1 i −1 ¶ f (x + n) ¶ 1, тому
−2 ¶ f (x)− f (x + n) ¶ 2. Тому, iз (6.59) одержуємо, що −2 ¶ nc ¶ 2. Якщо
c 6= 0, то − 2

c ¶ n¶ 2
c , для будь-якого натурального n. Оскiльки для достатньо

великих n нерiвнiсть − 2
c ¶ n ¶ 2

c не справджується, то c = 0. Це означає,
що f (x) − f (x + 1) = h (x) = 0, тобто f (x) = f (x + 1). Оскiльки число x
було вибране довiльним, то f (x) = f (x + 1) для кожного дiйсного числа. А
це означає, що f перiодична функцiя, з довжиною перiоду, що дорiвнює 1.
Цим i завершується розв’язання задачi. �

Задача 6.38. Знайдiть усi функцiї f : R→ R, для яких виконується спiввiд-
ношення

f (x + f (y))− f (x) = (x + f (y))4 − x4

для будь-яких дiйсних x i y .
(Мiжнародна математична олiмпiада Чехiї, Польщi i Словаччини, 2012 р.)

Розв’язання. Легко перевiрити, що коли f тотожнiй нуль, то спiввiдно-
шення умови задачi виконується для будь-яких дiйсних x i y . Припустимо, що
функцiя f не є тотожнiм нулем i задовольняє спiввiдношення в умовi задачi.
Тодi, iснує таке дiйсне число a, що b = f (a) 6= 0. Означимо нову функцiю
g (x) = f (x + b) − f (x) для будь-якого дiйсного x . Використовуючи умову
задачi, одержимо, що

g (x) = f (x + f (a))− f (x) = (x + f (a))4 − x4 =

= (x + b)4 − x4 = 4bx3 + 6bx2 + 4b3 x + b4,
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тобто g (x) є многочленом третього степеня, а тому його значення пробiгають
усi дiйснi числа. Нехай z будь-яке дiйсне число, тодi z = g (w) для деякого
дiйсного w, причому f (w+ b)− f (w) = z. Покладемо в умову замiсть x i y
вiдповiдно − f (w) i w+ b, одержимо:

f (− f (w) + f (w+ b))− f (− f (w)) = (− f (w) + f (w+ b))4 − (− f (w))4,

тобто

f (z)− f (− f (w)) = z4 − (− f (w))4. (6.60)

Далi, покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно − f (w) i w, одержимо:

f (− f (w) + f (w))− f (− f (w)) = (− f (w)− f (w))4 − (− f (w))4,

тобто

f (0)− f (− f (w)) = −(− f (w))4. (6.61)

Розглянемо рiзницю (6.60) i (6.61), одержимо:

f (z)− f (0) = z4,

тобто f (z) = z4+ f (0), для будь-якого дiйсного z. Залишилося перевiрити, що
f (x) = x4 +λ, де λ= const, задовольняє умову задачi.

Вiдповiдь. f (x) = 0, x ∈ R i f (x) = x4 +λ, x ∈ R, λ= const. �

Задача 6.39. Знайдiть усi такi функцiї f : R→ R, що для будь-яких x ∈ R i
y ∈ R виконується рiвнiсть

f (x + 2y) = f (x) + 2 f (y).

(Україна, фiнал Турнiру юних математикiв, 2013 р.)

Розв’язання. Використовуючи умову, iндукцiєю по k ¾ 1, дiстанемо, що
рiвнiсть

f (x + k · 2y) = f (x) + k · 2 f (y)

виконується при всiх x , y ∈ R та всiх k ∈ N. Дiйсно, при k = 1 одержуємо
рiвнiсть умови задачi. Припустимо, що рiвнiсть

f (x + k · 2y) = f (x) + k · 2 f (y)

виконується при всiх x , y ∈ R та деякому k ∈ N. Доведемо, що тодi виконується
i така рiвнiсть

f (x + (k+ 1) · 2y) = f (x) + (k+ 1) · 2 f (y).

Дiйсно,

f (x + (k+ 1) · 2y) = f ((x + 2y) + k · 2y) = f (x + 2y) + k · 2 f (y) =
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= f (x) + 2 f (y) + k · 2 f (y) = f (x) + (k+ 1) · 2 f (y).

Отже, за принципом математичної iндукцiї, робимо висновок, що рiвнiсть

f (x + k · 2y) = f (x) + k · 2 f (y) (6.62)

виконується при всiх x , y ∈ R та всiх k ∈ N.
Далi, застосуємо (6.62) для k = 2. Одержимо, що

f (x) + 2 f (y+1) = f
�

x + 2y+1
�

= f (x + 2 · 2y) =

= f (x) + 2 · 2 f (y) = f (x) + 2 f (y)+1

для будь-яких x , y ∈ R. Звiдси слiдує, що

f (y + 1) = f (y) + 1 (6.63)

для будь-яких дiйсних y .
Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно x i 0, одержимо:

f
�

x + 20
�

= f (x) + 2 f (0),

тобто

f (x + 1) = f (x) + 2 f (0)

для будь-яких дiйсних x . Використовуючи (6.63), одержимо, що 2 f (0) = 1,
тобто f (0) = 0. Тому, спiввiдношення (6.63) дозволяє послiдовно встановити
значення функцiї f в усiх натуральних та всiх цiлих вiд’ємних точках:

f (n) = n

для будь-яких цiлих n.
Далi, покладемо в (6.62) замiсть x i y вiдповiдно 0 та −n, одержимо:

f
�

0+ k · 2−n
�

= f (0) + k · 2 f (−n),

тобто

f
�

k
2n

�

=
k
2n

(6.64)

для будь-яких натуральних n i k.
Далi доведемо, що шукана функцiя f монотонно зростає. Нехай x1 < x2,

де x1, x2 ∈ R. Тодi при y = log2 (x2 − x1), маємо, що x2 = x1 + 2y , тобто

f (x2) = f (x1 + 2y) = f (x1) + 2 f (y) > f (x1) ,

що i завершує доведення монотонностi шуканої функцiї f .
Далi проводимо такi мiркування. Нехай для деякого a > 0 виконується

нерiвнiсть f (a)> a. Тодi знайдуться такi k, n ∈ N, що f (a)> k
2n > a. З того, що

k
2n > a i монотонностi f , знаходимо, що f

�

k
2n

�

> f (a). А враховуючи (6.64),
знаходимо, що k

2n > f (a), що суперечить нерiвностi f (a)> k
2n > a. Аналогiчно
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дiстаємо суперечнiсть, якщо для деякого a > 0 виконується нерiвнiсть f (a)<
a. Отже, f (x) = x для усiх дiйсних x > 0.

Нарештi, для довiльного x < 0 виберемо таке натуральне k, щоб x + k > 0.
Тодi f (x + k) = x + k. А за допомогою (2), встановлюємо, що f (x + k) =
= f (x)+k. Iз цих двох останнiх рiвностей слiдує, що f (x) = x для усiх дiйсних
x < 0.

Таким чином, f (x) = x для усiх дiйсних x . Залишилося перевiрити, що
f (x) = x , де x ∈ R, задовольняє умову задачi.

Вiдповiдь. f (x) = x , x ∈ R. �

Задача 6.40. Нехай R 6=0 множина усiх дiйсних чисел, вiдмiнних вiд 0.
Знайти усi такi функцiї f : R 6=0→ R 6=0, що для-будь-яких x , y ∈ R 6=0 i y 6= −x2

виконується рiвнiсть

f
�

x2 + y
�

= f (x)2 +
f (x y)
f (x)

.

(Болгарiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2005 р.)

Розв’язання. Позначимо f (1) = α. Тодi, покладемо в умову замiсть x i y
спочатку вiдповiдно x i 1, а потiм вiдповiдно 1 i x , одержимо:

f
�

x2 + 1
�

= f (x)2 + 1 (6.65)

для будь-якого дiйсного x 6= 0, та

f (1+ x) = α2 +
f (x)
α

(6.66)

для будь-якого дiйсного x 6= 0.
Використовуючи (6.66), послiдовно знаходимо:

f (2) = α2 + 1,

f (3) =
α3 +α2 + 1

α
,

f (4) =
α4 +α3 +α2 + 1

α2
,

f (5) =
α5 +α4 +α3 +α2 + 1

α3
.

А використовуючи (6.65), при x = 2, одержуємо:

f
�

22 + 1
�

= f (2)2 + 1,

тобто f (5) =
�

α2 + 1
�2
+ 1. Таким чином,

α5 +α4 +α3 +α2 + 1
α3

= α4 + 2α2 + 2,
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α7 +α5 −α4 +α3 −α2 − 1= 0,

α3
�

α4 +α2 + 1
�

−
�

α4 +α2 + 1
�

= 0,
�

α3 − 1
� �

α4 +α2 + 1
�

= 0,

(α− 1)
�

α2 +α+ 1
� �

α4 +α2 + 1
�

= 0.

Оскiльки при будь-яких дiйсних α друга i третя дужки додатнi, то α− 1 = 0,
тобто α= 1. Таким чином, спiввiдношення (6.66) перепишеться так:

f (x + 1) = f (x) + 1 (6.67)

для будь-якого дiйсного x 6= 0 i x 6= −1. А тепер, покладемо в (6.67) замiсть x
покладемо вiдповiдно x2, одержимо:

f
�

x2 + 1
�

= f
�

x2
�

+ 1 (6.68)

для будь-якого дiйсного x 6= 0. Порiвнюючи (6.65) i (6.68), знаходимо:

f
�

x2
�

= f (x)2 (6.69)

для будь-якого дiйсного x 6= 0.
Оскiльки f (x)2 > 0, то iз (5) слiдує, що, f (x)> 0 для будь-якого дiйсного

x > 0. Далi, використовуючи (6.67), методом математичної iндукцiї, доводи-
мо, що

f (n) = n (6.70)

для усiх n ∈ N.
Нехай a

b , де a i b натуральнi числа, довiльне додатне рацiональне число.
Покладемо в умову замiсть x i y вiдповiдно b2 i a

b , одержимо:

f
�

b2 +
a
b

�

= f (b)2 +
f (a)
f (b)

.

Враховуючи (6.70), одержимо:

f
�

b2 +
a
b

�

= b2 +
a
b

.

Далi, використовуючи (6.67), послiдовно знаходимо:

f
�

b2 +
a
b
− 1

�

= f
�

b2 +
a
b

�

− 1= b2 +
a
b
− 1,

тобто

f
�

b2 +
a
b
− 1

�

= b2 +
a
b
− 1.

Аналогiчно,

f
�

b2 +
a
b
− 2

�

= b2 +
a
b
− 2,

f
�

b2 +
a
b
− 3

�

= b2 +
a
b
− 3,
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i т. д. Зрештою,

f
� a

b

�

=
a
b

.

Останнє спiввiдношення означає, що f (x) = x для будь-якого додатного
рацiонального x . Далi, оскiльки f (x)> 0 i f

�

x2
�

= f (x)2 > 0 для будь-якого
дiйсного x > 0, то використовуючи умову, доведемо, що f (x) монотонно
зростає при x > 0. Дiйсно, нехай c > d > 0, тодi iснує таке дiйсне e > 0, що
c = d + e. Тодi,

f (c) = f (d + e) = f
�
�p

d
�2
+ e
�

=

= f
�p

d
�2
+

f
�

e
p

d
�

f
�p

d
� > f

�p

d
�2
= f

�
�p

d
�2�

= f (d) ,

тобто, при c > d > 0 виконується нерiвнiсть f (c) > f (d). А це означає, що
f (x) монотонно зростає при x > 0. Далi, доведемо, що коли f (x) = x при
усiх рацiональних x > 0, то f (x) = x при усiх дiйсних x > 0. Дiйсно, нехай
iснує таке дiйсне t > 0, при якому f (t)> t, тодi iснує таке рацiональне r > 0,
що f (t) > r > t. Враховуючи попереднi зауваження, одержуємо, що r =
f (r)> f (t)> t, що суперечить припущенню. Також, аналогiчно, одержуємо
протирiччя, якщо припустити iснування такого дiйсного t > 0, для якого
f (t)< t. Цi протирiччя i доводять, що

f (x) = x (6.71)

для усiх дiйсних x > 0.
Нарештi, якщо x < 0, то можна вибрати таке y < 0, що x2 + y > 0. Тодi, з

умови задачi, з (6.69) i (6.71), послiдовно одержуємо:

f
�

x2 + y
�

= f (x)2 +
f (x y)
f (x)

,

x2 + y = f
�

x2
�

+
x y

f (x)
,

x2 + y = x2 +
x y

f (x)
,

y =
x y

f (x)
,

тобто f (x) = x для усiх дiйсних x < 0.
Таким чином, f (x) = x для усiх x ∈ R \ {0}. Перевiрка показує, що знайде-

на функцiя задовольняє умову задачi.
Вiдповiдь. f (x) = x , x ∈ R \ {0}. �
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