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Передмова

31 сiчня 2017 року виповниться 60 рокiв вiд дня народження
Заслуженого вчителя України В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського.

5 листопада 2015 року наш Друг, Вчитель, Наставник покинув земне
життя, поринув у вiчнiсть. Для сiм’ї, друзiв, колег, учнiв це невимовна
втрата.

В’ячеслав Андрiйович має значнi заслуги перед українською матема-
тичною освiтою: вiн є автором багатьох книг та статей з елементарної
математики, видатним творцем олiмпiадних математичних задач. До
останнього дня В’ячеслав Андрiйович працював доцентом кафедри
алгебри i методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського. Його профе-
сiйний шлях— це взiрець творчого горiння, вмiння виявляти математичнi
здiбностi учнiв i сприяти їхньому розвитку. Особистостi такого рiвня не
помирають, тому що живуть їхнi iдеї, працi, задачi; тому що стали
успiшними тi, кого вiн навчав математицi, мудростi, життю. Iм’я
В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського —щирої та життєрадiсної людини,
вiдомого у всьому свiтi композитора математичних задач, незрiвнянного
вчителя i викладача математики— назавжди залишиться у вдячнiй
пам’ятi колег, друзiв, учнiв, студентiв, учителiв.

Ця книга є спробою родини, учнiв, друзiв та колег вшанувати
свiтлу пам’ять непересiчної особистостi, талановитого математика,
неперевершеного вчителя. Родина та колектив кафедри алгебри i
методики навчання математики висловлюють щиру вдячнiсть усiм, хто
сприяв пiдготовцi i виданню цiєї книги. Книга побачила свiт завдячуючи
випускникам 11-В класу 1991 року випуску фiзико-математичної гiмназiї
№17 мiста Вiнницi, друзям i колегам iз Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського та фiзико-
математичної гiмназiї №17, побратимам в олiмпiадному русi.
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Тернистий шлях олiмпiад1

Мої шкiльнi роки пройшли у тихому селищi Чернiвцi, яке розташову-
валося на берегах рiчки Мурафа. Першими вчителями математики у мене
були Котовський Федiр Степанович та Назаровський Юхим Мойсейович.
Моє сходження по етапам математичних олiмпiад стрiмко вiдбулося в 1974
роцi. До цього я не брав участi навiть в районнiй олiмпiадi. Навчаючись
у 10 класi, я став переможцем районної, обласної та республiканської
олiмпiад i був включений до складу республiканської команди на
Всесоюзну олiмпiаду. Вона вiдбулася у мiстi Єреван (Вiрменiя). Там
я розв’язав лише одну геометричну задачу i отримав похвальний лист.

Мiй виїзд за межi району вiдбувався пiд опiкою завiдувача кабiнету
математики обласного iнституту пiдвищення квалiфiкацiї вчителiв
Таєнчука Андрiя Мусiйовича. Саме вiн зiграв вирiшальну роль у виборi
мною для подальшого навчання фiзико-математичного факультету
Вiнницького державного педагогiчного iнституту iм. М.Островського.
У той час престижними були професiї iнженера-математика та iнженера-
програмiста. Всi мої однокласники i знайомi поступали тодi до
Вiнницького полiтехнiчного iнституту.

Моє навчання в iнститутi проходило з 1975–1979 рiк. Деканом
факультету тодi був Войцеховський Андрiй Прокопович, а його
заступником Котенко Олександра Давидiвна. Студентське життя
проходило досить цiкаво. На факультетi була традицiйно хороша
самодiяльнiсть, я брав участь в нiй. Трiо “Дубки”, в складi якого крiм
мене, виступали також Iщук Григорiй та Гаркушевський Володимир,
мало неабиякий успiх. У подальшому вихованцi Григорiя також були
серед призерiв Республiканської олiмпiади. Володя тепер кандидат наук
i навчає студентiв на педагогiчно-iндустрiальному факультетi нашого
унiверситету.

У той час студентськi олiмпiади проводилися лише серед студентiв
iнституту, i майже з першого курсу я був серед їх переможцiв. Пiд

1Ессе з книжки «Наш незабутнiй фiзико-математичний факультет», присвяченої
90-рiччю Вiнницького державного педагогiчного унiверситету, 2002 рiк.
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час навчання я познайомився з такими студентами— переможцями
студентських олiмпiад, як Пасiхов Юрiй Якович, Трофiмчук Юрiй
Вiкторович, Шастун Василь Федорович. Всi вони i тепер працюють
вчителями математики i залишилися на все життя в олiмпiадному русi. Їх
учнi неодноразово були переможцями i призерами фiзико-математичних
олiмпiад рiзних рiвнiв, а самi вони є членами журi обласних олiмпiад.

Добрим словом хочеться згадати викладачiв факультету Глушкова
Петра Миколайовича (математичний аналiз), Побережника Iвaна
Юхимовича (алгебра), Карпенка Володимира Леонiдовича (геометрiя),
Олонiчева Павла Макаровича (сучаснi основи шкiльної математики) та
фiзикiв Кучерука Iвана Митрофановича, Бушка Григорiя Федоровича,
Грузмана Зiновiя Наумовича, якi сприяли моєму математичному
зростанню. Особливий вплив на мене, як майбутнього вчителя мате-
матики i органiзатора учнiвських олiмпiад та пiдготовки до них учнiв,
мав Яровий Сергiй Сергiйович.

Пiсля закiнчення iнституту я працював спочатку 3 роки в середнiй
школi №1 м.Могилева-Подiльського, а з 1982 року працюю в нашому
iнститутi, а тепер унiверситетi. За цей час я нiколи не переривав роботу
в школi. Так, вiсiм рокiв я працював у школi №15 та ще 5 рокiв у
фiзико-математичнiй гiмназiї №17. Тепер працюю у лiцеї №7 м. Вiнницi.
Олiмпiадний рух затягнув мене у свої ряди так, що зараз не уявляю
свого життя без нього. За 25 рокiв участi в олiмпiадному русi маю певнi
досягнення як у пiдготовцi учнiв, так i в пiдготовцi проведення самих
олiмпiад.

Починаючи з 1981 року був керiвником команди областi на
Республiканських олiмпiадах з математики, а з 1991 року— член
журi Всеукраїнських олiмпiад юних математикiв. З 1996 року є
вiдповiдальним за пiдготовку членiв команди України з геометрiї до
участi у Мiжнароднiй математичнiй олiмпiадi.

Багато моїх учнiв, якi успiшно виступали на олiмпiадах, стали
математиками, фiзиками, економiстами та захистили кандидатськi
дисертацiї. Серед них: Томiлов Юра (призер математичної олiмпiади
України, кандидат фiзико-математичних наук), Вiннiчyки Саша та
Iгор (призери математичної олiмпiади України, Iгор — кандидат фiзико-
математичних наук, працює в США), Кирнасовський Олег (призер
математичної олiмпiади СРСР, кандидат фiзико-математичних наук),
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Козачко Саша (призер математичної олiмпiади СРСР, закiнчив мехмат
МДУ, аспiрант МДУ), Коваценко Стасiк (призер математичної олiмпiади
України, закiнчив мехмат МДУ, аспiрант в США), Мучнiк Рома (призер
математичної олiмпiади СРСР, докторант в США), Пилявський Павло
(4 рази був призером Мiжнародної математичної олiмпiади: має одну
бронзову, одну срiбну та 2 золотих медалi), зараз навчається в одному
з найпрестижнiших унiверситетiв США—Масачусетському iнститутi
технологiй. На жаль, жоден з них не захотiв обрати мiй шлях— роботи з
обдарованими учнями в нашiй країнi. Мабуть, це складно.

У той же час деякi випускники нашого факультету обрали цей шлях
i проходять його зi своїми учнями. Це Нестюк Валентина Михайлiвна
(ФМГ №17), Збожинська Тетяна Станiславiвна (ЗОШ №34), Кривошея
Iгор Михайлович (ЗОШ №6), Пасiхов Петро Якович (ФМГ №17). Їх учнi
вже стали учасниками i переможцями Всеукраїнських олiмпiад.

Березень 2001 року

∙ 1974 рiк. Перемога В’ячеслава Ясiнського на районнiй, обласнiй та
всеукраїнськiй олiмпiадах школярiв з математики.

∙ 1985 рiк. В. А. Ясiнський нагороджений знаком «Вiдмiнник народної освiти
України».

∙ 1996–1999 рр. Перемоги Павла Пилявського — учня В’ячеслава Андрiйовича
Ясiнського — на Мiжнародних математичних олiмпiадах.

∙ 1998, 1999, 2002 рiк. В. А. Ясiнський нагороджений Почесними Грамотами
Мiнiстерства освiти i науки України.

∙ 2000 рiк. В. А. Ясiнський — переможець загальномiського конкурсу «Людина
року–2000» в номiнацiї «Працiвник освiти року».

∙ 2001 рiк. В. А. Ясiнському присвоєно звання заслуженого учителя України.
∙ 2005 рiк. В. А. Ясiнському присвоєно вчене звання доцента кафедри алгебри

i методики навчання математики Вiнницького державного педагогiчного
унiверситету iменi Михайла Коцюбинського.

∙ 2005 рiк. В. А. Ясiнський нагороджений спецiальним сертифiкатом оргкомi-
тету Мiжнародної математичної олiмпiади за авторство значної кiлькостi
задач, якi обирались до шортлистiв Мiжнародної математичної олiмпiади.



Спогади про В. А. Ясiнського

Катерина Ясiнська
Життєпис В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського

«Любов довготерпить, любов милосердствує,
не заздрить, любов не величається, не надимається,
не поводиться нечемно, не шукає тiльки свого,
не рветься до гнiву, не думає лихого, не радiє
з неправди, але тiшиться правдою, усе зносить, вiрить
у все, сподiвається всього, усе терпить! Нiколи любов
не перестає!..»

Бiблiя, перше послання апостола Павла до коринтян,
улюблена цитата В’ячеслава Андрiйовича

В’ячеслав Андрiйович Ясiнський народився 31 сiчня 1957 року в
селищi мiського типу Чернiвцях Вiнницької областi. Його мати Єфросинiя
Григорiвна працювала фельдшером у лiкарнi. Одна виховувала двох
дiтей, допомагала їм здобути освiту, прищеплювала людянiсть, доброту,
щирiсть.

Славко зростав серед чудової природи, любив бувати в бабусi в
мальовничому селi Букатинцi, дослiджувати з друзями-однолiтками
скелястi урвища, порослi лiсом, рибалити на берегах стрiмкої рiчки
Мурафи, милуватися мiсцевими краєвидами.

У дитинствi вiн навчився бачити i цiнувати красу природи, розвинув
кмiтливiсть, допитливiсть.

З особливою теплотою вiн згадував дядька Порфирiя, з яким разом
рибалили, ходили в лiс по гриби, ловили ондатри. А пiсля дозвiлля
дядько, який був каменярем, брався до роботи: вирiзьблював на каменi
вiзерунки, надписи. Можливо, саме тодi, спостерiгаючи за роботою
майстра, i зародилося захоплення геометрiєю на все життя.
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Також любив Славко бувати в майстернi дядька Семена, вчителя
хiмiї i бiологiї, який мав неабиякий хист до творчої роботи. Хлопець
мiг годинами спостерiгати, як той займався художнiм рiзьбленням по
дереву, порався по господарству i з задоволенням слухав його настановчi
фiлософськi бесiди про життя.

В’ячеслав Андрiйович любив згадувати своє дитинство i багато
розповiдав про нього.

Кажуть, що щаслива та людина, яка зустрiне на своєму життєвому
шляху справжнього Вчителя. Славку поталанило: вчитель математики
НазаровськийЮ.М. Чернiвецької середньої школи №1, куди вiн перейшов
на навчання в 9-ий клас, зумiв запалити в його душi вогник любовi
до найскладнiшої та найцiкавiшої науки—математики. Його мудра
настанова: «Ти здiбний, хлопче, але треба багато працювати» мотивувала
до наполегливого вивчення математики, привела в сiльську бiблiотеку.
В’ячеславом самотужки були опрацьованi всi шкiльнi пiдручники,
посiбники з елементарної та вищої математики, якi були у фондi
бiблiотеки.

I результат не забарився: в 10 класi, здобувши перемоги на
районнiй, обласнiй, республiканськiй олiмпiадах, В’ячеслав узяв участь
у Всесоюзнiй олiмпiадi з математики в Єреванi. Отримав диплом,
приз —фотоапарат «Смена», який i досi зберiгається в сiмейному архiвi.
Але найголовнiше— незабутнi враження вiд спiлкування з провiдними
фахiвцями олiмпiадного руху— науковцями та талановитими учнями—
учасниками олiмпiади. Це нагорода найвищого ґатунку для школяра.

Успiх окрилив, надихнув на смiливi мрiї та привiв пiсля закiнчення
школи в Московський державний унiверситет iменi М. Ломоносова.
Та не судилось. Успiшна здача вступних iспитiв, дипломи переможця
олiмпiад з математики були знiвельованi спiвбесiдою з «компетентними»
працiвниками: «Ви не прохiдний, бо рiдний дядько був в’язнем табору в
Освенцiумi в роки Великої Вiтчизняної вiйни». Велике розчарування—
не пройшов за конкурсом (непоодинокий випадок у Радянському Союзi —
в елiтнi вишi був жорсткий вiдбiр за ознакою благонадiйностi). Потiм
знову дивина: вступав до Вiнницького технiкуму електронних приладiв —
i знову не пройшов за конкурсом.
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Повернувся додому, i, щоб не втрачати рiк навчання, вступив до
Мазурiвського ПТУ №8 та здобув по його закiнченнi фах тракториста-
машинiста 3-го класу. Вiдтодi в сiм’ї запам’ятався жарт В’ячеслава
Андрiйовича: «Я— як Юрiй Гагарiн — починав свою освiту з ПТУ».
Той рiк був присвячений самостiйному вивченню вищої математики
за кращими посiбниками найвiдомiших науковцiв.

А наступного року шляхи вступної кампанiї привели до Вiнницького
державного педагогiчного iнституту. Саме тут склалось все i одразу.
Iспити були зданi успiшно, до вишу зарахували.

Завирувало насичене студентське життя. Першокурсник В’ячеслав
мав чудову математичну пiдготовку, вiдзначався надзвичайними прагне-
ннями до нових знань, до всебiчної освiти.

Мотивували, заохочували до навчання чудовi викладачi, талановитi
педагоги Грузман М.З., Малiнковський Б.В. (з ними познайомився ще
на пiдготовчих курсах), Побережник I.Ю., Власенко О. I., Кулик В.Т.,
Тарасова Л. З., Олонiчев П.М., Волошина В.Я., Глушков П.М.,
Сивакiвський Б.Я. та багато iнших, а також, звичайно ж, декан
Войцехiвський А.П. — улюбленець усiх студентiв.

Значний вплив на формування професiйного рiвня В’ячеслава мав
викладач-методист вiд Бога Яровий Сергiй Сергiйович: блискучi лекцiї,
особливий стиль оформлення конспектiв та розв’язань задач, незрiвнянна
харизма. То була наука на все життя.

Багато часу iз студентами нашi викладачi проводили i в позанавчаль-
ний час. Складались товариськi стосунки. Пам’ятаю, як В’ячеслав
познайомив мене iз Сергiєм Сергiйовичем. За невимушеною бесiдою
«С.С.» (як його називали поза очi студенти) провiв зi мною «тестування»
(на рiвень розумових здiбностей) i пiдсумував: «Люди сходяться за
подiбнiстю— ви будете разом». Так i склалось.

Низький уклiн усiм нашим викладачам за ґрунтовнi знання, життєвi
настанови, глибинний змiст яких ставав бiльш зрозумiлим з часом, з
набуттям власного життєвого досвiду!

Цiкавим i насиченим було студентське життя i за межами навчальних
аудиторiй. З першого курсу Славко був активним учасником худож-
ньої самодiяльностi — чудового iнститутського хору пiд керуванням
М.Плашкевича, ансамблю народних iнструментiв, де грав на козобасi, а
також трiо гiтаристiв «Дубки» (шалене захоплення дiвчат). Виступали на
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всiх iнститутських та факультетських заходах, концертах, КВК, виїзних
концертах у мiстi та областi. Артистам особливо подобалось виступати
у вишиванках i, безперечно, незабутнiми були щедрi частування пiсля
концертiв не дуже ситих в той час студентiв.

А влiтку на канiкулах органiзовувались студентськi будiвельнi загони.
Для В’ячеслава це була можливiсть як здобути будiвельну пiдготовку,
так i заробити значну суму коштiв для допомоги мамi та купити обновки
собi.

Незабутнi, щасливi студентськi роки. Хоча матерiально було сутужно,
навчались iз задоволенням, весело проводили час, любили, дружили,
мрiяли, спiвали.

Ще в студентськi роки В’ячеслав захопився розв’язуванням задач
пiдвищеної складностi, якi друкувались у журналах «Математика в
школi», «У свiтi математики», «Квант» та iн. i пронiс це захоплення
через усе життя.

По закiнченнi Вiнницького державного педагогiчного iнституту
iменi М. Островського вступив заочно до аспiрантури Львiвського
полiтехнiчного унiверситету, одружився та почав свою педагогiчну
дiяльнiсть вчителем математики та продовженого дня в Могилiв-
Подiльськiй середнiй школi №1.

З самого початку викладацької дiяльностi визначив для себе головний
прiоритет — робота з обдарованими учнями. В’ячеслав Андрiйович
пройшов всi сходинки цього шляху: пiдготовка учнiв до олiмпiад,
робота у складi журi всiх етапiв, супровiд учнiвських команд на
мiськi, обласнi, Всеукраїнськi олiмпiади, робота заступником голови
журi та експертом-консультантом Всеукраїнських олiмпiад i турнiрiв
юних математикiв, Соросiвських олiмпiад, робота головою журi з
математики на Всеукраїнськiй комплекснiй олiмпiадi з математики,
фiзики, iнформатики «Турнiр чемпiонiв», на олiмпiадах Рiшельєвського
лiцею в м.Одесi, Мiжнародному Турнiрi Мiст, був у складi журi
Всеукраїнської олiмпiади для студентiв математичних спецiальностей
педагогiчних унiверситетiв.

Та найголовнiшим на цьому зiрковому i тернистому сходженнi
вважав надбання великої когорти друзiв, товаришiв, соратникiв, колег
та однодумцiв.
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Найближчi з них: Лейфура В.М. — заслужений учитель України,
професор Чорноморського державного унiверситету iменi Петра Могили,
кандидат фiзико-математичних наук; Мiтельман I.М. — заслужений
учитель України, доцент, кандидат фiзико-математичних наук, заступ-
ник директора Рiшельєвського лiцею при Одеському нацiональному
унiверситетi; Радченко В.М. — заслужений учитель України, професор
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, доктор
фiзико-математичних наук. 23 роки плiдної спiвпрацi з’єднали в щирiй
дружбi спорiдненi душi, якi живуть справою свого життя. Участь у
пiдготовцi та проведеннi Всеукраїнських олiмпiад i турнiрiв, Соросiвських
олiмпiад, вiдборах та пiдготовцi учнiв до мiжнародних олiмпiад з
математики, написання у спiвавторствi низки навчально-методичних
посiбникiв — далеко не повний перелiк спiльної дiяльностi.

Я достеменно знаю, скiльки титанiчної працi, зусиль, часу, життєвої
енергiї вiддано ними в справi плекання iнтелектуальної елiти країни,
з якою неймовiрною працездатнiстю, наполегливiстю, самовiддачею i
ентузiазмом вони працювали i творили.

Моя безмежна шана i вдячнiсть найближчим друзям i соратникам
В’ячеслава Андрiйовича!

Професiйна дiяльнiсть подарувала радiсть спiвпрацi i спiлкування
з працiвниками наукових, освiтянських, видавничих установ рiзних
мiст нашої країни i зарубiжжя. Серед них—Швець В.О., Працьовитий
М.В., Кремiнський Б. Г., Борисова В.О., Литвиненко О.А., Гунько Л.В.,
Соколовська I. С., Малiс С. I., Чадаєв О.М., Сiгетiй I. П., Петечук В.М.,
Добосевич М.С., Добосевич А.С., Кукуш О.Г., Михайловський В. I.,
Нагель I.П., Перестюк М.О., Рабець К.В., Рябуха О. З., Теплiнський
О.Ю., Федак I. В., Харiк О.Ю. i багато-багато друзiв та колег-однодумцiв.
Вибачте, що назвала не всiх.

Думаю, пощастило ще в тому, що початок професiйної дiяльностi
Ясiнського В.А. припав на часи розквiту освiтянської творчостi в
країнi — це були часи створення авторських шкiл, методик викладання,
розгалужений обмiн передовим педагогiчним досвiдом на конференцiях,
семiнарах, лекцiях кращих педагогiв.

Крiм традицiйних форм роботи з обдарованими учнями, iснували
конкурси з розв’язування задач журналiв «Математика в школi», «У
свiтi математики», «Квант», навчання в заочних математичних школах
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провiдних вишiв, заочна телевiзiйна математична олiмпiада. Це розмаїття
методiв вдало використовував В’ячеслав Андрiйович. Не давало спокою
прагнення до вдосконалення.

У 1982 роцi сiм’я переїхала у Вiнницю, де В’ячеслав Андрiйович
працював в СШ №15, потiм, у наступному 1983 роцi був зарахований
на посаду старшого викладача у Вiнницький державний педагогiчний
iнститут, на факультет учителiв початкових класiв, а з 1991 року був
переведений на посаду старшого викладача кафедри алгебри i методики
викладання математики. З 2003 року працював на посадi доцента цiєї
кафедри пожиттєво.

Саме тут, завдячуючи творчiй атмосферi, напрочуд доброзичливим
та товариським взаєминам, В’ячеслав Андрiйович реалiзовував свої
науково-педагогiчнi прагнення. Подобалось все: викладацька, науково-
дослiдницька робота, спiлкування з допитливими студентами. Особливе
задоволення приносили спiвпраця i товариськi стосунки з дорогими
його серцю колегами: Матяш О. I. (завiдувач кафедри), Куликом В.Т.,
Побережником I.Ю., Рокiцьким I.О., Гарвацьким В.С., Миронюком
М.В., Калашнiковим I. В., Михайленко Л.Ф., Коношевським О.Л.,
Воєводою А.Л., Панасенком О.Б., Наконечною Л.Й. — когортою творчих
викладачiв-науковцiв, якi своєю невтомною подвижницькою працею
розбудовують нацiональну педагогiчну науку в умовах реформування
вищої та середньої освiти, готують генерацiю майбутнiх учителiв.

Панасенко О.Б. був студентом В’ячеслава Андрiйовича, а ставши
колегою, подiлив його захоплення роботою з обдарованими учнями,
розпочав разом торувати шляхи олiмпiад i турнiрiв для школярiв,
видавати у спiвавторствi навчально-методичнi посiбники. Наразi Олексiй
Борисович— наступник i продовжувач усiх його олiмпiадних починань.

Бiльше двох десятирiч В’ячеслав Андрiйович спiвпрацював з колегами
Вiнницького обласного iнституту пiслядипломної освiти педагогiчних
працiвникiв. Брав активну участь у пiдготовцi i проведеннi районних,
обласних олiмпiад, читав лекцiї на курсах пiдвищення квалiфiкацiї
вчителiв математики, конференцiях, семiнарах, випустив багато методи-
чних збiрок. Його знали всi вчителi математики в областi, i кожен мiг
звернутись у будь-який час за методичною консультацiєю. Спiвпрацював
також з iнститутами вдосконалення учителiв iнших областей країни.
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Протягом довгого часу з початку роботи в педiнститутi до 2003 року
В’ячеслав Андрiйович працював за сумiсництвом в школi №18, фiзико-
математичнiй гiмназiї №17, школi-лiцеї №7 м.Вiнницi.

Особливо творчою i результативною була робота в фiзико-
математичнiй гiмназiї №17. ФМГ №17— це талановитий колектив
однодумцiв, який створює умови для реалiзацiї творчих здiбностей учнiв
та вчителiв, гарантуючи високу якiсть освiти. Прiоритетним напрямком
дiяльностi закладу завжди була саме робота з обдарованими учнями,
участь в олiмпiадах, турнiрах, конкурсах. Працювати у ФМГ №17 як
вчителю Ясiнському В.А. було найцiкавiше, в стiнах цiєї школи його
потенцiал розкрився якнайкраще.

Пригадую, саме в тi роки творчi педагоги об’єднались у вчительський
гурток, де обговорювали професiйнi питання, розв’язували задачi
пiдвищеної складностi з фiзики. Вчителi Пасiхов Ю.Я., Власов Д.М.,
Яковенко М.П., Скрипник А.В., Iщук Г. Г., Войтович Ю.Я., Соло-
ненко В. I. (викладач ВДПУ) на щомiсячних зiбраннях отримували
складнi задачi з журналу «Квант» для розв’язування, потiм обго-
ворювали розв’язки, а особливо складнi задачi розв’язували разом.
Така колективна вчительська творчiсть сприяла розвитку професiйних
компетенцiй учителiв та рiвня знань їхнiх учнiв.

I досi вражають ентузiазм i наснага педагогiв, якi, незважаючи на
свої життєвi обставини, надто помiрнi заробiтнi платнi, виплати яких
у складних 90-х роках затримували подекуди на кiлька мiсяцiв, не
шкодуючи особистого часу, захоплено вiддавались улюбленiй справi.

Особливо плiднi професiйнi та по-щирому дружнi стосунки у
В’ячеслава Андрiйовича склались з Нестюк В.М. (нинi директор
ФМГ №17), з якою викладали математику в одних класах та пiдготували
велику когорту переможцiв математичних олiмпiад усiх рiвнiв. Валентина
Михайлiвна навчала математики i була класним керiвником нашої доньки
Наталi.

Найбiльш мотивуючою i цiкавою як вчителя математики була для
В’ячеслава Андрiйовича спiвпраця з вчительською династiєю фiзико-
математичної гiмназiї №17— родиною Пасiхових. А познайомились
ще пiд час навчання у педiнститутi. На комплекснiй олiмпiадi з
математики, фiзики та iнформатики «Турнiр чемпiонiв», органiзатором,
координатором i головою журi якої є Юрiй Якович Пасiхов, В’ячеслав
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Андрiйович був незмiнним головою журi з математики. Читав лекцiї
в лiтньому таборi для обдарованих дiтей разом, провели багато
рiзноманiтної роботи на освiтянських заходах. З Петром Яковичем
Пасiховим— керiвником методичного об’єднання вчителiв математики
мiста — спiльно працювали на олiмпiадах, проводили велику методичну
роботу з вчителями мiста. Лiлiана Василiвна Гончарук— заступник
директора ФМГ №17 з науково-методичної роботи— систематично
залучала до проведення рiзноманiтних методичних заходiв для вчителiв
гiмназiї.

Це лише деякi аспекти спiльної педагогiчної дiяльностi впродовж
десятирiч. А ще сюди, у фiзматгiмназiю, приводив кращих студентiв
на практику. I просто, проходячи повз школу, обов’язково заходив
поспiлкуватись з щирими друзями. Був у постiйному телефонному
зв’язку.

Разом працювали, дружили, радiли успiхам та професiйно збагачу-
вали один одного, пiдтримували в складних життєвих обставинах. З
теплотою i вдячнiстю я згадую роки своєї роботи i навчання наших дiтей
у ФМГ №17.

Вершиною всiєї професiйної дiяльностi вчителя— були успiхи його
учнiв. Скiльки їх — талановитих, допитливих, працелюбних i чудових
наших квiтiв життя— пройшло через його серце i розум!

Особлива, унiкальна iсторiя про легендарного Пашу Пилявського.
Доля звела їх пiд час проведення обласної олiмпiади. В’ячеслав
Андрiйович дивним чином вирiзнив його з великої кiлькостi учасникiв.
Паша на той час навчався у 5 класi. В’ячеслав Андрiйович знайшов його
вчительку математики i через неї запросив Пашу з мамою на зустрiч.
I вже пiсля першого спiлкування впевнено повiдомив мамi: «Ваш син
поїде на Мiжнародну олiмпiаду з математики!». Почалась багаторiчна
спiльна плiдна праця. За короткий час, завдяки надзвичайним здiбностям
i працездатностi, Павло опанував усю шкiльну програму з математики
i почав посилено займатись пiдготовкою до олiмпiад. Працювали в
школi, на гуртках i факультативах, вдома та в iнститутi з В’ячеславом
Андрiйовичем у навчальний та канiкулярний час. Вчили теорiю,
розв’язували вiдомi та складали новi задачi разом.

I вже у 8 класi, виборовши перемоги на всiх турах Всеукраїнської
олiмпiади, пройшовши вiдбiр, Павло вперше в 1996 роцi поїхав на
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Мiжнародну олiмпiаду з математики в Iндiю. I вiдразу успiх — бронзова
медаль. Потiм, ще за три роки поспiль участi в Мiжнародних олiмпiадах
у загальному залiку 4 перемоги— 1 бронзова, 1 срiбна, 2 золотi
медалi. Чотири медалi в одного учня— один з найкращих у свiтовiй
iсторiї Мiжнародних олiмпiад результат, де участь беруть учнi лише
випускного класу, адже рiвень задач передбачає поглибленi знання
всього курсу шкiльної математики. А ще в залiку Павла— перемоги
на трьох Соросiвських олiмпiадах, багатьох Всеукраїнських олiмпiадах
та турнiрах, обласних, мiських олiмпiадах з математики.

Паша також був багаторазовим переможцем Всеукраїнських предме-
тних олiмпiад рiзних рiвнiв з багатьох iнших предметiв. Закiнчив школу
iз золотою медаллю.

Безмежно талановитий i працелюбний у навчаннi, Павло вирiзнявся
непересiчними людськими якостями, чемнiстю, поряднiстю, доброзичли-
вiстю i надзвичайною скромнiстю.

За роки спiльної працi у Павла з В’ячеславом Андрiйовичем склались
напрочуд теплi особистi взаємини— чудово розумiли i вiдчували один
одного, знали вподобання, помисли та мрiї — серця їх бились в унiсон.

Пригадується i курйозний випадок. Коли Павло вперше отримав приз
Соросiвської олiмпiади за перше мiсце — комп’ютер (дивина на той час),
вiн пiвроку зберiгався запакований вдома у В’ячеслава Андрiйовича—
не було часу в Пашi вiдволiкатись на освоєння комп’ютера, бо треба
було готуватись до участi в наступних олiмпiадах. I вже влiтку пiд час
канiкул перевезли комп’ютер додому до Павла — на велику його втiху!

Пiсля закiнчення школи Паша блискуче здав мiжнароднi тестування
з математики, фiзики, англiйської мови. Враховуючи також його
численнi дипломи рiзноманiтних олiмпiад, був запрошений на навчання
до Масачусетського технологiчного унiверситету в США— одного з
найпрестижнiших вишiв свiту (в першiй топ-п’ятiрцi).

Сьогоднi Павло Пилявський— професор математики унiверситету
Мiнесоти (США), має науковi працi в найскладнiших роздiлах вищої
математики.

В’ячеслав Андрiйович надто пишався i радiв успiхам i перемогам
Павла. В його портфелi завжди були копiї його дипломiв з Мiжнародних
олiмпiад, а в кабiнетi на почесному мiсцi висить одна iз золотих медалей,
подарованих Пашею, на книжкових полицях— тека iз збiрками його
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розв’язкiв усiх задач з Мiжнародних олiмпiад, i окрема тека — «Задачi
Пашi Пилявського».

I перший комп’ютер В’ячеслава Андрiйовича був подарований
Павлом— один з його призiв на Соросiвських олiмпiадах.

Весь час його перебування i навчання в Америцi (майже 20 рокiв) i
до останнього дня вони листувались, спiлкувались в Skype, розв’язували
складнi i складали новi задачi, якi ввiйшли до бази олiмпiадних
задач В’ячеслава Андрiйовича. Звичайно, обмiнювались викладацьким
досвiдом, розмiрковували про життя.

А ще ми полюбляли переглядати разом Пашинi родиннi свiтлини.
На жаль, не встиг учитель роздiлити з Павлом його найщасливiшу

мить — народження донечки Софiйки.
Зворушлива iсторiя Вчителя i Учня, яких об’єднала велика любов

до математики, подiлена на двох та помножена на роки спiльної плiдної
титанiчної працi.

Про учнiв В’ячеслава Андрiйовича можна писати окрему книгу.
На самому початку роботи в школi вiн багато додатково працював

з учнями своїх класiв. З часом батьки та вчителi стали приводити до
нього дiтей, зацiкавлених математикою, з усього мiста. Подекуди i вiн
сам запрошував до спiвбесiди i спiвпрацi учнiв, якi виявили свої здiбностi
на олiмпiадах. Потiм працював з обдарованими дiтьми з рiзних мiст
України, а з появою Iнтернету використовував для цього можливостi
дистанцiйного навчання.

Учнi В’ячеслава Андрiйовича переходили в школи, де вiн працював. А
при змiнi (за сiмейними обставинами) мiсць роботи вчителя, переводились
в його школу разом з ним. Головною вважав думку Сухомлинського:
«Дiти— це маленькi паростки таланту, що перетворюється на мiцне
дерево на благодатному ґрунтi працьовитостi». Тому прищеплював учням
переконання, що саме працелюбнiсть i цiлеспрямованiсть у досягненнi
мрiй — тi зерна, якi дають найкращий урожай.

Учитель завжди цiкавився вподобаннями та мрiями, життєвими
обставинами та турботами учнiв. Разом з батьками опiкувався створенням
належних умов для ефективного навчання своїх учнiв удома i в школi.
Допомагав у вирiшеннi виникаючих питань своїм учням i навiть дiвчатам,
з якими вони дружили (думаю, щоб дiвчата не дуже заважали в
пiдготовцi до олiмпiад його обдарованим учням).
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Добрi, товариськi та дружнi взаємини складались iз батьками учнiв
на довгi-довгi роки— робили спiльну справу, плекали таланти.

Серед кращих, улюблених учнiв —Матохнюк Т., Рвачов М., Мучнiк Р.,
Джосюк С., Рабинер О., Сахарова А., Бєломоїн Г., Польгуль С.,
Рокiцький Р., Коваценко С., Костюк С., Ошовський В., Аккерман В.,
Канiковський О., Кирнасовський О., брати Козачки, брати Козумляки
та багато-багато iнших. Хiба можна всiх перелiчити за майже два
десятирiччя роботи!

Учнi В’ячеслава Андрiйовича здобували вищу освiту в кращих вишах
країни i свiту. Стали класними фахiвцями рiзних професiй: науковцi,
викладачi, працiвники IТ-сфери, лiкарi, фiнансисти та iн. та досягли
вагомих успiхiв та результатiв у сферах своєї дiяльностi.

Вдячнi учнi i по закiнченнi школи не припиняли зв’язки з учителем—
спiлкувались, зустрiчались, приходили в гостi, привозили i дарували
фахову лiтературу, допомагали видавати математичнi посiбники (Мучнiк
Роман) i, звичайно ж, приводили на навчання своїх власних дiтей.

В’ячеслав Андрiйович часто згадував своїх вихованцiв i надто
пишався їхнiми успiхами i досягненнями.

Вiн був незаперечним авторитетом i щиро ними шанований, бо не
тiльки зумiв залучити до прекрасного свiту математики, а й сформував
переконання: особистiсть формується наполегливою, кропiткою працею,
цiлеспрямованiстю та широтою iнтересiв.

Найпочеснiше мiсце у серцi В’ячеслава Андрiйовича зайняв 11-В клас
фiзико-математичної гiмназiї №17 1991 року випуску, в якому класним
керiвником заслужений учитель України Власов Д.М.

У фiзико-математичнiй гiмназiї (на той час вона мала статус
школи з класами з поглибленим вивченням фiзики) на посадi вчителя
математики за сумiсництвом В’ячеслав Андрiйович почав працювати
у 1989 роцi. Перейшов з «непорожнiми руками». За вчителем до
нового мiсця навчання перейшла когорта його учнiв iз СШ №15 i
СШ №18, у яких до цього працював i якi подiляли його захоплення
математикою, олiмпiадами. Крiм цього, прийшли два «сильнi» учнi з
СШ №6, вчитель математики яких улiтку виїхав на ПМП за кордон,
прийшли навчатись до гiмназiї «на вчителя». Не слiд забувати, що всi цi
учнi теж потрапили у зовсiм незвичайний клас — це спецiалiзований клас
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з поглибленим вивченням фiзики. Учнi цього класу вже були неоднора-
зовими переможцями мiських, обласних та республiканських олiмпiад
з фiзики, математики та iнформатики. Маючи велике навантаження в
педагогiчному iнститутi, В’ячеслав Андрiйович у цьому класi викладав
лише геометрiю, алгебру викладала Нестюк Валентина Михайлiвна,
фiзику— заслужений вчитель України Власов Дмитро Михайлович,
iнформатику — заслужений вчитель України Пасiхов Юрiй Якович. Пiд
керiвництвом творчо i натхненно працюючих майстрiв педагогiчної
справи обдарованi учнi наполегливо i захоплено оволодiвали знаннями
на уроках, факультативах, гуртках та в позанавчальний час.

Учнi 11-В класу ФМГ №17 1991 року випуску та вчителi на святi
останнього дзвоника

Надзвичайна зацiкавленiсть в навчаннi, середовище змагальностi,
мотивованiсть та амбiтнiсть учнiв цього класу задавала потужний
рiвень навчання, взаємовiдносин та взаємозбагачення. Талановитi i
цiлеспрямованi, самодостатнi i харизматичнi, з великою жагою до знань —
саме такi учнi трансформують працю вчителя в мистецтво. Можна
багато написати про унiкальнiсть учнiв цього класу, пригадувати рiзнi
ситуацiї iз шкiльного життя, дещо описано ними у вiдгуках у цiй
книзi. Пригадуються не лише навчальнi i олiмпiаднi успiхи високого
рiвня з рiзних предметiв, а i як чудово спiвали у шкiльному хорi пiд
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керiвництвом талановитої Воскобойник I. I., брали участь в агiтбригадi,
були учасниками шкiльної команди КВК. А ще був лiтнiй трудовий табiр
iз збором ягiд, незабутнi туристичнi походи класу.

Гордiсть В’ячеслава Андрiйовича i всього колективу школи—
Мучнiк Р., Рвачов М., Джосюк С., Коваценко С., Козачко О.,
Рокiцький Р., Бєломоїн Г., Польгуль С., Сахарова А., Рабiнер О.,
Ведрашко О. та багато iнших учнiв успiшно закiнчили школу, вступили
до кращих вузiв країни та зарубiжжя, продовжили здобуття вищої освiти
в кращих навчальних закладах свiту.

Саме 11-В клас став поштовхом для втiлення творчим педколективом
iдеї створення фiзико-математичної гiмназiї на базi школи. Саме 11-В—
перший випуск в 1991 роцi вже фiзико-математичної гiмназiї.

20 рокiв потому. Д. М. Власов iз випускниками 11-В класу ФМГ №17
1991 року випуску, 2011 р.

Великою радiстю для В’ячеслава Андрiйовича була зустрiч з
випускниками цього класу, що приїхали з рiзних куточкiв свiту,
присвячена 20-рiччю випуску 1991 року. Важко собi уявити, але це
факт: на сценi школи одночасно стояли 14 випускникiв одного класу
з науковими ступенями, високопрофесiйнi спецiалiсти фiнансової та
банкiвської справи, IТ-технологiй, лiкарi, провiднi фахiвцi iнших сфер. А
потiм майже до ранку дiлились iз своїми вчителями спогадами про школу,
навчання, розповiдали про свої професiйнi досягнення, життєвi надбання



20 Катерина Ясiнська. Життєпис В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського

та про значення навчання в славнiй фiзико-математичнiй гiмназiї, роль
своїх вчителiв в життєвому становленнi.

Гордiсть за успiхи своїх учнiв — найбiльша втiха Вчителя.
На жаль кiлька мiсяцiв не дожив В’ячеслав Андрiйович до

очiкуваного 25-рiччя випуску легендарного класу талановитих учнiв.
Всi наша родина надзвичайно зворушена сердечним спiвчуттям,

щирою пiдтримкою та допомогою випускникiв 11-В класу в важкий
час раптової втрати дорогої нам людини. Наша безмежна вдячнiсть всiм
учням В’ячеслава Андрiйовича за висловлену добру пам’ять, шану, теплi
спогади, за допомогу у створеннi цiєї книги, за вашу чуйнiсть i людянiсть.

Впродовж багатьох останнiх рокiв, маючи багаторiчний досвiд, В’яче-
слав Андрiйович доклав багато зусиль до популяризацiї математичних
знань для бажаючих удосконалити навички в розв’язуваннi складних
олiмпiадних задач та опанувати олiмпiаднi теоретичнi теми. З-пiд його
пера вийшло багато навчально-методичних посiбникiв, брошур, статей,
методичок. Безперечно вони i в майбутньому стануть в нагодi вчителям
математики, а найбiльше тим, хто самотужки, як в свiй час i В’ячеслав
Андрiйович, опановуватиме новi знання, коли поруч немає досвiдченого
наставника.

Створена ним база нових авторських задач для олiмпiад усiх рiвнiв
ще послугує великiй справi формування нової генерацiї математикiв. I в
останнi хвилини свого життя В’ячеслав Андрiйович був за комп’ютером,
працюючи над написанням його останньої (як виявилось) книги.

Будучи людиною вельми товариською, В’ячеслав Андрiйович мав
багато щирих друзiв i поза професiйною дiяльнiстю. Почуття гумору,
оптимiзм, життєрадiснiсть, широту iнтересiв, вмiння почути i зрозумiти
людину i, головне, повсякчасну готовнiсть надати пораду i допомогу,
пiдтримати в скрутi, вiн пронiс через усе життя.

Цi риси поцiновували всi, хто його знав. Вiн полюбляв першим
привiтати друзiв iз святами та днем народження (часто будив на свiтанку)
своїм телефонним дзвiнком. Навзаєм: в його день народження всi
телефони впродовж всього дня дзвонили майже безперервно — i вiн був
цьому дуже радий.

Поза роботою улюбленими чоловiчими захопленнями були вiдвiду-
вання лазнi i риболовля. Щонедiлi з необхiдними атрибутами вiн вирушав
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до лазнi. Регулярнi вiдвiдування бiльше 30 рокiв подарували багато
щирих друзiв — людей рiзних професiй i вподобань.

А пiсля лазнi — обов’язковi «чоловiчi» посиденьки з душевними
розмовами та частуванням. Разом вiдзначали свята: родиннi, релiгiйнi,
державнi, особистi, знаменнi та сумнi подiї, з пiснями, вiршами, жартами,
рiзними «побасеньками». Щиро радiли успiхам один одного, допомагали
у вирiшеннi життєвих проблем, подоланнi складних ситуацiй.

Справжнє чоловiче братство, де В’ячеслав Андрiйович був лiдером i
душею компанiї!

У нашiй родиннiй планетарнiй системi В’ячеслав Андрiйович був
центральною зiркою—Сонцем— яскраво свiтив, зiгрiвав своїм теплом,
притягував любов’ю, добротою, щирiстю. Був турботливим сином i
братом, нiжним батьком трьох доньок, люблячим чоловiком.

В. Ясiнський iз дружиною та донечками

Усе своє життя всiх пiдтримував, всiм допомагав. Був мудрим у
стосунках, поступливим i поблажливим у своєму жiночому сiмейному
колi. Натомiсть сам був невибагливим у побутi, байдужий до матерi-
альних надбань.
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Найбiльша любов i гордiсть — нашi улюбленi внуки Андрiйко i
Володимир. Саме цими iменами внукiв стали називатись персонажi
його авторських задач. А вони навзаєм— нiжно любили дiдуся, з радiстю
приїжджали в гостi, разом ходили на прогулянки, на стадiон, грали в
шахи i домiно, займались математикою, дарували дiдусю свої малюнки.
Андрiйка дiдусь учив готувати його улюбленi страви.

Коли не стало дiдуся, трирiчний Володя все допитувався: «Де дiдусь?»
Не знаючи як пояснити його довгу вiдсутнiсть, я вiдповiла: «Дiдусь уже
живе на небi. Ми не можемо з ним спiлкуватись, але вiн бачить i оберiгає
нас». Внучок замислився, потiм сказав: «Дiдусь заблукав на небi, треба
зробити ракету, полетiти i вiдшукати його». Якби ж то було можливо!
Дiдусь вже назавжди став зiрочкою на небi.

Наш глибокий i вселенський смуток— надто рано дiдусь полишив
внукiв i сiм’ю. А три роки до того в iнший свiт вiдiйшов i другий дiдусь
наших внукiв —Ященко Володимир Олександрович. I вiн до нестями
любив внукiв, всю сiм’ю. Був людиною надто освiченою, ерудованою, з
глибокими знаннями фiлософiї, iсторiї, полiтологiї, економiки. Також
багато часу придiляв розвитку i дозвiллю внукiв, зiбрав бiблiотеку
чудових книг для них.

Нам всiм їх дуже не вистачає! Час гоїть рани?!
Древнi мудрецi говорили: «Кожна людина — це Всесвiт. Коли людина

йде в небуття, разом iз нею з життя його рiдних та близьких вiдходить
частина i їх життя, яка мiцно пов’язана з ним». Бiль утрати назавжди
залишиться в наших серцях!

Це ессе (далеко не повне) — не просто бiографiя дорогої менi людини,
скорiше — розмiрковування над життям, професiєю, взаєминами.

Осмислюючи шлях В’ячеслава Андрiйовича, я певна: вiн був
щасливою людиною, його життя наповнене творчими успiхами, родинним
теплом, добрими посмiшками друзiв, радiсними i сумними подiями, а
головне — натхненною професiйною дiяльнiстю.

Професiя для нього була поєднана iз захопленням улюбленою справою,
доленосними зустрiчами iз досвiдченими наставниками в юностi, творчою
колективною спiвпрацею з друзями-однодумцями, успiхами талановитих
учнiв. У поєднаннi з невтомною наполегливою працею улюблена робота
переросла в творчiсть, що дала вищий сенс життя, втiлення мрiй
i прагнень. Саме професiя подарувала багато перемог i злетiв, а
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головне — дала можливiсть виплекати славну плеяду учнiв, допомогти
їм реалiзувати свої здiбностi i таланти та перевершити Вчителя.

Справа життя, якiй вiддавав всього себе без останку, де навiть у
снах приходили задачi — поєднання фiгур, композицiя формул, музика
теорем— симфонiя математики, полiфонiя геометрiї — улюбленицi i
натхненницi!

Сподiваюсь, професiйний досвiд В’ячеслава Андрiйовича додасть
снаги його колегам, однодумцям по професiї (на жаль, недостатньо
поцiнованiй сьогоднi) — педагогам, якi, як i я, мрiють про Школу, в якiй
буде можливiсть i вчителю, i учню реалiзувати свої здiбностi, таланти,
устремлiння, де буде всiм цiкаво i затишно, та сподiваються, що освiта
стане стратегiчним прiоритетом держави.

Для сiм’ї — назавжди залишиться в наших серцях, нашiй пам’ятi,
свiтлих спогадах i наших справах.
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Павло Пилявський

В’ячеславу Андрiйовичу Ясiнському, з довiчною
шаною, подякою та любов’ю

В’ячеслав Андрiйович Ясiнський був i є людиною, що вплинула на
мене бiльше, нiж хто-небудь iнший, можливо за виключенням моїх
батькiв. Я спробую описати В’ячеслава Андрiйовича як математика
i педагога, розумiючи, що описати його як людину дуже важко у такому
короткому форматi. Але саме спогади про нього як людину залишаться
зi мною до кiнця мого життя.

Коли я вперше зустрiв В’ячеслава Андрiйовича менi було дванадцять
рокiв. Я вже любив математику, але ще не пройшов через тренування,
яке зробило б мене професiйним «олiмпiйцем». Почавши працювати з
В’ячеславом Андрiйовичем, я одразу вiдчув, що я поруч з людиною, яка
розумiє не лише математику, але i як вчити й iнших.

Перше, на чому В’ячеслав Андрiйович наполiг — була необхiднiсть
записувати мої розв’язання задач. Тодi я ще не розумiв чому це необхiдно
робити, але вiра в авторитет мого вчителя допомогла менi прислухатися
та ретельно записувати у зошит розв’язання всiх задач, про якi я думав.

В’ячеслав Андрiйович любив казати, що задача, яка була розв’язана,
але не була записана, була розв’язана лише наполовину. Зараз, коли я
доросла людина i професiйний математик, я розумiю чому це було так
важливо.

Що вiдрiзняє людину здатну до математичного мислення вiд людини
яка до нього не схильна? Я певний, що найсуттєвiшою вiдмiннiстю є
вмiння вiдрiзняти бажане вiд реальностi. Iншими словами, це вмiння
скептично ставитись до свого мислення, i перевiряти чи є у ньому
логiчна помилка. Людинi, що не звикла до математичного мислення, воно
здається важким саме тому, що потребує дисциплiни i самокритичностi.
Математик питає себе весь час: «Чи дiйсно моя логiка бездоганна? Чи
не пропустив я що-небудь? Чи розглянув я всi випадки?»

Таке мислення не з’являється саме собою, йому вчаться, хоча в
деяких людей до нього бiльше здiбностей, нiж в iнших. Найкращий
метод перевiрки свого мислення— це пояснити свiй аргумент iншiй
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людинi. Записування аргументу — це пояснення його уявнiй людинi, що
буде читати написане. Саме наполягання В’ячеславом Андрiйовичем на
такому записуваннi навчило мене думати як математик. Я продовжував
записувати свої розв’язки до завершення навчання в школi. Зараз, коли
я пишу математичнi статтi, я вмiю пояснювати краще, нiж в молодi роки.
Але 90% мого вмiння сформувалось саме тодi, пiд наглядом В’ячеслава
Андрiйовича.

Заняття з Павлом Пилявським, 1995 рiк

Ще одним впливом В’ячеслава Андрiйовича на мене з самого
початку була вiдмова вiд «слабких сторiн». До того як я почав з ним
працювати, я був практично незнайомий з геометрiєю, i вважав її своєю
слабкою стороною, навiть не намагаючись її вивчити. Дiзнавшись про
це, В’ячеслав Андрiйович вiдразy дав менi декiлька книжок по геометрiї,
та почав витрачати бiльшiсть нашого спiльного часу саме не неї. Я не
пам’ятаю чи формулював вiн це словами, але було зрозумiло: якщо я
працюю з ним, в мене не може бути слабких сторiн. З часом, геометрiя
стала моїм улюбленим предметом, i я виграв не одну математичну
олiмпiаду саме тому, що мiг розв’язувати геометричнi задачi краще
за iнших.

Можливо доречно буде розповiсти як ми працювали з В’ячеславом
Андрiйовичем. Я проводив декiлька годин у нього вдома кожної суботи
або недiлi. Окрiм цього, менi дозволяли пропускати заняття в школi,
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замiсть яких я ходив на заняття В’ячеслава Андрiйовича в педагогiчному
iнститутi. Вiн задавав студентам задачi для розв’язування, i поки вони
думали, сiдав зi мною на задню парту та знаходив задачi для мене. Часто
ми розв’язували задачi разом, розповiдаючи один одному iдеї. Пiзнiше я
зрозумiв, що принаймнi на початку вiн мав прикидатись, що не знає як
розв’язувати задачi, для того, щоб я думав сам. Вiн робив це так вмiло,
що менi не приходило в голову, що це вiдбувається. З вiком, коли я став
сильнiшим, у цьому бiльше не було потреби i ми дiйсно разом думали як
розв’язувати олiмпiаднi задачi.

Заняття математикою з В’ячеславом Андрiйовичем є одними з
найщасливiших спогадiв моїх шкiльних рокiв. Його любов до математики
була заразною, i те як вiн ставився до мене як до рiвного пiд час наших
занять давало менi вiдчути повагу, яку потребує кожен пiдлiток.

У старших класах В’ячеслав Андрiйович почав працювати спiльно
зi мною над компонуванням задач, а не лише над їх розв’язанням.
Деякi результати нашої спiвпрацi було використано на рiзних рiвнях
Всеукраїнської та Соросiвської олiмпiад, у молодших класах. Серед
усiх аспектiв моїх математичних занять пiд час шкiльного навчання
компонування олiмпiадних задач напевно найбiльше сприяло моєму
розвитку як математика. В’ячеслав Андрiйович i я продовжували
компонувати задачi i пiсля того, як я закiнчив школу.

Якщо говорити про педагогiчний хист В’ячеслава Андрiйовича,
необхiдно також згадати його вмiння будувати вiдносини з учнями.
В’ячеслав Андрiйович вiрив у те, що з кожним треба розмовляти на його
мовi. Вiн завжди дуже серйозно розмовляв с тими учнями що сприймали
математику серйозно. Навпаки, учнi, що ставились до себе з iронiєю,
отримували таке саме iронiчне ставлення вiд нього. При цьому В’ячеслав
Андрiйович зберiгав повагу до всiх учнiв, але й вимагав вiдповiдну повагу
до себе.

Я мав нагоду спостерiгати В’ячеслава Андрiйовича не лише в
олiмпiадному середовищi, але й у школi та iнститутi, де вiн викладав.
Йому надзвичайно легко давалося встановлення дисциплiни у класi.
В’ячеслав Андрiйович поважав як себе так i iнших, i учнi це вiдчували.
Вiн використовував почуття гумору, щоб приструнити тих, хто заважав
проведенню заняття.
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Що цiкаво, вiн дозволяв учням у класi бiльше нiж будь-який iнший
вчитель. Наприклад, на його заняттях можна було розмовляти, якщо
робити це досить тихо i на заважати класу. Якщо учень списував в
iншого учня, В’ячеслав Андрiйович звичайно журив учня не за сам факт
списування, а за те що учень навiть списати не мiг без помилок. Не
зважаючи на таке досить легке ставлення, навiть слабкi учнi досягали
вiдчутного прогресу в розв’язаннi задач iз збiрника Сканавi. В’ячеслав
Андрiйович був зiркою олiмпiадного руху, але вiн мiг навчити математицi
навiть учнiв зовсiм не схильних до неї.

Окремої згадки заслуговують рiзнi приказки та анекдоти, якi
В’ячеслав Андрiйович любив розповiдати пiд час занять. Коли занадто
впевнений у собi учень робив помилку, вiдповiддю часто була приказка
«лопух— вiн i в Африцi лопух». Повна версiя була трохи довшою.
В’ячеслав Андрiйович починав з того, що десь в Африцi ростуть лопухи,
якi вищi за людину. I от цi лопухи думають, що вони дерева. Але вони
помиляються, бо лопух — вiн i в Африцi лопух, а не дерево. Я не певний,
що в Африцi дiйсно є такi великi лопухи, але мораль приказки вiд цього
не залежить. Останнє, що я можу додати про цю приказку, це те, що
В’ячеслав Андрiйович нiколи не застосовував її до мене.

Iншим прикладом є iсторiя про козу, за допомогою якої В’ячеслав
Андрiйович пояснював метод додаткової побудови в геометрiї. Посеред
лекцiї вiн розповiдав про чоловiка, що прийшов до iншого жалiтися на
те, як мало мiсця в нього вдома: дiти, жiнка, батьки, батьки жiнки, i все
це лише у кiлькох кiмнатах. На це чоловiк отримав пораду завести дома
козу. Через мiсяць вiн знов прийшов жалiтися, кажучи, що стало навiть
гiрше. Тодi йому було сказано здихатися кози. Пiсля цього чоловiк дуже
зрадiв i сказав, що тепер вiдчуває, що в нього повно мiсця вдома. Мораль
була така: iнодi в геометрiї треба робити додаткову побудову, що схоже
на приведення зайвої кози додому. Але потiм цю побудову необхiдно
застосувати до початкової задачi, що аналогiчно виведенню кози з дому.

Взагалi, В’ячеслав Андрiйович любив пояснювати математику по-
простому, або як вiн казав «по-сiльському». Наприклад, коли вiн вводив
нову змiнну, замiсть того, щоб назвати її «iкс» або «iгрек» вiн мiг назвати
її, наприклад, «корова». Окрiм того, що це викликало смiх, це також
демонструвало учням, що назва змiнної не є важливою.
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В’ячеслав Андрiйович сильно вплинув на мене як викладача.
Його фiлософiєю завжди було пояснювати так, щоб було зрозумiло
найслабшому учню в кiмнатi. Пiд час моєї працi з В’ячеславом
Андрiйовичем це менi здавалось зайвою тратою часу. Але коли я сам
почав викладати, я помiтив, що найзручнiшим для мене є повторювати
стиль В’ячеслава Андрiйовича. Зараз менi здається, що якби не його
вплив, моє викладання було б набагато менш зрозумiлим та ефективним.
Я отримую певну насолоду вiд повiльного i чiткого пояснення, що дратує
сильних учнiв, але можливо допомагає слабким. Менi здається В’ячеслав
Андрiйович також отримував вiд такого стилю насолоду.

Деякi з засобiв, що були використанi В’ячеславом Андрiйовичем,
важко повторити в iнших умовах. Вiн любив змiнювати систему так як
йому здавалось потрiбним. Наприклад, з часiв наших найперших рокiв,
коли я приходив на його пари у педагогiчному iнститутi, я пам’ятаю
його нелюбов до п’ятибальної системи оцiнювання. Вiн любив казати,
що балiв має бути лише два: «𝜋 = 3,14...», що означає задовiльно, та
«𝑒 = 2,71...», що означає незадовiльно. Якщо я правильно пригадую,
потiм вiн дiйсно перейшов на таку систему. В’ячеслав Андрiйович також
любив жартувати, що вiн не може запiзнитися на свою лекцiю, бо якщо
його там немає, то це ще не його лекцiя.

Багато з моїх спогадiв про В’ячеслава Андрiйовича занадто особистi,
щоб їх описувати. Ми часто говорили про нематематичнi теми: полiтику,
релiгiю, жiнок, життя уцiлому. В’ячеслав Андрiйович любив дiлитися
своїми поглядами, але вiн завжди з повагою ставився до права iнших не
погоджуватись з ним. Вiн любив казати «всi люди рiзнi».

Одним з найбiльших везiнь у моєму життi було зустрiти та працювати
з В’ячеславом Андрiйовичем. Вiн був менi одночасно учителем, батьком
i другом. В’ячеслав Андрiйович завжди залишиться в моєму серцi, i в
серцях всiх тих, хто його знав i любив.
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Спогади друзiв — колег по спiвпрацi
на математичних олiмпiадах

В’ячеслав Ясiнський та Всеукраїнськi математичнi
змагання

Я познайомився з В’ячеславом в березнi 1991 року, коли його
вперше включили до складу журi Всеукраїнської математичної олiмпiади
(точнiше кажучи, тодi вона востаннє називалася Республiканською i
була етапом Всесоюзної олiмпiади). Тодi мало хто мiг передбачити,
яку важливу роль зiграє цей новачок в подальшiй дiяльностi нашого
колективу i математичних змаганнях в Українi загалом.

З 1992 року Всеукраїнська олiмпiада стала математичним змаганням
незалежної держави. До того значна кiлькiсть завдань для олiмпiади
бралася з методичних вказiвок, що надсилалися оргкомiтетом Всесоюзної
олiмпiади i не було гострої необхiдностi у великiй кiлькостi оригiнальних
задач українських авторiв. Тепер же все завдання треба було готувати
в Українi. Традицiйно для останнього етапу олiмпiади бралися новi
задачi, що не пропонувалися на iнших змаганнях i не були опублiкованi
ранiше (для обласного i районного етапiв вважалося цiлком припустимим
використовувати i не новi, хоча i не дуже вiдомi задачi). Також Україну
запросили до участi в Мiжнародних математичних олiмпiадах, де теж
треба було пропонувати свої новi задачi.

Варiант кожної олiмпiади не може бути складеним просто з кiлькох
нових завдань. Задачi повиннi бути рiзної складностi, що, з одного
боку, вiдповiдає рiвню учасникiв, з другого — «роздiлити» їх, видiливши
невелику кiлькiсть найкращих учасникiв i певну розумну кiлькiсть
призерiв. В хорошому олiмпiадному варiантi присутнi задачi рiзної
тематики— алгебраїчнi, геометричнi, логiчнi та комбiнаторнi, завдання
мають перевiряти i здатнiсть мислити, i володiння математичними
твердженнями. Крiм того, важливим є математично-естетичний бiк —
варiант має бути цiкавим для учасникiв.

Отже, були потрiбнi задачнi «композитори». Звичайно, чимало
членiв журi Всеукраїнської олiмпiади, iншi фахiвцi стали активнiше
пропонувати свої задачi, але саме в цей час до складання нових задач
пiдключився В’ячеслав Андрiйович. Завдяки його роботi нi учасники, нi
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педагоги-математики не помiтили складнощiв перехiдного часу, зберiгся
звичний рiвень Всеукраїнської олiмпiади. З кожним днем все бiльшим
був внесок В’ячеслава Андрiйовича в «банк нових задач». Цi задачi були
рiзної тематики, рiзної складностi — саме це i потрiбно для вибору задач
для олiмпiади. Через кiлька рокiв стала звичною ситуацiя, коли бiльше
половини задач були за його авторства.

В 1994–2000 рр. в Українi пройшло сiм Соросiвських олiмпiад, в 1998
роцi започатковано Всеукраїнськi турнiри юних математикiв, регулярно
проводилися Вiдкритi олiмпiади Рiшельєвського лiцею в м.Одесi, i
всюди «грали» задачi В’ячеслава Андрiйовича. Нарештi, в 1998 роцi,
задача, запропонована Україною, увiйшла до завдання Мiжнародної
математичної олiмпiади. Така ж подiя трапилася у 2002 роцi. Звичайно,
в обох випадках це були його задачi.

Було видно, що В’ячеслав Андрiйович не шукав у цьому якоїсь слави,
йому бувало незручно, що дуже багато задач пiдписанi тiльки його
прiзвищем. Вiн часто намагався дописати спiвавтора, переконуючи всiх,
що йому допомагали скласти завдання.

Ця велика кiлькiсть задач була результатом постiйної цiлеспрямованої
роботи. В’ячеслав Андрiйович вивчав матерiали олiмпiад та математичнi
книжки iнших країн, завжди просив привозити йому нову лiтературу
(особливо важливо це було в часи до широкого використання Iнтернету).
Зрозумiло, що багато нових задач виникають при використаннi вже
вiдомих iдей i пiдходiв на нових об’єктах, в нових сполученнях. Але майже
нiколи ми не могли впiзнати, якi попередньо вiдомi задачi пiдказали
В’ячеславу Андрiйовичу iдею його нового «композиторського» шедевру.

Як результат роботи з рiзними джерелами, з’являлися i новi задачi,
i його книги для пiдготовки до математичних олiмпiад. Очевидно,
В’ячеслав Андрiйович був найбiльш плiдним автором в даному напрямку
в Українi. Вiн методично обробляв розглянутi ним матерiали, групував
їх за тематикою, за використаними iдеями, писав свої розв’язки. Багато
класичних теорем стали добре вiдомими українським учням та педагогам
саме з його публiкацiй.

Пiд час самої олiмпiади вiн не дуже полюбляв рутинну роботу
по перевiрцi робiт учасникiв. Його значно бiльше влаштовувало живе
спiлкування з ними, i в ролi експерта-консультанта олiмпiади вiн почував
себе найкраще. В цiй якостi вiн мав узгоджувати критерiї оцiнювання
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В.А. Ясiнський, В.М. Радченко та I.М.Мiтельман на Всеукраїн-
ському турнiрi юних математикiв (м. Запорiжжя, 2015 р.)

з членами журi, переконувати учасникiв у справедливостi виставлених
балiв, бути постiйно в колективi.

Так склалося, що в останнi роки В’ячеслав Андрiйович не працював
на заключних етапах Всеукраїнської олiмпiади (можна сказати, що вiн
сам не хотiв працювати в цьому журi пiсля змiни керiвництва олiмпiади).
Бiльше уваги В’ячеслав Андрiйович став придiляти турнiрам юних
математикiв, вони стали його основним майданчиком для спiлкування
з учнями та викладачами з усiєї України. Саме турнiр, проведений
наприкiнцi жовтня 2015 року в м. Запорiжжi, був останньою великою
зустрiччю В’ячеслава Андрiйовича зi своїми колегами з рiзних куточкiв
країни. Там вiн, як завжди, був активним i повним творчих планiв. Але
через тиждень його не стало.

Нам залишилася свiтла пам’ять про видатного педагога-математика
та його величезний доробок.

Вадим Радченко,

доктор фiзико-математичних наук, професор Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка
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Найголовнiша теорема В’ячеслава Ясiнського...

Бiльше року промайнуло вiд митi отримання приголомшливої звiстки
з Вiнницi. Тi скрутнi днi були сповненi сумними емоцiями, спогадами,
якi не вдається повною мiрою вгамувати у свiдомостi i сьогоднi, хоча
час — i це закон буття — поволi виконує свою захисну мiсiю. Довелось усiм
звикнути до думки та реальностi, що В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського
вже немає серед нас, що його унiкальне мiсце поряд з кожним, хто був
його другом, колегою, однодумцем чи учнем, назавжди спорожнiло...

Як особисто менi слiд було поставитись до потреби висловитись у
меморiальнiй збiрцi, присвяченiй В.А. Ясiнському? Що додати до нашого
урочисто-офiцiйного прощального нарису, надрукованого багатьма
фаховими виданнями, розтиражованого всюдисущим Iнтернетом? Чим
буде це вiдрiзнятись вiд слiв на честь iнших видатних постатей, якi
завершують свiй гiдний життєвий шлях?

З одного боку, для мене це видається не надмiрно складною задачею.
Адже мої спогади про В’ячеслава Андрiйовича живуть на сторiнках
численних написаних разом вiдомих далеко за межами України книжок
i статей. Перегортаючи їх, вiдтворюєш у пам’ятi нашi цiкавi та iнколи
навiть i запеклi дискусiї, години телефонних розмов, чудовi миттєвостi
вiдчуття професiйно зробленої справи.

Пам’ять про В’ячеслава Андрiйовича— у роботах, написаних без
його безпосередньої участi, але процесом створення яких вiн завжди
жваво цiкавився. Розповiдаючи про свої власнi задуми, нiколи не забував
про творчi плани та iдеї друзiв та наполягав на їхньому невiдкладному
втiленнi, нагадуючи, що час спливає швидко i ми мусимо встигнути
зробити якомога бiльше з того, що можемо дати людям.

Мої спогади про В’ячеслава Андрiйовича— це спiльна для нас з
ним iсторiя творення та нелегкого становлення власної української
системи роботи з математично обдарованою молоддю: Всеукраїн-
ськi учнiвськi математичнi олiмпiади, Всеукраїнськi турнiри юних
математикiв, Соросiвськi олiмпiади школярiв України, пiдготовка
команди України до Мiжнародних олiмпiад, напружене очiкування їхнiх
пiдсумкiв. Це — безлiч семiнарiв та конференцiй, лiтнiх шкiл, вiдкритих
олiмпiад та фестивалiв, у проведеннi яких разом брали участь. Це—
спiльна робота над оригiнальними задачами, пошуки нових пiдходiв
до класичних задачних тем, спiльне розв’язування складних задач,
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якими ми зацiкавились. Це — нашi нескiнченнi розмови про творчi удачi
та безумовнi поразки, про справедливiсть i долю, про шляхетнiсть i
пiдступнiсть, про непростi випробування, яких ми зазнавали на цiй
тернистiй педагогiчнiй стежинi, про мистецтво гiдно жити. У моїх
спогадах про В’ячеслава Андрiйовича— незабутнi години, вечори, днi
спiльного вiдпочинку в колi друзiв i колег, його хист генерувати вiдчуття
дружньої згуртованостi та захищеностi. Вiн вмiв без перебiльшення
красиво спiлкуватись з академiками та професорами, учителями та
школярами, людьми будь-яких професiй i статкiв. I це було органiчно та
вiд душi, а не зрежисованою поведiнкою навченої досвiдом людини!

Для мене майже чверть столiття дружби та сумiсної творчостi
промайнули майже непомiтно. Протягом багатьох рокiв менi доводилось
радитись iз В’ячеславом Андрiйовичем у багатьох життєвих ситуацiях,
i можу впевнено сказати, що жодного разу не пошкодував, що
дотримувався його порад. Вiн завжди на турнiрах i олiмпiадах, на своїх
лекцiях i уроках говорив пiд час розборiв задач: «Усе слiд доводити!».
Тож нашi учнi й студенти, мабуть, думають, що люди нашого фаху весь
час доводять математичнi теореми. Вони ще не знають, що ми щодня
доводимо найголовнiшу теорему нашого професiйного життя — на право
бути Вчителем. I для цiєї теореми В’ячеслав Ясiнський знайшов своє
власне блискуче доведення!

А з iншого боку, намагання стисло на паперi згадувати В’ячеслава
Андрiйовича Ясiнського є справою майже марною. Адже жоднi слова
не спроможнi вiдтворити колорит цiєї видатної всебiчно обдарованої
особистостi. Намагатися бути схожими на нього немає сенсу. Важливою
особливiстю його вдачi було те, що вiн нiколи не прагнув опинитися
на самотi на сяючих вершинах своїх досягнень. Навпаки, вiн немов
би «пiдтягував» тих, хто був поруч з ним, до ранiше недосяжних для
них висот. Доводив, що вони також здатнi створювати задачi, писати
книжки, статтi. Скiльки в нього спiвавторiв — важко перелiчити. Зокрема,
В’ячеслав Андрiйович мiг переконати будь-яку людину, з якою буквально
декiлька хвилин обговорював математичну чи методичну проблему, що
це вже його спiвавтор. До того ж, вiн розумiв свої недолiки та брак
певних знань i навичок i вмiв звертатися по допомогу.

Вражало його вмiння по-справжньому радiти успiхам друзiв,
товаришiв по роботi, учнiв. Вiн першим вiтав з отриманням ними
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високих нагород, захистом дисертацiй тощо. Сам я i не сумнiвався,
чий телефонний дзвiнок почую в першу чергу, увiмкнувши мобiльний
телефон пiсля вручення в Марiїнському палацi посвiдчення заслуженого
вчителя України. Усi його здобутки— результат виснажливої працi з
юних рокiв, i вiн завжди розумiв, яких зусиль коштує людинi просування
шляхом творчого зростання.

Знаю, яким було здивування рiвнем науково-методичних та педагогi-
чних звитяг В.А. Ясiнського тодiшнього Мiнiстра освiти i науки України
С.М. Нiколаєнка, який на засiданнi Державної атестацiйної колегiї
особисто вручав В.А. Ясiнському атестат про присвоєння вченого звання
доцента — як виняток — без наукового ступеня кандидата наук. В’ячеслав
Андрiйович так i не знайшов можливостi вiдволiктись на формальне
оформлення свого доробку у виглядi дисертацiї. Декiлька разiв намагався
розпочати цю роботу, але — надзвичайно рiдкiсний випадок для нього —
не судилося виконати обiцянок, даних друзям i навiть Мiнiстровi...
Можна впевнено сказати сьогоднi, що зроблене В.А. Ясiнським варто
не тiльки його дисертацiй (упевнений, багаторазово написаних в його
уявi, але не вiдтворених на паперi), але й майбутнiх дисертацiйних
дослiджень феномена Ясiнського. Годi вже й казати, скiльком пошукачам
кандидатських та докторських регалiй в галузi методики навчання
математики надав безцiнної допомоги В’ячеслав Андрiйович! Згадав
щойно слова нашого друга професора Валентина Лейфури: «Кандидатом
чи доктором наук неважко стати, заручившись пiдтримкою лише 20-
30 осiб, а бренд Ясiнського — визнання тисячами учителiв i учнiв.»
Вiдсутнiсть наукового ступеня анiтрохи не затьмарювало настрiй
В’ячеславу Андрiйовичу, який, залишаючись скромною неамбiтною
людиною, добре вiдчував свiй винятковий у певному розумiннi статус та
особливий талант, який не потребував додаткових дипломiв з печатками
та золотим тисненням на палiтурцi та яким вiн щодня щедро дiлився з
усiма, хто хотiв i вмiв бути поряд.

Усiм здавалося, що в нього безлiч часу, якого вистачає на всiх i на все.
Але ж близькi друзi знали, яке в нього шалене навантаження на роботi,
скiльки в нього складних обов’язкiв та проблем в родинi, яку вiн мав
забезпечувати своєю напруженою працею. Якої його турботи потребують
дiти, онуки. Утiм у всiх було враження, що якщо завтра олiмпiада чи
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пiслязавтра турнiр, то йому можна зателефонувати i попросити щось
придумати, i вiн це зробить — з фiрмовим знаком якостi «вiд Ясiнського».

Коли наприкiнцi жовтня 2015 р. завершувався XVIII Всеукраїнський
турнiр юних математикiв iменi професора М.Й. Ядренка, В’ячеслав
Андрiйович несподiвано вирiшив помiняти квиток i поїхати на день
ранiше, не залишившись на фiнальний бiй турнiру, чого не робив нiколи
ранiше. Усiм здалося, що вiн вiдчуває якийсь надмiрний тягар, якого
не могли приховати завжди усмiхненi очi. I коли через декiлька днiв
вiдбулось непоправне, то все встало, як це не прикро, на свої мiсця...

В.А. Ясiнський, I.М. Мiтельман на Всеукраїн-
ському турнiрi юних математикiв, 2010 р.

Вiн би не хотiв тривалої
скорботи. В’ячеслав
Ясiнський жив, розумiючи
розмаїття та складнощi
життя, не ухиляючись
вiд них, i повною мiрою
виконав своє призначення.
Залишається пам’ятати
його, цiнувати те, що ми
мали щасливу нагоду бути
поруч з ним, працювати
з ним, учитися в нього i
вiдчувати, що вiн гiдно
оцiнював талант кожного, що намагався в кожної людини чогось
навчитися, для багатьох став точкою опори для сходження на їхнi власнi
вершини.

Унiкальна за змiстом i обсягом творча спадщина видатного укра-
їнського педагога-математика В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського є
яскравою сторiнкою iсторiї вiтчизняної освiти i назавжди залишиться
справжнiм дiамантом у скарбницi свiтового олiмпiадного руху юних
математикiв, стане джерелом звершень прийдешнiх поколiнь невтомних
ентузiастiв математичної педагогiки.

Iгор Мiтельман,

заслужений вчитель України, доцент,
кандидат фiзико-математичних наук, м. Одеса
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Пам’ятi В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського —
лицаря царицi всiх наук

Ты здоровье своё не берег, не щадил.
И силы не раз напрягал до предела.
Как загнанный конь пахал и дерзил,
И сердце полёт завершить не сумело...

Я в памяти образ твой светлый храню.
На сайт выхожу, когда тяжесть на сердце.
Тихонько глотаю, скупую слезу —
От тяжести этой мне некуда деться...

В. О. Швець, листопад 2015 р.

З В’ячеславом Андрiйовичем я познайомився в далекому 1982 роцi
в мiстi Миколаєвi. Тодi ми зустрiлись на Всеукраїнськiй олiмпiадi
юних математикiв як керiвники команд, вiн — Вiнницької, я —Київської
областi.

Дружба зав’язалась одразу i назавжди.

В.А. Ясiнський i В.О. Швець пiд час роботи Мiжнародної науково-
практичної конференцiї «Проблеми та перспективи фахової пiдго-

товки вчителя математики» (2012 р.)
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Безмежно сумую, що втратив чуйного, вiрного однодумця, друга,
брата по професiї i по духу...

Вiн був видатною людиною, вартою уваги i поваги людей, того, щоб
про нього написати цiлу книгу.

Його хочеться наслiдувати, але повторити неможливо! З присмаком
гiркоти, суму i втрати виставляю свої поезiї про незабутнього друга —
Славка Ясiнського...

Печальну ношу нести важко,
Такий напiй — гiркий полин...
Ти був достойний друг i батько,
Коханий муж i вiрний син!

Хто звав тебе в країну предкiв,
Вiдтiль немає вороття...
Прощай, прощай духовний брате!
Ти так любив, любив життя...

Останнє фото вабить очi,
Зросили сльози п’єдестал.
Мов птах, пiдстрелений в польотi,
Розправив крила i упав.

I серце битись перестало
Яким ти всiх хотiв обнять.
Глянь iз небес шановний брате —
Гвоздики полум’ям горять!..

Хто звав тебе в країну предкiв,
Вiдтiль немає вороття...
Прощай, прощай, духовний брате!
Ти так любив, любив життя...

Василь Швець,

професор, завiдувач кафедри математики i теорiї та методики
навчання математики Нацiонального педагогiчного

унiверситету iменi М.П.Драгоманова
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Пам’ятi В. А.Ясiнського

Є Люди, знайомство з якими сприймаєш як подарунок долi. В’ячеслав
Андрiйович Ясiнський був одним з таких.

Познайовився я з В’ячеславом Андрiйовичем в 1999 роцi пiд час
роботи в журi Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв, яка проходила
у Запорiжжi. Звичайно, що ще задовго до цього я знав його (так
би мовити) «заочно». Адже були випадки, коли автором половини
задач заключного туру Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв був
саме В’ячеслав Андрiйович. Професiйнi математики знають, наскiльки
не просто скласти оригiнальну олiмпiадну задачу. Те, що В’ячеслав
Андрiйович був автором великої кiлькостi таких задач i з геометрiї, i з
алгебри, i з теорiї чисел, здавалося неймовiрним. Хотiлося познайомитись
з такою людиною, i наперед здавалося, що це буде сивочолий дiдусь-
професор. Приємною несподiванкою було зустрiти викладача середнього
вiку примiтної, досить колоритної зовнiшностi. Вiдкритий, щирий,
доброзичливий, вiн вирiзнявся. Потiм у процесi роботи виявилось, що з
ним просто i приємно спiлкуватися всiм: i членам журi, i учням.

Приємно i дуже повчально було працювати у однiй командi з
В’ячеславом Андрiйовичем. Особливо вражало його доброзичливе,
неупереджене ставлення до учнiв — учасникiв олiмпiади. Пiд час апеляцiй
пiсля спiлкування з В’ячеславом Андрiйовичем учнi завжди були
задоволенi таким спiлкуванням (навiть якщо оцiнка їх розв’язання не
змiнювалась). Бiльше того, вони пiсля цього були впевненi в тому, що
наступного разу виступлять краще.

Також менi випала честь працювати разом з В’ячеславом Андрi-
йовичем у 2004–2006 роках при проведеннi конкурсних вiдбiрково-
тренувальних зборiв з формування команди України на Мiжнародну
математичну олiмпiаду. Найбiльше запам’яталось, як В’ячеслав Андрi-
йович проводив заняття з учнями— кандидатами у команду України:
замiсть пiвтори години вiн мiг працювати з ними три-чотири години, у
нього вистачало i цiкавих незнайомих учням задач, i сил, i наснаги.

Про високi професiйнi якостi В’ячеслава Андрiйовича можна писати
дуже багато. Вiн є одним з авторiв книги «Задачi мiжнародних олiмпiад
iз математики та методи їх розв’язування», яку перевидано у Польщi.
Викладачам математики та учням добре вiдомi його книги «Задачi
математичних олiмпiад та методи їх розв’язування», «Математичнi
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В. А. Ясiнський i О. А. Сарана працюють на IV етапi Всеукраїнської
олiмпiади з математики (м. Iвано-Франкiвськ, 2006 р.)

олiмпiади школярiв України: 1991–2000 рр.», «Математичнi олiмпiади
школярiв України: 2001–2006 рр.», «Геометричнi перетворення в задачах
математичних олiмпiад», «Олiмпiаднi задачi з теорiї чисел» та iншi.

В’ячеслав Андрiйович Ясiнський залишив за собою вдячних учнiв,
добрi справи, добрий приклад, добру пам’ять про себе.

Олександр Сарана,

кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри
математичного аналiзу Житомирського державного

унiверситету iменi Iвана Франка
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Спогади друзiв — колег по кафедрi

Велич особистостi

Виноградную косточку в тёплую землю зарою,
И лозу поцелую, и спелые гроздья сорву,
И друзей созову, на любовь своё сердце настрою,
А иначе зачем на земле этой вечной живу...

Слова цiєї пiснi В.А. Ясiнський в останнiй день свого
життя власноруч переписав на аркуш паперу

У далекому 1976 роцi на вiдкриттi Вiнницької обласної олiмпiади
школярiв з математики я вперше почула, як органiзатори олiмпiади iз
захопленням розповiдали нам про надзвичайний успiх Вiнниччини в
олiмпiадних змаганнях школярiв з математики у 1974 роцi: звичайний
хлопчина iз сiльської школи Славiк Ясiнський, вперше взявши участь
у районнiй олiмпiадi, став переможцем районної, обласної та респу-
блiканської олiмпiад з математики, а тому був включений у команду
вiд України на Всесоюзнiй олiмпiадi в Єреванi. Пам’ятаю, мене дуже
вразив цей приклад особистого злету, завдяки таланту i навчанню. Через
кiлька рокiв ми, студенти фiзико-математичного факультету Вiнницького
педiнституту, iз гордiстю розповiдали, що навчаємося на факультетi, де
навчається сам В’ячеслав Ясiнський. Ми захоплювалися його талантом
до розв’язування математичних задач, неординарнiстю. На перервах
його важко було не помiтити: великий, гарний, впевнений— частiше був
серед викладачiв, нiж серед студентiв.

Я навiть уявити тодi не могла, що з 1991 року доля подарує
менi на багато рокiв радiсть майже щоденного спiлкування з цiєю
надзвичайною людиною, що моє i професiйне i особисте життя буде
осяяне його порадами, пiдтримкою, дружбою. Я дякую долi за те, що
мала можливiсть неодноразово вiдчути надзвичайну велич особистостi
В.А. Ясiнського. Наведу лише один приклад.

2005 рiк, Мукачеве. Зала обласного драматичного театру. Вiдкриття
IV етапу Всеукраїнської олiмпiади школярiв з математики. Зала
заповнена учасниками олiмпiади з усiєї України, керiвниками команд,
офiцiйними представниками влади та освiти. За сценарiєм вiдбувається
представлення журi олiмпiади, а це бiля 20 осiб — знанi в Українi науковцi,
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педагоги, серед яких доктори наук, професори, заслуженi вчителi
України. Зала аплодисментами зустрiчає кожне наступне прiзвище.
Прiзвище доцента В.А. Ясiнського лунає одним iз останнiх у вiдповiдностi
до алфавiту. I раптом всi присутнi в залi пiднiмаються i стоячи аплодують
непересiчнiй особистостi В.А. Ясiнського, визнаючи його неперевершений
талант у твореннi олiмпiадних задач, у майстерностi розвивати в учнiв
математичнi здiбностi, любов до математики. А я тодi подумала, всi
педагоги-математики України знають i захоплюються В.А. Ясiнським, а
я маю щастя працювати поруч з ним. Я не один раз чула на професiйних
зiбраннях за межами Вiнниччини, що люди знають про Вiнницю, або
про Вiнницький педагогiчний унiверситет, лише тому, що там працює
В’ячеслав Андрiйович Ясiнський.

О. I. Матяш з В.А. Ясiнським
(2015 р.)

Насправдi, той хто знав його дуже
добре, захоплювався не тiльки i не стiльки
його педагогiчно-математичним даром,
стiльки його людськими якостями. Вiн був
неповторним тамадою— душею будь-якої
компанiї, зразком турботливого батька, а
як вiн умiв дружити... Кажуть у людини
не може бути багато справжнiх друзiв.
Мабуть так воно i є, однак В.А. Ясiнський
був винятком iз багатьох правил, тому
так притягував до себе. Я впевнена,
що десятки людей нинi переконанi, що
були його найближчими друзями. I це
не тому, що його завжди вистачало на
задушевнi розмови, а тому що вiн дуже
багато допомагав своїм друзям, завжди
пiдтримував, захищав їхнiх дiтей без будь-
яких на те прохань.

Завдяки своїй феноменальнiй мате-
матичнiй обдарованостi й несхитному
життєлюбству вiн завжди користувався незаперечним i абсолютним
авторитетом на кафедрi. В’ячеслав Андрiйович любив органiзувати
спiльний «перекус», спiльнi посиденьки, вiн iз задоволенням тiшив нас
новим анекдотом, заряджав гарним настроєм на весь день. Поруч з ним,
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незважаючи нi на що, було затишно й спокiйно. Глибина i мудрiсть
його мiркувань щодо життєвих ситуацiй змушували кожного з нас
переосмислювати своє ставлення до багатьох подiй i, взагалi, погляди на
життя. На кафедрi залишився вiдеозапис його роздумiв, якi вiн у березнi
2015 року, на наш подив, чомусь тодi називав своїм заповiтом:

Найбiльша неприємнiсть — страх.
Найбiльша помилка— втратити надiю.
Найпаскуднiша людина— та що бреше.
Найгiрше почуття — заздрiсть.
Найкращий вчинок— пробачити.
Найкращий захист — усмiшка.

Дякую, друже, за кожну пораду, за мудрiсть, за щирiсть, за щедрiсть,
за те, що ти наповнював особливим смислом все навколо себе, за те, що
ти будеш завжди в нашiй пам’ятi свiтлим, величним, добрим i веселим!

Ольга Матяш,

доктор педагогiчних наук, завiдувач кафедри алгебри i методики
навчання математики Вiнницького державного педагогiчного

унiверситету iменi Михайла Коцюбинського

Видатний Учитель i прекрасна Людина

«Я хочу всё уметь — расскажи мне, старик,
Как быть добрым, большим, мудрым и постоянным...»

Слова з пiснi О. I. Iващенка «Боцман»,
яку завжди пов’язував з В’ячеславом Андрiйовичем

«Альоша, привiт!» — такi слова я звик чи не щовечора чути, пiднявши
трубку мiського телефону. Я завжди знав, хто менi телефонує по
мiському номеру. По вечорам, пiсля робочого дня, В’ячеслав Андрiйович
телефонував i розпитував новини на кафедрi та у свiтi, подiї в особистому
життi, нагадував про днi народження спiльних друзiв... I коли його не
стало, працюючий телефон, який мовчав, наводив смуток i робив мене
самотнiм. Через мiсяць я його вiд’єднав i сховав у шафу...

Заглиблюючись у спогади про нашу дружбу i спiвпрацю, багато
рiзного пробiгає в пам’ятi, i я не знаю за що схопитись. Тому в цьому
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дописi я напишу не про певнi подiї, а про те, ким був для мене
В’ячеслав Андрiйович. Найголовнiше — вiн був Учителем у найширшому
розумiннi цього слова. Учителем не тiльки математики, адже через
призму навчання математицi вiн навчав жити... А взяв я вiд нього дуже
багато.

Iз О. Б. Панасенком, 2006 р.

Досить довгий час я вважав, що
секрет успiху В’ячеслава Андрiйовича—
передусiм, це вроджений талант, так би
мовити «талант вiд Бога». I не тiльки мате-
матичний. Проте все одно його настанови
i поради по роботi з учнями мною зустрi-
чались часто з певною часткою скепти-
цизму i внутрiшнього опору. Бувало, ми
вступали в суперечки, причому В’ячеслав
Андрiйович часто ставав дуже емоцiйним
у вiдстоюваннi своєї правди i сердився,
коли я його не розумiв. Але нiколи
не тримав зла— вiн добре знав, що до
iстини треба дiйти самому, а не слiпо й
некритично дослухатись до думки iншої,
нехай навiть авторитетної, людини. Тим самим, поступово В’ячеслав
Андрiйович навчив мене говорити з ним вiдверто на рiзнi теми. Як
наслiдок, з кожним роком ми ставали все ближчими i ближчими, вiн
для мене став найкращим другом. I ось його не стало, а тi тези, якi
вiн повторював, мрiючи бути почутим, починають нагадувати про себе
висновками «I все-таки В’ячеслав Андрiйович був правий!» А я часто їх
згадую й переосмислюю. I це один iз чинникiв його безсмертностi для
мене.

Для мене чи не його головний талант—майстернiсть розв’язувати
задачi, знаходити вiдповiдi на питання. Зараз менi здається, що я розгадав
основний його життєвий секрет. Вiн постiйно шукав не просто вiдповiдi
на питання, якi його турбували, а й доведення їх iстинностi. I знаходив
потрiбнi пояснення! I втiлював у життя. Думаю, що на рiзних етапах
свого життя вiн задавався багатьма питаннями на рiзнi теми, наприклад:
«Як можна пояснити певний матерiал якомога доступнiше?», «Як робити
рисунки до геометричних задач на комп’ютерi?», «Як розв’язати цю
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задачу, i як її можна було придумати?», «Як складаються задачi?», або ж:
«Який сенс життя?», «Чи є у свiтi справедливiсть?», «Що таке любов?»,
«Якими рисами має володiти справжнiй чоловiк?», «Я повинен себе
поводити батько зi своїми дiтьми?» i багато-багато iнших. Повторюсь, бо
менi це здається важливим: навiть на питання з очевидними вiдповiдями
вiн намагався знайти пояснення до цих вiдповiдей й довести, що iншого
бути не може. «Найскладнiше пояснити те, що здається очевидним»—
повторював вiн, i продовжував вимагати вiд себе i вiд iнших доведення
навiть того, що здається «очевидним»: i у математицi, i загалом по
життю. В’ячеслав Андрiйович не боявся витрачати на це свiй час, бiльше
того, переконаний, що вiн вважав це надзвичайно важливим. Можливо
це i навчило його знаходити вiдповiдi на всi складнi питання, якi його
турбували. Маю тверду вiру в те, що знайденi вiдповiдi були правильними.
Так, побудованi на його власнiй системi аксiом й непорушних принципiв.
Все-таки вiрi у Бога вiн теж вiдводив мiсце в своєму серцi й не був
затятим рацiоналiстом. Вiдповiдi на чимало питань вiн шукав у Бiблiї.
Але, усвiдомивши свої життєвi принципи, вiн вiдповiдi на свої питання
шукав i знаходив, виходячи з цих принципiв i керуючись життєвим
досвiдом та логiкою. Знайденi вiдповiдi знаходили своє вiдображення в
щоденнiй працi, у спiлкуваннi з людьми, у вiдношеннi до свiту.

I тодi В’ячеслав Андрiйович любив доносити знайденi ним iстини
близьким людям... «Матерi для дитини нiколи не треба доводити,
що вона — мати. Мати виносила свою дитину пiд серцем, народила в
муках — цього досить. А батько повинен доводити — що вiн батько —
кожного дня впродовж усього свого життя!» — цi слова по-батькiвськи
вiн неодноразово повторював менi, коли розмова заходила про мою
доньку. Цим словам i сам вiн слiдував — я це точно знаю. Для мене
В’ячеслав Андрiйович— взiрцевий батько i сiм’янин.

Кажуть, що все боїться часу, а час боїться пiрамiд. Думаю, що час
боявся В’ячеслава Андрiйовича, бо одна думка постiйно дивувала: «Коли
вiн все встигає?» Вiн фактично нiколи нiчого не робив швидко (ну
хiба що одного разу ми ризикували не встигнути на потяг i В’ячеслав
Андрiйович йшов трошки швидше, нiж зазвичай). Дуже сердився, коли
я (щоб зекономити час) швидко розповiдав, здавалось би, неважливi чи
очевиднi речi. «Не переско́куй!»— твердив вiн i пiдкрiплював цю тезу
вiдповiдним анекдотом. I ось в такому нешвидкому режимi вiн встигав
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поздоровити усiх iменникiв з днем народження, розлого поговорити по
телефону iз друзями, придумати кiлька нових задач. Для мене В’ячеслав
Андрiйович— володар часу. Але все ж на одне-єдине йому часу не
вистачало... Хоча... напевно, таким був його життєвий вибiр.

А ще В’ячеслав Андрiйович був майстром витримати паузу. Це
його феноменальне вмiння допомагало не тiльки у вчительськiй роботi.
Воно його прославило i як визначного оратора, проголошувача тостiв i
анекдотiв. Його тембр голосу й невимушенiсть розмови заворожували, а
паузи пiдсилювали цей ефект. Бувало доводилось чути один i той самий
анекдот чи тост далеко не один раз. I (диво!) його завжди було цiкаво
слухати, вiн не набридав. Вiн вмiв розказувати анекдоти i тости щоразу
як вперше: з натхненням, з паузами в потрiбних мiсцях, з вiдповiдним
художнiм забарвленням. Для мене В’ячеслав Андрiйович—майстер
слова.

I ще для мене В’ячеслав Андрiйович — взiрець людяностi. Вiн щедро
дарував свою любов i увагу близьким людям, а тим недоброзичливим,
якi траплялись на його життєвому шляху, не бажав зла. Бiльше того,
вiн мав велику силу прощення, говорив, що поганi вчинки людей— це
наслiдки їхнiх хвороб, i їм потрiбно допомагати. I вiн допомагав як мiг.

Гiрко усвiдомлювати, що нiколи його бiльше не побачиш i не почуєш,
з ним не поговориш i не подискутуєш. Але ж скiльки тепла в душах
iнших людей залишив В’ячеслав Андрiйович! Це тепло грiє всiх, хто його
знав, i веде далi по життю. Частка В’ячеслава Андрiйовича продовжує
жити в усiх людях, якi його любили— i в менi вона живе. I робить мене
щасливою людиною навiть тiльки тому, що я мав таку життєву удачу
у нього вчитись, з ним творити, з ним дружити... Що ж, доводиться
завершити словами все з тiєї ж пiснi: «Я уж как-нибудь сам жизнь
рискну изучить...»

Олексiй Панасенко,

доцент кафедри алгебри i методики навчання математики
Вiнницького державного педагогiчного унiверситету iменi

Михайла Коцюбинського
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Вiн любив математику i щедро дiлився нею
з iншими...

Дуже важко говорити i писати про В’ячеслава Андрiйовича
Ясiнського у минулому часi.

Здається зовсiм недавно зимового дня 1957 року у невеликому
районному центрi Чернiвцi на Вiнниччинi народився хлопчик, який
в своєму життi залишив помiтний слiд в методицi математики України.
Його назвали В’ячеславом, але всi хто любив його називали просто
Славком.

Його дитинство i юнацькi роки пройшли на берегах мальовничої
подiльської рiчки Мурафа. Тут вiн бiгав босонiж, ловив карасiв i окунцiв
та ходив до школи. Вiн полюбив математику ще з шкiльних рокiв. Учителi
математики Чернiвецької середньої школи №1 зумiли прищепити тут
йому першу любов до математики. Вiн бере участь у рiзних змаганнях з
математики. Його успiхи в учнiвських олiмпiадах високо оцiнювали. Вiн
був учасником математичної олiмпiади Радянського Союзу.

Пiсля закiнчення школи його дорога пролягла на фiзико-
математичний факультет Вiнницького державного педагогiчного iнсти-
туту, який високо котирувався на теренах України. Тут працювали
талановитi i вмiлi педагоги, якi зумiли дати друге дихання його любовi.
Значний вплив на його становлення i зростання як педагога з великої
лiтери склали геометри Олонiчев П.М., Карпенко В.Л. та вiдомий на
той час методист Яровий С.С. Вони прищепили йому особливу любов
до геометрiї з її рисунками. А олiмпiаднi задачi i складнi завдання
з вступних екзаменiв з математики у самi престижнi вищi навчальнi
заклади були його покликанням.

Далi було навчання в аспiрантурi Львiвського унiверситету та
постiйна любима робота в школi з учнями. Вiн вмiв зацiкавити дiтей
математикою та розвивати здiбностi талановитих дiтей, якi роз’їхалися i
працюють по всьому свiту та з вдячнiстю згадують його науку.

Пiсля аспiрантури В’ячеслав Андрiйович через деякий час повертає-
ться на рiдний факультет та продовжує працювати з учнями у вiнницьких
школах. Вiн вмiв виявляти талановитих до математики дiтей i успiшно
працювати з ними. Багато з його вихованцiв були переможцями рiзних
престижних олiмпiад та конкурсiв в країнi та за її межами. На кафедрi
алгебри i методики навчання математики у повнiй мiрi розкрився i
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вiдшлiфувався талант цього самобутнього самородка. Тут вiн опублiкував
цiлий ряд своїх науково-методичних праць i отримав наукове звання
доцента.

З ним легко було працювати як колезi i як адмiнiстратору. Його
жарти, анекдоти i притчi допомагали колегам по роботi пiдняти настрiй
навiть у складних життєвих ситуацiях. За весь перiод нашої спiльної
роботи на кафедрi як адмiнiстратора я не пригадую жодної ситуацiї з
ним, при якiй би виникло якесь непорозумiння. Його вмiння керувати
застiллям просто захоплювало навiть людей, якi вперше зустрiчалися.

На лекцiї i практичнi заняття в унiверситетi та iнститутi пiсляди-
пломної освiти завжди була стовiдсоткова явка. Не секрет, що педагоги
завжди критичнi i прискiпливi до успiхiв своїх колег. Дехто пробує
копiювати його спiлкування з учнями, студентами i колегами, але копiя
завжди гiрша вiд оригiналу.

Талант В’ячеслава Андрiйовича був багатогранним i спогади про
нього завжди будуть жити разом з його учнями, колегами i студентами,
якi навчалися у нього не тiльки математики, а i як залишатися
оптимiстом в рiзних життєвих ситуацiях. Такi таланти не завжди
знаходять належну оцiнку при життi в держави, але його дiяльнiсть
на поприщi методичної освiти України буде оцiнена нащадками. Без
перебiльшення, кожний з написаних вище абзацiв цих спогадiв може
стати темою окремого дослiдження.

На завершення хочу вiдзначити, що в успiхах моїх дiтей, яких вони
досягли в своїх наукових дослiдженнях i життi, також є частка працi
В’ячеслава Андрiйовича. Ми пам’ятаємо про це i вдячнi йому.

Iван Рокiцький,

кандидат фiзико-математичних наук, професор кафедри
алгебри i методики навчання математики, декан фiзико-

математичного факультету (1985–1997) i проректор
Вiнницького державного педагогiчного унiверситету iменi

Михайла Коцюбинського (1997–2002)
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Пам’ятi нашого В’ячеслава Андрiйовича

Познайомилась iз В’ячеславом Андрiйовичем у 1990 роцi, коли мама
мене привела до нього на пiдготовку до вступу у ВНЗ. Тодi я вже знала,
що хочу бути учителем математики i В’ячеслав Андрiйович допомiг менi
переконатись у правильностi мого вибору. Саме вiн запропонував менi
взяти участь у Всесоюзнiй профорiєнтацiйнiй олiмпiадi старшокласникiв
з педагогiки математики i з його допомогою, я зайняла почесне третє
мiсце.

Л. Ф. Михайленко з В. А.Ясiнським
(2015 р.)

Згодом, В’ячеслав Андрi-
йович став улюбленим викла-
дачем не тiльки моїм, а всiєї
групи. Курс елементарної мате-
матики був улюбленим, а
«крилатi фрази» В’ячеслава
Андрiйовича цитував кожний:
«Дети, все на горшок»— це
дозвiл йти на перерву, а
коли ти помилився, або не
побачив рацiонального розв’я-
зання задачi вiн називав тебе
«шльомою», i при цьому нiхто

не ображався, а iнколи з гордiстю розповiдали, що В’ячеслав Андрiйович
його назвав «шльомою».

Пiзнiше, менi щастить стати колегою по кафедрi. В’ячеслав
Андрiйович протягом кiлькох десятилiть був i залишається для мене
яскравим прикладом педагога в самому високому i благородному значеннi
цього слова. Його приклад мудростi, невичерпної енергiї, працьовитостi
завжди захоплював, заряджав i спонукав дiяти. Тiльки зараз починаю
усвiдомлювати, що всi цi роки у нього навчалась не тiльки елементарнiй
математицi, педагогiчнiй майстерностi, а вмiнню дружити, доброзичливо,
з повагою ставитись до людей, розставляти прiоритети в життєвих
ситуацiях, вмiнню розумiти гумор.

В’ячеслав Андрiйович був знаним кулiнаром. Кращого холодцю
нiхто зварити не вмiв. Вiн любив на кафедрi розпочинати бесiди: «Як
правильно готувати плов?», «Як ти готуєш котлети?», «Як ти готуєш
голубцi?» Такi розмови часто завершувались тим, що або В’ячеслав
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Андрiйович, або той хто найактивнiше брав участь в обговореннi
приносили приготовленi страви для дегустацiї кафедрою. Саме у нього
навчилась готувати жульєн. Рецепт жульєна вiд В’ячеслава Андрiйовича:
0,5 кг печериць середнього розмiру нашинкувати пластинами однакової
товщини, посолити i поставити у сковорiдку нiчим не змащену. Печерицi
мають пустити сiк i в ньому тушкуватись на середньому вогнi пiд
кришкою. Коли у сковорiдцi випарувалась майже вся рiдина додаємо
3–4 цибулини середнього розмiру нашинкованi пiвкiльцями такої ж самої
товщини, що й гриби. Далi тушкуємо на середньому вогнi пiд кришкою
(цибуля також має випустити сiк). Коли рiдини у сковорiдцi залишається
зовсiм трохи, добавляються спецiї по смаку i кiлька столових ложок
сметани. Через 2–3 хвилини виключаємо вогонь, подаємо до столу гриби
гарячими i посипаними тертим сиром.

В’ячеслав Андрiйович був дуже компанiйською i дружньою людиною.
Завдяки йому на кафедрi закрiпились традицiї вiдмiчати свята. Самий
улюблений його тост — будь щасливим i здоровим! Важко знайти людину,
яка мала б стiльки друзiв, як вiн. I всi вони були справжнiми, надiйними
та вiрними друзями, якi вмiють пiдтримати та допомогти. Пам’ятаю,
коли пiд час ремонту вдома, не могла знайти майстра i запитала у
В’ячеслава Андрiйовича, чи не може вiн когось порадити. В результатi, у
День будiвельника, до мене прийшли майстри, бо їх попросив В’ячеслав
Андрiйович. Цi люди не могли йому вiдмовити, тому навiть у своє
професiйне свято прийшли на роботу.

В’ячеслав Андрiйович завжди був надiйним, добросердечним, вiрним,
дбайливим i люблячим свою сiм’ю, свiй колектив, своїх багаточисленних
друзiв таЖИТТЯ. З такими людьми на дорогах життя затишно, спокiйно
i свiтло. На завжди у пам’ятi залишиться всмiхненим, доброзичливим,
радiсним.

Свiтла пам’ять!

Любов Михайленко,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського
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Взiрець учителя

Мати гарного вчителя— великий дарунок долi. Менi в цьому сенсi
пощастило. В’ячеслав Андрiйович був не просто викладачем, колегою, вiн
був людиною, вiд якої я отримала уроки доброти, людяностi й життєвого
досвiду.

Iз А. Л. Воєводою (2011 р.)

Спогади про В’ячеслава
Андрiйовича у мене завжди
пов’язанi iз чимось теплим,
свiтлим i добрим. Вiн мав
невичерпну духовну енергiю,
велике бажанням до нових
пошукiв i звершень, вiн творив,
цiнував кожний новий день
як маленьке життя, радiв
зустрiчам, спiлкуванню з
учнями, друзями, колегами,
студентами.

Пам’ятаю, як В’ячеслав Андрiйович заходив до нас в аудиторiю й
весело запитував: «Так, дети, кто к нам пришёл?» I пiсля його лекцiй
ми були переконанi, що не iснує такої задачi, яку не змiг би розв’язати
Ясiнський. Так у нього все просто виходило, що навiть найскладнiшi
задачi починали здаватися не такими вже й складними.

Iнколи ми боялися виходити до дошки, боялися його критичних
зауважень. Але якою була радiсть, коли тобi вдавалося отримати «трiйку»
вiд Ясiнського. Про вищу похвалу годi й було мрiяти.

Вражало його почуття гумору й те, як легко й невимушено вста-
новлював В’ячеслав Андрiйович контакт зi студентами, яка атмосфера
панувала в аудиторiї. Вiн, окрiм навчального матерiалу, одним влучним
словом чи жартом мiг донести складнi життєвi iстини. Дiвчатам,
наприклад, казав, що для них головне — успiшно вийти замiж, а все
решта— другорядне. Його цитати та афоризми справляли на нас
незабутнє враження. Мiй одногрупник записував «крилатi вислови»
Ясiнського. Називався цей записник «Цитатнiк Ясiнського» i починався
словами: «Дети, задачу можна либо решить, либо не решить. Наполовину
задачу решить нельзя...»
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Пiзнiше, коли ми вже стали колегами, В’ячеслав Андрiйович менi
постiйно допомагав. Пiдтримував у наукових пошуках, але нiколи не
нав’язував власної думки. Часом розповiдав якийсь анекдот чи повчальну
iсторiю, тим самим змушував задуматись над важливими речами.

Я завжди вiдчувала вiд В’ячеслава Андрiйовича батькiвську
пiдтримку. Його слушнi поради допомагали й пiдтримували. «Дiти
колег — це святе»— один з його вiдомих афоризмiв. Вiн менi завжди
казав: «Сiм’я — найголовнiше. У життi кожної людини може статись усе,
що завгодно, але родина має бути на першому мiсцi». Багато з того,
що говорив Ясiнський, закарбувалося в пам’ятi назавжди. I я в рiзних
ситуацiях постiйно ловлю себе на думцi: «А що сказав би В’ячеслав
Андрiйович?» або «Якби був живий В’ячеслав Андрiйович, то...»

Коли його не стало, нiби якась струна в серцi обiрвалась i утворилась
порожнеча, яку важко заповнити.

У моїй пам’ятi В’ячеслав Андрiйович назавжди залишиться свiтлим
променем добра й людяностi, взiрцем Учителя.

Дякую Вам, дорогий В’ячеславе Андрiйовичу, за те, що Ви були в
моєму життi!

Алiна Воєвода,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського

Учитель, наставник, друг

Вперше я почув про В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського у 1996
роцi, як про учителя загальноосвiтньої школи-лiцею №7 мiста Вiнниця,
який пiдготував призера Всесвiтньої олiмпiади з математики. З тих
пiр я цiкавився здобутками В’ячеслава Андрiйовича. Перечитав ряд
статей з його авторством i вирiшив познайомитись особисто. Так
iз 2000 року я став членом кафедри, алгебри i методики навчання
математики Вiнницького державного педагогiчного унiверситету, де
працював В’ячеслав Андрiйович. Майже з перших днiв я попросився
вiдвiдувати його пари.
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Пояснення нового матерiалу студентам, вiдбувалось максимально
доступно, разом iз тим кожен важливий факт було доведено. До речi,
майже на кожнiй парi була якийсь оригiнальний жарт. Пригадується як
одна iз студенток, не встигнувши записати означення, просить повторити
спочатку. На що В’ячеслав Андрiйович каже «Здравствуйте, дєти...» —
далi смiх студентiв.

Практичнi заняття проходили в дуже цiкавiй формi. Досить часто
дошку було подiлено на чотири частини i бiля неї працювало чотири
студенти. В’ячеслав Андрiйович казав менi, «... якби можна було б
визвати бiльше студентiв до дошки, то це потрiбно було б робити...». Пiсля
ретельно оформленої на дошцi задачi, студент пояснював її розв’язання.
I тут, В’ячеслав Андрiйович був дуже скрупульозним. Вiн так детально i
акуратно розбирав задачу, що здавалося вiн хiрург i робить операцiю.
Хоча i тут без жартiв не обходилось. Пiд час одного з розборiв В’ячеслав
Андрiйович ставить студенту «двiйку», студент тим часом благає, «... ну
В’ячеслав Андрiйович я ж майже зробив, я ж зробив половину задачi...».
На, що В’ячеслав Андрiйович каже: «Я розкажу тобi одну iсторiю, про
половинчатi розв’язання»— i розказав. Ось вона.

В одне iз патентних бюро, бюро де патентують винаходи, зайшов
молодий чоловiк, i каже, «Я винайшов пристрiй, який з коров’ячого
навозу робить вершкове масло, але для того щоб цей проект реалiзувати
менi потрiбно 2 роки, 2 000 000 доларiв, i щоб мене в цей термiн нiхто
не контролював. Вкiнцi кожного року про пророблену роботу я буду
звiтувати». Наукове товариство порадилось, i вирiшило погодитись на
умови цього чоловiка, масло треба, а сировини багато. Видiлили 2 000 000,
але тайно закрiпили за ним шпигуна, щоб той за ним стежив i доповiдав.
Наступного дня шпигун доповiдає: «Поїхав в турне на Мальдiви». Через
2 тижнi: «Поїхав до Єгипту». I так цiлий рiк. В кiнцi року зiбрався весь
науковий бомонд в областi виробництва вершкового масла, цей чоловiк
прийшов, до речi досить гарно одягнутий, вийшов на трибуну i заявляє.
«Пройшло рiвно половина часу, я використав рiвно половину грошей, i
зробив рiвно половину роботи. Я довiв навоз до такої кондицiї, що його
на хлiб мастити вже можна, але їсти ще нi!». Пiсля цього випадку я не
чув бiльше вiд студентiв слiв, що задача майже розв’язана. Задача була
розв’язана, або нi.
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Окрiм феноменальних своїх професiйних здiбностей В’ячеслав Андрi-
йович, завжди був Людиною, як то кажуть, людиною з великої букви,
патрiотом. Патрiотом своїх учнiв, своєї кафедри, свого унiверситету,
нашої справи. Розповiм про одну з подiй, яка вiдбулася у останнiй
Земний рiк В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського, i залишила значний
слiд в моїй душi. Це було перед мiжнародною конференцiєю. Ми всi
були зайнятi на кафедрi її пiдготовкою. В’ячеслав Андрiйович одягнувся
вийшов, i прийшов десь через пiвгодини. Зайшов, повiсив у шафу куртку,
сiв за стiл, дiстав i поклав на стiл 500 гривень, i каже: «Виписав собi
матерiальну допомогу — це на конференцiю», i так з посмiшкою: «А що?
Кожен заробляє як може!»

Менi чомусь на думку спадає порiвняння В’ячеслава Андрiйовича
Ясiнського, українського учителя математики з iталiйським вiртуозом-
скрипалем Нiколо Паґанiнi. Такi як Нiколо Паґанiнi народжуються раз
на тисячу рокiв; я думаю, що такi учителi математики, як В’ячеслав
Андрiйович Ясiнський, також. Але чомусь чиновництво не цiнує їх
талант— заздрять, а може й бояться. «При жизни нет пророка в
своем отечестве, Игорёк»— сказав у однiй розмовi зi мною В’ячеслав
Андрiйович.

Я дуже поважав i поважаю В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського,
завжди в ньому вбачав УЧИТЕЛЯ, наставника i друга. Менi здається, що
найвищою є довiра до людини тодi, коли ти вiддаєш їй на навчання власну
дитину. Моя донька — учениця В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського.

Iгор Калашнiков,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського
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Деякi спогади про Славка

Моє перше знайомство з В’ячеславом Андрiйовичем Ясiнським
вiдбулося в кiнцi жовтня 1977 року, коли я працював старшим лаборантом
кафедри алгебри i методики викладання математики. У вiльну хвилину,
я полюбляв пiднiмати гирi (16 кг i 24 кг), оскiльки ще в студентськi
роки займався важкою атлетикою i мав 1-й розряд. Якось я був один на
кафедрi, в аудиторiї 134 старого корпусу, i дiстав гирi, щоб позайматися. В
цей час у дверi постукали (я не встиг сховати гирi) i зi мною привiтався
смаглявий симпатичний студент. Вiн запитав мене, де можна знайти
Володимира Тихоновича Кулика, а потiм помiтив гирi i запитав, чи
можна йому спробувати їх пiдняти. Я не заперечував. Вiн спробував i
змiг пiднести гирi лише кiлька разiв. Пiсля цього я продемонстрував
свої вмiння, i ми з Славiком познайомилися. З цього моменту й почалися
нашi дружнi стосунки. Згодом я запропонував Славiку перейти на «ти».
Iнодi вiн приходив до мене зi своїм другом, i ми потрохи пiднiмали гирi.

В наступному навчальному роцi (1978–1979) Славiк був уже на
четвертому курсi i попросив В.Т. Кулика, щоб я надрукував йому
дипломну роботу на дуже старiй друкарськiй машинцi. Я допомiг i
надрукував дипломну Ясiнському, а вiн згодом допомiг менi. Якось до
мене звернулася одна вчителька математики з проханням розв’язати одну
олiмпiадну задачу з геометрiї. Я кiлька днiв думав над розв’язанням
задачi, а тодi вирiшив звернутися до Славiка. Вiн погодився менi
допомогти. Наступного дня вiн принiс акуратно оформлене розв’язання
задачi. Правда, довелося купити йому два пирiжки з горохом, але я був
«врятованим» в очах вчительки математики.

Дещо пiзнiше я розповiв Славiку про своє навчання на механiко-
математичному факультетi Московського державного унiверситету.
Виявилося, що вiн теж пiсля закiнчення школи вступав на мехмат
МДУ, але «погана бiографiя» завадила йому здiйснити свою мрiю. Далi
мова зайшла про окремих студентiв мехмату МГУ, з якими Славiк
познайомився на Всесоюзнiй математичнiй олiмпiадi у 1974 роцi, i яких
я теж досить добре знав. Славiк з цiкавiстю, але водночас i певним
смутком, слухав мої розповiдi про викладачiв мехмату, зокрема академiка
Колмогорова А.Н., Смiрнова Ю.М., Єфiмова Н.В. та iнших.

У 1985 роцi в журналi «Математика в школе» (№5) з’явилася
перша задача В.А. Ясiнського з геометрiї для учнiв IV–VIII класiв «На
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плоскости отмечены три вершины квадрата и разрешается применять
центральные симметрии относительно взятых точек и точек, построенных
при применении этих симметрий. Можно ли такими построениями
получить четвёртую вершину квадрата?»

Iз М. В. Миронюком

Наступна задача В.А. Ясiнського була
опублiкована в журналi «Математика в
школе» №6 за 1985 рiк. Надалi до 1990
року вiн публiкував у цьому вiдомому на
весь Радянський Союз журналi декiлька
авторських задач на рiк.

Також Славiк любив розв’язувати задачi,
надрукованi в цьому журналi. Так, напри-
клад, в № 1 за 1990 рiк опублiкована «Сводка
решений задач №3 за 1989 год». В. Ясiнський
розв’язав усi 20 задач (№3321–3340), впевнено
зайнявши I мiсце за кiлькiстю розв’язаних
задач. В №2 за 1990 рiк В.Ясiнський також
розв’язав усi 20 задач (№№3341–3360). До
речi, друге мiсце посiв Бевз Григорiй Петрович, який не розв’язав лише
задачу №3358.

Михайло Миронюк,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського

Багатогранна особистiсть

Минає рiк, як не стало нашого дорогого В’ячеслава Андрiйовича. I не
вiриться, що бiльше не побачиш його — завжди бадьорого, пiдтягнутого,
з привiтною посмiшкою на устах.

З ним, бувало, зустрiчалися на трамвайнiй зупинцi, коли поспiшали
на роботу, а iнодi разом поверталися трамваєм додому i всю дорогу могли
обговорювати якусь задачу.

Вперше ми з Славком зустрiлися у 1994 роцi, коли я повернувся з
мiста Рiвного в наш рiдний педагогiчний iнститут, в якому навчався, а
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потiм працював на кафедрi математики з 1964 по 1975 роки. Долi нашi
дивно переплiталися. Пiд час однiєї з розмов виявилося, що Славко три
роки (з 1979 по 1982 р.) працював в СЗШ №1 м. Могилiв-Подiльського,
яку я закiнчив у 1956 роцi.

Iз В. С. Гарвацьким, 2006 р.

Iм’я В’ячеслава Андрi-
йовича вiдоме не лише
в Українi, але й далеко
за її межами— в колах,
пов’язаних з математичним
олiмпiадним рухом. Вiн
автор ряду цiкавих праць
з методики розв’язування
олiмпiадних задач. Славко
був багатогранною особи-
стiстю: не лише чудовим
творцем красивих задач
в елементарнiй математицi
(особливо геометричного змiсту), а також прекрасним сiм’янином,
чудовим кулiнаром (згадую часто радився з цього приводу i з Куликом
В.Т. та моєю дружиною Буравель Л.П.), завзятим любителем парної,
душею i тамадою кожної вечiрки.

В’ячеслава Андрiйовича дуже поважали i любили студенти. I навiть
цитували його висловлення (згадаю лише таке: «У кожного Додика своя
методика»).

Славко, по сутi, був душею i обличчям кафедри алгебри i методики
навчання математики i вiн назавжди залишається з нами.

Володимир Гарвацький,

кандидат фiзико-математичних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського
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Я все ще чую його голос...

Є такi люди, якi входять не лише в наше життя, а й у серце, у саму
душу та залишаються там уже навiки. Уже минув рiк, як передчасно
пiшов iз життя В’ячеслав Андрiйович, але досi у мене в головi звучать
його слова, його крилатi вислови... I досi дуже часто у рiзних ситуацiях
ловлю себе на думцi: «А що сказав би В’ячеслав Андрiйович?»

...Сiсти i записати спогади... Здається, що може бути простiше, адже
знала цю людину бiльше двадцяти рокiв (як же тяжко усвiдомлювати,
що знала). Але виявляється це не так просто...

Є про що згадати, багато подiй, як кадри з цiкавого фiльму,
пропливають перед очима.

Хоча я й навчалася у Вiнницькому державному педагогiчному
iнститутi на фiзико-математичному факультетi, але так склалося, що
В’ячеслав Андрiйович у мене нiчого не читав як викладач. У свої
студентськi роки я запам’ятала В’ячеслава Андрiйовича як турботливого
батька. У той час ми жили в одному мiкрорайонi i я мала змогу
спостерiгати за В’ячеславом Андрiйовичем в оточеннi трьох чорнооких
красунь донечок.

Iз Л. Й. Наконечною, 2012 р.

Вiн дуже цiнував сiм’ю, родину,
сiмейнi цiнностi, традицiї i навчав цьому
студентiв та нас, молодших колег. В’яче-
слав Андрiйович навчав нас життю, хоча
iнколи його уроки було важко зрозумiти,
сприйняти через призму своїх власних
iдеалiзованих поглядiв на життя.

Я захоплювалася цiєю людиною...
Його надзвичайним iнтелектом, високою
працьовитiстю, жагою до знань, життєра-
дiснiстю, хазяйновитiстю, його вмiнням
творити. А чого вартi були його рiзнi
методичнi прийоми, нестандартнi пiдходи
до вирiшення усякого роду педагогiчних та життєвих проблем! Коли
я вперше була асистентом у нього на екзаменi, я була вражена, як вiн
майстерно мiг поставити кожному студенту оцiнку, так, що у студента не
могло навiть виникнути сумнiву, що викладач йому завищив, чи занизив
оцiнку.
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В’ячеслав Андрiйович залишиться у моїй пам’ятi яскравою, багато-
гранною особистiстю, наставником, який вчив життю, пiдтримував мене
в радiснi i сумнi хвилини життя.

Дуже шкода, що такi люди покидають нас надто рано. Свiтла йому
пам’ять!

Людмила Наконечна,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського

Згадуючи нашого В’ячеслава Андрiйовича

Уперше В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського я побачив у вереснi
1995 року на представленнi викладачiв фiзико-математичного факуль-
тету студентам-першокурсникам. Декан факультету Рокiцький Iван
Олександрович, жартував, що такого кремезного чоловiка навряд чи
хтось зiб’є з нiг на коридорi. Дiйсно, статний викладач iз бiлоснiжною
посмiшкою заслуговував на увагу. Ще бiльше уваги вiн заслуговував у
нас, першокурсникiв, на парах з елементарної математики. Насамперед,
нас приваблювало не вiдмiнне знання математики i вмiння нас навчити,
а стиль проведення занять. Вражав його потужний арсенал жартiв,
бiльшiсть iз яких (лише згодом ми починали це розумiти), iлюстрували
простi життєвi iстини.

У 2002 роцi я став колегою В’ячеслава Андрiйовича по кафедрi. Для
мене вiдкрилися новi гранi його широкої, талановитої i неповторної
особистостi, адже вiн став менi не лише наставником, але й старшим
товаришем.

Мене дуже захоплювала його здатнiсть легко сходитись iз людьми.
Навiть iз малознайомими, або зовсiм незнайомими, вiн поводив себе
так, як нiби був їх найкращим другом i знав їх вже дуже багато рокiв.
Мабуть, людей пiдкупала його щира посмiшка, вiдвертiсть, ерудованiсть
та, головне, вмiння вислухати та чимось зарадити.

Захоплювався я також i його фундаментальнiстю у пiдходах до
будь-якої справи. Починаючи iз його знань з математики та вимог до
оформлення задач, i закiнчуючи звичайними побутовими справами. Ще зi
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студентства я пам’ятаю слова В’ячеслава Андрiйовича: «Ви повиннi вмiти
викладати свої думки на паперi». I, вже будучи не один рiк колегами на
кафедрi, В’ячеслав Андрiйович все одно вимагав з мене повне, належним
чином оформлене, розв’язання тiєї чи iншої задачi. У випадку якоїсь
покупки чи ремонту, вiн завжди консультувався iз знайомими фахiвцями,
а вже потiм робив свiй вибiр. Навiть до гастрономiчних питань не
припустимо було пiдходити у В’ячеслава Андрiйовича абияк. «Можно
и карамельками, так сказать, но это уже совсем другой вопрос...» —
звучало iз його уст у випадку недотримання гастрономiчних правил чи
рецептури.

...Уже минув рiк, як В’ячеслава Андрiйовича не стало. Проте його
свiтлий образ завжди буде залишатися у моїй пам’ятi. Я завжди
пам’ятатиму його щиру усмiшку, його жарти, його бажання чимось
допомогти, зарадити...

Олег Коношевський,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри алгебри i
методики навчання математики Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського

Спогади друзiв — колег з унiверситету

«Немає смертi. I не ждiть — не буде.
Хто хоче жить, нiколи не помре...»

Цi рядки Василя Симоненка можна взяти епiграфом до життя
В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського. Вiн дуже любив цей свiт, нiби
«випивав» життя щодня до краплинки, як келих цiлющої води.

Вiн наче випромiнював свiтло, радiв усьому щиро i завжди. Гарний,
добрий, теплий, абсолютно земний. Без посмiшки не бачила його нiколи.
Пiсля короткого привiтання вiдразу переходив до опису життєвих подiй
i завершував розмову зазвичай смiшним анекдотом.

Це картинка в пам’ятi з останнiх лiт.
Але, сподiваюсь, знаю i розумiю його душу трохи глибше.
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Працювали разом на факультетi пiдготовки вчителiв початкових
класiв у тi далекi 80-тi роки, коли були молодими, в мiру амбiтними,
нетерпляче-швидкими i планували змiнити життя навколо себе.

В’ячеслава Андрiйовича дуже любили нашi студенти. Я збоку
спостерiгала за їхнiми стосунками i дивувалась. Викладачем був
вимогливим, принциповим, непiдкупним. Хвалив студента тiльки за
гарний результат iнтелектуальних зусиль. Сварив за лiнощi регулярно.
Скласти математику йому було ой як нелегко. Треба було попотiти.

Але повторюсь: студенти щиро любили свого викладача математики.
Навiть боготворили. Сьогоднi, з висоти прожитих лiт, почала розумiти
його професiйнi «секрети».

В’ячеслав Андрiйович нiколи не принижував студентiв своїм матема-
тичним даром. У нього дiйсно був дар Божий до математики. Але вiн
ставився до цього легко, без пихи i гординi. Нiколи «не демонстрував»
себе — натомiсть дарував нашим «промокашкам» щастя iнтелектуальної
перемоги i гартував здатнiсть до смiливих рiшень. А ще студенти добре
вiдчували «справжнiсть» свого розумного викладача i знали цiну його
справедливостi (на вiдмiну вiд сьогоднiшнiх «фейкових» цiнностей). Уже
тодi, змолоду, В’ячеслав Андрiйович був дивовижно мудрим учителем.

Його щиро любили на кафедрi, що об’єднувала тодi викладачiв
методик, фiлологiв, природничникiв, музикантiв, художникiв... З кожним
умiв пiдтримати розмову, зрозумiти його проблеми, розрадити у горi.
Допомагав усiм безвiдмовно.

Жiноцтво на кафедрi ставилося до нашого математика особливо
трепетно, щиро захоплювалось неординарним поєднанням розуму i
чоловiчої краси. Утiм В’ячеслав Андрiйович був однолюбом, завжди iз
захопленням розповiдав про дружину Катю, про своїх чарiвних донечок.
Найкращим мiсцем на землi для нього була його родина. Знаю, як
доглядав вiн своїх дiвчаток. Кращого батька я в життi не зустрiчала.

Слава... Яке влучне мав iм’я! Знане воно в нашому унiверситетi, в
областi, в Українi. Його талановитi учнi славлять це iм’я за межами
країни. Нехай нiколи не згасне пам’ять про нашого славетного колегу.

Галина Тарасенко,

доктор педагогiчних наук, професор, завiдувач кафедри
дошкiльної та початкової освiти Вiнницького державного
педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського
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Я безмежно вдячний долi, що в своєму життi мав можливiсть
спiлкуватися з такою цiкавою, розумною, доброю людиною «з великої
букви», якою був В’ячеслав Андрiйович. Вiн був для мене не просто
колегою i другом, вiн був менi як старший брат, людиною, перед якою
можна було вiдкрити душу i не боятися, що в неї залiзуть з навiть
добре вимитими ногами. Славiк завжди мав час вислухати, порадити,
допомогти. Це був справжнiй друг, а друзi, як вiдомо, перевiряються
не тiльки в моменти радостi, а насамперед в бiдi. «Если друг оказался
вдруг, и не друг, и не враг, а так...», пригадуєте В. Висоцького, на кращих
пiснях якого переважно виховувалось наше поколiння.

Рiзниця в роках у нас була невелика. Вперше ми зустрiлися i
познайомилися в 1977 роцi, коли я вступив до ВДПI iм. М.Островського
на фiзико-математичний факультет. Спочатку наше знайомство несло
бiльше заочний характер. Я i багато моїх однокурсникiв-першокурсникiв
дiзналися, що на вiддiленнi математики навчається дуже сильний студент,
який вмiє розв’язувати практично всi математичнi задачi. Пiдтвердження
цьому я отримав пiсля розмови з його вчителем Сергiєм Сергiйовичем
Яровим. В той час я пiдробляв лаборантом в лабораторiї обчислювальних
машин (№124, 1-ий корпус), а Сергiй Сергiйович разом з iншими в свiй час
створював цю лабораторiю. Вiн часто заходив туди. В той час вiн пiдняв
питання на кафедрi про неправильне трактування оберненої функцiї в
шкiльному пiдручнику з алгебри i початкiв аналiзу. Простою замiною
змiнних 𝑋 та 𝑌 у математичному виразi не можна отримати обернену
функцiю. Потрiбно враховувати зв’язок мiж множинами значень змiнних
𝑋 та 𝑌 . Як стало вiдомо пiзнiше, це сталося i за участi Славiка Ясiнського,
про якого Сергiй Сергiйович менi якось сказав: «Я могу выпить с
«Мирчей» (Славiк Совков), а вот Ясинскому я пить запрещаю! А знаешь
почему? Потому что он — ГО-ЛО-ВА!» Сергiй Сергiйович поряд з iншими
викладачами зiграв велику роль в життi Славiка (учня сiльської школи,
учасника i переможця всесоюзних олiмпiад з математики), становленнi
його як математика-професiонала.

Наше очне знайомство розпочалося з фiзматiвської читальної зали
гуртожитку №3, репетицiй до звiтних концертiв фiзмату (я брав участь в
театрi естрадних мiнiатюр, а Славiк був солiстом знаменитого ансамблю
«Дубки»), занять спортивної секцiї з самбо i, звичайно ж, лазнi... Згадую,
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як вмiло Славiк працював вiником— саме вiн привив менi любов до
сауни.

А. Ф. Недибалюк з В.А. Ясiнським (2015 р.)

Вiн умiв розв’язувати
задачi не тiльки з математики,
йому також подобались
фiзичнi задачi. Загалом,
Славiк був дуже вимогливий
до розв’язувань задач.
Розв’язання повиннi були
бути чiткими, оригiнальними.
Вiн часто звертав увагу саме
на доведення правильностi
розв’язку.

В’ячеслав Андрiйович
намагався вiдстоювати свою думку в дискусiях, при вирiшеннi
суперечливих питань. Згадую, як пiд час лiкування пневмонiї i пiсля
нашого вiдвiдування мiж ним i сусiдом по палатi — пастором однiєї iз
сект — виникла дискусiя щодо вживання алкоголю. Пастор доводив, що
релiгiя забороняє вживати спиртне. В’ячеслав Андрiйович спецiально
перечитав Бiблiю i привiв слова святого апостола Павла щодо хвороби:
«...Не пий лише воду. Вживай потроху й вино. Це корисно для шлунку, i
ти не будеш так часто хворiти!»

Вiн був рiзносторонньо-розвиненою особистiстю i мiг дати багато
корисних порад по господарству, а окремим жiнкам—фору в приготу-
ваннi страв та консервування. Але неперевершеним вiн був у математицi.
Коли мiй син Олег перейшов до 7-го класу, я помiтив, як у нього
знизилося бажання розв’язувати задачi з математики шкiльної програми
(i це пiсля перемоги в 6-му класi у мiськiй олiмпiадi). Звичайно ж, я
звернувся до Славiка i вiн порадив: «Його потрiбно озадачити! Вiн
повинен вiдчувати вiдповiдальнiсть за виконання поставлених завдань.
Спробуй записати його до заочної фiзико-технiчної школи при МФТI».
Це спрацювало. Олег у 8-му класi став призером олiмпiади з фiзики, а
потiм вступив до фiзико-математичного лiцею КНУ iм. Т.Шевченка. Далi
були вступ до радiофiзичного факультету, магiстратури, аспiрантури
та захист кандидатської дисертацiї. Коли Олег приїздив додому на
канiкули, вiн ходив до В’ячеслава Андрiйовича, щоб покращити свої
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знання з математики. Одного разу на запитання, чому вiн повернувся
такий веселий, вiдповiв: «Дядя Славiк розсмiшив. Дав нам задачу, яка
всiм здалася дуже легкою i розв’язали ми її неправильно. А хлопцi, якi
готувались до олiмпiади, почали доводити протилежне. I тут дядя Славiк
не витримав i склав нам комбiнацiю з трьох пальцiв, детально пояснивши,
як потрiбно розв’язувати цю задачу». Я одразу ж згадав С.С. Ярового i
його звичку реагувати на подiбне саме таким чином. До речi, почуття
гумору завжди допомагало В’ячеславу Андрiйовичу в життi не опускати
руки, боротися i перемагати.

Вiн знав багато анекдотiв i умiв їх смачно розповiдати. Для нас стало
майже традицiєю обмiнюватися свiжими анекдотами: «Ось, послухай,
новий, привiз з Одеси, був у Решiльєвському лiцеї, хлопцi розповiли...».
Бувало ми провiдували В.М. Коряка i частину цих шедеврiв народного
гумору вiн записував у вiршованiй формi.

Традицiйним для нас було обговорення поїздок на олiмпiади, турнiри.
Пам’ятаю, як в мене виникли труднощi iз задачами, якi я запропонував
для олiмпiади з фiзики. Те розв’язування, яке я пропонував вимагало
знання властивостей тригонометричних функцiй, застосування похiдної.
Славiк, який дуже добре знав шкiльний курс математики i шкiльну
програму, заспокоїв мене: «Не хвилюйся, цi задачi цiкавi i можуть бути
використанi для учнiв 8-го та 9-го класiв. В цiй задачi використай
подiбнiсть трикутникiв або ж теорему Фалеса, тому що функцiй
синуса i косинуса вони ще не вивчали. В iншiй задачi на екстремум
можна обiйтися i без використання похiдної». В нього був великий
дар «бачити» задачу. Вiн умiло їх створював. Його авторськi задачi
пропонувалися на Всеукраїнських та Мiжнародних олiмпiадах. Його
збiрники з методичними порадами щодо розв’язування i пiдготовки до
олiмпiад стали золотими скарбничками для учнiв, вчителiв, науковцiв.

Ми часто разом iз Славiком поверталися з унiверситету. Якось
ми зайшли до нього додому. Той, хто був у його кiмнатi, напевно
помiтив велику кiлькiсть нагород (грамот, дипломiв, подяк). Про них
вiн розповiдав менi з особливою теплотою i любов’ю, оскiльки це
була частина його життя: «Ось цей комп’ютер менi подарував Паша
Пилявський пiсля перемоги на Соросiвськiй олiмпiадi (це був його другий
такий приз)». Пригадав Вячеслав Андрiйович i те, як його та iнших
вчителiв, що пiдготували переможцiв мiжнародних олiмпiад, нагородили



64 Спогади друзiв — колег з унiверситету

набором дидактичних матерiалiв... Ми згадали студентськi роки i Славiк
взяв в руки гiтару: «Нам в столовой суп подали, а в тарелке волос
плыл, где найти таку столову, чтобы повар лысым был?», «А в созвездии
Волопаса там историки живут, все планеты обкопали, что-то ищут—
не найдут...», «Протопи ты мне баньку по-белому...», «Нiч яка мiсячна,
зоряна ясная...».

В той день ми поверталися з унiверситету теж разом... Славiк
розповiдав про поїздку на Всеукраїнський учнiвський турнiр юних
математикiв, дiлився своїми враженнями. Здається, ми зустрiлися з
В.М. Костюкевичем, який пожартував: «I чого це тут ходять крупнi
математики i фiзики?». Ми iшли по дорiжцi, що вела вiд спортивної
зали. Славiк одразу ж знайшовся: «Так от втоптуємо щебiнь, може
нарештi її заасфальтують!..» Ми на мить зупинилися i Славiк попросив
зачекати: «Дихати не дає щось... Отак iду, буває, зупинюся, вiддихаюся
i далi...» Я сказав, що потрiбно пiдлiкувати серце... «Ну от закiнчиться
семестр— i я займусь своїм здоров’ям, а то весь час нiколи...» Вiн
згадав математичний семiнар «Кенгуру» у Карпатах: «Це те мiсце, де
я почуваюсь найкраще i гарно вiдпочиваю, оздоровлююсь... Лекцiю
вiдчитав— i вiльний... Навкруги спокiйно, природа, рiчка, лiс, чисте
повiтря... Там менi дихається так легко...» Ми їхали трамваєм. Вiн кiлька
разiв дзвонив по телефону дiзнатися, де буде вiдбуватися олiмпiада з
математики, щоб провести профорiєнтацiю серед учнiв. Розпитував про
мої справи. Був задоволений, що йому нарештi пiдписали контракт на
цiлих 5 рокiв i не буде турбувати питання чи дадуть допрацювати до
пенсiї... Ми попрощалися... Вiн потис менi руку i сказав: «Ну, будь здоров,
Толiк...» Я дивився йому вслiд iз вiкна трамвая i якесь дивне вiдчуття
мене охопило... Тодi я не знав, що бачу його живим востаннє...

Анатолiй Недибалюк,

старший викладач кафедри фiзики i методики навчання фiзики,
астрономiї Вiнницького державного педагогiчного унiверситету

iменi Михайла Коцюбинського
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В’ячеслав Андрiйович був людиною ерудованою, всебiчно розвиненою.
Коло його iнтересiв було досить широким: видатний математик, методист,
учитель-новатор, знаний в Українi та за її межами...

Я хочу торкнутися ще однiєї гранi його творчостi — це любов до пiснi.
Досить часто у колi найближчих друзiв i колег В’ячеслав Андрiйович
просив дати йому гiтару. I тодi у його майстерних руках народжувалися
акорди, а нiжний срiблястий голос видавав справжнi шедеври. Вiн дуже
любив українськi народнi пiснi та романси на вiршi С.Єсенiна. В’ячеслав
Андрiйович дуже любив пiсню «Вербовая дощечка», бо, будучи студентом,
спiвав її у студентському хорi пiд керiвництвом Миколи Плашкевича.

Дорогий друже, колего, особисто для мене у свiтi поменшало вiдданих,
надiйних людей. Але твої добрi справи, твоя турбота про людей, свою
родину не дають нам пiдстав забувати про тебе.

В’ячеславе Андрiйовичу, ми дуже сумуємо за тобою, хоча i розумiємо,
що сльозами горю не зарадиш. Тому, рiдний, я у щоденнiй молитвi молю
Бога за упокiй твоєї душi i думаю, що ти нам всiм порадив би згадувати
тебе словами пiснi:

На могилi моїй посадiть молоду яворину.
I не плачте за мною, за мною заплаче рiдня.
Я любив Вас усiх, та найбiльше любив Україну.
Видно в тому i є та найбiльша провина моя.

Раїса Загоруй,

кандидат педагогiчних наук, доцент кафедри дошкiльної та
початкової освiти Вiнницького державного педагогiчного

унiверситету iменi Михайла Коцюбинського
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Спогади друзiв та учнiв В’ячеслава
Андрiйовича

Моєму Вчителю

Формально я нiколи не був учнем В’ячеслава Андрiйовича. Жодного
уроку, жодної пари, та, власне, перше знайомство було заочним.

Вiд старшого брата я знав, що у Вiнницi живе унiкальний математик,
знав, що вони товаришують iще зi студентських часiв, що збираються
й розв’язують задачi iз журналу «Квант». Особисто ми познайомились
з Учителем в кiнцi серпня 1988 року. Я шукав роботу. Виявилося, що
СШ №17 м. Вiнницi має вакансiю вчителя математики, i запросили
туди В’ячеслава Андрiйовича. Час минав, а вiдповiдi вiд нього не
було. Тодiшнiй директор запропонував менi зустрiтися з В’ячеславом
Андрiйовичем i дiзнатися про його рiшення. Менi дали адресу, за якою
мешкало на той час подружжя Ясiнських, i я iду на перше побачення. У
самого все тремтить. Ну що я скажу людинi, яку побачу перший раз у
життi? З порогу, напевно, запитаю: «То йдете Ви на роботу в 17 школу,
бо є проблеми iз комплектацiєю кадрiв?»

Даремно я хвилювався. Дверi менi вiдчинив кремезний дядько (до
цього я не уявляв статури В’ячеслава Андрiйовича) у фартусi i весь
у маннiй кашi. Миттєве полегшення. Менi завжди казали, що великi i
товстi люди дуже добрi. Виявилося, що це тато годує найменшу доньку.
Недовгою була розмова, яка закiнчилася фразою: «Я вже своє iм’я в
мiстi маю, а тобi це iм’я iще заробляти. Давай у цьому роцi йди в 17
школу ти, а я прийду наступного року». Отже, з першої зустрiчi ця
Людина зiграла одну з визначальних ролей у моїй появi в 17-й школi.

Так i сталося. Рiвно через рiк колектив школи поповнився iще
одним учителем математики. Без перебiльшення, В’ячеслав Андрiйович
став для всiх тодiшнiх колег-математикiв школи справжнiм Учителем.
Досвiдченi колеги радились iз ним, перевiряли на ньому свої педагогiчнi
пiдходи до викладання математики, а я вчився. Я шукав зустрiчi щоразу,
коли В’ячеслав Андрiйович з’являвся у школi, адже кожним сказаним
реченням вiн навчав. Навчав методам розв’язування задач, педагогiчним
прийомам, рiзноманiтним педагогiчним хитрощам, а головне — вiн навчав
жити. Правильно жити. Жити, а не проживати. Жити, а не виживати,
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хоча i виживати теж вчив. Важко навiть сьогоднi згадувати, як «легко»
було молодому вчителю працювати в колективi «метрiв» однiєї iз кращих
шкiл України. I ось тут на допомогу щоразу приходив вiн: консультант,
експерт, Учитель. Принциповi розмови розпочиналися фразою: «Сiдай,
пацанюра, давай папiрця, ручку i дивися, як це робиться».

З роками нашi стосунки змiнювались, i вже останнiх рокiв двадцять
стали близько дружнiми. Родини, дiти, здоров’я, значення м’яча пiд час
футбольного дербi, спiльнi друзi, пiдготовка до олiмпiад, «свiжi» задачi
i, звичайно, влучнi анекдоти...

I ось цей ранiшнiй дзвiнок. Нiякого здивування, адже взаємини
дозволяли пiзньо-нiчне та рано-ранiшнє спiлкування. Звичне вiтання, а
у вiдповiдь: «В’ячеслав Андрiйович помер...». Iще треба щось далi?

Минув лише рiк. Я глибоко переконаний, що iще нiхто, до кiнця, не
усвiдомив що трапилось. Сьогоднi гiрко, боляче, не зрозумiло навiщо
так жорстоко. Але коли прийде остаточне розумiння значущостi втрати,
то бiль цiєї втрати лише пiднесеться до степеня. Особисто я втратив не
лише друга, колегу, Вчителя. Я iще втратив охоронця. Свого охоронця,
охоронця моїх дiтей.

Петро Пасiхов,

учитель математики фiзико-математичної гiмназiї №17
м.Вiнницi

Ми були знайомi з В’ячеславом Андрiйовичем не так довго, лише з
пiвтора десятка рокiв. Вперше зустрiв, побачив i вiдчув цю колоритну
багатогранну особистiсть на кафедрi математики та методики навчання
математики НПУ iменi М.П.Драгоманова. В цей же вечiр ми перейшли
на «ти» i решту життя дружили. Потiм були спiльна робота в журi
всеукраїнських олiмпiад, спiвпраця на кафедрi алгебри i методики
навчання математики, дружнi вечерi, тривале спiлкування...

Ким була, є i залишиться для мене ця непересiчна, надзвичайно
добра i порядна людина, яка дбала бiльше про iнших, нiж про себе? В
останньому я не один раз переконувався на власному досвiдi.

В першу чергу, В’ячеслав Андрiйович був вiртуозний професiонал,
який умiв пробудити iнтерес, захопити iдеєю, подарувати учню радiсть
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В.А. Ясiнський, О.Б.Панасенко i М.В.Працьовитий в роботi журi
студентської олiмпiади з математики (2012 р.)

вiдкриття. Будучи сам закоханим в елементарну математику, причаро-
вував нею iнших. Вiн любив «красиву задачу», вмiв творити задачi i вмiв
з вiдомої задачi зробити невпiзнаванну.

Яскравою особливiстю Славiка були Вiдвертiсть, Чеснiсть, Тверезiсть
i Об’єктивнiсть в оцiнцi обставин i подiй, людей i вчинкiв. Вiн давав
доброзичливi поради друзям, колегам, молодi. Один раз я проiгнорував
його пораду, яка стосувалася одного «генiального» випускника ВДПУ,
про що буду жалкувати, напевно, все своє життя. А вiн мене попереджав.

Неперевершений гумор i вмiння розповiдати анекдоти та бувальщини
робили його неповторним i притягальним. А робив вiн це завжди по-
новому, пафосно, з новим емоцiйним забарвленням i постiйно з усмiшкою.
Це заняття — дарувати людям радiсть i гарний настрiй приносило йому
життєву насолоду. Занурюючись в атмосферу гумору, напевно, вiн
вiдпочивав вiд буденних проблем, безпощадностi часу i жорстокостi
свiту.

Шановний Колего, в тебе багато часу, тому хочу дати тобi домашнє
завдання: знайди вираз загального члена послiдовностi натуральних
чисел, заданої рекурентною формулою 𝑐𝑛+1 = 𝑐𝑛(𝑐𝑛 + 1) + 1 i центр мас
трахтiбiдоха з ребром

√
𝜋 i радiусом дiагонального перерiзу 13𝑒.

Спочивай, Любий Друже. Спасибi за те, що ти був з нами,
намагався свiт i нас зробити кращими, досконалiшими, чуйнiшими i
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благороднiшими, дарував радiсть загальнолюдськими, педагогiчними та
суто математичними засобами.

Здається вiє той же вiтер,
I сонце Вiнницьке блищить.
Не хоче розум тiльки вiрить,
I серце болiсно щемить.

Вiдкривши дверi в нашi душi,
Ти поселився в них навiк.
Любив життя, а нас зворушив
Та свiт забрав тебе торiк.

Пульсує час, думки i мрiї,
лишивши в пам’ятi подiї.
Душа на гребенi емоцiй
Знаходить спокiй свiй
пророчий...

Микола Працьовитий,

доктор фiзико-математичних наук, професор Нацiонального
педагогiчного унiверситету iменi М.П.Драгоманова

Светлой памяти
моего любимого учителя математики
Вячеслава Андреевича Ясинского
посвящается.

Я много слышал о Вячеславе Андреевиче задолго до того, как мы
с ним лично познакомились и он стал моим учителем. Мои родители-
педагоги знали его много лет, он преподавал математику и у моей старшей
сестры Лены. Все относились к Вячеславу Андреевичу с уважением, и я
был очень рад, узнав, что преподавать математику у меня, семиклассника
школы №15 будет, именно он. Я очень любил этот предмет, знал о
достижениях многих талантливых учеников Вячеслава Андреевича, знал
о его отношении к своему учительскому труду и очень волновался, идя
к нему на свой первый урок. В мой математический класс к Вячеславу
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Андреевичу потянулись и ученики из других школ—Марат Рвачёв и
Виктор Андрющенко из школы №18, Рома Мучник из школы №21. С
Ромой мы впоследствии очень подружились и просидели в итоге за
одной партой до самого окончания школы. Сегодня я вспоминаю и тот
далекий 1989 год, когда вслед за Вячеславом Андреевичем и своими
одноклассниками Ромой Мучником, Маратом Рвачёвым, Александром
Скрипинским, Сергеем Ильчуком и Виктором Андрющенко я перешел
школу №17, ставшую в 1991 году физико-математической гимназией №17.
Без всякого сомнения, свой существенный вклад в присвоении школе №17
этого почетного статуса внес и наш заслуженный учитель—Ясинский
Вячеслав Андреевич.

Все мы, его ученики и в 15-ой, и в 17-ой школе, очень любили и
уважали Вячеслава Андреевича. Он был не просто преподавателем
нашего любимого предмета, а был настоящим педагогом, наставником и
другом. Он искренне желал, чтобы мы, его «дети», не только хорошо
знали его предмет, но старался максимально подготовить нас к взрослой
жизни, научив думать, анализировать, искать все возможные варианты
решения задачи и выбирать наилучший, учил нас проявлять упорство в
достижении цели, относится к небольшим неудачам со спокойствием и
твердой уверенностью, что, проявив настойчивость и трудолюбие, всегда
можно найти правильное решение даже самой сложной задачи.

Вспоминается такой случай. Однажды на уроке мы решали очень
сложную задачу из сборника задач под редакцией Сканави. Вячеслав
Андреевич очень любил этот задачник, поскольку уровень сложности
представленных в нем задач задавал для его учеников такую планку,
дотянувшись и преодолев которую, поступление в ведущие ВУЗы страны,
тогда еще огромного СССР, становилось задачей по плечу. Задача,
которую мы решали в тот день, была из новой темы и Вячеслав
Андреевич, стоя у доски два урока к ряду (у нас были спаренные
уроки, как в ВУЗах), мелом аккуратно выводил решение, все подробно
объясняя и следя, чтобы мы все записывали. В конце пары был получен
ответ, и Вячеслав Андреевич торжественно вывел его на доске, дважды
подчеркнув мелом. Каково же было и его и наше учеников удивление,
когда ответ на доске и ответ на последних страницах задачника,
зачитанный Вячеславом Андреевичем вслух, к сожалению, не совпал.
Вячеслав Андреевич внимательно прошелся по записям по доске, но сходу
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обнаружить ошибку не удалось, а время урока заканчивалось. Вячеслав
Андреевич с присущим ему чувством юмора, смущаясь, произнес:
«Сегодня, дети, я показал вам как не надо решать задачу. На следующем
уроке я вам покажу, как это сделать правильно». Всем было понятно, что
такие ошибки— редчайший случай в практике Вячеслава Андреевича,
но все уже ждали следующего урока. На следующий день снова, проведя
у доски более часа, Вячеслав Андреевич аккуратно вывел на доске
решение задачи и записал ответ. Зная еще со вчерашнего дня правильный
ответ, он все равно открыл последние страницы задачника Сканави
М.И. и выполнил проверку. Затем, посмотрев на класс и, улыбнувшись,
сказал: «Вот теперь все правильно!». Мы все тоже заулыбались, помня
вчерашнюю неудачу.

Это был наглядный пример, как надо идти до конца, не сдаваться и
искать правильные решения.

Вспоминается и такой редкий случай на наших уроках, когда
Вячеслав Андреевич, решая сложнейшую задачу по стереометрии, забыл
формулу, а точнее ее часть. Он постоял у доски, написал фрагмент
формулы, подумал, вытер, снова написал, снова посмотрел, задумавшись.
Через минуту он подошел к столу, открыл на нужной странице книгу и
подсмотрел формулу. Мы, конечно же, не могли не прокомментировать
произошедшее. Вячеслав Андреевич, спокойно и уверено ответил: «Дети,
у меня голова ведь не мусорный ящик, чтобы все запоминать. Эта
формула используется в решениях очень редко и немудрено, что я ее
подзабыл. Но я знал, где её можно подсмотреть! Самое главное, чтобы
вы, как и я, научились пользоваться литературой. Это очень важно!
Запомните дети!».

Так говорил наш учитель, и мы это, конечно же, запомнили и взяли
на вооружение.

Когда Вячеслав Андреевич хотел акцентировать на чем-то особенное
внимание, чтобы мы обязательно запомнили, он говорил: «Вы должны
это выучить так, чтобы я ночью вас разбудил, и вы мне без запинки все
повторили!».

Наши уроки всегда были очень содержательны и интересны.
Наш учитель отдавал все свои силы, чтобы научить нас чему-то
новому, закрепить уже полученные знания, подготовить нас к будущим
вступительным экзаменам в ВУЗы. Вячеслав Андреевич всегда умел
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найти нужный момент для паузы в напряженном процессе обучения,
вспомнив какую-то жизненную ситуацию, относящуюся к теме, вспомнив
какой-то смешной или анекдотичный случай, однако всегда мог снова
перейти делу, вернув нас в рабочий настрой.

Когда он видел, что кто-то из учеников-старшеклассников мыслями
не на уроке, он с шуткой спрашивал: «Что, задумался о своей Марусе?», и
тут же добавлял: «Возвращайся к нам! После урока будешь думать». Для
девочек фраза была про «Ванюшу». Такие замечания всегда вызывали
улыбки класса, но никто, ни разу не обиделся на справедливые замечания
учителя.

С теми ученикам, которые особо ценили его чувство юмора и
доброту, Вячеслав Андреевич мог пошутить и по-особенному. Если
ученик своей многословностью уходил в сторону от темы урока или
от обсуждаемой проблемы, то можно было услышать: «Что ты мне тут
баки забиваешь?», а если утверждения были очевидно сомнительны, то
звучала, так полюбившаяся лично мне, фраза: «Это ты своей бабушке
расскажешь, она тебя очень любит, она тебе поверит!». Класс в такие
моменты взрывался от смеха. Смеялись мы от души и после фразы:
«Здравствуйте, я ваша тетя, я буду у вас жить и питаться!», когда ученик
делал неверное утверждение по ходу решения задачи и настаивал на
таком утверждении, даже после замечания. Мы знали, что добавленные
Вячеславом Андреевичем к знаменитой цитате из одноименного фильма
слова «и питаться», были призваны усилить эффект от неожиданного
появления незваной тети и сложностей с ее пребыванием. Мы очень
ценили огромное чувство юмора нашего любимого учителя.

Помнится и такой интересный эпизод из наших уроков, когда Вяче-
слав Андреевич сделал замечание одному из учеников, попытавшемуся
на основе в целом правильных аргументов сделать неправильные выводы.
Учитель на это нарушение логики рассуждений привел и свой, не менее
яркий, пример: «Я—Вячеслав Андреевич? Сейчас за окном идет снег?
Отсюда делаем вывод, что сегодня— четверг!».

Все это было и смешно и очень поучительно. Эту историю я запомнил
на всю свою жизнь и не раз вспоминал её с улыбкой и благодарностью.

Пролетели годы, почти три десятилетия, но в памяти всё сохранилось
так, будто было только вчера. Никогда не забудутся увлекательнейшие
уроки по алгебре и геометрии, интереснейшие уроки по стереометрии с
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рисунками на половину листа тетради («Хороший, большой рисунок—
половина успеха в решении задачи»— говорил нам не раз, чтобы мы
обязательно запомнили, наш учитель), домашние задания на отдельных
двойных листах в клеточку, подготовки к олимпиадам, поздравления
призеров районных, городских, областных, республиканских, всесоюзных
олимпиад по математике, поздравления победителей задачника научно-
популярного журнала «Квант».

Спасибо Вам огромное, уважаемый Вячеслав Андреевич, за это
общение с Вами, за все полученные от Вас знания, за пример
трудолюбия и преданности своему делу, за образец стремления к
наивысшему результату, веру в человеческие возможности, привитую
Вами внутреннюю потребность ставить перед собой высокие цели и
стремление к их достижению, за Вашу отцовскую любовь и заботу. Мы
всегда будем вспоминать Вас с теплотой... Вечная Вам память!..

Сергей Костюк,

благодарный ученик Вячеслава Андреевича

Вячеслав Андреевич Ясинский задал вопрос: «Чем отличается
чистый от чистейшего?». Ответ был: «Чистый— это чистый носок, а
чистейший— это наименее грязный носок из кучи грязных носков». Таким
образом он объяснял нам разницу между абсолютным и сравнительным
утверждением.

Вячеслав Андреевич Ясинский был выдающийся учитель, который
мог обучить любого ученика. Он знал как найти правильный подход
чтобы объяснить, иногда используя грубый подход. Я до сих пор помню:

cos(М + Ж) = cos(М) cos(Ж) − sin(М) sin(Ж).

Его способность найти что-нибудь интересное или забавное в предмете
заставляла ученика слушать и запоминать.

Он научил меня верить в себя, что не существует задачи, которую я
не мог бы решить.

Вячеслав Андреевич любил геометрические решения. Он считал,
что рисунок даёт определенную глубину, которую нельзя извлечь из
алгебраического решения. К сожалению, я не имел таланта видеть
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построения, которые он находил, и это для меня всегда оставалось
загадкой.

Он был человеком сильного характера и высоких принципов, и он
был показателем лучшего в мире. Хотя я не хочу говорить «был», я
хочу сказать «есть», потому что он будет жить всегда в нашей памяти и
наших сердцах.

Роман Мучник,

благодарный ученик Вячеслава Андреевича,
доктор философии по математике

Когда Вячеслав Андреевич пришел к нам в класс, он ввел правило о
том, чтобы все мальчики приходили в его класс в галстуках начиная со
следующей недели. Мы понимали: чтобы было серьезное отношение к
предмету и атмосфера в классе. В 17 школе в нашем классе практически
никто не носил пионерских галстуков, кажется, уже в 7 классе, то есть
он имел в виду мужские галстуки. Всем мальчикам пришлось срочно
просить галстук у пап. Перед следующим классом на перемене мы
одели галстуки. У всех были обычные разные галстуки, но у одного
одноклассника был галстук из синей-в-фиолетовый-горошек широкой
шелковой ленты связанный в форме огромной бабочки размером с
голубя. Все шутили по поводу такого «галстука». Начался урок, Вячеслав
Андреевич зашел в класс, мы стояли. Он осматривал всех — все ли
пришли в галстуках, т. к. он обещал, что без галстука на уроке быть
нельзя. Тут его взгляд упал на одноклассника с бабочкой в горошек. Все
стали смеятся. Вячеслав Андреевич быстро посмотрел вокруг, и очевидно
ему показалось, что этот одноклассник над ним пошутил. Вячеслав
Андреевич подошел к нему, нежно поднял сзади за подмышки и понес к
двери. Мы вспомнили, что кто-то говорил, что Вячеслав Андреевич
занимается штангой. Было весело. Одноклассник, пока его несли,
воскликнул: «Это мне бабушка галстук сделала!» Вячеслав Андреевич
поставил его на пол. «Папа и мама уехали в командировку», — добавил
одноклассник. Вячеслав Андреевич и все увидели, что одноклассник
говорит искренне, и разрешил ему идти за его парту. Одноклассник с
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выражением «справедливость восторжествовала» удовлетворенно сел. В
целом, как-то все было по-доброму, может, потому мне и запомнилось.

Александр Ведрашко,

благодарный ученик Вячеслава Андреевича,
доктор философии по экономике

Вячеслав Андреевич начал учебный год с обзора материала, который
мы проходили в предыдущие годы и должны были уже знать. Обзор был
доскональным, но занял не так много времени — определения и теоремы
были продиктованы и записаны пословно, иногда без доказательств.
Только позднее, во время учебы в МФТИ и в Гарварде, я осознал
насколько мудрым был такой подход — наш класс был собран из учеников
различных школ, которые учились по различными программам и с
разным уровнем подготовки. Обзор дал шанс наверстать упущенное тем,
кому это было необходимо, и позволил повторить и углубить понимание
материала тем, кто его уже усвоил. В результате уровень подготовки
нашего класса вырос значительно и мы смогли осваивать новые темы в
более высоком темпе. Как машины в гонке NASCAR, вместе мы смогли
продвигаться быстрее, чем если бы мы это делали в одиночку.

«Думай голова — картуза куплю!» — эти слова Вячеслава Андреевича
почему-то приходили мне в голову на протяжении многих лет после
окончания школы, особенно поздно вечером при подготовке домашних
заданий. Не знаю, помогали ли они моей голове думать или нет,
но каждый раз я вспоминал Вячеслава Андреевича, его уникальные
способности объяснить изначально непростые темы и найти красоту там,
где многие видят лишь запутанные диаграммы и символы.

Сергей Джосюк,

благодарный ученик Вячеслава Андреевича,
доктор философии по физике

Учитель i учень познайомились, коли Тарас навчався у 5 класi.
На той час В’ячеслав Андрiйович займався олiмпiадною математикою
лише з учнями старших класiв. Тарасу прийшлось довести, що вiн
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має здiбностi i бажання займатись олiмпiадною математикою в такому
юному вiцi i гiдним до працi iз таким учителем—В.А. Ясiнським. Тарас
пройшов «випробування» i, як сказав В’ячеслав Андрiйович: «Iз нього
вийдуть люди!». Заняття математикою, спiвпраця учня i Учителя (так,
саме спiвпраця) стала сенсом навчання та навiть життя молодого i ще
недосвiдченого юнака. Як виявилось, займались не тiльки математикою.

Спочатку ми, як батьки iз заздрiстю та ревнощами реагували, коли
Тарас звертався спочатку до В’ячеслава Андрiйовича (а не до батькiв) з
своїми особистими питаннями, наївними i незрозумiлими вже для нас,
дорослих. Просив його поради, вони разом робили повний аналiз ситуацiї.
Але це було тiльки спочатку. Потiм з часом Тарас почав дорослiшати,
змiнюватись, цiнувати науку, батькiв, сiм’ю, свiй час. Все те, що за роки
спiлкування з Учителем вiн вбирав в свою ще несформовану свiдомiсть,
почало приносити свiй результат. Так, було багато перемог, дипломiв,
грамот, та було усвiдомлення, що це важливо, але не головне в життi
людини. В’ячеслав Андрiйович вчив: «Любiть i мрiйте, працюйте i
аналiзуйте — тiльки тодi прийде успiх!».

Результатом плiдної спiвпрацi став вступ до Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка. Тарас цим надзвичайно пишається.

Дружба i товаришування з учнями— невiд’ємна риса В’ячеслава
Андрiйовича. Так i Тарас, по приїзду в Вiнницю найперше телефонував
В’ячеславу Андрiйовичу розповiсти як навчається, працює, як поживає
родина. Цей невимушений чоловiчий дiалог багато чого вартий!

Немає, вже не повернеш!.. Не вистачить слiв висловити гiркоту втрати,
загоїти душевну рану. По всьому-всьому свiту його вдячнi учнi сумують
i розумiють, що вже не повернеш того великого Учителя, яким був
В’ячеслав Андрiйович.

Леонiд Матохнюк,

батько Матохнюка Тараса — улюбленого учня Ясiнського В.А.,
багаторазового переможця Всеукраїнських та Соросiвських

олiмпiад, лауреата Мiжнародної олiмпiади 2002 року.
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В цьому роздiлi ми спробували зiбрати в одному мiсцi якомога бiльше
задач, автором яких є В’ячеслав Андрiйович Ясiнський. Ми розумiли,
що зiбрати абсолютно усi задачi неможливо. Працюючи над книгою, ми
могли користуватись джерелами, в яких чiтко вiдзначено автор задачi,
матерiалами певних рукописiв В’ячеслава Андрiйовича. Очевидно, що є
задачi, якi В’ячеслав Андрiйович пропонував для проведення багатьох
олiмпiад (зокрема, мiських, обласних), турнiрiв, конкурсiв, але якi не
потрапили до цiєї книги, оскiльки в наявних матерiалах не вiдзначено
авторства задач.

Таким чином, у даному роздiлi представлено 500 задач
В.А.Ясiнського, якi пропонувались на всеукраїнських, мiжнародних
олiмпiадах з математики, на комплекснiй олiмпiадi з математики,
фiзики, iнформатики «Турнiр чемпiонiв», на олiмпiадi з геометрiї iменi
I.Ф.Шаригiна, на вiдкритих олiмпiадах Рiшельєвського лiцею, на
Соросiвських олiмпiадах, на олiмпiадах школи №239 м.Санкт-Петербург,
на сторiнках журналiв «Математика в школе», «Математика в школi»,
«У свiтi математики».

Кафедра алгебри i методики навчання математики Вiнницького
державного педагогiчного унiверситету продовжує колекцiонувати задачi
В’ячеслава Андрiйовича. Якщо читачам вiдомi його задачi, якi не
потрапили до цiєї книги— прохання повiдомити нам про це на адресу
amnm.vspu@gmail.com.



78 Задачi IV етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики

Задачi IV етапу Всеукраїнської олiмпiади з
математики

1. Знайти останнi чотири цифри числа 1997 · 51998 в його десятковому
записi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 1998 р.

2. На площинi заданi пряма 𝑙 та двi точки 𝐴 i 𝐵, якi лежать по один
бiк вiд прямої 𝑙. За допомогою циркуля та лiнiйки побудуйте точку 𝐶

так, щоб пряма 𝑙 перетинала вiдрiзки 𝐴𝐶 i 𝐵𝐶 вiдповiдно в таких точках
𝑀 i 𝑁 , що вiдрiзок 𝐵𝑀 — висота, а вiдрiзок 𝐴𝑁 —медiана трикутника
𝐴𝐵𝐶.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 1998 р.

3. Доведiть, що для довiльних додатних дiйсних чисел 𝑎, 𝑏 та 𝑐, що
задовольняють рiвнiсть 𝑎𝑏𝑐 = 1, виконується нерiвнiсть:

1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑎
+

1 + 𝑏𝑐

1 + 𝑏
+

1 + 𝑎𝑐

1 + 𝑐
> 3.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 1998 р.

4. На площинi задано опуклий 2000-кутник. Доведiть, що на площинi
можна вiдмiтити 1998 точок так, щоб кожен трикутник, вершини якого
є вершинами даного 2000-кутника, мiстив всерединi (але не на сторонах)
рiвно одну з вiдмiчених точок.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 1998 р.

5. Знайти всi пари дiйсних чисел (𝑥; 𝑦), якi задовольняють рiвнiсть:

sin2 𝑥 + sin2 𝑦 =
|𝑥|
𝑥

+
|𝑦|
𝑦
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1998 р.

6. На сторонi 𝐴𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 довiльно вибирається точка 𝑀 .
Нехай 𝑂— точка перетину перпендикулярiв, опущених з середин вiдрiзкiв
𝐴𝑀 i 𝑀𝐶 вiдповiдно на прямi 𝐵𝐶 i 𝐴𝐵. При якому положеннi точки 𝑀

довжина вiдрiзка 𝑂𝑀 досягає найменшого значення?
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1998 р.

7. Нехай 𝑚—найменше з чотирьох чисел: 1, 𝑥9, 𝑦9, 𝑧7, де 𝑥, 𝑦, 𝑧—
невiд’ємнi числа. Довести, що: 𝑚 6 𝑥𝑦2𝑧3.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1998 р.
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8. На прямiй задана скiнченна множина вiдрiзкiв, яка задовольняє
таку умову: серед будь-яких 1998 вiдрiзкiв цiєї множини знайдуться два
таких, що мають спiльну точку (хоча б одну). Довести, що на цiй прямiй
можна вiдмiтити 1997 точок так, щоб будь-який вiдрiзок нашої множини
мiстив хоча б одну з цих точок.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1998 р.

9. Барон Мюнхаузен стверджує, що довiльну кiлькiсть гостей вiн
може розселити по кiмнатах свого будинку так, що в кожнiй кiмнатi або
всi гостi будуть попарно знайомi, або всi попарно незнайомi. Чи правду
каже барон? (Вважаємо, що в кожну кiмнату можна поселити довiльну
кiлькiсть гостей, але кiлькiсть кiмнат в будинку Мюнхаузена скiнченна).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1998 р.

10. Довести, що для будь-яких чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 з промiжку (0; 1]

виконується нерiвнiсть:

𝑥

1 + 𝑦 + 𝑧𝑥
+

𝑦

1 + 𝑧 + 𝑥𝑦
+

𝑧

1 + 𝑥 + 𝑦𝑧
6

3

𝑥 + 𝑦 + 𝑧
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 1998 р.

11. Функцiя 𝑓(𝑥) визначена на вiдрiзку [0;1] i набуває значень з цього
вiдрiзку. Вiдомо, що iснує таке число 𝜆 з промiжку (0; 1), для якого:
𝑓(𝜆) ̸= 0 та 𝑓(𝜆) ̸= 𝜆 i також:

𝑓(𝑓(𝑥) + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

для всiх 𝑥 та 𝑦, що входять до областi визначення цiєї рiвностi.
а) Навести приклад такої функцiї.
б) Довести, що для будь-якого 𝑥 ∈ [0; 1]:

𝑓(𝑓(. . . 𝑓⏟  ⏞  
19

(𝑥) . . .)) = 𝑓(𝑓(. . . 𝑓⏟  ⏞  
98

(𝑥) . . .)).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 1998 р.

12. Двi кулi рiзних радiусiв дотикаються зовнiшнiм чином в точцi
𝑃 . Данi вiдрiзки 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 такi, що одна з куль дотикається до них в
точках 𝐴 i 𝐶, друга — в точках 𝐵 i 𝐷. Нехай 𝑀 i 𝑁 — це проекцiї середин
вiдрiзкiв 𝐴𝐶 i 𝐵𝐷 на пряму, що проходить через центри даних куль.
Довести, що 𝑃𝑀 = 𝑃𝑁 .

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 1998 р.
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13. Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . .— це послiдовнiсть дiйсних чисел така, що:

𝑥1 = 1, 𝑥𝑛+1 =
𝑛2

𝑥𝑛

+
𝑥𝑛

𝑛2
+ 2, 𝑛 > 1.

Довести, що:
а) 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛 для всiх 𝑛 > 4;
б) [𝑥𝑛] = 𝑛 для всiх 𝑛 > 4 ([𝑎] позначає найбiльше цiле число, що не

перевищує 𝑎).
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 1998 р.

14. Чи iснує 2000-цифрове число 𝑛, яке є квадратом натурального
числа i в його десятковому записi принаймнi 1999 п’ятiрок?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 1999 р.

15. Розглянемо фiгуру «Соняшник», яка складається з 19-ти
клiтинок, кожна з яких є правильним шестикутником. В цiй фiгурi
вiдмiтили три клiтинки: 𝐴, 𝐵, 𝐶 (див. перший рисунок). В клiтинцi
𝐴 знаходиться фiшка. За один хiд вона може перемiститися на одну
клiтинку в одному з трьох напрямiв, якi вказано на другому рисунку.
Скiлькома рiзними шляхами фiшка може потрапити iз клiтинки 𝐴 до
клiтинки 𝐵, якщо їй забороняється бувати в клiтинцi 𝐶?

𝐶

𝐴

𝐵

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 1999 р.

16. Нехай 𝑥 та 𝑦—додатнi числа, для яких виконується нерiвнiсть:
(𝑥− 1)(𝑦 − 1) > 1. Довести, що для сторiн 𝑎, 𝑏, 𝑐 довiльного трикутника
виконано нерiвнiсть:

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 > 𝑐2.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 1999 р.

17. Розв’язати рiвняння:

[𝑥] +
1999

[𝑥]
= {𝑥} +

1999

{𝑥}
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(тут {𝑥} = 𝑥− [𝑥], [𝑥] —найбiльше цiле число, яке не перевищує 𝑥).
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 1999 р.

18. 𝑃 (𝑥) —многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Послiдовнiсть цiлих
чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . . задовольняє таким умовам: 𝑥1 = 𝑥2000 = 1999,
𝑥𝑛+1 = 𝑃 (𝑥𝑛) для всiх натуральних 𝑛. Знайти значення виразу:

𝑎1
𝑎2

+
𝑎2
𝑎3

+ . . . +
𝑎1999
𝑎2000

.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1999 р.

19. Розв’язати рiвняння:

sin𝑥 · sin 2𝑥 · sin 3𝑥 + cos𝑥 · cos 2𝑥 · cos 3𝑥 = 1.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1999 р.

20. Знайти значення виразу:

[𝜋] +

[︂
[2𝜋]

2

]︂
+

[︂
[3𝜋]

3

]︂
+ . . . +

[︂
[1999𝜋]

1999

]︂
,

де [𝑎] позначає найбiльше цiле число, що не перевищує 𝑎.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1999 р.

21. Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥6 —числа з вiдрiзка [0; 1]. Довести, що
виконується така нерiвнiсть:

𝑥3
1

𝑥5
2 + 𝑥5

3 + 𝑥5
4 + 𝑥5

5 + 𝑥5
6 + 5

+
𝑥3
2

𝑥5
1 + 𝑥5

3 + 𝑥5
4 + 𝑥5

5 + 𝑥5
6 + 5

+ . . .+

+
𝑥3
6

𝑥5
1 + 𝑥5

2 + 𝑥5
3 + 𝑥5

4 + 𝑥5
5 + 5

6
3

5
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1999 р.

22. Нехай 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 — висоти гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶,
𝑂—довiльна точка всерединi трикутника 𝐴1𝐵1𝐶1. Позначимо через 𝑀

i 𝑁 основи перпендикулярiв, опущених з точки 𝑂 на прямi 𝐴𝐴1 та 𝐵𝐶

вiдповiдно, 𝑃 i 𝑄— з точки 𝑂 на прямi 𝐵𝐵1 та 𝐶𝐴 вiдповiдно, 𝑅 i 𝑆 — з
точки 𝑂 на прямi 𝐶𝐶1 та 𝐴𝐵 вiдповiдно. Довести, що прямi 𝑀𝑁 , 𝑃𝑄 та
𝑅𝑆 перетинаються в однiй точцi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 1999 р.

23. Про паралелепiпед 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 вiдомо, що всi його гранi —
ромби, а плоскi кути при вершинi 𝐴 рiвнi 𝛼. На ребрах 𝐴1𝐵1, 𝐷𝐶, 𝐵𝐶

i 𝐴1𝐷1 вiдмiтили точки 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 i 𝑄 вiдповiдно так, що 𝐴1𝑀 = 𝐵𝑃

i 𝐷𝑁 = 𝐴1𝑄. Знайти кут мiж лiнiями перетину площини (𝐴1𝐵𝐷) з
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площинами (𝐴𝑀𝑁) i (𝐴𝑃𝑄).
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 1999 р.

24. Визначте, яку максимальну кiлькiсть трицифрових чисел можна
утворити з цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 так, щоб кожне з них не мiстило
однакових цифр та будь-якi два з утворених чисел мали не бiльше однiєї
спiльної цифри.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2000 р.

25. Знайдiть усi натуральнi числа, якi у 2000 разiв бiльшi вiд суми
своїх цифр.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2000 р.

26. Знайдiть усi цiлi числа 𝑛, для яких число 𝑛2+19𝑛+99 є квадратом
цiлого числа.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2000 р.

27. Трикутник, утворений точками перетину продовжень медiан
трикутника 𝐴𝐵𝐶 з описаним навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶 колом, є
рiвностороннiм. Доведiть, що трикутник 𝐴𝐵𝐶 сам є рiвностороннiм.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2000 р.

28. Про дiйснi числа 𝛼 i 𝛽 з промiжку [0;𝜋] вiдомо, що: cos(𝛼) +

𝑐𝑜𝑠(𝛽) = −1. Доведiть, що: 1 6 sin𝛼 + sin 𝛽 6
√

3.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2000 р.

29. На дошцi записано 𝑛 одиниць. Iз записаними на дошцi числами
дозволяється проводити наступну дiю: витерти будь-якi два з них, нехай
це 𝑎 i 𝑏, i замiсть них записати число 𝑎𝑏

√
2

𝑎+𝑏
. Цю операцiю повторюють,

поки на дошцi не залишиться одне число. Доведiть, що це число буде не
меншим за 1√

𝑛
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2000 р.

30. В деякий ненульовий момент часу в початку прямокутної
системи координат 𝑂𝑥𝑦— точцi 𝑂— знаходиться вiрус грипу. Через
одну хвилину вiн розпадається на чотири таких же вiруси, кожний
з яких перемiщується на одиницю довжини в системi координат: один —
вище, один— нижче, один— лiвiше, один— правiше. Таке перетворення
вiдбувається через кожну хвилину з кожним вiрусом. Якщо в деякий
момент часу в однiй точцi опиняються два, або бiльше вiрусiв, то всi вони
миттєво взаємознищуються. Розглянемо такий процес вiд початкового
(нульового) моменту часу до моменту в 2000 хвилин включно.
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Скiльки разiв на протязi iнтервалу часу вiд моменту 1 хвилина
включно до моменту 2000 хвилин включно загальна кiлькiсть вiрусiв
буде набувати свого мiнiмального значення на цьому iнтервалi часу?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2000 р.

31. Паралелограм 𝐴𝐵𝐶𝐷 i ромб 𝐴𝐵1𝐶1𝐷1 мають спiльний кут 𝐴.
Вiдомо, що 𝐵𝐷 ‖ 𝐶𝐶1. Нехай 𝑃 — точка перетину прямих 𝐴𝐶 i 𝐵1𝐶1, а
𝑄— точка перетину прямих 𝐴𝐶1 i 𝐶𝐷. Доведiть, що кут 𝐴𝑄𝑃 є прямим.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2000 р.

32. Дитячий конструктор складається з фiгурок вигляду (лiва
фiгурка утворена з семи кубикiв 1 × 1 × 1, а права — з чотирьох кубикiв
1 × 1 × 1):

Чи можна за допомогою цих фiгурок скласти куб, розмiрами 11×11×11,
що не буде мати порожнин?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.

33. Чи iснує функцiя 𝑓 , що, визначена на множинi всiх дiйсних чисел
R, приймає дiйснi значення та задовольняє три наступнi умови:

1) 𝑓 диференцiйовна на R;
2) 𝑓 ′(2000) = 1;
3) (𝑓(2000 + 𝑥))3 = (𝑓(2000 − 𝑥))2 + 𝑥 для всiх 𝑥 ∈ R?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.

34. Нехай 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 — висоти гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Позначимо через 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 точки дотику кола, вписаного в трикутник
𝐴1𝐵1𝐶1, з сторонами 𝐵1𝐶1, 𝐶1𝐴1, 𝐴1𝐵1 вiдповiдно. Доведiть, що прямi
𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2, 𝐶𝐶2 перетинаються в однiй точцi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.

35. Чи iснують натуральнi числа 𝑚 i 𝑛 такi, що число 𝑚2+1
𝑛2−1

—цiле?
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.

36. Про тетраедр 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдомо, що 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶, а суми
плоских кутiв при вершинах 𝐵 i 𝐶 дорiвнюють по 150∘. Знайдiть суми
плоских кутiв при вершинах 𝐴 i 𝐷.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.



84 Задачi IV етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики

37. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—невiд’ємнi дiйснi числа такi, що 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3.
Доведiть, що:

2(𝑎3𝑏 + 𝑏3𝑐 + 𝑐3𝑎) > 3(𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎− 1).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.

38. В деякий ненульовий момент часу в початку прямокутної системи
координат 𝑂𝑥𝑦 — точцi 𝑂— знаходиться вiрус грипу. Через одну хвилину
вiн розпадається на чотири таких же вiруса, кожний з яких перемiщується
на одиницю довжини в системi координат: один— вище, один— нижче,
один— лiвiше, один— правiше. Таке перетворення вiдбувається через
кожну хвилину з кожним вiрусом. Якщо в деякий момент часу в
однiй точцi опиняються два, або бiльше вiрусiв, то всi вони миттєво
взаємознищуються. Розглянемо такий процес вiд початкового (нульового)
моменту часу до моменту в 2000 хвилин включно.

а) Скiльки разiв на протязi iнтервалу часу вiд моменту 1 хвилина
включно до моменту 2000 хвилин включно загальна кiлькiсть вiрусiв
буде набувати свого мiнiмального значення на цьому iнтервалi часу?

б) Скiльки вiрусiв будуть iснувати в момент часу 2000 хвилин (одразу
пiсля взаємознищення вiрусiв в цей момент часу)?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2000 р.

39. Про опуклий чотирикутник вiдомо, що величини його кутiв
дорiвнюють цiлому числу градусiв, i величина одного з них дорiвнює
добутку величин трьох iнших. Доведiть, що цей чотирикутник—
паралелограм або рiвнобедрена трапецiя.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2001 р.

40. а) Чи iснують такi натуральнi числа 𝑚 i 𝑛, що виконується
рiвнiсть:

НСД(𝑚 + 𝑛;𝑚𝑛) −НСД(𝑚;𝑛) = 2000?

б) Чи iснують такi натуральнi числа 𝑚 i 𝑛, що виконується рiвнiсть:

НСД(𝑚 + 𝑛;𝑚𝑛) −НСД(𝑚;𝑛) = 2001?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2001 р.

41. Скiлькома рiзними способами з цифр вiд 1 до 9 можна утворити
три трицифрових числа так, щоб сума найбiльшого i найменшого
з цих чисел була найбiльшою можливою? (Кожну цифру можна
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використовувати тiльки один раз.)
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2001 р.

42. Нехай 𝑆(𝑛) позначає суму цифр десяткового запису натурального
числа 𝑛. Чи iснують такi натуральнi 𝑘, 𝑙, 𝑚, що 𝑘+𝑙+𝑚

3
—цiле, причому:

𝑆(𝑘 + 𝑙) < 150, 𝑆(𝑙 + 𝑚) < 150, 𝑆(𝑚 + 𝑘) < 150, 𝑆
(︀
𝑘+𝑙+𝑚

3

)︀
> 2001?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2001 р.

43. Чи iснує функцiя 𝑓 , що визначена на множинi всiх пар дiйсних
чисел i задовольняє умови:

1) 𝑓 набуває всiх дiйсних значень;
2) для будь-яких дiйсних 𝑥 та 𝑦: 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑓(𝑦, 𝑥);
3) для будь-яких дiйсних 𝑥, 𝑦 та 𝑧: 𝑓(𝑥, 𝑓(𝑦, 𝑧)) = 2001𝑓(𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑧)?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2001 р.

44. Серед усiх натуральних чисел 𝑛, якi задовольняють рiвнiсть:[︁𝑛
2

]︁
− 2

[︁𝑛
3

]︁
+
[︁𝑛

4

]︁
= 2001,

знайдiть найбiльше i найменше.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2001 р.

45. Знайдiть усi функцiї 𝑓 : R → R такi, що:

𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(2001 − 𝑦) + 𝑓(𝑦)𝑓(2001 − 𝑥)

для всiх дiйсних 𝑥, 𝑦 i 𝑓(0) = 1
2
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2001 р.

46. Натуральнi числа 𝑚 i 𝑛 такi, що сума дробiв 𝑚𝑛−1
𝑛−1

i 𝑛𝑚−1
𝑚−1

є цiлим
числом. Доведiть, що кожен iз цих дробiв є цiлим числом.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2001 р.

47. У кожнiй з трьох країн живуть по 𝑛 математикiв. Вiдомо, що
кожен iз них листується не менше, нiж з 𝑛 + 1 iноземним математиком.
Доведiть, що iснують три математики, якi попарно листуються мiж
собою.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2001 р.

48. Про натуральнi числа 𝑎 i 𝑛 вiдомо, що 𝑎2 + 1 дiлиться без остачi
на 𝑛. Доведiть, що iснує таке натуральне число 𝑏, що 𝑏2 + 1 дiлиться на
𝑛(𝑛2 + 1).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2001 р.
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49. Про тетраедр 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдомо, що ∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 +

∠𝐴𝐵𝐷 = 90∘. Нехай 𝑂—центр описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶,
𝑀 — середина ребра 𝐶𝐷. Доведiть, що прямi 𝐴𝐵 i 𝑀𝑂 взаємно
перпендикулярнi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2001 р.

50. Про залiзницю Тернополiї вiдомо, що з кожної її станцiї до будь-
якої iншої можна дiстатися, проїхавши не бiльше, нiж через двi iншi
станцiї. Крiм того, з кожної станцiї можна виїхати не бiльше, нiж по
трьох рiзних колiях. Яка найбiльша кiлькiсть залiзничних станцiй може
бути в Тернополiї, якщо вiдомо, що ця кiлькiсть непарна?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2001 р.

51. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝛼, 𝛽, 𝛾 — додатнi дiйснi числа такi, що 𝛼+𝛽+𝛾 = 1.
Доведiть, що:

𝛼𝑎 + 𝛽𝑏 + 𝛾𝑐 + 2
√︀

(𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼)(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) 6 𝑎 + 𝑏 + 𝑐.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2001 р.

52. Знайдiть усi пари натуральних чисел 𝑚 i 𝑛, для яких виконується
рiвнiсть:

2002𝑛 − 2001𝑛 = 𝑚2002.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2002 р.

53. На сторонах трикутника 𝐴𝐵𝐶 (кут 𝐵 — тупий) зовнi його
побудовано рiвностороннi трикутники 𝐴𝐵𝐶1, 𝐴𝐵1𝐶, 𝐴1𝐵𝐶. Нехай 𝐵2

i 𝐶2 — такi точки, що 𝐴𝐵𝐶1𝐵2 i 𝐴𝐶𝐵1𝐶2 —ромби. Доведiть, що пряма
𝐴𝐴1 дiлить вiдрiзок 𝐵2𝐶2 навпiл.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2002 р.

54. Дано нескiнченний в усi боки аркуш паперу в клiтинку. Чи можна
в кожнiй клiтинцi записати цiле число так, щоб:

1) були записанi всi цiлi числа, причому кожне з них— тiльки один
раз;

2) в кожному стовпчику iснувало число, менше за всi iншi числа цього
стовпчика, а в кожному рядку iснувало число, бiльше за всi iншi числа
цього рядка.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2002 р.
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55. Знайдiть всi такi натуральнi числа 𝑘 < 2002, що число 5𝑛7 + 7𝑛5 +

𝑘𝑛 дiлиться на 35 при всiх натуральних 𝑛.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2002 р.

56. Множину чисел 1, 2, 3, . . . , 2001, 2002 розбито на двi групи. До
першої групи вiднесли всi числа з непарною сумою цифр, а до другої — з
парною. Знайти рiзницю мiж сумою чисел першої групи i сумою чисел
другої групи.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2002 р.

57. Розв’язати нерiвнiсть:
√

3 + 2000𝑥 + 9 < 4𝑥2 +
√

2002𝑥.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2002 р.

58. Знайти всi натуральнi числа 𝑛 такi, що числа 𝑛, [𝑛
√

2],
[︀
[𝑛
√

2]
√

2
]︀

утворюють арифметичну прогресiю. (Тут [𝑥] — найбiльше цiле число, яке
не перевищує 𝑥).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2002 р.

59. Нехай 𝑝 > 2 —просте число, 𝑘 > 1 —кiлькiсть фарб, 𝑘 − 1 та
𝑝 взаємно простi. Довести, що кiлькiсть способiв фарбування сторiн
правильного 𝑝-кутника так, щоб сусiднi сторони були пофарбованi в рiзнi
кольори (многокутник повертати не можна), дiлиться на (𝑘 − 1)𝑝.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2002 р.

60. Основою чотирикутної пiрамiди 𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷 є ромб 𝐴𝐵𝐶𝐷. Вiдомо,
що ∠𝑆𝐵𝐴 + ∠𝑆𝐵𝐶 = 180∘. На ребрi 𝑆𝐶 вiдмiтили точку 𝑀 так, що
𝑆𝑀 = 2𝑀𝐶. Довести, що площина, яка проходить через пряму 𝐷𝑀 i
паралельна до прямої 𝐴𝐶, перетинає висоту пiрамiди в її серединi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2002 р.

61. Нехай (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎10), (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏10), (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐10),
(𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑10) —чотири перестановки чисел 1, 2, . . . , 10.

а) Чи може статися так, що:

𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + . . . + 𝑎10𝑏10 = 2(𝑐1𝑑1 + 𝑐2𝑑2 + . . . + 𝑐10𝑑10)?

б) Чи може статися так, що:

45(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + . . . + 𝑎10𝑏10) = 76(𝑐1𝑑1 + 𝑐2𝑑2 + . . . + 𝑐10𝑑10)?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2002 р.
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62. На сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶

вибрали точки 𝐶1, 𝐴1, 𝐵1 вiдповiдно так, що 𝐴1𝐵 = 𝐴1𝐶1 i 𝐴1𝐶 = 𝐴1𝐵1.
Нехай 𝐼1 —центр кола, вписаного в трикутник 𝐴1𝐵1𝐶1, а 𝐻 — точка
перетину висот трикутника 𝐴𝐵𝐶. Доведiть, що точки 𝐵1, 𝐶1, 𝐼1 i 𝐻
лежать на одному колi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2002 р.

63. В опуклий п’ятикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 вписано коло, яке дотикається до
всiх його сторiн. Вiдомо, що ∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐸𝐷 = 90∘. Знайдiть
величину кута 𝐴𝐶𝐸.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2003 р.

64. Доведiть, що для будь-яких додатних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 виконується
нерiвнiсть:

𝑎2 + 𝑏2

𝑐2 + 𝑎𝑏
+

𝑏2 + 𝑐2

𝑎2 + 𝑏𝑐
+

𝑐2 + 𝑎2

𝑏2 + 𝑐𝑎
> 3.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2003 р.

65. Знайдiть усi такi пари числових функцiй 𝑓 i 𝑔, визначених на
множинi всiх дiйсних чисел, що для будь-яких дiйних чисел 𝑥 та 𝑦

виконується рiвнiсть:

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦) = 𝑥3 + 3
√
𝑦.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2003 р.

66. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶, у якому ∠𝐶 = 60∘ i нехай
точка 𝐼 — центр вписаного в нього кола. На сторонi 𝐴𝐵 обрано такi точки
𝑀 i 𝑁 , що 𝐴𝑀 = 𝑀𝑁 = 𝑁𝐵, а на сторонах 𝐴𝐶 i 𝐵𝐶 обрано такi точки
𝑃 i 𝑄 вiдповiдно, що чотирикутник 𝐶𝑃𝐼𝑄— паралелограм. Доведiть, що
якщо ∠𝑀𝑃𝐼 = ∠𝑁𝑄𝐼, то трикутник 𝐴𝐵𝐶 —рiвностороннiй.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2003 р.

67. Нехай точка 𝑂—центр сфери, описаної навколо трикутної
пiрамiди 𝑆𝐴𝐵𝐶. Вiдомо, що 𝑆𝐴+𝑆𝐵 = 𝐶𝐴+𝐶𝐵, 𝑆𝐵 +𝑆𝐶 = 𝐴𝐵 +𝐴𝐶,
𝑆𝐶 + 𝑆𝐴 = 𝐵𝐶 + 𝐵𝐴. Нехай точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — середини ребер 𝐵𝐶,
𝐶𝐴, 𝐴𝐵 вiдповiдно. Обчислiть радiус сфери, описаної навколо трикутної
пiрамiди 𝑂𝐴1𝐵1𝐶1, якщо 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐶𝐴 = 𝑏, 𝐴𝐵 = 𝑐.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2003 р.

68. Знайдiть усi такi числовi функцiї 𝑓 , визначенi на множинi всiх
дiйсних чисел, що для будь-яких дiйсних чисел 𝑥 та 𝑦 виконується
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рiвнiсть:
𝑓(𝑥𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) = 𝑥2 + 𝑦.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2003 р.

69. Цiлi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 задовольняють рiвностi:

𝑎2 − 𝑏2 = 𝑐2 − 𝑑2 = 2004.

Доведiть, що число 𝑚 = 2(𝑎+ 𝑏)(𝑐+ 𝑑)(𝑎𝑐+ 𝑏𝑑− 2004) є квадратом цiлого
числа.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2004 р.

70. Дано два числа: 7926 i 24421. Визначте, яке з них є бiльшим.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2004 р.

71. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧—додатнi числа i 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. Доведiть, що
виконується нерiвнiсть:

√
𝑥𝑦 + 𝑧 +

√
𝑦𝑧 + 𝑥 +

√
𝑧𝑥 + 𝑦 > 1 +

√
𝑥𝑦 +

√
𝑦𝑧 +

√
𝑧𝑥.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2004 р.

72. Квадратне поле розмiром 𝑛 × 𝑛, яке роздiлено на квадратнi
земельнi дiлянки, розмiром 1 × 1, приватизують 𝑛 дачникiв. Спочатку
кожен дачник отримує по однiй дiлянцi так, що в кожному рядку дiлянок
i в кожному стовпчику дiлянок цього поля приватизовано рiвно одну
дiлянку. Кожного наступного дня кожен дачник приватизує нову дiлянку,
яка має спiльну сторону з дiлянкою, котра була ним приватизована
напередоднi. Приватизацiя називається успiшною, якщо протягом 𝑛 днiв
усе поле буде приватизовано. Доведiть, що при 𝑛 = 𝑘4, де 𝑘—непарне
натуральне число, можна так здiйснити початковий розподiл дiлянок,
що подальша приватизацiя може бути здiйснена успiшно.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2004 р.

73. Знайдiть усi такi функцiї 𝑓 : N → N, що одночасно задовольняють
такi три умови:

1) 𝑓(1) = 1;
2) 𝑓(𝑛 + 2) + (𝑛2 + 4𝑛 + 3)𝑓(𝑛) = (2𝑛 + 5)𝑓(𝑛 + 1) для всiх 𝑛 ∈ N;
3) 𝑓(𝑚) дiлиться без остачi на 𝑓(𝑛) для будь-яких натуральних 𝑚 > 𝑛.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2004 р.

74. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐— такi дiйснi числа, що правильна рiвнiсть: 𝑎2 + 𝑏2 +

𝑐2 = 1. Доведiть, що: 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 6 2𝑎𝑏𝑐 +
√

2.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2004 р.
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75. На дошцi зображено правильний 2004-кутник, у якому проведено
всi дiагоналi. Деякi його сторони та дiагоналi витерли так, щоб з кожної
вершини виходило щонайбiльше 5 вiдрiзкiв. Доведiть, що вершини даного
2004-кутника можна пофарбувати в два кольори так, щоб принаймнi 3

5

не витертих вiдрiзкiв мали рiзнокольоровi кiнцi.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2004 р.

76. Дано трикутну пiрамiду 𝑆𝐴𝐵𝐶, бiчне ребро 𝑆𝐴 якої перпендику-
лярне до основи 𝐴𝐵𝐶. Двi рiзнi сфери 𝜎1 та 𝜎2 проходять через точки 𝐴,
𝐵, 𝐶 так, що кожна з них дотикається зсередини до сфери 𝜎, центр якої
знаходиться в точцi 𝑆. Знайдiть радiус 𝑅 сфери 𝜎, якщо радiуси сфер 𝜎1

i 𝜎2 дорiвнюють 𝑟1 i 𝑟2 вiдповiдно.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2004 р.

77. Доведiть, що для всiх цiлих 𝑛 > 1 число 3𝑛−2𝑛

𝑛
не є цiлим.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2004 р.

78. На площинi дано 2004 точки, якi є вершинами опуклого 2004-
кутника. Жоднi чотири з них не лежать на одному колi. Будь-який
трикутник з вершинами в цих точках назвемо «товстим», якщо його
описане коло мiстить усерединi всi iншi 2001 даних точок, а також—
«худим», якщо його описане коло не мiстить жодної з iнших 2001
даних точок. Доведiть, що «товстих» та «худих» трикутникiв однакова
кiлькiсть.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2004 р.

79. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐— такi додатнi дiйснi числа, що 𝑎𝑏𝑐 > 1. Доведiть,
що:

𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 > 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2004 р.

80. Дано опуклий 2004-кутник 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴2004. Кожна його сторона
i кожна дiагональ фарбується в один iз 2003 кольорiв. Чи можна це
зробити так, щоб вiдрiзкiв кожного кольору було рiвно 1002 i для будь-
яких двох кольорiв, вийшовши з довiльної вершини, по вiдрiзках цих
кольорiв можна було б обiйти всi вершини, побувавши в кожнiй тiльки
один раз?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2004 р.
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81. Нехай 𝐴𝐷—медiана трикутника 𝐴𝐵𝐶, причому ∠𝐴𝐷𝐵 = 45∘ i
∠𝐴𝐶𝐵 = 30∘. Знайдiть величину кута 𝐵𝐴𝐷 (у градусах).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2005 р.

82. Для яких дiйсних чисел 𝑥 > 1 iснує трикутник з довжинами
сторiн 𝑥4 + 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 1, 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 1 та 𝑥4 − 1?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2005 р.

83. Чи iснують такi цiлi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, що кожен iз шести
виразiв |𝑎𝑦 − 𝑏𝑥|, |𝑎𝑧 − 𝑐𝑥|, |𝑎𝑡− 𝑑𝑥|, |𝑏𝑧 − 𝑐𝑦|, |𝑏𝑡− 𝑑𝑦|, |𝑐𝑡− 𝑑𝑧| набуває
значення 1 або 2005?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2005 р.

84. Знайдiть усi пари натуральних чисел 𝑚 i 𝑛, якi задовольняють
рiвнiсть:

√
𝑚 +

2005√
𝑛

= 2006.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2005 р.

85. У нумiзмата Миколки є 241 монета загальною вартiстю 360
тугрикiв (вартiсть кожної монети виражається цiлим додатним числом
тугрикiв). Чи можна з упевненiстю стверджувати, що всi цi монети
можна роздiлити на три купки з однаковими сумами тугрикiв у купках?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2005 р.

86. Чи можна число 1 подати, як суму 2005 доданкiв, кожен з яких
має вигляд 1

3𝑛−1
, де 𝑛—деяке натуральне число?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2005 р.

87. Доведiть, що для всiх натуральних чисел 𝑛 виконується нерiвнiсть:
3

1! + 2! + 3!
+

4

2! + 3! + 4!
+ . . . +

𝑛 + 2

𝑛! + (𝑛 + 1)! + (𝑛 + 2)!
<

1

2
,

де 1! = 1, 𝑘! = 1 · 2 · . . . · (𝑘 − 1) · 𝑘, при 𝑘 > 2.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2005 р.

88. Усерединi паралелограма 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдмiтили такi двi рiзнi точки 𝑃

i 𝑄, що ∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐴𝐷𝑃 i ∠𝐶𝐵𝑄 = ∠𝐶𝐷𝑄, причому цi точки не лежать
на дiагоналi 𝐴𝐶. Доведiть, що ∠𝑃𝐴𝑄 = ∠𝑃𝐶𝑄.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2005 р.

89. На серединному перпендикулярi до сторони 𝐴𝐶 гострокутного
трикутника𝐴𝐵𝐶 вiдмiтили таку точку𝑀 , що ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝑀𝐶𝐵 i ∠𝐴𝐵𝐶+

∠𝑀𝐵𝐶 = 180∘, причому точка 𝑀 лежить по один бiк з вершиною 𝐵



92 Задачi IV етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики

вiдносно прямої 𝐴𝐶. Знайдiть величину кута 𝐵𝐴𝐶 (у градусах).
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2005 р.

90. На площинi вiдмiтили 2005 точок, жоднi три з яких не лежать на
однiй прямiй, i через усi пари вiдмiчених точок провели прямi. Доведiть,
що вiдмiченi точки можна розфарбувати в два кольори так, що для
довiльних двох однокольорових точок кiлькiсть проведених прямих, якi
роздiляють цi двi точки, є парною. (Кажуть, що пряма роздiляє двi точки
площини, якщо жодна з цих точок їй не належить i цi точки лежать у
рiзних пiвплощинах вiдносно неї).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2005 р.

91. Навколо гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 описали коло 𝜔 з
центром у точцi 𝑂, а потiм навколо трикутника 𝐴𝑂𝐶 описали коло 𝜔1 i
провели в ньому дiаметр 𝑂𝑄. На прямих 𝐴𝑄 i 𝐴𝐶 вiдмiтили точки 𝑀 i 𝑁
вiдповiдно так, що отриманий чотирикутник 𝐴𝑀𝐵𝑁 є паралелограмом.
Доведiть, що точка перетину прямих 𝑀𝑁 i 𝐵𝑄 лежить на колi 𝜔1.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2005 р.

92. Знайдiть усi такi натуральнi числа 𝑛, що cos
(︀
𝜋
√
𝑛2 + 𝑛

)︀
> 0.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2005 р.

93. Доведiть, що для кожного натурального числа 𝑛 > 2 iснує такий
набiр 𝐴𝑛 з 𝑛 попарно рiзних натуральних чисел, що для будь-яких двох
нерiвних чисел 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐴𝑛 сума їх квадратiв 𝑖2 + 𝑗2 дiлиться без остачi на
рiзницю 𝑖− 𝑗 цих чисел.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2005 р.

94. У просторi вiдмiтили 2005 точок, жоднi чотири з яких не лежать
в однiй площинi, i через усi трiйки вiдмiчених точок провели площини.
Доведiть, що вiдмiченi точки можна розфарбувати в два кольори так, що
для довiльних двох однокольорових точок кiлькiсть проведених площин,
якi роздiляють цi двi точки, є непарною. (Кажуть, що площина роздiляє
двi точки простору, якщо жодна з цих точок їй не належить i цi точки
лежать у рiзних пiвпросторах вiдносно неї).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2005 р.

95. Дано трапецiю 𝐴𝐵𝐶𝐷 з основами 𝐵𝐶 i 𝐴𝐷. На бiчних сторонах
𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 вибрали точки 𝑀 i 𝑁 вiдповiдно так, що вiдрiзок 𝑀𝑁

паралельний основам трапецiї i проходить через точку перетину її
дiагоналей. Нехай вiдрiзок 𝐷𝑃 — висота трикутника 𝐷𝑀𝐶, а вiдрiзок
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𝐴𝑄— висота трикутника 𝐴𝐵𝑁 . Доведiть, що 𝐴𝑃 = 𝐷𝑄.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2006 р.

96. Таблицю, розмiром 2006× 2006 довiльно заповнено натуральними
числами вiд 1 до 20062: у кожнiй клiтинцi записується одне число i при
цьому будь-яке з натуральних чисел вiд 1 до 20062 використовується
рiвно один раз. За один крок дозволяється або обрати один рядок i
впорядкувати його за зростанням злiва направо (якщо вiн не є впорядко-
ваним), або — обрати один стовпчик i впорядкувати його за зростанням
зверху вниз (якщо вiн не є впорядкованим). Таблицю називатимемо
«впорядкованою», якщо всi її рядки впорядкованi за зростанням злiва
направо й усi її стовпчики впорядкованi за зростанням зверху вниз (якщо
таблиця стає «впорядкованою», то процес припиняється).

а) Чи може статися так, що пiсля виконання декiлькох таких крокiв
ми знов отримаємо вихiдну таблицю?

б) Доведiть, що для перетворення будь-якої таблицi, що задовольняє
умову задачi, на «впорядковану» завжди вистачить 4012 крокiв.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2006 р.

97. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝐷— вiдмiнна вiд
вершин точка сторони 𝐵𝐶, точки 𝑃 i 𝑄—центри описаних кiл
трикутникiв 𝐴𝐵𝐷 i 𝐴𝐶𝐷 вiдповiдно. Розглянемо всiлякi трикутники
𝐴𝑃𝑄, одержанi для всiх таких точок 𝐷. Доведiть, що кола, описанi
навколо всiх зазначених трикутникiв, мають спiльну точку, вiдмiнну вiд
точки 𝐴.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2006 р.

98. Дано трапецiю 𝑀𝑃𝑅𝑄 з основами 𝑃𝑀 i 𝑅𝑄 (𝑅𝑄 < 𝑃𝑀).
На сторонi 𝑃𝑀 вiдмiчено точку 𝑆, вiдмiнну вiд вершин. Нехай 𝑂—
точка перетину бiсектрис кутiв 𝑀𝑆𝑄 i 𝑀𝑃𝑄, 𝐼 —центр вписаного кола
трикутника 𝑃𝑄𝑅. Вiдомо, що прямi 𝑄𝑅 i 𝑂𝐼 паралельнi. Доведiть, що
𝑆𝑅 = 𝑂𝐼.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2006 р.

99. Нехай 𝐴 i 𝐵 — двi рiзнi точки перетину двох кiл 𝜔1 i 𝜔2, 𝐶 — точка
перетину дотичної до кола 𝜔1, проведеної через точку 𝐴, з дотичною
до кола 𝜔2, проведеною через точку 𝐵. Пряма 𝐴𝐶 перетинає коло 𝜔2 в
точцi 𝑇 , вiдмiннiй вiд 𝐴. На колi 𝜔1 довiльно обирається вiдмiнна вiд 𝐴 i
𝐵 точка 𝑋 так, щоб пряма 𝑋𝐴 перетинала коло 𝜔2 в точцi 𝑌 , вiдмiннiй
вiд 𝐴. Нехай пряма 𝑌 𝐵 перетинає 𝑋𝐶 в точцi 𝑍. Доведiть, що прямi 𝑇𝑍
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i 𝑋𝑌 паралельнi.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2006 р.

100. У просторi дано куб 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1. Усерединi цього куба
вiдмiтили довiльно точку 𝑀 . На променях 𝑀𝐴, 𝑀𝐵, 𝑀𝐶, 𝑀𝐷, 𝑀𝐴1,
𝑀𝐵1,𝑀𝐶1 i𝑀𝐷1 вiдмiтили вiдмiннi вiд𝑀 точки 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′,𝐷′, 𝐴′

1, 𝐵′
1, 𝐶 ′

1

i 𝐷′
1 вiдповiдно так, що 𝐴′𝐵′𝐶 ′𝐷′𝐴′

1𝐵
′
1𝐶

′
1𝐷

′
1 є паралелепiпедом (призмою,

усi гранi котрої є паралелограмами). Доведiть, що цей паралелепiпед
𝐴′𝐵′𝐶 ′𝐷′𝐴′

1𝐵
′
1𝐶

′
1𝐷

′
1 —куб.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2006 р.

101. Рота, якою командує капiтан Петренко складається з 𝑛, 𝑛 > 3,
солдатiв, серед яких немає жодних двох однакового зросту. Капiтан
вишикував їх у шеренгу в деякому порядку (не обов’язково за зростом).
«Хвилею» в цiй шерензi називатимемо таку її пiдпослiдовнiсть, солдати
якої не обов’язково стоять поруч, але перший її солдат вищий за її
другого солдата, її другий солдат нижчий за її третього, її третiй солдат
вищий за її четвертого, її четвертий солдат нижчий за її п’ятого i т.д.
Наприклад, якщо 𝑛 = 9, солдати пронумерованi за збiльшенням зросту,
i капiтан їх вишикував у таку шеренгу: 9,3,5,7,1,2,6,4,8, то найдовшою
«хвилею» цiєї шеренги є, наприклад, така: 9,3,7,1,6,4,8. А якщо капiтан
їх вишикує за зростом так: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, — то найдовшою «хвилею»
такої шеренги буде лише один солдат (будь-який), бо у «хвилi» другий
солдат має бути нижчим за першого. Для кожного 𝑛 визначте, яких
шеренг бiльше: тих, у яких найдовша «хвиля» складається з парної
кiлькостi солдатiв, чи тих, у яких найдовша «хвиля» складається з
непарної кiлькостi солдатiв?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2006 р.

102. При яких натуральних 𝑛 значення кожного з виразiв 𝑛2−10𝑛+23,
𝑛2 − 9𝑛 + 31 i 𝑛2 − 12𝑛 + 46 є простим числом?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2010 р.

103. Нехай 𝑎 i 𝑏— такi натуральнi числа, що:

𝑎 · (𝑎, 𝑏) + 𝑏 · [𝑎, 𝑏] = 𝑎2 + 𝑏2,

де через (𝑎, 𝑏) i [𝑎, 𝑏] позначено вiдповiдно найбiльший спiльний дiльник
i найменше спiльне кратне чисел 𝑎, 𝑏. Знайдiть (2010𝑎 − 1, 2010𝑏 − 1).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2010 р.
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104. На сторонах 𝑋𝑌 , 𝑌 𝑍 та 𝑍𝑋 трикутника 𝑋𝑌 𝑍 позначили
вiдповiдно точки 𝐶, 𝐸 та 𝐴. На вiдрiзках 𝐴𝑋, 𝐶𝑌 та 𝐸𝑍 вiдмiтили
вiдповiдно точки 𝐵, 𝐷 та 𝐹 таким чином, що 𝐵𝐶 ‖ 𝐴𝐷, 𝐷𝐸 ‖ 𝐶𝐹 ,
𝐴𝐹 ‖ 𝐵𝐸. Чи може статися так, що прямi 𝑋𝐹 , 𝑌 𝐵 i 𝑍𝐷 перетнуться в
однiй точцi?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2011 р.

105. Правильний трикутник зi стороною 7
подiлено на 49 маленьких правильних одиничних
трикутничкiв так, як показано на рисунку. Iз нього
вирiзають уздовж лiнiй сiтки паралелограми, одна
сторона яких дорiвнює 1, а друга — 2. Яку найбiльшу
кiлькiсть таких паралелограмiв можна вирiзати?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10,11 клас, 2011 р.

106. Розв’яжiть рiвняння:

cos 𝜋𝑥 =

[︂
𝑥

2
−
[︁𝑥

2

]︁
− 1

2

]︂
.

(Тут через [𝑎] позначено найбiльше цiле число, яке не перевищує 𝑎.)
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2011 р.

107. Дано трапецiю 𝐴𝐵𝐶𝐷 з основами 𝐴𝐷 i 𝐵𝐶. На бiчнiй сторонi
𝐶𝐷 довiльно вiдмiтили точку 𝐹 , 𝐸 — точка перетину прямих 𝐴𝐹 i 𝐵𝐷.
На бiчнiй сторонi 𝐴𝐵 вiдмiтили точку 𝐺 так, що 𝐸𝐺 ‖ 𝐴𝐷. Позначимо
через 𝐻 точку перетину прямих 𝐶𝐺 i 𝐵𝐷, через 𝐼 — точку перетину
прямих 𝐹𝐻 i 𝐴𝐵. Доведiть, що прямi 𝐶𝐼, 𝐹𝐺 i 𝐴𝐷 перетинаються в
однiй точцi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2011 р.

108. Нехай вписане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 дотикається до його сторiн
𝐴𝐵, 𝐵𝐶 i 𝐶𝐴 в точках 𝐾, 𝑁 i 𝑀 вiдповiдно, причому вiдомо, що
∠𝑀𝐾𝐶 = ∠𝑀𝑁𝐴. Доведiть, що трикутник 𝐴𝐵𝐶 —рiвнобедрений.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2012 р.

109. Знайдiть усi такi пари додатних рацiональних чисел 𝑥, 𝑦, що
обидва числа 𝑥 + 1

𝑦
та 𝑦 + 1

𝑥
є натуральними. Вiдповiдь обґрунтуйте.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2012 р.

110. Нехай точка 𝐼 —центр вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶 кола. На
сторонi 𝐴𝐵 обрано таку вiдмiнну вiд вершин точку 𝑀 , що 𝐵𝑀 < 𝐵𝐶,
причому описане коло навколо трикутника 𝐴𝑀𝐼 перетинає сторону 𝐴𝐶 в
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точцi 𝑁 , яка не спiвпадає з точками 𝐴 i 𝐶. Доведiть, що 𝐵𝑀+𝐶𝑁 = 𝐵𝐶.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2012 р.

111. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝐼𝐴 —центр кола, яке дотикається
до сторони 𝐵𝐶 i до продовжень сторiн 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 за точки 𝐵 i 𝐶 вiдповiдно.
Доведiть, що точки 𝐵, 𝐶 та центри описаних кiл навколо трикутникiв
𝐴𝐵𝐼𝐴 i 𝐴𝐶𝐼𝐴 лежать на одному колi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2012 р.

112. Нехай 𝑎 i 𝑏 такi натуральнi числа, що число 𝑎4−1
𝑏+1

+ 𝑏4−1
𝑎+1

є цiлим.
Доведiть, що 𝑎2010𝑏2012 − 1 дiлиться без остачi на 𝑎 + 1.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2012 р.

113. Знайдiть усi, визначенi на всiй числовiй прямiй, функцiї 𝑓 , якi
набувають дiйсних значень i такi, що для будь-яких дiйсних 𝑥, 𝑦, 𝑧
виконується нерiвнiсть:

𝑓(𝑥𝑦) + 𝑓(𝑥𝑧) > 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦𝑧) + 1.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2012 р.

114. Нехай 𝑛 > 3 — задане натуральне число. Послiдовнiсть iз 2𝑛

чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛 будемо називати «вдалою», якщо виконуються такi
три умови:

1) усi числа 𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑛 є попарно рiзними елементами множини
{1, 2, . . . , 𝑛};

2) 𝑎𝑘 = 𝑎𝑛+𝑘 для всiх 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛;
3) iснують такi 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑛 iз множини {1, 2, . . . , 2𝑛}, що 𝑎𝑖𝑘 = 𝑘

для всiх 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Наприклад, для 𝑛 = 5 послiдовнiсть 1, 3, 4, 2, 5, 1, 3, 4, 2, 5 є «вдалою»,

а послiдовнiсть 2, 1, 3, 5, 4, 2, 1, 3, 5, 4 — нi. Для всiх 𝑛 > 3 знайдiть
кiлькiсть «вдалих» послiдовностей.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10,11 клас, 2012 р.

115. Про додатнi числа 𝑎 i 𝑏 вiдомо, що: 𝑎 + 𝑏 + 1
𝑎

+ 1
𝑏

= 5. Доведiть,
що справедлива нерiвнiсть: 3

√
𝑎 + 𝑏 > 𝑎 + 𝑏 + 2.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2012 р.

116. Нехай 𝑆𝐴𝐵𝐶 — така трикутна пiрамiда, що для точки 𝑀

перетину медiан її гранi 𝐴𝐵𝐶 правильнi нерiвностi: 𝑀𝐴 > 1, 𝑀𝐵 > 1 i
𝑀𝐶 > 1. Доведiть, що: 𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 + 𝑆𝐶 > 3.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2012 р.
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117. Нехай𝐻 — точка перетину висот гострокутного нерiвнобедреного
трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 — середина сторони 𝐴𝐵, 𝑁 — середина сторони 𝐴𝐶.
Позначимо через 𝑃 i 𝑄 вiдповiдно точки перетину променiв 𝑀𝐻 i 𝑁𝐻

з описаним колом трикутника 𝐴𝐵𝐶. Доведiть, що прямi 𝐵𝑄, 𝐴𝐻 i 𝐶𝑃

перетинаються в однiй точцi або паралельнi.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2012 р.

118. Нехай 𝑀 — середина бiчної сторони 𝐴𝐵 трапецiї 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑂—
точка перетину дiагоналей цiєї трапецiї, причому 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂. На пiвпрямiй
𝑂𝑀 позначили таку точку 𝑃 , що ∠𝑃𝐴𝐶 = 90∘. Доведiть, що ∠𝐴𝑀𝐷 =

∠𝐴𝑃𝐶.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2013 р.

119. Знайдiть усi такi цiлi 𝑛, для яких 𝑛 + 3 та 𝑛2 + 3𝑛 + 3 одночасно
будуть кубами цiлих чисел.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2013 р.

120. Яку найбiльшу кiлькiсть триклiтинкових прямокутникiв (у будь-
якiй орiєнтацiї) можна зафарбувати на клiтчастiй дошцi розмiру 20 × 13

так, щоб жоднi два зафарбованi прямокутники не мали спiльних точок?
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8,9 клас, 2013 р.

121. Знайдiть усi такi пари натуральних чисел 𝑚 i 𝑛, для яких (𝑚+3𝑛)2

𝑚2+𝑛2

є квадратом натурального числа.
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2013 р.

122. Нехай точка 𝑀 — середина сторони 𝐵𝐶 гострокутного трикут-
ника 𝐴𝐵𝐶, в якому 𝐴𝐵 ̸= 𝐴𝐶, 𝑂—центр описаного кола цього
трикутника. Проведемо з точки 𝑀 перпендикуляри 𝑀𝑃 i 𝑀𝑄 до сторiн
𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 вiдповiдно. Доведiть, що пряма, яка проходить через середину
вiдрiзка 𝑃𝑄 i точку 𝑀 , є паралельною прямiй 𝐴𝑂.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2013 р.

123. Нехай 𝑚 > 35 — задане натуральне число. Вiдомо, що в судi
племенi Мумбо-Юмбо працює 𝑚 суддiв. Для прискореного розгляду
справ Верховний шаман племенi вирiшив утворити суддiвськi трiйки так,
щоб кожнi двi трiйки мали хоча б одного спiльного суддю. Яку найбiльшу
кiлькiсть суддiвських трiйок може утворити Верховний шаман?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2013 р.
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124. Нехай 𝑎, 𝑏 i 𝑐—дiйснi числа з промiжку (0; 1]. Доведiть, що має
мiсце нерiвнiсть 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + |𝑎− 𝑏| + |𝑏− 𝑐| + |𝑐− 𝑎| 6 1

𝑎
+ 1

𝑏
+ 1

𝑐
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9,11 клас, 2013 р.

125. Навколо гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶, у якому 𝐴𝐵 < 𝐵𝐶 <

𝐴𝐶, описано коло 𝜔 з центром 𝑂. Позначимо через 𝐼 центр вписаного
кола даного трикутника, а через 𝑀 — середину сторони 𝐵𝐶. Нехай точка
𝑄 симетрична точцi 𝐼 вiдносно 𝑀 , пiвпряма 𝑂𝑀 перетинає коло 𝜔 в
точцi 𝐷, а пiвпряма 𝑄𝐷 вдруге перетинає коло 𝜔 в точцi 𝑇 . Доведiть,
що ∠𝐴𝐶𝑇 = ∠𝐷𝑂𝐼.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2013 р.

126. Для дiйсних чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 i 𝑡 виконуються рiвностi:

{𝑥 + 𝑦 + 𝑧} = {𝑦 + 𝑧 + 𝑡} = {𝑧 + 𝑡 + 𝑥} = {𝑡 + 𝑥 + 𝑦} =
1

4
.

Знайдiть усi можливi значення виразу {𝑥+ 𝑦 + 𝑧 + 𝑡} (тут {𝑎} = 𝑎− [𝑎], а
[𝑎] — цiла частина числа 𝑎, тобто найбiльше цiле число, яке не перевищує
𝑎).

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2013 р.

127. Нехай 𝑀 — середина сторони 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶. На його
сторонах 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 позначили вiдмiннi вiд вершин довiльнi точки 𝐸 i
𝐹 вiдповiдно. Нехай 𝐾 — точка перетину прямих 𝐵𝐹 i 𝐶𝐸, 𝐿— така
точка, що 𝐶𝐿 ‖ 𝐴𝐵 i 𝐵𝐿 ‖ 𝐶𝐸, а 𝑁 — точка перетину прямих 𝐴𝑀 i 𝐶𝐿.
Доведiть, що 𝐾𝑁 ‖ 𝐹𝐿.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10,11 клас, 2013 р.

128. Вiдомо, що для натуральних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 i 𝑛 виконуються
нерiвностi 𝑎 + 𝑐 < 𝑛 i 𝑎

𝑏
+ 𝑐

𝑑
< 1. Доведiть, що 𝑎

𝑏
+ 𝑐

𝑑
< 1 − 1

𝑛3 .
IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2013 р.

129. На столi лежать 100 карток, якi пронумерованi натуральними
числами вiд 1 до 100. Андрiйко й Миколка вибрали собi однакову
кiлькiсть карток так, що якщо картка з номером 𝑛 є в Андрiйка, то
в Миколки є картка з номером 2𝑛+ 2. Яка максимальна кiлькiсть карток
могла бути в обох хлопчикiв?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2013 р.

130. Знайдiть усi пари простих чисел 𝑝 i 𝑞, якi задовольняють рiвнiсть
3𝑝𝑞 − 2𝑞𝑝−1 = 19.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2013 р.
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131. Чи можна в просторi вiдмiтити 24 точки, жоднi три з яких
не лежать на однiй прямiй, та провести рiвно 2013 рiзних площин так,
щоб кожна мiстила не менше трьох вiдмiчених точок i будь-яка трiйка
вiдмiчених точок належала хоча б однiй з цих площин?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2013 р.

132. Нехай точка 𝑀 — середина бiсектриси 𝐴𝐷 гострокутного
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Коло з дiаметром 𝐴𝐶 перетинає вiдрiзок 𝐵𝑀 у точцi
𝐸, а коло з дiаметром 𝐴𝐵 перетинає вiдрiзок 𝐶𝑀 у точцi 𝐹 . Доведiть,
що точки 𝐵, 𝐸, 𝐹 i 𝐶 лежать на одному колi.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 10 клас, 2013 р.

133. Знайдiть усi натуральнi числа 𝑛, для кожного з яких iснують
такi натуральнi числа 𝑝 i 𝑞, що (𝑛2 + 2)

𝑝
= (2𝑛− 1)𝑞.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2013 р.

134. Нехай 𝑂— центр описаного кола навколо гострокутного трикут-
ника 𝐴𝐵𝐶. На вiдрiзках 𝑂𝐵 i 𝑂𝐶 вибрали точки 𝐸 i 𝐹 вiдповiдно
так, що 𝐵𝐸 = 𝑂𝐹 . Позначимо через 𝑀 i 𝑁 середини дуг 𝐴𝑂𝐸 i 𝐴𝑂𝐹

описаних кiл навколо трикутникiв 𝐴𝑂𝐸 i 𝐴𝑂𝐹 вiдповiдно. Доведiть, що
∠𝐸𝑁𝑂 + ∠𝐹𝑀𝑂 = 2∠𝐵𝐴𝐶.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2013 р.

135. Знайдiть усi такi трiйки простих чисел (𝑝, 𝑞, 𝑟), що задоволь-
няють рiвнiсть:

𝑞

𝑝− 1
+

𝑟

𝑝 + 1
=

𝑞 + 𝑟 + 1

𝑝
.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 8 клас, 2015 р.

136. Знайдiть усi простi числа 𝑝 < 𝑞 < 𝑟 такi, що числа 𝐴 = (𝑟 −
𝑝)(𝑟 − 𝑞)(𝑞 − 𝑝) + 1 i 𝐵 = 3𝑝 + 5𝑞 дорiвнюють одному i тому ж простому
числу.

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 9 клас, 2015 р.

137. а) Чи iснують 2015 натуральних чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2015 такi, що
будь-якi два з них є взаємно простими, а число 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎2015−1 є добутком
двох послiдовних непарних чисел?

б) Чи iснують 2015 натуральних чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2015 такi, що будь-
якi два з них є взаємно простими, а число 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎2015 − 1 є добутком
двох послiдовних парних чисел?

IV етап Всеукраїнської олiмпiади з математики, 11 клас, 2015 р.
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138. Дано чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 з паралельними сторонами 𝐵𝐶 i 𝐴𝐷.
Точка 𝑀 — середина 𝐶𝐷, 𝑃 — середнина 𝑀𝐴, 𝑄— середина 𝑀𝐵. Прямi
𝐷𝑃 i 𝐶𝑄 перетинаються в точцi 𝑁 . Доведiть, що точка 𝑁 розташована
за межами чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷.

ShortList IMO, 1994 р.

139. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶. Точки 𝐴1 i 𝐴2 взято на
сторонi 𝐵𝐶 (причому 𝐴2 мiж 𝐴1 i 𝐶), 𝐵1 i 𝐵2 на сторонi 𝐴𝐶 (𝐵2 мiж 𝐵1

i 𝐴), 𝐶1 i 𝐶2 на сторонi 𝐴𝐵 (𝐶2 мiж 𝐶1 i 𝐵) так, що

∠𝐴𝐴1𝐴2 = ∠𝐴𝐴2𝐴1 = ∠𝐵𝐵1𝐵2 = ∠𝐵𝐵2𝐵1 = ∠𝐶𝐶1𝐶2 = ∠𝐶𝐶2𝐶1.

Прямi 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 i 𝐶𝐶1 утворюють трикутник, а прямi 𝐴𝐴2, 𝐵𝐵2 i 𝐶𝐶2

утворюють iнший трикутник. Довести, що усi шiсть вершин цих двох
трикутникiв лежать на одному колi.

ShortList IMO, 1995 р.

140. На площинi дано точку 𝑂 i многокутник ℱ (не обов’язково
опуклий). Нехай 𝑃 позначає периметр ℱ , 𝐷— суму вiдстаней вiд точки
𝑂 до вершин ℱ , 𝐻 — суму вiдстаней вiд точки 𝑂 до прямих, що мiстять
сторони ℱ . Доведiть, що

𝐷2 −𝐻2 >
𝑃 2

4
.

ShortList IMO, 1996 р.

141. Нехай 𝐴1 — центр квадрата, вписаного в гострокутний трикутник
𝐴𝐵𝐶, двi вершини якого лежать на сторонi 𝐵𝐶. Тодi ще одна вершина
квадрата лежить на сторонi 𝐴𝐵 i ще одна — на сторонi 𝐴𝐶. Точки 𝐵1, 𝐶1

визначенi в подiбний спосiб для вписаних квадратiв з двома вершинами
на сторонах 𝐴𝐶 i 𝐴𝐵 вiдповiдно. Довести, що прямi 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1

перетинаються в однiй точцi.
ShortList IMO, 2001 р.

142. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷—паралелограм. Рухома пряма 𝑙, яка проходить
через точку 𝐴, перетинає променi 𝐵𝐶 i 𝐷𝐶 в точках 𝑋 та 𝑌 вiдповiдно.
Нехай 𝐾 i 𝐿—центри зовнiвписаних кiл трикутникiв 𝐴𝐵𝑋 i 𝐴𝐷𝑌 , якi
дотикають сторiн 𝐵𝑋 та 𝐷𝑌 вiдповiдно. Довести, що величина кута
𝐾𝐶𝐿 не залежить вiд вибору прямої 𝑙.

ShortList IMO, 2005 р.
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143. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷— трапецiя з основами 𝐴𝐵 > 𝐶𝐷. Точки 𝐾 i 𝐿
лежать на прямих 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 вiдповiдно так, що 𝐴𝐾

𝐾𝐵
= 𝐷𝐿

𝐿𝐶
. Припустимо,

що iснують точки 𝑃 i 𝑄 на вiдрiзку 𝐾𝐿 такi, що ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐵𝐶𝐷 i
∠𝐶𝑄𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶. Довести, що точки 𝑃 , 𝑄, 𝐵 i 𝐶 лежать на одному колi.

ShortList IMO, 2006 р.

144. На площинi дано опуклий 𝑛-кутник. Для кожних трьох
вершин цього 𝑛-кутника розглянемо трикутник, який ними визначається.
Назвемо такий трикутник хорошим, якщо всi його сторони мають
одиничну довжину. Довести, що iснує всього не бiльше нiж 2𝑛

3
хороших

трикутникiв.
ShortList IMO, 2007 р.

145. Нехай 𝐼 —центр кола, вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶. Позначимо
через 𝐾, 𝐿, 𝑀 точки, в яких це коло дотикається до сторiн 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵
вiдповiдно. Пряма, що проходить через точку 𝐵 паралельно прямiй 𝑀𝐾,
перетинає прямi 𝐿𝑀 i 𝐿𝐾 у точках 𝑅 i 𝑆 вiдповiдно. Доведiть, що кут
𝑅𝐼𝑆 — гострий.

Мiжнародна математична олiмпiада, 1998 р.

146. На площинi розташованi кола Γ1, Γ2, . . ., Γ𝑛 радiуса 1 кожне, з
центрами 𝑂1, 𝑂2, . . ., 𝑂𝑛 вiдповiдно, 𝑛 > 3. Вiдомо, що будь-яка пряма
площини має спiльнi точки не бiльше, нiж з двома з цих кiл. Доведiть,
що:

∑︀
16𝑖<𝑗6𝑛

1
𝑂𝑖𝑂𝑗

6 (𝑛−1)𝜋
4

.

Мiжнародна математична олiмпiада, 2002 р.

Задачi олiмпiади з геометрiї iменi
I. Ф. Шаригiна

147. На площинi задано 𝑛 точок, якi є вершинами опуклого 𝑛-кутника,
𝑛 > 3. Вiдомо, що iснує рiвно 𝑘 рiвностороннiх трикутникiв зi стороною
1, вершинами яких є заданi точки.

а) Доведiть, що 𝑘 < 2
3
𝑛.

б) Наведiть приклад конфiгурацiї, для якої 𝑘 > 0,666𝑛.
Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2009 р.

148. На прямiй лежать точки 𝑋, 𝑌 , 𝑍 (саме в такому порядку).
Трикутники 𝑋𝐴𝐵, 𝑌 𝐵𝐶, 𝑍𝐶𝐷—правильнi, причому вершини першого
та третього орiєнтованi проти часової стрiлки, а другого за часовою
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стрiлкою. Доведiть, що прямi 𝐴𝐶, 𝐵𝐷 та 𝑋𝑌 перетинаються в однiй
точцi.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 9 клас, 2010 р.

149. Чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписаний в коло з центром 𝑂. Точки 𝐶 ′ и
𝐷′ дiаметрально протилежнi точкам 𝐶 i 𝐷 вiдповiдно. Дотичнi до кола в
точках 𝐶 ′ i 𝐷′ перетинають пряму 𝐴𝐵 в точках 𝐸 та 𝐹 (𝐴 лежить мiж 𝐸

i 𝐵, 𝐵 —мiж 𝐴 i 𝐹 ). Пряма 𝐸𝑂 перетинає сторони 𝐴𝐶 i 𝐵𝐶 в точках 𝑋

та 𝑌 , а пряма 𝐹𝑂 перетинає сторони 𝐴𝐷 i 𝐵𝐷 в точках 𝑈 i 𝑉 . Доведiть,
що 𝑋𝑉 = 𝑌 𝑈 .

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2010 р.

150. Нехай 𝐴𝑃 та 𝐵𝑄— висоти даного гострокутного трикутника
𝐴𝐵𝐶. Побудуйте циркулем та лiнiйкою на сторонi 𝐴𝐵 точку 𝑀 так, щоб
∠𝐴𝑄𝑀 = ∠𝐵𝑃𝑀 .

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2011 р.

151. На колi з дiаметром 𝐴𝐶 вибрано довiльну точку 𝐵, вiдмiнну вiд
𝐴 i 𝐶. Нехай 𝑀 , 𝑁 — середини хорд 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, а 𝑃 , 𝑄— середини менших
дуг, якi стягуються цими хордами. Прямi 𝐴𝑄 i 𝐵𝐶 перетинаються в
точцi 𝐾, а прямi 𝐶𝑃 i 𝐴𝐵 — в точцi 𝐿. Доведiть, що прямi 𝑀𝑄, 𝑁𝑃 i
𝐾𝐿 перетинаються в однiй точцi.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2011 р.

152. На площинi задано 𝑛 (𝑛 > 2) точок, жоднi три з яких не лежать
на однiй прямiй. Скiлькома рiзними способами таку множину точок
можна розбити на двi непорожнiх пiдмножини так, щоб опуклi оболонки
цих пiдмножин не перетиналися?

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2012 р.

153. Дано тетраедр 𝐴𝐵𝐶𝐷. Точка𝑋 вибрана поза тетраедром так, що
вiдрiзок 𝑋𝐷 перетинає грань 𝐴𝐵𝐶 у внутрiшнiй точцi. Позначимо через
𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′ проекцiї точки 𝐷 на площини 𝑋𝐵𝐶, 𝑋𝐶𝐴, 𝑋𝐴𝐵 вiдповiдно.
Доведiть, що 𝐴′𝐵′ + 𝐵′𝐶 ′ + 𝐶 ′𝐴′ < 𝐷𝐴 + 𝐷𝐵 + 𝐷𝐶.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 10 клас, 2012 р.

154. На сторонi 𝐴𝐵 трикутника 𝐴𝐵𝐶 вибрано довiльну точку 𝐶1.
Точки 𝐴1, 𝐵1 на променях 𝐵𝐶 i 𝐴𝐶 такi, що ∠𝐴𝐶1𝐵1 = ∠𝐵𝐶1𝐴1 =

∠𝐴𝐶𝐵. Прямi 𝐴𝐴1 i 𝐵𝐵1 перетинаються в точцi 𝐶2. Доведiть, що всi
прямi 𝐶1𝐶2 проходять через одну точку.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2013 р.
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155. На сторонах 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 взятi точки 𝐸 та 𝐹 .
Прямi 𝐸𝐹 i 𝐵𝐶 перетинаються в точцi 𝑆. Точки 𝑀 i 𝑁 — середини
вiдрiзкiв 𝐵𝐶 та 𝐸𝐹 вiдповiдно. Пряма, що проходить через вершину 𝐴

i паралельна 𝑀𝑁 , перетинає 𝐵𝐶 в точцi 𝐾. Доведiть, що 𝐵𝐾 : 𝐶𝐾 =

𝐹𝑆 : 𝐸𝑆.
Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 9 клас, 2013 р.

156. Коло 𝑘 проходить через вершини 𝐵 i 𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 >

𝐴𝐶) i перетинає продовження сторiн 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 за точки 𝐵 i 𝐶 в точках
𝑃 i 𝑄 вiдповiдно. Нехай 𝐴𝐴1 — висота трикутника 𝐴𝐵𝐶. Вiдомо, що
𝐴1𝑃 = 𝐴1𝑄. Доведiть, що кут 𝑃𝐴1𝑄 у два рази бiльший за кут 𝐴

трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 10 клас, 2013 р.

157. Дано коло 𝜔 i точка 𝐴 поза ним. Через 𝐴 проведено двi прямi,
одна з яких перетинає 𝜔 в точках 𝐵 i 𝐶, а iнша— в точках 𝐷 i 𝐸 (𝐷
лежить мiж 𝐴 i 𝐸). Пряма, що проходить через 𝐷 i паралельна 𝐵𝐶,
вдруге перетинає 𝜔 в точцi 𝐹 , а пряма 𝐴𝐹 — в точцi 𝑇 . Нехай 𝑀 — точка
перетину прямих 𝐸𝑇 i 𝐵𝐶, а 𝑁 — точка, симетрична точцi 𝐴 вiдносно 𝑀 .
Доведiть, що коло, описане навколо трикутника 𝐷𝐸𝑁 проходить через
середину вiдрiзка 𝐵𝐶.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2013 р.

158. Два кола Ω1 та Ω2 з центрами 𝑂1 та 𝑂2 дотикаються зовнi у
точцi 𝑂. Точки 𝑋 та 𝑌 лежать на Ω1 та Ω2 вiдповiдно так, що променi
𝑂1𝑋 та 𝑂2𝑌 спiвнапрямленi. З точки 𝑋 проведено дотичнi до Ω2, а з
точки 𝑌 —до Ω1. Доведiть, що цi чотири прямi дотикаються одного i
того ж кола, що проходить через точку 𝑂.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 8 клас, 2014 р.

159. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷— вписаний чотирикутник. Доведiть, що 𝐴𝐶 > 𝐵𝐷

тодi i тiльки тодi, коли (𝐴𝐷 −𝐵𝐶)(𝐴𝐵 − 𝐶𝐷) > 0.
Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 9 клас, 2014 р.

160. Кола 𝜔1 i 𝜔2 дотикаються зовнi в точцi 𝑃 . З точки 𝐴 кола 𝜔2,
яка не лежить на лiнiї центрiв кiл, проведено дотичнi 𝐴𝐵, 𝐴𝐶 до 𝜔1.
Прямi 𝐵𝑃 , 𝐶𝑃 вдруге перетинають 𝜔2 в точках 𝐸 i 𝐹 . Доведiть, що
пряма 𝐸𝐹 , дотична до 𝜔2 в точцi 𝐴 та спiльна дотична до обох кiл в
точцi 𝑃 перетинаються в однiй точцi.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 2014 р.
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161. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷— трапецiя, в якiй кути 𝐴 i 𝐵 прямi, 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷,
𝐶𝐷 = 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷, 𝐵𝐶 < 𝐴𝐷. Доведiть, що кут 𝐴𝐷𝐶 в два рази бiльший
вiд кута 𝐴𝐵𝐸, де 𝐸 — середина 𝐴𝐷.

Олiмпiада з геометрiї iменi I.Ф.Шаригiна, 8 клас, 2015 р.

Задачi Соросiвських олiмпiад

162. Знайти всi трiйки натуральних чисел (𝑝, 𝑞, 𝑟), що задовольняють
рiвнiсть

1

𝑝
+

𝑞

𝑞𝑟 − 1
= 1.

I Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 9–10 класи, 1994 р.

163. Для яких натуральних 𝑛 iснує натуральне число кратне 𝑛,
десятковий запис якого складається тiльки з цифр 8 та 9 (можливо,
тiльки з цифр 8 або тiльки з цифр 9)?

I Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 9–11 класи, 1994 р.

164. Функцiя 𝑓(𝑥), яка визначена на множинi невiд’ємних дiйсних
чисел, набуває дiйсних значень. Вiдомо, що 𝑓(0) 6 0 та функцiя 𝑓(𝑥)

𝑥

неспадна для 𝑥 > 0. Довести, що для довiльних 𝑥 > 0 та 𝑦 > 0

виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥 + 𝑦) > 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).
I Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 11 клас, 1994 р.

165. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка перетину висот 𝐻 лежить на
вписаному колi. Чи обов’язково цей трикутник рiвнобедрений?

I Соросiвська олiмпiада, очний тур, 9 клас, 1994 р.

166. Фукнкцiя 𝑓 : Z → Z задовольняє такi умови:
1) 𝑓(𝑓(𝑛)) = 𝑛 для всiх цiлих 𝑛;
2) 𝑓(𝑓(𝑛 + 2) + 2) = 𝑛 для всiх цiлих 𝑛;
3) 𝑓(0) = 1.
Знайдiть значення 𝑓(1995) та 𝑓(−1994).

I Соросiвська олiмпiада, очний тур, 10 клас, 1994 р.

167. Дано 1995 вiдрiзкiв таких, що iз будь-яких трьох з них можна
скласти трикутник. Довести, що, використовуючи цi 1995 вiдрiзкiв,
можна скласти 664 гострокутних трикутникiв так, щоб кожний вiдрiзок
входив до складу не бiльш нiж одного трикутника.

I Соросiвська олiмпiада, очний тур, 10 клас, 1994 р.
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168. Розв’язати рiвняння [𝑥] +
[︀
3
2
𝑥
]︀

+ [2𝑥] = 1995, де [𝑎] позначає цiлу
частину числа 𝑎, тобто найбiльше цiле число, що не перевищує 𝑎.

II Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 9 клас, 1995 р.

169. Нехай 𝑂—центр вписаного кола прямокутного трикутника
𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐶 = 90∘. На сторонi 𝐵𝐶 взято точку 𝐷 так, що
ламана 𝐴𝑂𝐷 дiлить трикутник 𝐴𝐵𝐶 на два рiвновеликих чотирикутники.
Подiлiть чотирикутник 𝐴𝑂𝐷𝐵 на три частини, з яких можна скласти
чотирикутник 𝐴𝑂𝐷𝐶.

II Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 11 клас, 1995 р.

170. На площинi дано фiксований кут з вершиною 𝑂 та фiксована
точка 𝐴 на однiй його сторонi (𝐴 ̸= 𝑂). Нехай 𝐵 — довiльна точка на iншiй
сторонi кута (𝐵 ̸= 𝑂), а 𝑃 i 𝑄— точки дотику вписаного в трикутник
𝐴𝑂𝐵 кола зi сторонами 𝑂𝐵 та 𝐴𝐵 вiдповiдно. Довести, що всi прямi 𝑃𝑄

(отриманi для всiх можливих положень точки 𝐵) перетинаються в однiй
точцi.

II Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 11 клас, 1995 р.

171. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 на його висотах 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1,
𝐶𝐶1 вибрали точки 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 вiдповiдно таким чином, що ∠𝐵𝐴2𝐶 =

∠𝐴𝐵2𝐶 = ∠𝐴𝐶2𝐵 = 90∘. Позначимо 𝐴3, 𝐵3, 𝐶3 — точки перетину 𝐵𝐶2 та
𝐶𝐵2, 𝐴𝐶2 та 𝐶𝐴2, 𝐴𝐵2 та 𝐵𝐴2 вiдповiдно. Доведiть, що вiдрiзки 𝐴𝐴3,
𝐵𝐵3, 𝐶𝐶3 перетинаються в однiй точцi.

II Соросiвська олiмпiада, очний тур, 9 клас, 1995 р.

172. Доведiть, що для будь-яких додатних чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 (𝑛 > 1),
таких, що 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛 = 1, виконується нерiвнiсть

1

1 + 𝑎1
+

1

1 + 𝑎2
+ . . . +

1

1 + 𝑎𝑛
6 𝑛− 1.

II Соросiвська олiмпiада, очний тур, 10 клас, 1995 р.

173. Нехай 𝑂 та 𝐼 — центри описаного i вписаного кiл нерiвнобiчного
трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдповiдно, 𝐻 — точка перетину висот. Доведiть, що
∠𝑂𝐼𝐻 > 90∘.

II Соросiвська олiмпiада, очний тур, 10 клас, 1995 р.

174. У трикутнiй пiрамiдi 𝑆𝐴𝐵𝐶 ∠𝑆𝐴𝐶 +∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝑆𝐵𝐴, ∠𝑆𝐴𝐵 +

∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝑆𝐶𝐴, 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 + 𝑆𝐶. Знайдiть величину кута мiж
бiсектрисами плоских кутiв 𝐴𝑆𝐵 та 𝐴𝑆𝐶.

II Соросiвська олiмпiада, очний тур, 11 клас, 1995 р.
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175. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, 𝑂— центр описаного навколо нього кола.
Нехай 𝑀 — точка перетину описаного навколо трикутника 𝐵𝑂𝐶 кола з
прямою 𝐶𝐴, 𝑁 — точка перетину описаного навколо трикутника 𝐴𝑂𝐶

кола з прямою 𝐶𝐵. Точки 𝑀 i 𝑁 вiдмiннi вiд вершин трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Доведiть, що точки 𝑂, 𝑀 i 𝑁 лежать на однiй прямiй.

II Соросiвська олiмпiада, очний тур, 11 клас, 1995 р.

176. Знайти всi трiйки натуральних чисел 𝑘, 𝑙, 𝑚, що задовольняють
систему рiвнянь ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑁(𝑘) + 𝑁(𝑙) = 𝑘,

𝑁(𝑘) + 𝑁(𝑙) + 𝑁(𝑚) = 𝑙 − 4,

𝑁(𝑘) + 𝑁(𝑙) + 𝑁(𝑚) = 1
2
𝑚− 2,

де 𝑁(𝑘), 𝑁(𝑙), 𝑁(𝑚) —це кiлькiсть цифр у десяткових записах чисел 𝑘,
𝑙, 𝑚 вiдповiдно.

III Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 10 клас, 1996 р.

177. Нехай для всiх натуральних 𝑛 𝑎𝑛 =
[︀
𝑛 +

√
𝑛 + 1

2

]︀
i 𝑏𝑛 = 𝑎𝑛− [𝑎𝑛].

Обчислiть суму 𝑏1 + 2𝑏2 + 3𝑏3 + . . . + 𝑛𝑏𝑛.
III Соросiвська олiмпiада, заочний тур, 10 клас, 1996 р.

178. Нехай 𝐴𝐵𝐶 —довiльний рiвнобедрений трикутник, в якому
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶. Позначимо 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — точки дотику вписаного в нього
кола зi сторонами 𝐵𝐶, 𝐴𝐶, 𝐴𝐵 вiдповiдно. Довести, що гострий кут мiж
прямими 𝐵𝐵1 та 𝐶𝐶1 не перевищує 60∘.

III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 9 клас, 1996 р.

179. Всерединi кута 𝐵𝐴𝐶 вибрали двi рiзнi точки 𝑀 та 𝑁 так, що
вiдстань вiд точки 𝑀 до сторони 𝐴𝐵 дорiвнює вiдстанi вiд точки 𝑁 до
сторони 𝐴𝐶, причому точка 𝐴 лежить на прямiй 𝑀𝑁 . На бiсектрисi кута
𝐵𝐴𝐶 вибрали деяку точку𝐾. Виявилось, що пряма𝑀𝐾 перетинає пряму
𝐴𝐵 в точцi 𝑃 , а пряма 𝑁𝐾 перетинає пряму 𝐴𝐶 в точцi 𝑄. Довести, що
прямi 𝑃𝑄 та 𝑀𝑁 паралельнi.

III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 9 клас, 1996 р.

180. Довести, що для довiльних натуральних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 та довiльних
невiд’ємних чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 виконується нерiвнiсть

(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧)(𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 + 𝑎𝑧)(𝑐𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏𝑧) 6 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3𝑥𝑦𝑧.

III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 9 клас, 1996 р.



Задачi В. А. Ясiнського 107

181. Довести, що в довiльному многокутнику знайдуть двi сторони з
такими довжинами 𝑎 i 𝑏, що

[︀
𝑎
𝑏

]︀
= 1.

III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 10 клас, 1996 р.

182. В ромбi 𝐴𝐵𝐶𝐷 кут 𝐴 дорiвнює 60∘. На променях 𝐶𝐷 i 𝐴𝐷
вибрали точки 𝑃 i 𝑄 вiдповiдно так, що 𝐴𝑃 ‖ 𝐶𝑄. Знайти величину кута
𝑃𝐵𝑄.

III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 10 клас, 1996 р.

183. Коло 𝜔 проходить через вершини 𝐵 i 𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 i
перетинає сторони 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 в їх внутрiшнiх точках, якi ми позначимо
𝐶1 та 𝐵1 вiдповiдно. Нехай 𝑂— точка перетину вiдрiзкiв 𝐵𝐵1 i 𝐶𝐶1,
𝑀 — середина 𝐵𝐶. Доведiть, що коли 𝐴𝑂 ⊥ 𝐵𝐶, то трикутник 𝑀𝐵1𝐶1 —
рiвнобедрений.

III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 11 клас, 1996 р.

184. Дано триграний кут з вершиною 𝑆. Площина 𝜋 перетинає ребра
цього кута в точках 𝐴, 𝐵, 𝐶. Двi кулi, що вписанi в даний триграний
кут, дотикаються площини 𝜋 в точках 𝑃 та 𝑄 i лежать по рiзнi боки
вiд площини 𝜋. Довести, що бiсектриси кутiв ∠𝑃𝐴𝑄, ∠𝑃𝐵𝑄, ∠𝑃𝐶𝑄

перетинаються в однiй точцi.
III Соросiвська олiмпiада, очний тур, 11 клас, 1996 р.

185. На дошцi записанi числа 10012, 10022, 10032, . . . , 19972. На
кожному кроцi дозволяється стерти будь-якi три числа 𝑎, 𝑏 i 𝑐, i замiсть
них записати число 𝑎

3
(якщо 𝑎 6 𝑏 6 𝑐). Довести, що коли пiсля серiї

таких операцiй на дошцi залишиться лише одне число, то воно буде
менше за 2007.

IV Соросiвська олiмпiада, перший тур, 8 клас, 1997 р.

186. Знайти усi дiйснi значення 𝑥, для яких виконується рiвнiсть

[𝑥] +
1

{𝑥}
= {𝑥} +

1

[𝑥]

(тут [𝑥] —найбiльше цiле число, що не перевищує 𝑥; {𝑥} = 𝑥− [𝑥]).
IV Соросiвська олiмпiада, перший тур, 9 клас, 1997 р.

187. Нехай 𝑆 (𝑛) — сума цифр натурального числа 𝑛 (в десятковому
записi). Довести, що:

а) для довiльного натурального числа 𝑚 знайдеться таке натуральне
число 𝑎, що числа 𝑆 (𝑎) , 𝑆 (2𝑎) , 𝑆 (3𝑎) , . . . , 𝑆 (𝑚𝑎) усi парнi;
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б) не iснує такого натурального числа 𝑎, що 𝑆 (𝑘𝑎) парне для всiх
натуральних 𝑘.

IV Соросiвська олiмпiада, перший тур, 9 клас, 1997 р.

188. Знайти усi многочлени 𝑃 (𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами, для яких
при всiх дiйсних значеннях 𝑥 одночасно виконуються двi нерiвностi:

𝑃 (𝑥 + 1997) 6 𝑃 (𝑥) + 1997;

𝑃 (𝑥 + 1996) > 𝑃 (𝑥) + 1996.

IV Соросiвська олiмпiада, перший тур, 9 клас, 1997 р.

189. Нехай 𝑃 — точка перетину дiагоналей 𝐴𝐶 i 𝐵𝐷 вписаного в коло
чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Через точку 𝑃 проведена пряма, яка перетинає
сторону 𝐴𝐵 в точцi 𝐸, а сторону 𝐶𝐷— в точцi 𝐹 так, що 2𝑃𝐸

𝑃𝐹
−1 = 𝐴𝐸·𝐵𝐸

𝐷𝐹 ·𝐶𝐹
.

Довести, що 𝑃𝐸 = 𝑃𝐹 .
IV Соросiвська олiмпiада, перший тур, 10 клас, 1997 р.

190. Нехай
𝑓 (𝑥) =

7 |𝑥|
2 |sin1997𝑥| + 7|𝑥|4

+
3

|𝑥|3
.

Довести, що при всiх 𝑥 ̸= 0 виконується нерiвнiсть⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑥) +

1

2

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑥) − 1

2

⃒⃒⃒⃒
6

9

1 + |𝑥|3
.

IV Соросiвська олiмпiада, перший тур, 10 клас, 1997 р.

191. Чи можливо розфарбувати клiтинки квадрата 6 × 6 в чорний та
бiлий кольори таким чином, щоб кiлькiсть чорних клiтинок довiльного
квадрата 3 × 3 була бiльша за кiлькiсть бiлих клiтинок цього квадрата,
а кiлькiсть бiлих клiтинок довiльного квадрата 5 × 5 була бiльша за
кiлькiсть чорних клiтинок цього квадрата?

IV Соросiвська олiмпiада, другий тур, 9 клас, 1997 р.

192. Довести нерiвнiсть
1

ℎ𝑎 − 2𝑟
+

1

ℎ𝑏 − 2𝑟
+

1

ℎ𝑐 − 2𝑟
>

3

𝑟
,

де ℎ𝑎, ℎ𝑏, ℎ𝑐 — висоти деякого трикутника, а 𝑟— радiус кола, вписаного у
цей трикутник.

IV Соросiвська олiмпiада, другий тур, 9 клас, 1997 р.

193. Знайти всi функцiї 𝑓 , що визначенi на множинi всiх цiлих чисел
i приймають лише цiлi невiд’ємнi значення, задовольняючи умови:

1) 𝑓 (𝑚𝑛) = 𝑓 (𝑚) 𝑓 (𝑛);
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2) 𝑓 (𝑚 + 𝑛) 6 1997 (𝑓 (𝑚) + 𝑓 (𝑛));
3) 𝑓 (1997) = 0

для всiх цiлих значень 𝑚 та 𝑛.
IV Соросiвська олiмпiада, другий тур, 10 клас, 1997 р.

194. На площинi задано коло 𝜔 i точку 𝐴 зовнi нього. З точки 𝐴 до
кола 𝜔 проведено дотичнi 𝐴𝐵 i 𝐵𝐶 (𝐵 i 𝐶 — точки дотику). Точки 𝑃 i 𝑄
лежать на колi 𝜔, а точкa 𝑆 —на вiдрiзку 𝐵𝐶 так, що точки 𝐴, 𝑆, 𝑃 , 𝐶
лежать на колi 𝜔1, точки 𝐴, 𝑆, 𝐵, 𝑄—на колi 𝜔2. При якому положеннi
𝑆 кут ∠𝑃𝑆𝑄 має найбiльше значення? (Жоднi двi з точок 𝑃 , 𝑆, 𝑄, 𝐵, 𝐶
не спiвпадають. Кола 𝜔1, 𝜔2 i точки 𝑃 , 𝑄 не фiксованi.)

IV Соросiвська олiмпiада, другий тур, 10 клас, 1997 р.

195. Довести, що коли натуральнi числа 𝑚 i 𝑛 задовольняють
рiвнiсть 𝑚2 +𝑛2− 2 (1996 + 1997)𝑚𝑛 = 4𝑛, то число 1997𝑚+ 1 — квадрат
натурального числа.

IV Соросiвська олiмпiада, другий тур, 11 клас, 1997 р.

196. Про дiйснi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 вiдомо, що вони вiдмiннi вiд нуля i 𝑎2 −
𝑏𝑐 = 𝑏2−𝑎𝑐 = 𝑐2− 𝑏𝑐. Якi значення може приймати вираз 𝑎

𝑏+𝑐
+ 𝑏

𝑎+𝑐
+ 𝑐

𝑎+𝑏
?

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1997 р.

197. Правильний трикутник 𝐴𝐵𝐶 подiлено
на 36 однакових трикутникiв прямими, паралель-
ними його сторонам. У кожнiй з 28-ми вершин цих
трикутникiв знаходиться фiшка, один бiк якої
бiлий, а другий— чорний. Десять фiшок лежать
чорним боком догори (див. рис), а решта—
бiлим. За один крок дозволяється перевернути на
другий бiк фiшки, що лежать на однiй з прямих,
паралельних сторонам трикутника 𝐴𝐵𝐶, i хоча б одна iз фiшок цього
набору повинна бути на однiй з сторiн трикутника 𝐴𝐵𝐶. Яку найменшу
кiлькiсть вказаних крокiв треба зробити, щоб усi фiшки лежали бiлим
боком догори?

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1997 р.

198. Всерединi рiвнобедреного трикутника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 = 𝐵𝐶) взяли
точку 𝑀 так, що ∠𝑀𝐵𝐴 = 20∘, ∠𝑀𝐴𝐶 = 30∘, ∠𝑀𝐶𝐵 = 40∘. Знайти
кути трикутника 𝐴𝐵𝐶.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1997 р.
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199. Довести, що iснує натуральне число, куб якого закiнчується на
19 981 997.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1997 р.

200. Про цiле число 𝑛 вiдомо, що число 5𝑛 можна подати у виглядi
2𝑥2 + 3𝑦2, де 𝑥 та 𝑦—цiлi числа. Довести, що i числа 3𝑛 та 2𝑛 можна
подати в такому виглядi.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1997 р.

201. Знайти найменше число 𝜆, при якому для всiх невiд’ємних 𝑎, 𝑏,
𝑐 виконується нерiвнiсть

𝑎 + 𝑏 + 𝑐− 𝜆
√
𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 6

√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1997 р.

202. На дошцi зображено многокутник (не обов’язково опуклий),
кожна сторона якого не є вертикальною. Нехай 𝐴—кiлькiсть вершин
многокутника, для кожної з яких кут многокутника при цiй вершинi
менший за розгорнутий, i сторони цього кута лежать праворуч вiд
вертикальної прямої, що проходить через цю вершину. Нехай 𝐵 —
кiлькiсть вершин многокутника, для кожної з яких кут многокутника при
цiй вершинi менший за розгорнутий, i сторони цього кута лежать лiворуч
вiд вертикальної прямої, що проходить через цю вершину. Довести, що
𝐴−𝐵 = 1.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1997 р.

203. Всерединi рiвнобедреного трикутника 𝐴𝐵𝐶 з ∠𝐴𝐵𝐶 = 100∘

взято точку 𝐷 так, що ∠𝐴𝐵𝐷 = 25∘,∠𝐴𝐶𝐷 = 5∘. На продовженнi
променя 𝐵𝐴 за точку 𝐴 вiдмiтили точку 𝐸 так, що 𝐴𝐸 + 𝐶𝐷 = 𝐴𝐶. Чи
будуть перетинатися променi 𝐴𝐷 i 𝐸𝐶?

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1997 р.

204. Дано тетраедр 𝑆𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝑂—центр сфери, яка проходить
через вершину 𝑆 i перетинає ребра 𝑆𝐴, 𝑆𝐵, 𝑆𝐶 вiдповiдно у точках 𝐴1,
𝐵1, 𝐶1 таких, що навколо многогранника 𝐴𝐵𝐶𝐴1𝐵1𝐶1 можна описати
сферу. Довести, що пряма 𝑆𝑂 перпендикулярна до площини 𝐴𝐵𝐶.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1997 р.

205. Про дiйснi числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 вiдомо, що 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 2. Довести, що
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 6 2 + 𝑥𝑦𝑧.

IV Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1997 р.
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206. За якого найменшого натурального 𝑛 серед будь-яких 𝑛

послiдовних натуральних чисел знайдеться таке число, сума цифр якого
дiлиться на 7?

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 8 клас, 1998 р.

207. Доведiть, що для довiльних додатних чисел 𝑎, 𝑏 i 𝑐, для яких
𝑎𝑏𝑐 = 1, справедлива нерiвнiсть

1

𝑎3 + 𝑏3 + 1
+

1

𝑏3 + 𝑐3 + 1
+

1

𝑎3 + 𝑐3 + 1
6 1.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 8 клас, 1998 р.

208. В опуклому чотирикутнику 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдомо, що ∠𝐵𝐴𝐶 =

∠𝐷𝐵𝐶 = 30∘, ∠𝐵𝐶𝐴 = 20∘ i ∠𝐵𝐷𝐶 = 70∘. Доведiть, що 𝐴𝐵𝐶𝐷—
трапецiя.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 8 клас, 1998 р.

209. Чи iснують натуральнi числа 𝑛 i 𝑚 такi, що число
√︀
𝑛 +

√
𝑚 +

+
√︀

𝑚 +
√
𝑛 також натуральне?

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 8 клас, 1998 р.

210. На великому прийомi в посольствi зiбралося 1998 осiб. Вiдомо,
що серед довiльної четвiрки цих осiб знайдуться троє, якi знайомi один
з одним, або ж троє, якi один з одним незнайомi. Доведiть, що серед цих
людей можна знайти 999, якi або знайомi один з одним, або ж один з
одним незнайомi.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 8 клас, 1998 р.

211. Розв’яжiть рiвняння [19𝑥] + 98 [𝑥] = 1998.
V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

212. Декiлька мафiозi зiбралися на переговори за круглий стiл. Не
дiйшовши згоди, усi вони одночасно вихопили зброю i кожен єдиним
пострiлом застрелив когось з iнших. Балiстична експертиза виявила,
що кожнi два мафiозi, що сидiли за столом поруч, застрелили якихось
двох мафiозi, що теж сидiли за столом поруч. Доведiть, що якiсь два
мафiозi застрелили один одного, якщо вiдомо, що принаймнi в одного iз
застрелених влучила бiльш нiж одна куля1.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

1Автори задачi — Ясiнський В.А., Теплiнський О.Ю.,
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213. Вiдомо, що 𝑥3 + 1500𝑥 i 𝑥4 + 2000𝑥2 — цiлi числа. Доведiть, що 𝑥

також є цiлим числом.
V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

214. Доведiть, що для будь-яких додатних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 виконується
нерiвнiсть

𝑎2 + 𝑏𝑐

𝑎2 + 𝑎𝑏
+

𝑏2 + 𝑐𝑎

𝑏2 + 𝑏𝑐
+

𝑐2 + 𝑎𝑏

𝑐2 + 𝑐𝑎
> 3.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

215. Доведiть, що iснує безлiч натуральних чисел 𝑛 таких, що число[︀
2𝑛

𝑛

]︀
непарне.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

216. Площа кожного прямокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 i 𝑀𝑁𝐾

дорiвнює 𝑆, ∠𝐶 = ∠𝐾 = 90∘. Трикутники розташованi на площинi
так, що катети 𝐴𝐶 i 𝐾𝑀 лежать на однiй прямiй, точки 𝐵 i 𝑁 лежать по
один бiк вiд цiєї прямої, а променi [𝐶𝐴) i [𝐾𝑀) протилежно напрямленi.
Доведiть, що площа перетину цих трикутникiв не перевищує 2

3
𝑆.

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

217. Чи можна взяти на площинi скiнченну кiлькiсть точок так, щоб
виконувалися такi умови:

1) не iснує прямої, яка проходить через усi вiдмiченi точки;
2) якщо 𝐴, 𝐵, 𝐶 — вiдмiченi точки, якi не лежать на однiй прямiй, то

центр кола, що через них проходить, також вiдмiчена точка?
V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 9 клас, 1998 р.

218. Доведiть, що для правильного 1998-кутника 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴1998

виконується рiвнiсть 𝐴1𝐴668 = 𝐴1𝐴666 + . . . + 𝐴1𝐴2.
V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 10 клас, 1998 р.

219. Для яких значень 𝑑 iснує опуклий чотирикутник з такими
властивостями:

1) його периметр дорiвнює 1;
2) сума його дiагоналей дорiвнює 𝑑;
3) на кожнiй його сторонi можна вибрати по точцi (вiдмiннiй вiд

вершин) так, щоб обранi точки були вершинами квадрата?
V Соросiвська олiмпiада, I етап, 10 клас, 1998 р.
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220. Доведiть, що для чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 з вiдрiзка [0, 1] виконується
нерiвнiсть

𝑥√
1 + 𝑦𝑧

+
𝑦√

1 + 𝑧𝑥
+

𝑧√
1 + 𝑥𝑦

6
√︀

2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧).

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 10 клас, 1998 р.

221. Знайдiть усi можливi пари таких многочленiв 𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥) з
цiлими коефiцiєнтами, що 𝑄(0) = 0 i для всiх 𝑥 𝑃 (𝑄(𝑥)) = (𝑥− 1)(𝑥−
19)(𝑥− 199)(𝑥− 1998).

V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 10 клас, 1998 р.

222. Числа 1, 2,. . . , 1998 якимсь чином подiлено на 5 груп (серед яких
можуть бути i порожнi). Доведiть, що можна знайти 6 таких чисел 𝑎, 𝑏,
𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 , що належать однiй групi i задовольняють рiвнiсть 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =

𝑑 + 𝑒 + 𝑓 .
V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 10 клас, 1998 р.

223. Знайдiть усi функцiї двох змiнних 𝑓(𝑥, 𝑦), що визначенi для всiх
додатних 𝑥, 𝑦 i приймають додатнi значення та для всiх додатних 𝑥, 𝑦, 𝑧
задовольняють умови:

1) 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑧) = 𝑓(𝑥, 𝑦 + 𝑧 + 1); 2) 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑥𝑦.
V Соросiвська олiмпiада, перший етап, 10 клас, 1998 р.

224. Доведiть, що нерiвнiсть

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 > 𝑎
𝑐 + 1

𝑎 + 1
+ 𝑏

𝑎 + 1

𝑏 + 1
+ 𝑐

𝑏 + 1

𝑐 + 1

справедлива для довiльних додатних дiсних чисел 𝑎, 𝑏 i 𝑐.
V Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 1998 р.

225. У коло вписано два прямокутники 𝐴𝐵𝐶𝐷 i 𝐵𝑀𝐷𝑁 . На цьому
колi довiльно вибрано точку 𝑃 i через неї проведено двi прямi 𝑙1 та 𝑙2
так, що пряма 𝑙1 паралельна 𝐴𝐵, а пряма 𝑙2 паралельна 𝐵𝑀 . Позначимо
через 𝑄 i 𝑆 точки перетину 𝑙1 з 𝐴𝐷 i 𝐵𝐶 вiдповiдно, а через 𝑇 i 𝐹 —
точки перетину 𝑙2 з 𝐵𝑁 i 𝐷𝑀 вiдповiдно. Доведiть, що 𝑇𝑆 ⊥ 𝑄𝐹 .

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 1998 р.

226. На сторонах правильного трикутника 𝐴𝐵𝐶 зовнi його побудованi
трикутники 𝐴𝐶1𝐵, 𝐵𝐴1𝐶 i 𝐶𝐵1𝐴 такi, що ∠𝐶1𝐵𝐴 = ∠𝐵1𝐶𝐴 = 20∘,
∠𝐴1𝐵𝐶 = ∠𝐵1𝐴𝐶 = 25∘, ∠𝐶1𝐵𝐴 = ∠𝐴1𝐶𝐵 = 15∘. Знайдiть кути
трикутника 𝐴1𝐵1𝐶1.

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 1998 р.
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227. Доведiть нерiвнiсть

1

3
· 4

6
· 7

9
· . . . · 1996

1997
<

1

10 3
√

1999
.

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 1998 р.

228. У країнi, де налiчується 21998 жителiв, є 21997 страхових компанiй.
Чи можуть жителi обрати собi страховi компанiї так, щоб середнє
арифметичне кiлькостi клiєнтiв у компанiї дорiвнювало 21997, а для
довiльних двох компанiй — становила 21997 жителiв, якi є клiєнтами лише
однiєї з цих компанiй? (Одна людина може обрати собi кiлька страхових
компанiй, або не обирати жодної.)1

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 1998 р.

229. Про дiйснi числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 вiдомо, що 𝑥+𝑦+𝑧 = 5 та 𝑥2+𝑦2+𝑧2 = 9.
Доведiть, що

4 6 𝑥𝑦𝑧 6
112

27
.

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 1998 р.

230. Розв’яжiть рiвняння

𝑥− 1

1997
+

√︂
𝑥− 2

1996
+

3

√︂
𝑥− 3

1995
=

𝑥− 1997

1
+

√︂
𝑥− 1996

2
+

3

√︂
𝑥− 1995

3
.

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 1998 р.

231. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑— додатнi дiйснi числа такi, що 𝑎𝑏𝑐𝑑 = 1. Доведiть,
що

1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑏
+

1 + 𝑏𝑐

1 + 𝑐
+

1 + 𝑐𝑑

1 + 𝑑
+

1 + 𝑑𝑎

1 + 𝑎
> 4.

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 1998 р.

232. У просторi дано два ромби 𝐴𝐵𝐶𝐷 i 𝐸𝐹𝐺𝐻. Вiдомо, що:
1) площини (𝐴𝐵𝐶) i (𝐸𝐹𝐺) паралельнi;
2) вiдрiзок 𝐴𝐸 перпендикулярний до площин (𝐴𝐵𝐶) i (𝐸𝐹𝐺);
3) кути 𝐵𝐴𝐷 i 𝐹𝐸𝐻 рiвнi та однаково орiєнтованi (один i той же

поворот в просторi вiдносно прямої 𝐴𝐸 переводить 𝐵 в 𝐷 i 𝐹 в 𝐻).
Нехай 𝑃 i 𝑄— середини вiдрiзкiв 𝐵𝐻 та 𝐷𝐹 вiдповiдно. Доведiть,

що прямi 𝑃𝑄 i 𝐶𝐺— взаємно перпендикулярнi.
V Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 1998 р.

1Автори задачi — Ясiнський В.А., Некрашевич В. В.
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233. Нехай —множина, що складається з усiх натуральних чисел 𝑛,
для яких виконується нерiвнiсть{︁

𝑛
√

2
}︁

+
{︁√

2
}︁
> 1.

Усi числа з виписано в порядку зростання. Яке чиcло стоїть у цiй
послiдовностi на 1998-му мiсцi?

V Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 1998 р.

234. Через вершини 𝐵 i 𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 провели коло, яке
перетинає сторони 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 вiдповiдно в точках 𝑀 i 𝑁 . Через вершину
𝐴 провели пряму 𝑙 так, що вона перетинає коло, описане навколо
трикутника 𝐴𝐵𝐶 в точцi 𝑃 , а пряму 𝑀𝑁 — в точцi 𝐾 (𝐾 лежить зовнi
описаного кола). Доведiть, що точки 𝑃 , 𝐾, 𝐵, 𝑀 лежать на одному колi.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1998 р.

235. Доведiть, що для натурального числа 𝑛 > 1 число (𝑛−1)!
𝑛(𝑛+1)

буде
цiлим парним числом тодi i лише тодi, коли 𝑛 та 𝑛 + 1 є складеними
числами. (Тут використане позначення 𝑘! = 1 · 2 · 3 · . . . · (𝑘 − 1) · 𝑘).

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1998 р.

236. Серед перших десяти тисяч натуральних чисел скiльки є таких,
якi закiнчуються нулем i можуть бути поданi у виглядi 5𝑛 + 6𝑚 + 7𝑘, де
𝑚, 𝑛, 𝑘—натуральнi числа?

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1998 р.

237. Про функцiю 𝑓 , яка визначена на множинi всiх дiйсних чисел
i приймає дiйснi значення, вiдомо, що 𝑓 (𝑥) =

√
2𝑥− 𝑥2 для 0 6 𝑥 6 2

та 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥 + 2) для всiх 𝑥 ∈ R. Доведiть, що для дiйсних чисел
𝑥1, 𝑥2,. . . , 𝑥𝑛 таких, що 𝑥1 + 𝑥2 + . . . + 𝑥𝑛 = 1, виконується нерiвнiсть
𝑓 (𝑥1) + 𝑓 (𝑥2) + . . . + 𝑓 (𝑥𝑛) > 1.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1998 р.

238. Доведiть, що якщо всерединi гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶

iснує точка 𝑃 така, що ∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝑃𝐶𝐵, ∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐴𝐶, то 𝐴𝐵 <√
2𝐴𝐶.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1998 р.

239. Знайдiть усi функцiї 𝑓 , що визначенi на множинi всiх дiйсних
чисел i приймають дiйснi значення та для яких 𝑓 (𝑥 + 𝑦) = max (𝑓 (𝑥) , 𝑦)+

min (𝑥, 𝑓 (𝑦)) для всiх дiйсних 𝑥, 𝑦. Тут max(𝑎, 𝑏) i min(𝑎, 𝑏) позначають
вiдповiдно бiльше та менше з чисел 𝑎, 𝑏.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1998 р.
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240. Про дiйснi числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 вiдомо, що 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0. Доведiть, що
виконується така нерiвнiсть: arctg 𝑥 · arctg 𝑦 + arctg 𝑦 · arctg 𝑧 + arctg 𝑧 ·
arctg 𝑥 6 0.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1998 р.

241. Всерединi гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдмiчено точки 𝑀 i
𝑁 так, що ∠𝐵𝑀𝐶 = 90∘, ∠𝑀𝐵𝐴 = ∠𝑁𝐵𝐶, ∠𝑀𝐶𝐴 = ∠𝑁𝐶𝐵. З точки
𝑁 опущено перпендикуляри 𝑁𝑃 i 𝑁𝑄 на сторони 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 вiдповiдно.
Доведiть, що 𝐴𝑀 ⊥ 𝑃𝑄.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1998 р.

242. Знайдiть усi трiйки натуральних чисел (𝑘, 𝑙,𝑚), що задоволь-
няють умову 𝑘𝑙𝑚𝑙𝑚

𝑘
𝑚𝑘𝑙 = 19981997𝑘𝑙𝑚. (Тут вважаємо 𝑎𝑏

𝑐
= 𝑎(𝑏

𝑐).)
V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1998 р.

243. Вiдомо, що для даного натурального числа 𝑛 iснують рацiональнi
числа 𝑝 i 𝑞 такi, що 3

√
𝑛 = 𝑝 + 𝑞 3

√
3. Доведiть, що 𝑛 = 𝑘3 або 𝑛 = 3𝑘3 для

деякого натурального 𝑘.
V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1998 р.

244. Нехай 𝜎— сфера, описана навколо довiльного тетраедра 𝐴𝐵𝐶𝐷,
𝜎𝐴, 𝜎𝐵, 𝜎𝐶 , 𝜎𝐷 — сфери, що вписанi в триграннi кути тетраедра з
вершинами 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 вiдповiдно та дотикаються внутрiшнiм чином до
𝜎 в точках 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1, 𝐷1 вiдповiдно. Доведiть, що прямi 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1,
𝐷𝐷1 перетинаються в однiй точцi.

V Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1998 р.

245. Нехай 𝑝, 𝑞, 𝑟—простi числа такi, що 2𝑝 > 𝑞, 𝑞 > 2𝑟 i 𝑞 > 𝑝 + 𝑟.
Доведiть, що 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 > 20.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 1999 р.

246. Нехай 𝐶𝐻 — висота трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑂— центр кола, описаного
навколо нього. Точка 𝑇 —проекцiя точки 𝐶 на пряму 𝐴𝑂. Доведiть, що
пряма 𝑇𝐻 дiлить сторону 𝐵𝐶 навпiл.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 1999 р.

247. Розв’яжiть у натуральних числах таку систему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎4 + 14𝑎𝑏 + 1 = 𝑛4,

𝑏4 + 14𝑏𝑐 + 1 = 𝑚4,

𝑐4 + 14𝑐𝑎 + 1 = 𝑘4.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 1999 р.
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248. Доведiть, що для будь-яких додатних дiйсних 𝑥 та 𝑦 виконується
нерiвнiсть

1

(𝑥 + 𝑦)2
+

1

𝑥2
+

1

𝑦2
>

9

4𝑥𝑦

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 1999 р.

249. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 — опуклий шестикутник, протилежнi сторони
якого попарно рiвнi, а точки 𝑀 , 𝑁 , 𝐾, 𝐿, 𝑃 , 𝑄— середини сторiн 𝐴𝐵,
𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐸, 𝐸𝐹 , 𝐹𝐴 вiдповiдно. Доведiть, що коли 𝑀𝑁 +𝐾𝐿+𝑃𝑄 =

𝑁𝐾 + 𝑃𝐿 + 𝑀𝑄, то прямi 𝑄𝐾, 𝑁𝑃 , 𝑀𝐿 перетинаються в однiй точцi.
VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 1999 р.

250. Кожна точка площини пофарбована в один iз 1999 кольорiв.
Доведiть, що на цiй площинi iснують чотири прямi загального положення
(жоднi двi з яких не паралельнi i жоднi три з яких не перетинаються в
однiй точцi), всi шiсть точок перетину яких одноколiрнi.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 1999 р.

251. Розв’яжiть рiвняння [𝑥] {𝑥} = 1999𝑥.
VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 9 клас, 1999 р.

252. Чи iснує функцiя 𝑓 , що задовольняє обидвi такi умови:
1) якщо 𝑥 ̸= 𝑦, то 𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑦); 2) для всiх дiйсних 𝑥 правильна

нерiвнiсть 𝑓 (𝑥2 − 1998𝑥) − 𝑓 2 (2𝑥− 1999) > 1
4
?

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 9 клас, 1999 р.

253. Через довiльну внутрiшню точку 𝐾 трапецiї 𝐴𝐵𝐶𝐷 проведена
пряма, що перетинає основи 𝐵𝐶 i 𝐴𝐷 в точках 𝑃 i 𝑄 вiдповiдно. Кола,
описанi навколо трикутникiв 𝐵𝑃𝐾 i 𝐷𝑄𝐾, перетинаються, крiм точки
𝐾, ще й у точцi 𝐿. Доведiть, що точка 𝐿 лежить на дiагоналi 𝐵𝐷.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 9 клас, 1999 р.

254. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 —дiйснi числа з iнтервалу (0, 1). Доведiть, що

1

𝑥 (1 − 𝑦)
+

1

𝑦 (1 − 𝑧)
+

1

𝑧 (1 − 𝑥)
>

3

𝑥𝑦𝑧 + (1 − 𝑥) (1 − 𝑦) (1 − 𝑧)
.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 9 клас, 1999 р.

255. Доведiть, що для кожного цiлого числа 𝑛 > 1 iснує таке дiйсне
число 𝛼, що для будь-якого цiлого 𝑚 > 1 число [𝛼𝑚] + 1 дiлиться на 𝑛.

VI Соросiвська олiмпiада, I етап, 10 клас, 1999 р.
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256. На сторонах 𝐵𝐶 i 𝐴𝐶 рiвнобедреного трикутника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 =

𝐵𝐶) вiдмiтили точки 𝐸 i 𝐷 вiдповiдно так, що 𝐷𝐸 ‖ 𝐴𝐵. На продовженi
сторони 𝐶𝐵 за точку 𝐵 довiльним чином вiдмiтили точку 𝐾. Нехай 𝑃 —
це точка перетину прямих 𝐴𝐵 i 𝐾𝐷, 𝑄— точка перетину прямих 𝐴𝐾 i
𝐷𝐸. Доведiть, що 𝐶𝐴— бiсектриса ∠𝑃𝐶𝑄.

VI Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 1999 р.

257. Нехай 𝛽 —дане дiйсне число. Послiдовнiсть цiлих чисел 𝑎1, 𝑎2,
𝑎3,. . . є такою, що 𝑎1 = (𝛽] i 𝑎𝑛+1 = (𝑎𝑛 + 𝛽] для всiх 𝑛 > 1. Доведiть, що
сума 𝑎1 + 𝑎2

2
+ 𝑎3

3
+ . . . + 𝑎𝑛

𝑛
є цiлим числом для будь-якого натурального

𝑛. (Через (𝑥] позначається найменше цiле число, що бiльше або рiвне 𝑥.)
VI Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 1999 р.

258. Для дiйсного числа 𝛼 позначимо через (𝛼] найменше цiле число,
яке не менше за 𝛼. Знайдiть усi дiйснi значення 𝑥, при яких виконується
рiвнiсть

(sin𝑥]2 + (cos𝑥]2 = | tg 𝑥| + | ctg 𝑥|.

VI Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 1999 р.

259. Знайдiть усi функцiї 𝑓 , що вiдображають множину дiйсних чисел
у множину дiйсних чисел, задовольняючи наступнi умови:

1) |𝑓(𝑥)| > 1,
2) 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)+𝑓(𝑦)

1+𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)
для всiх дiйсних значень 𝑥 та 𝑦.

VI Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 1999 р.

260. На колi 𝜔 вiдмiтили двi рiзнi точки 𝐴 i 𝐵. Розглядаються всi
точки 𝑋 кола 𝜔, вiдмiннi вiд 𝐴 i 𝐵. Нехай 𝑌 — середина хорди 𝐴𝑋, а 𝑍 —
проекцiя точки 𝐴 на пряму 𝐵𝑋. Доведiть, що всi прямi 𝑌 𝑍 проходять
через певну фiксовану точку, яка не залежить вiд вибору точки 𝑋.

VI Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 1999 р.

261. Знайдiть усi многочлени 𝑃 (𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами такi, що
для всiх дiйсних 𝑥 виконується рiвнiсть (1 + 2𝑥)𝑃 (2𝑥) = (1 + 21999𝑥)𝑃 (𝑥).

VI Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 1999 р.

262. Яке з двох чисел бiльше:
√

1997 + 2
√

1999 + 2
√

2001 +
√

2003 чи
2
√

1998 + 2
√

2000 + 2
√

2002?
VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1999 р.

263. Нехай 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — точки дотику вписаного кола в гострокутний
трикутник 𝐴𝐵𝐶 (𝐴1 — точка дотику зi стороною 𝐵𝐶 i т. д.), а 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2 —
точки перетину висот трикутникiв 𝐴𝐵1𝐶1, 𝐴1𝐵𝐶1 i 𝐴1𝐵1𝐶 вiдповiдно.
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Доведiть, що прямi 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 i 𝐶1𝐶2 перетинаються в однiй точцi.
VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1999 р.

264. Послiдовнiсть цiлих чисел 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . така, що 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 2 i
для кожного натурального 𝑛 > 1

𝑎𝑛+2 =

{︃
2001𝑎𝑛+1 − 1999𝑎𝑛, якщо добуток 𝑎𝑛+1𝑎𝑛 —парне число,

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛, якщо добуток 𝑎𝑛+1𝑎𝑛 —непарне число.

Чи iснує таке натуральне 𝑚, що 𝑎𝑚 = 2000?
VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 1999 р.

265. Знайдiть усi дiйснi функцiї дiйсного аргументу 𝑓 такi, що для
будь-яких 𝑥, 𝑦 i 𝑧 має мiсце рiвнiсть 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑥𝑦𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 +

𝑥𝑧 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑧.

VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1999 р.

266. Кола 𝜔1 i 𝜔2 перетинаються в двох точках: 𝐴 i 𝐵. На колi 𝜔2

взято точку 𝐶 таким чином, що 𝐶𝐴— дотична до кола 𝜔1. Через точку 𝐴

проведено пряму, яка перетинає кола 𝜔1 i 𝜔2 в точках 𝑀 i 𝑁 вiдповiдно,
вiдмiнних вiд точки 𝐴. Точка 𝑃 — середина вiдрiзка 𝐴𝐶, 𝑄— середина
𝑀𝑁 , а 𝑆 — точка перетину прямої 𝐵𝑄 з колом 𝜔1, вiдмiнна вiд точки 𝐵.
Доведiть, що прямi 𝐴𝑆 i 𝑃𝑄 паралельнi.

VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 1999 р.

267. Знайдiть суму всiх можливих добуткiв натуральних чисел
вигляду 𝑘1𝑘2 . . . 𝑘999, де в кожному добутку 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘999 6 1999, i
не знайдуться 𝑘𝑖 та 𝑘𝑗 такi, що 𝑘𝑖 + 𝑘𝑗 = 1999.

VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1999 р.

268. Нехай 𝑛 > 2 та 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 —дiйснi числа з вiдрiзка
[︀
1;
√

2
]︀
.

Доведiть, що виконується нерiвнiсть√︀
𝑥2
1 − 1

𝑥2

+

√︀
𝑥2
2 − 1

𝑥3

+ . . . +

√︀
𝑥2
𝑛 − 1

𝑥1

6

√
2

2
𝑛.

VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1999 р.

269. Три сфери 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 перетинаються по одному колу 𝜔. Нехай
𝐴—довiльна точка, що лежить на колi 𝜔. Промiнь 𝐴𝐵 перетинає сфери
𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 в точках 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 вiдповiдно, промiнь 𝐴𝐶 перетинає сфери
𝜎1, 𝜎2, 𝜎3 в точках 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 вiдповiдно (𝐵𝑖 ̸= 𝐴, 𝐶𝑖 ̸= 𝐴, 𝑖 = 1, 2, 3).
Вiдомо, що 𝐵2 — середина вiдрiзка 𝐵1𝐵3. Доведiть, що 𝐶2 — середина
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вiдрiзка 𝐶1𝐶3.
VI Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 1999 р.

270. Розв’яжiть систему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1998𝑥 + 1999𝑦 = (𝑥− 𝑦)2,

1999𝑦 + 2000𝑧 = (𝑦 − 𝑧)2,

2000𝑧 + 1998𝑥 = (𝑧 − 𝑥)2.

VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 2000 р.

271. Знайдiть усi додатнi числа 𝑥, якi задовольняють рiвнiсть 𝑥[𝑥] +

+ [𝑥]{𝑥} + {𝑥}𝑥 = 2000.
VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 2000 р.

272. Нехай 𝑀 i 𝑁 — вiдповiдно середини сторiн 𝐵𝐶 i 𝐴𝐷 опуклого
чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑃 — точка перетину вiдрiзкiв 𝐴𝑀 i 𝐵𝑁 , 𝑄—
точка перетину вiдрiзкiв 𝐷𝑀 i 𝐶𝑁 . Доведiть, що пряма 𝑃𝑄 дiлить
вiдрiзок 𝑀𝑁 навпiл тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть 𝐴𝑃

𝑃𝑀
+

𝐵𝑃
𝑃𝑁

+ 𝐶𝑄
𝑄𝑁

+ 𝐷𝑄
𝑄𝑀

= 4.
VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 8 клас, 2000 р.

273. Знайдiть усi трiйки дiйсних чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, якi задовольняють
рiвняння 2

(︀√
𝑥 +

√
𝑦 − 1 +

√
𝑧 − 2 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧

)︀
.

VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 9 клас, 2000 р.

274. доведiть, що для будь-яких дiйсних додатних чисел 𝑥 та 𝑦

виконується нерiвнiсть

(𝑥 + 𝑦)16

𝑥9𝑦7
>

1616

99 · 77

VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 9 клас, 2000 р.

275. Нехай ℎ𝑎, ℎ𝑏, ℎ𝑐 — висоти трикутника, 𝑟—радiус вписаного в
нього кола. Доведiть, що виконується нерiвнiсть

ℎ𝑎 + 𝑟

ℎ𝑎 − 𝑟
+

ℎ𝑏 + 𝑟

ℎ𝑏 − 𝑟
+

ℎ𝑐 + 𝑟

ℎ𝑐 − 𝑟
> 6.

VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 10 клас, 2000 р.

276. Нехай 𝑑1, 𝑑2,. . . , 𝑑𝑘 —усi такi дiльники натурального числа 𝑛,
що 1 = 𝑑1 < 𝑑2 < . . . < 𝑑𝑘 = 𝑛. Знайдiть усi натуральнi числа 𝑛, для яких
𝑘 > 4 i виконується рiвнiсть 𝑛 = 𝑑1 + 𝑑22 + 𝑑33 + 𝑑44.

VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 10 клас, 2000 р.
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277. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — точки дотику вписаного
в нього кола до сторiн 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 вiдповiдно. На променях 𝐴𝐵 i
𝐴𝐶 взято точки 𝐶𝐵, 𝐵𝐶 вiдповiдно так, що 𝐴𝐶𝐵 = 𝐶𝐴1, 𝐴𝐵𝐶 = 𝐵𝐴1.
позначимо через 𝐼𝐴 пряму, що проходить через точку 𝐴 перпендикулярно
до 𝐵𝐶𝐶𝐵. Аналогiчно визначаються прямi 𝐼𝐵 (при цьому в попереднiх
позначеннях зроблена така замiна: 𝐴 → 𝐵, 𝐵 → 𝐶, 𝐶 → 𝐴) та 𝐼𝐶
(зроблена така замiна: 𝐴 → 𝐶, 𝐶 → 𝐵, 𝐵 → 𝐴). Доведiть, що прямi 𝐼𝐴,
𝐼𝐵, 𝐼𝐶 перетинаються в однiй точцi.

VII Соросiвська олiмпiада, I етап, 10 клас, 2000 р.

278. Нехай 𝐻 — точка перетину висот трикутника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐵 ̸= 𝐴𝐶).
позначимо через 𝑀 i 𝑁 середини вiдрiзкiв 𝐵𝐶 i 𝐴𝐻 вiдповiдно, а через
𝐾 — точку перетину прямої 𝑀𝑁 з бiсектрисою кута 𝐵𝐴𝐶. Доведiть, що
∠𝐴𝐾𝐻 = 90∘.

VII Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 2000 р.

279. Знайдiть усi пари (𝑎, 𝑏) натуральних чисел 𝑎 i 𝑏 такi, що число
4𝑎2𝑏4 − 4𝑎 + 𝑏2 є квадратом цiлого числа.

VII Соросiвська олiмпiада, II етап, 9 клас, 2000 р.

280. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶. Точка 𝑂—центр
описаного кола, точка 𝐼 —центр вписаного кола трикутника. Точка 𝐷

лежить на сторонi 𝐵𝐶, причому прямi 𝐷𝐼 та 𝐴𝐵 паралельнi. Доведiть,
що прямi 𝐷𝑂 i 𝐶𝐼 перпендикулярнi.

VII Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 2000 р.

281. Про квадратний тричлен iз старшим коефiцiєнтом 1 вiдомо,
що вiн має два цiлi коренi i що його значення в точцi 2000 дорiвнює
простому числу 𝑝. Знайдiть найбiльше значення цього тричлена на
вiдрiзку [1999; 2001]1.

VII Соросiвська олiмпiада, II етап, 10 клас, 2000 р.

282. Розв’яжiть нерiвнiсть

𝑥

𝑥 + 1
+

2𝑥

(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)
+

3𝑥

(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)(3𝑥 + 1)
+ . . .+

+
2000𝑥

(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1) . . . (2000𝑥 + 1)
> 1.

VII Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 2000 р.

1Автори задачi — Теплiнський О.Ю., Ясiнський В. А.
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283. Про дiйснi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 та 𝑥, 𝑦, 𝑧 вiдомо, що

𝑎+𝑏+𝑐 = 𝑥+𝑦+𝑧 = 𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑧 = 0, 𝑎2 +𝑏2 +𝑐2 ̸= 0, 𝑥2 +𝑦2 +𝑧2 ̸= 0.

Знайдiть всi можливi значення виразу 𝑎2

𝑎2+𝑏2+𝑐2
+ 𝑥2

𝑥2+𝑦2+𝑧2
.

VII Соросiвська олiмпiада, II етап, 11 клас, 2000 р.

284. Через точку, розташовану всерединi круга радiуса 𝑅, провели двi
взаємно перпендикулярнi хорди, кожна з яких знаходиться на вiдстанi 𝑎
вiд центра круга. Знайдiть площу середньої за значенням частини круга.

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 2000 р.

285. Всерединi прямокутної трапецiї 𝐴𝐵𝐶𝐷 (∠𝐵 = ∠𝐶 = 90∘)
вiдмiтили таку точку 𝑀 , що 𝐴𝑀 = 𝐴𝐵 i 𝐷𝑀 = 𝐷𝐶. Нехай 𝑃 i 𝑄—
проекцiї точок 𝐵 i 𝐶 на пряму 𝐴𝐷. Доведiть, що трикутник 𝑃𝑀𝑄—
рiвнобедрений.

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 9 клас, 2000 р.

286. Розв’яжiть систему рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
tg 𝑥 + 3 ctg 𝑥 = 2 tg 𝑦,

tg 𝑦 + 3 ctg 𝑦 = 2 tg 𝑧,

tg 𝑧 + 3 ctg 𝑧 = 2 tg 𝑥.

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 2000 р.

287. Знайдiть усi простi числа 𝑝, для яких числа 𝑝+1
2

i 𝑝2+1
2

є точними
квадратами.

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 2000 р.

288. Доведiть, що для довiльних додатних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧, для
яких 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, виконується нерiвнiсть

𝑎𝑥2

𝑏 + 𝑐
+

𝑏𝑦2

𝑐 + 𝑎
+

𝑐𝑧2

𝑎 + 𝑏
+

1

2
> 2(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥).

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 2000 р.

289. Чотири променi на площинi мають спiльний початок. Вони
перетинають пряму 𝑙 у чотирьох рiзних точках, вiдтинаючи з неї три
вiдрiзки. довжини двох крайнiх iз цих вiдрiзкiв дорiвнюють 𝑥 та 𝑦.
Знайдiть довжину середнього, якщо вiдомо, що з якоїсь прямої 𝑙0 цi самi
чотири променi аналогiчним чином вiдтинають три рiвнi вiдрiзки1.

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 2000 р.

1Автори задачi — Теплiнський О.Ю., Ясiнський В. А.
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290. Множину всiх десятицифрових чисел, записаних лише цифрами
1, 2, 3, розбили на пiдмножини 𝐴, 𝐵 i 𝐶 таким чином, що кожнi два
числа, вiдмiннi мiж собою в усiх десяти розрядах водночас, належать до
рiзних пiдмножин. Вiдомо, що число 1 111 111 111 належить пiдмножинi
𝐴, числа 1 112 111 111 i 2 222 222 222 — пiдмножинi 𝐵. до якої з пiдмножин
належить число 1 231 231 231?

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 10 клас, 2000 р.

291. Функцiя 𝑓 : [0; 1] → [0; 1] така, що

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 6 1

2
(|𝑥− 𝑓(𝑥)| + |𝑦 − 𝑓(𝑦)|)

для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ [0; 1]. Вiдомо, що кожне з рiвнянь 𝑓(𝑥) = 0 та 𝑓(𝑥) = 1

має хоча б один корiнь. Знайдiть усi коренi рiвняння 𝑓(𝑥) = 𝑥.
VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 2000 р.

292. Всерединi квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷, довжина сторони якого дорiвнює 1,
довiльним чином вiдмiтили точки 𝑃 i 𝑄. Доведiть, що

√
2(𝑃𝐴 + 𝑄𝐶) + 𝑃𝑄 + 𝑃𝐵 + 𝑄𝐷 >

√
10.

VII Соросiвська олiмпiада, фiнальний етап, 11 клас, 2000 р.

Задачi вiдкритих олiмпiад Рiшельєвського
лiцею

293. Чи може серед чотирьох невiд’ємних чисел, сума яких дорiвнює
1, а сума квадратiв не перевищує 1

3
, мiститися принаймнi одне число,

бiльше вiд 1
2
?

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2001 р.

294. Знайдiть усi 𝑥 ∈ R, для яких виконується нерiвнiсть:

𝑥2 6 [2𝑥] · {2𝑥}.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2002 р.

295. Знайдiть усi 𝑥 ∈ R, для яких:

tg 𝑥 6 tg(𝑥 + 1) 6 tg(𝑥 + 2) 6 tg(𝑥 + 3).

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2002 р.
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296. Доведiть, що для будь-якого 𝑛 ∈ N iснує таке 𝑚 ∈ N, що число
2002𝑚2 + 2003𝑚 + 1 дiлиться без остачi на 2𝑛.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2002 р.

297. Доведiть, що для довiльних додатних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 виконується
нерiвнiсть:

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) +

(︂
𝑏

𝑎
+

𝑐

𝑏
+

𝑎

𝑐

)︂
+

(︂
1

𝑎𝑏
+

1

𝑏𝑐
+

1

𝑐𝑎

)︂
> 6 +

(︂
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐

)︂
.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2002 р.

298. Знайдiть усi 𝑛 ∈ N, для яких виконується рiвнiсть
[︀√

2𝑛
]︀

=
[︀
3𝑛
2

]︀
.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2002 р.

299. Знайдiть усi такi пари натуральних чисел 𝑎 i 𝑏, що числа 𝑏2+𝑎
𝑎2−𝑏

i
𝑎2+𝑏
𝑏2−𝑎

є цiлими.
Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2003 р.

300. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, у якому 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶. На його сторонах 𝐴𝐶

i 𝐵𝐶 вiдмiчено точки 𝐷 i 𝐹 вiдповiдно так, що 𝐴𝐷 = 𝐹𝐷 i 𝐶𝐷 6 𝐶𝐹 .
Нехай точка 𝑀 — середина вiдрiзка 𝐵𝐹 , а 𝐸 — точка перетину прямих
𝐴𝐵 i 𝐷𝑀 . Доведiть, що ∠𝐵𝐸𝐹 = ∠𝐷𝐴𝐹 .

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2003 р.

301. Вiдрiзок 𝐴𝐿— бiсектриса трикутника 𝐴𝐵𝐶. Дотична до описа-
ного кола трикутника 𝐴𝐵𝐿, проведена через точку 𝐵, перетинає в точцi
𝐾 дотичну до описаного кола трикутника 𝐴𝐶𝐿, проведену через точку
𝐶. Доведiть, що точки 𝐴, 𝐿 i 𝐾 лежать на однiй прямiй.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2004 р.

302. Знайдiть усi такi трiйки натуральних чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, що
справджується рiвнiсть

(︀
1 + 1

𝑥

)︀ (︁
1 + 1

𝑦

)︁ (︀
1 + 1

𝑧

)︀
= 2.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2004 р.

303. Трикутник розташовано всерединi квадрата так, що центр
квадрата лежить зовнi цього трикутника, а на сторонах квадрата немає
жодної вершини трикутника. Доведiть, що довжина однiєї iз сторiн
трикутника менша вiд довжини сторони квадрата.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2004 р.

304. Доведiть, що iснує безлiч таких функцiй 𝑓 : Z → Z, що для всiх
𝑥 ∈ Z виконується рiвнiсть: 𝑓(𝑓(𝑥)) = −𝑥.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2004 р.
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305. Усерединi трикутника 𝐴𝐵𝐶 на його медiанi 𝐵𝑀 обрано точку 𝑁 .
Нехай 𝐾 = 𝐴𝑁 ∩𝐵𝐶, 𝐿 = 𝐶𝑁 ∩𝐴𝐵. Вiдомо, що навколо чотирикутника
𝐵𝐾𝑁𝐿 можна описати коло. Доведiть, що пряма 𝐴𝐶 є спiльною
дотичною до кiл, описаних навколо трикутникiв 𝐴𝐵𝑁 i 𝐶𝐵𝑁 .

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2004 р.

306. Усерединi опуклого чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдмiчено таку точку
𝐹 , що ∠𝐹𝐴𝐵 = ∠𝐹𝐷𝐶 i ∠𝐹𝐵𝐴 = ∠𝐹𝐶𝐷. Нехай 𝐹𝑀 i 𝐹𝑁 — висоти
трикутникiв 𝐹𝐴𝐵 i 𝐹𝐶𝐷 вiдповiдно. Доведiть, що пряма, яка проходить
через середини сторiн 𝐵𝐶 i 𝐴𝐷, дiлить вiдрiзок 𝑀𝑁 навпiл.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2005 р.

307. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 такi додатнi дiйснi числа, що 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1. Доведiть,
що:

3𝑎− 1

1 − 𝑎2
+

3𝑏− 1

1 − 𝑏2
+

3𝑐− 1

1 − 𝑐2
> 0.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2005 р.

308. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶, у якому 𝐴𝐵 ̸= 𝐴𝐶. На його сторонах
𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 вiдмiчено точки 𝑀 i 𝑁 вiдповiдно так, що 𝐵𝑀 = 𝐶𝑁 . Описане
коло трикутника 𝐴𝑀𝑁 перетинає описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 в точцi
𝐷, вiдмiннiй вiд 𝐴. Доведiть, що 𝐷𝑀 = 𝐷𝑁 .

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2006 р.

309. Миколка прагне пофарбувати якомога бiльше клiтинок клiтча-
стої дошки розмiром 2007 × 2007. За один крок йому дозволяється
фарбувати вiдрiзу двi ще непофарбованi клiтинки, котрi мають рiвно
одну спiльну вершину, але якi не утворюють квадрата розмiром 2 × 2 з
iншою парою клiтинок, пофарбованих одночасно на одному з попереднiх
крокiв. Визначте, яку найбiльшу кiлькiсть клiтинок зумiє пофарбувати
Миколка з дотриманням таких вимог.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2006 р.

310. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 такi додатнi дiйснi числа, що 𝑥𝑦𝑧 = 1. Доведiть,
що:

𝑥2
(︀
𝑦4 − 𝑦

)︀
+ 𝑦2

(︀
𝑧4 − 𝑧

)︀
+ 𝑧2

(︀
𝑥4 − 𝑥

)︀
> 0.

Вiдкрита олiмпiада Рiшельєвського лiцею, 2006 р.
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Задачi комплексної олiмпiади з математики,
фiзики, iнформатики «Турнiр чемпiонiв»

311. Чи iснує таке натуральне число 𝑛, для якого добуток

(1 + 12 + 14)(1 + 22 + 24)(1 + 32 + 34) . . . (1 + 𝑛2 + 𝑛4)

є квадратом цiлого числа?
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2009 р.

312. Розв’язати систему рiвнянь:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√
𝑥− 1

𝑦
= 26

9
,

√
𝑦 − 1

𝑧
= 26

9
,

√
𝑧 − 1

𝑥
= 26

9
.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2009 р.

313. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 такi додатнi дiйснi числа, що 𝑎𝑏𝑐 = 1. Доведiть, що:

(𝑎2 + 𝑎 + 1)(𝑏2 + 𝑏 + 1)(𝑐2 + 𝑐 + 1) > 3(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎).

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2009 р.

314. Для множини невiд’ємних цiлих чисел 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘}, 𝑘 > 2

позначимо через 𝐴+𝐴—множину всiх чисел виду 𝑎𝑖 +𝑎𝑗 , а через 𝐴−𝐴—
множину всiх чисел виду 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗, де 𝑖 та 𝑗 пробiгають всi можливi
цiлi значення вiд 1 до 𝑘. Наприклад, для 𝐴 = {1, 2, 3, 4} матимемо:
𝐴 + 𝐴 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, а 𝐴 − 𝐴 = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}. Чи може
трапитися так, що число елементiв в 𝐴 + 𝐴 буде бiльшим за число
елементiв в 𝐴− 𝐴?

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2009 р.

315. а) Чи iснує два рiвних дев’ятикутники, всi вершини яких
спiвпадають, але жоднi двi сторони не спiвпадають?

б) Чи iснує три рiвних дев’ятикутники, всi вершини яких спiвпадають,
але жоднi двi сторони не спiвпадають?

(Нагадаємо, що многокутником на площинi називають просту (без
самоперетинiв) замкнену ламану, сусiднi ланки якої не лежать на однiй
прямiй.)

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2009 р.
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316. Обчислiть добуток:

(
√

3 + tg 1∘) · (
√

3 + tg 2∘) · . . . · (
√

3 + tg 29∘) · (
√

3 + tg 30∘).

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2010 р.

317. Чи iснує таке просте трицифрове число 𝑎𝑏𝑐, для якого 𝑏2 − 4𝑎𝑐—
квадрат цiлого числа?

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2010 р.

318. На сторонах 𝐴𝐵 i 𝐵𝐶 довiльно вiдмiтили точки𝑀 i𝑁 вiдповiдно.
Нехай 𝑃 — точка перетину вiдрiзкiв 𝐴𝑁 i 𝐵𝑀 . Крiм цього, вiдмiтили
точки 𝑄 i 𝑅 так, що чотирикутники 𝑀𝐶𝑁𝑄 i 𝐴𝐶𝐵𝑅—паралелограми.
Доведiть, що точки 𝑃 , 𝑄 i 𝑅 лежать на однiй прямiй.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2010 р.

319. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа. Доведiть нерiвнiсть:

𝑎

𝑏(𝑏 + 𝑐)2
+

𝑏

𝑐(𝑐 + 𝑎)2
+

𝑐

𝑎(𝑎 + 𝑏)2
>

9

4(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎)
.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2010 р.

320. Зайдiть усi такi функцiї 𝑓 , якi визначеннi на множинi всiх
дiйсних чисел i набувають дiйсних значень, що для всiх дiйсних 𝑥 i 𝑦
справджується рiвнiсть:

𝑓(𝑓(𝑥) − 𝑦) = 𝑓(𝑥2 + 𝑦) − 4𝑓(𝑥)𝑦.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2010 р.

321. Про цiлi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 вiдомо, що 𝑎2 + 2𝑏𝑐 = 1 i 𝑏2 + 2𝑐𝑎 = 2012.
Знайдiть усi можливi значення виразу 𝑐2 + 2𝑎𝑏.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2012 р.

322. Про трикутник 𝐴𝐵𝐶 вiдомо, що 𝐴𝑀 — його медiана, а ∠𝐴𝑀𝐶 =

∠𝐵𝐴𝐶. На променi 𝐴𝑀 вiдмiтили точку 𝐾 таку, що ∠𝐴𝐶𝐾 = ∠𝐵𝐴𝐶.
Доведiть, що центри описаних кiл трикутникiв 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝐵𝑀 i 𝐾𝐶𝑀

лежать на однiй прямiй.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2012 р.

323. Двi послiдовностi (𝑥𝑛) i (𝑦𝑛) дiйсних чисел задаються наступним
чином:

𝑥1 = 𝑦1 =
√

3, 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +
√︀

1 + 𝑥2
𝑛, 𝑦𝑛+1 =

𝑦𝑛

1 +
√︀

1 + 𝑦2𝑛
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для всiх натуральних 𝑛 > 1. Доведiть, що [𝑥𝑛𝑦𝑛] = 2 для всiх натуральних
𝑛 > 1.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2012 р.

324. Нехай 𝛼, 𝛽, 𝛾 —числа iз iнтервалу
(︁

0;
𝜋

2

)︁
. Доведiть нерiвнiсть:

4 sin𝛼 + 3 sin 𝛽 + 2 sin 𝛾

2 sin𝛼 + 3 sin 𝛽 + 4 sin 𝛾
+

4 sin 𝛽 + 3 sin 𝛾 + 2 sin𝛼

2 sin 𝛽 + 3 sin 𝛾 + 4 sin𝛼
+

+
4 sin 𝛾 + 3 sin𝛼 + 2 sin 𝛽

2 sin 𝛾 + 3 sin𝛼 + 4 sin 𝛽
> 3.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2012 р.

325. Знайдiть усi функцiї 𝑓 : R → R, якi задовольняють рiвнiсть:

𝑓(𝑥 + 𝑓(𝑦) − 2012) = 𝑥 + 𝑦

для будь-яких дiйсних 𝑥 та 𝑦.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2012 р.

326. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 такi додатнi числа, що 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. Доведiть, що:
1

(1 − 𝑥)(1 − 𝑦)(1 − 𝑧)
+

8

(1 + 𝑥)(1 + 𝑦)(1 + 𝑧)
6

1

4𝑥𝑦𝑧
.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2013 р.

327. На основi 𝐴𝐵𝐶 трикутної пiрамiди 𝑆𝐴𝐵𝐶 вiдмiтили точку 𝑀 i
через неї провели прямi, паралельнi ребрам 𝑆𝐴, 𝑆𝐵 i 𝑆𝐶, якi перетинають
бiчнi гранi в точках 𝐴1, 𝐵1 i 𝐶1 вiдповiдно. Доведiть, що:√︀

𝑀𝐴1 +
√︀

𝑀𝐵1 +
√︀

𝑀𝐶1 6
√
𝑆𝐴 + 𝑆𝐵 + 𝑆𝐶.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2013 р.

328. Послiдовнiсть (𝑥𝑛), 𝑛 > 1 рацiональних чисел визначається в

такий спосiб: 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 1 i 𝑥𝑛 =
𝑥2
𝑛−1 + 𝑥𝑛−1𝑥𝑛−2 + 𝑥2

𝑛−2

𝑥𝑛−3

при усiх

𝑛 > 4. Доведiть, що 𝑥2013 —цiле число.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2013 р.

329. Нехай 𝑛—натуральне число, 𝑛 > 2013, а 𝐺— зв’язний граф з
𝑛 вершинами та 𝑛 ребрами. Розглянемо всi можливi орiєнтацiї ребер 𝐺.
Одержимо скiнчену множину Ω = { #  ”

𝐺1 ,
#  ”

𝐺2 ,
#  ”

𝐺3 , . . .} орiєнтованих графiв
# ”

𝐺𝑖 . Дозволяється обрати вершину графа
# ”

𝐺𝑖 таку, що всi ребра, для
яких ця вершина є кiнцем, або орiєнтованi в неї, або орiєнтованi iз неї,
i орiєнтацiю усiх цих ребер змiнити на протилежну. В результатi чого
отримуємо деякий граф

# ”

𝐺𝑗 iз Ω. Будемо вважати два орiєнтованих графи
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iз Ω еквiвалентними, якщо один iз них можна отримати iз другого
за допомогою декiлькох вказаних вище дiй по змiнi орiєнтацiї. Яка
найбiльша кiлькiсть попарно нееквiвалентних графiв може бути в Ω?

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2013 р.

330. Нехай 𝜙 таке дiйсне число, що обидва числа cos 2014𝜙 i
cos 2015𝜙—рацiональнi. Доведiть, що iснує таке натуральне число 𝑛 >

2015, що обидва числа cos (𝑛− 1)𝜙 i cos𝑛𝜙 також рацiональнi.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2014 р.

331. Знайдiть усi многочлени 𝑃 (𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами, у яких
старший коефiцiєнт дорiвнює 1 i для яких рiвнiсть

𝑃 (2𝑃 (𝑥)) = 2𝑃 (𝑃 (𝑥)) + 2(𝑃 (𝑥))2

виконується для будь-якого дiйсного числа 𝑥.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2014 р.

332. Нехай 𝑘—коло з центром 𝑂, яке описане навколо заданого
гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶. Позначимо через 𝐻 — точку перетину
висот трикутника 𝐴𝐵𝐶, а через 𝑃 i 𝑄— середини дуги 𝐵𝐶 кола 𝑘, перша
iз яких не мiстить точку 𝐴, а друга мiстить її, причому 𝑄 не спiвпадає з
𝐴. Пряма 𝑙, яка проходить через точку 𝑄, паралельно до 𝐴𝐶, перетинає
коло 𝑘 у двох рiзних точках 𝑄 i 𝑆. Нехай 𝑀 i 𝑁 — середини вiдрiзкiв 𝐵𝐶

i 𝐻𝑃 вiдповiдно. Доведiть, що прямi 𝑀𝑁 i 𝐵𝑆 паралельнi.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2014 р.

333. Знайдiть усi трiйки (𝑥, 𝑦, 𝑧) натуральних чисел, якi задоволь-
няють рiвнiсть:

(𝑥 + 𝑦2 + 𝑧2)2 − 8𝑥𝑦𝑧 = 1.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2014 р.

334. Розглянемо множину цифр 𝐶 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Знайдiть
число усiх не порожнiх пiдмножин 𝐴 множини 𝐶, для кожної iз яких
виконуються наступнi обидвi умови:

1) сума усiх елементiв множини 𝐴 дiлиться на 3;
2) сума усiх елементiв множини 𝐴 не дiлиться на 5.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2014 р.

335. Розв’язати рiвняння:

cos 3𝑥 + 39 cos𝑥 = 32𝑥3 + 48𝑥2 + 96𝑥 + 40.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2015 р.
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336. Нехай 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 1 i 𝑥𝑛+3 = 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1𝑥𝑛+2 для всiх
натуральних 𝑛. Доведiть, що для будь-якого натурального числа 𝑚

iснує такий iндекс 𝑘, що 𝑚 дiлить 𝑥𝑘.
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2015 р.

337. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶. Нехай Ω — описане коло цього трикут-
ника, а 𝜔— вписане коло цього трикутника. Нехай 𝛿—коло, яке
дотикається сторiн 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶, а також дотикається внутрiшнiм чином
кола Ω у точцi 𝐷. Пряма 𝐴𝐷 перетинає коло 𝜔 у двох точках 𝑃 i 𝑄 (𝑃
лежить мiж 𝐴 i 𝑄). Нехай 𝑂 та 𝐼 — центри кiл Ω i 𝜔 вiдповiдно. Доведiть,
що 𝑂𝐷 ‖ 𝐼𝑄.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2015 р.

338. Нехай 𝑃 (𝑥) —многочлен 20-го степеня з дiйсними коефiцiєнтами,

а 𝑓(𝑥) =
1

𝑥40
. Чи можуть графiки функцiй 𝑦 = 𝑃 (𝑥) i 𝑦 = 𝑓(𝑥)

перетинатися рiвно в 30 точках?
«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2015 р.

339. Розв’язати в натуральних числах рiвняння:

2𝑛 + 3 = 11𝑘.

«Турнiр чемпiонiв», старша лiга, 2015 р.

Задачi, опублiкованi в журналi
«У свiтi математики»

340. У деякiй країнi 1995 мiст i мiж кожними двома мiстами є
безпосереднє сполучення деяким (але лише одним) видом транспорту.
Видiв транспорту у цiй країнi лише три: автомобiльний, залiзничний та
авiацiя. Туристична фiрма хоче органiзувати маршрут, який охоплював
би бiльше половини мiст країни, а туристи весь час користувалися одним
i тим же видом транспорту. Чи може фiрма це зробити?

Журнал «У свiтi математики», №1, 1995 р.

341. Доведiть, що в перерiзi правильної чотирикутної пiрамiди
площиною правильний п’ятикутник можна отримати лише тодi, коли
бiчнi ребра пiрамiди нахиленi до площини основи пiд кутом 45∘.

Журнал «У свiтi математики», №1, 1996 р.
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342. Позначимо через 𝑆(𝑛) суму цифр десяткового запису натураль-
ного числа 𝑛.

а) Доведiть, що для кожного натурального 𝑛 виконується нерiвнiсть:
𝑆(𝑛) 6 5 · 𝑆(2𝑛).

б) Доведiть, що iснує нескiнченна множина натуральних чисел 𝑛, для
яких виконується нерiвнiсть: 𝑆(𝑛) > 1996 · 𝑆(3𝑛).

Журнал «У свiтi математики», №2, 1996 р.

343. Для яких натуральних чисел 𝑛 послiдовнiсть:

𝑎1 = 𝑛, 𝑎𝑘+1 = 2𝑎𝑘 − [
√
𝑎𝑘]

2
, 𝑘 > 1,

буде перiодичною?
Журнал «У свiтi математики», №2, 1996 р.

344. Розв’яжiть рiвняння:

𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
2𝑛−1 + 𝑥2

2𝑛 +
𝑛

2𝑛 + 1
= 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 + . . . + 𝑥2𝑛−1𝑥2𝑛 + 𝑥2𝑛.

Журнал «У свiтi математики», №3, 1996 р.

345. Доведiть, що для довiльних додатних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 виконується
нерiвнiсть:

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 6 1 +
√︀

(1 + 𝑎2)(1 + 𝑏2)(1 + 𝑐2).

Журнал «У свiтi математики», №3, 1996 р.

346. Якого найменшого значення може набувати вираз:
sin𝛼 sin 𝛽

sin2 𝛾
2

+
sin 𝛽 sin 𝛾

sin2 𝛼
2

+
sin 𝛾 sin𝛼

sin2 𝛽
2

,

якщо 𝛼, 𝛽 i 𝛾 —кути трикутника?
Журнал «У свiтi математики», №4, 1996 р.

347. Нехай 𝑂—центр кола, описаного навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Перпендикуляр, проведений з точки 𝐴 до прямої 𝐶𝑂, перетинає пряму
𝐶𝐵 в точцi 𝑀 . Обчислiть |𝐶𝑀 |, якщо |𝐶𝐴| = 𝑎 i |𝐶𝐵| = 𝑏.

Журнал «У свiтi математики», №4, 1996 р.

348. Всерединi правильної пiрамiди 𝐴1𝐴2𝐴3 . . . 𝐴1997 iз вершиною в
точцi 𝐴1997 вибрали точку 𝐴. Потiм iз цiєї точки опустили перпендику-
ляри 𝐴𝐵1, 𝐴𝐵2, . . ., 𝐴𝐵1996 на кожне з бiчних ребер пiрамiди. Доведiть,
що вiдрiзки 𝐴1997𝐵1, 𝐴1997𝐵2, . . ., 𝐴1997𝐵1996 можна розбити на двi групи
так, щоб суми довжин вiдрiзкiв у цих групах були однаковими.

Журнал «У свiтi математики», №1, 1997 р.
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349. Послiдовнiсть {𝑥𝑛 : 𝑛 > 1} задана таким чином:

𝑥1 = 𝑥2 = . . . = 𝑥1996 = 0, 𝑥1997 = 1,

𝑥𝑛+1997 =
𝑥𝑛 + 𝑥𝑛+1 + . . . + 𝑥𝑛+1996

1997
, 𝑛 > 1.

Доведiть, що ця послiдовнiсть збiгається, та знайдiть її границю.
Журнал «У свiтi математики», №2, 1997 р.

350. Через вершини трикутник 𝐴𝐵𝐶 одиничної площi проведенi
перпендикуляри до його площини, на яких взято точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1

вiдповiдно. Усi цi точки розташовано по один бiк вiд площини 𝐴𝐵𝐶 i
вiдрiзки 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1 та 𝐶𝐶1 рiвнi вiдповiдним висотам даного трикутника.
Нехай 𝑆 — точка перетину площин 𝐴𝐵1𝐶1, 𝐴1𝐵𝐶1 та 𝐴1𝐵1𝐶. Знайти
площу поверхнi пiрамiди 𝑆𝐴𝐵𝐶.

Журнал «У свiтi математики», №3, 1997 р.

351. Побудуйте опуклий чотирикутник, знаючи ортогональнi проекцiї
точки перетину його дiагоналей на всi чотири сторони.

Журнал «У свiтi математики», №4, 1997 р.

352. Доведiть, що площа трикутника зi сторонами 𝑎, 𝑏 та 𝑐 менша за
1
2
· 𝑎3+𝑏3+𝑐3

𝑎+𝑏+𝑐
.

Журнал «У свiтi математики», №1, 1998 р.

353. Нехай 𝑂 позначає центр правильного шестикутника 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴6.
Всерединi кожного з трикутникiв 𝑂𝐴1𝐴2, . . ., 𝑂𝐴6𝐴1 вiдмiтили по
однiй точцi 𝐵1, . . ., 𝐵6 вiдповiдно таким чином, що ∠𝐵1𝐴2𝐵2 =

. . . = ∠𝐵6𝐴1𝐵1 = 60∘. Доведiть, що площа дванадцятику-
тника 𝐴1𝐵1𝐴2𝐵2 . . . 𝐴6𝐵6 не менша за половину площi шестикутника
𝐴1𝐴2 . . . 𝐴6.

Журнал «У свiтi математики», №2, 1998 р.

354. Знайдiть довжину найменшого ребра тетраедра максимального
об’єму при умовi, що сума довжин деяких чотирьох його ребер дорiвнює
1.

Журнал «У свiтi математики», №3, 1998 р.

355. Знайдiть всi дiйснi значення 𝑥 > 998, для яких вираз [ 𝑥
1998 ]
[ 𝑥
998 ]

набуває свого найбiльшого значення.
Журнал «У свiтi математики», №4, 1998 р.

356. У трикутну пiрамiду 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписана сфера 𝜔 з радiусом 𝑟, яка
дотикається до граней 𝐴𝐵𝐶, 𝐵𝐶𝐷, 𝐶𝐷𝐴, 𝐷𝐴𝐵 вiдповiдно в точках 𝐷1,
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𝐴1, 𝐵1, 𝐶1. Прямi 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1, 𝐷𝐷1 вдруге перетинають сферу 𝜔

вiдповiдно в точках 𝐴2, 𝐵2, 𝐶2, 𝐷2. Доведiть, що:

𝐴𝐴1 · 𝐴1𝐴2 + 𝐵𝐵1 ·𝐵1𝐵2 + 𝐶𝐶1 · 𝐶1𝐶2 + 𝐷𝐷1 ·𝐷1𝐷2 > 32𝑟2.

Журнал «У свiтi математики», №4, 1998 р.

357. Доведiть, що для будь-яких додатних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 виконується
нерiвнiсть:

𝑎2000

𝑏 + 𝑐
+

𝑏2000

𝑐 + 𝑎
+

𝑐2000

𝑎 + 𝑏
>

1

2
(𝑎1999 + 𝑏1999 + 𝑐1999).

Журнал «У свiтi математики», №1, 1999 р.

358. Дiагоналi вписаного чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 перетинаються в
точцi 𝑂. На променях 𝑂𝐴 та 𝑂𝐵 вибрали точки 𝑃 i 𝑄 вiдповiдно так,
що ∠𝐷𝐴𝑄 = ∠𝐶𝐵𝑃 . Доведiть, що точка 𝑂 та середини вiдрiзкiв 𝑃𝑄 i
𝐵𝐶 лежать на однiй прямiй.

Журнал «У свiтi математики», №1, 1999 р.

359. Два кола рiзних радiусiв дотикаються прямої 𝑙 в точках 𝐴 i 𝐵
i перетинаються в точках 𝐶 i 𝐷. Нехай 𝐻1 — ортоцентр трикутника
𝐴𝐵𝐶, а 𝐻2 — ортоцентр трикутника 𝐴𝐵𝐷. Доведiть, що 𝐻1𝐶𝐻2𝐷—
паралелограм.

Журнал «У свiтi математики», №2, 1999 р.

360. На дiагоналi 𝐴𝐶 опуклого чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 вибрали точку
𝐻 так, що 𝐵𝐻 ⊥ 𝐴𝐶. Крiм того, вiдомо, що 𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶 i 𝐴𝑂 ⊥ 𝐷𝐻,
де 𝑂—центр кола, описаного навколо трикутника 𝐴𝐶𝐷. Доведiть, що
𝐴𝐵 = 𝐴𝐷.

Журнал «У свiтi математики», №3, 1999 р.

361. Побудуйте за допомогою циркуля та лiнiйки трикутник 𝐴𝐵𝐶,
знаючи положення вершини 𝐴, середини сторони 𝐵𝐶 i точки перетину
висот.

Журнал «У свiтi математики», №3, 1999 р.

362. Знайдiть кути опуклого вписаного чотирикутника, якщо вiдомо,
що кожна його дiагональ є бiсектрисою одного кута i трисектрисою
протилежного.

Журнал «У свiтi математики», №4, 1999 р.

363. Дiагоналлю многогранника називають вiдрiзок, що сполучає двi
його вершини i не є ребром чи дiагоналлю гранi. Скiльки вершин може
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мати опуклий многогранник, в якого є принаймнi двi дiагоналi i вони всi
рiвнi мiж собою?

Журнал «У свiтi математики», №4, 1999 р.

364. Побудуйте за допомогою циркуля i лiнiйки трикутник 𝐴𝐵𝐶,
знаючи положення вершини 𝐴, точки 𝑀 — середини сторони 𝐵𝐶 i 𝐻 —
точки перетину висот трикутника 𝐴𝐵𝐶.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2000 р.

365. На продовженнi сторони 𝐴𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 за точку 𝐶

вибрали точку 𝑅. Через точку 𝑅 провели пряму так, що вона перетинає
сторону 𝐴𝐵 в точцi 𝐶1, а сторону 𝐵𝐶 — в точцi 𝐴1. Нехай 𝑃 — середина
сторони 𝐴𝐶, 𝑄— середина сторони 𝐴1𝐶1. Доведiть, що три кола, описанi
навколо трикутникiв 𝐴𝐵𝐶, 𝐴1𝐵𝐶1 та 𝑃𝑄𝑅, перетинаються в однiй точцi.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2000 р.

366. Вiдомо, що дiйснi числа 𝑎 та 𝑏 вибрано таким чином, що для
всiх дiйсних 𝑥 виконується нерiвнiсть: |𝑎 sin(𝑥) + 𝑏 sin(2𝑥)| 6 1. Доведiть,
що для всiх дiйсних 𝑥 виконується нерiвнiсть: |𝑎 + 2𝑏 cos(𝑥)| 6 2.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2000 р.

367. Доведiть, що для довiльних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 виконується
нерiвнiсть:

𝑏𝑐𝑑

𝑎3 + 𝑏𝑐𝑑
+

𝑐𝑑𝑎

𝑏3 + 𝑐𝑑𝑎
+

𝑑𝑎𝑏

𝑐3 + 𝑑𝑎𝑏
+

𝑎𝑏𝑐

𝑑3 + 𝑎𝑏𝑐
6 1.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2000 р.

368. Знайдiть довжину найменшого ребра тетраедра максимального
об’єму серед тетраедрiв, у яких сума довжин деяких чотирьох ребер
рiвна одиницi.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2000 р.

369. Функцiю 𝑓 : (1; +∞) → R задано умовами:
1) 𝑓(𝑥) = 𝑥 для всiх iррацiональних 𝑥 > 1;
2) Якщо 𝑥 = 𝑝

𝑞
, де 𝑝 i 𝑞— взаємно простi натуральнi числа, то 𝑓(𝑥) =

𝑝
𝑞+1

.
Знайдiть найменше значення функцiї 𝑓 на iнтервалi

(︀
1000
1999

; 999
998

)︀
.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2000 р.
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370. Доведiть, що для будь-яких трьох чисел 𝛼, 𝛽, 𝛾 з iнтервалу(︀
0; 𝜋

2

)︀
виконується нерiвнiсть:

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 > 𝛼 · sin 𝛽

sin𝛼
+ 𝛽 · sin 𝛾

sin 𝛽
+ 𝛾 · sin𝛼

sin 𝛾
.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2001 р.

371. На площинi розташовано два однаково орiєнтованi трикутники
𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝐷𝐸. При цьому ∠𝐷𝐸𝐴 = ∠𝐴𝐶𝐵 = 90∘, ∠𝐷𝐴𝐸 = ∠𝐵𝐴𝐶,
𝐸 ̸= 𝐶. Через точку 𝐷 проведено пряму 𝑙, яка перпендикулярна до
прямої 𝐸𝐶. 𝐿— точка перетину прямих 𝑙 та 𝐴𝐶. Доведiть, що точки 𝐿,
𝐸, 𝐶, 𝐵 лежать на одному колi.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2001 р.

372. У Iмперiї деякi мiста з’єднано авiацiйними рейсами. При цьому
для кожних трьох мiст Iмперiї з будь-якого можна прилетiти в будь-яке
(можливо, з пересадками), не пролiтаючи при цьому через третє мiсто.
Всього в Iмперiї 2000 мiст. Доведiть, що мiста можна роздiлити мiж
двома спадкоємцями Iмператора так, що мiст у кожного спадкоємця
буде порiвну та будь-якi два мiста, що належать одному спадкоємцевi,
сполученi маршрутом, що проходить лише через мiста цього спадкоємця.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2001 р.

373. Доведiть, що для будь-яких трьох чисел 𝛼, 𝛽, 𝛾 з iнтервалу(︀
0; 𝜋

2

)︀
виконується нерiвнiсть:

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 > 𝛼
sin 𝛽 + sin 𝛾

2 sin𝛼
+ 𝛽

sin 𝛾 + sin𝛼

2 sin 𝛽
+ 𝛾

sin𝛼 + sin 𝛽

2 sin 𝛾
.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2001 р.

374. Знайдiть всi пари натуральних чисел (𝑎; 𝑏), для яких число
19𝑎 + 98𝑏 є квадратом цiлого числа.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2001 р.

375. Кола 𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶 вписанi в кути 𝐴, 𝐵, 𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶

вiдповiдно, лежать всерединi трикутника i проходять через центр кола,
вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝑟𝐴, 𝑟𝐵, 𝑟𝐶 —радiуси кiл 𝜔𝐴, 𝜔𝐵, 𝜔𝐶

вiдповiдно, а 𝑟— радiус кола, вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶. Доведiть, що
виконується нерiвнiсть: 1

𝑟𝐴
+ 1

𝑟𝐵
+ 1

𝑟𝐶
6 9

2𝑟
.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2001 р.



136 Задачi, опублiкованi в журналi «У свiтi математики»

376. Знайдiть всi дiйснi числа 𝛼, 𝛽 такi, що рiвнiсть 19𝛼𝑥 + 99𝛽𝑥 =

𝛼 · 19𝑥+𝛼−1 + 𝛽 · 99𝑥+𝛽−1 виконується для всiх дiйсних 𝑥.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2001 р.

377. Нехай 𝑎1, 𝑎2, . . ., 𝑎𝑛 — додатнi числа та 𝑎1 ·𝑎2 ·. . .·𝑎𝑛 = 1. Доведiть,
що iснує такий номер 1 6 𝑘 6 𝑛, що 𝑎𝑘𝑎

2
𝑘+1(𝑎

3
𝑘+1 + 2) > 3 (тут 𝑎𝑛+1 = 𝑎1).

Журнал «У свiтi математики», №1, 2002 р.

378. Нехай 𝑎— таке дiйсне число, що рiвняння(︂
𝑥− 1000

(𝑥− 1001)2
− 𝑥− 1001

(𝑥− 1000)2

)︂2001

= 𝑎

(︂
1

𝑥
− 1

𝑥− 2001

)︂2000

має своїм найбiльшим коренем число 2002. Знайдiть найменший корiнь
цього рiвняння.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2002 р.

379. Нехай 𝑆 = {1, 2, . . . , 2001, 2002}. Функцiя 𝑓 : 𝑆 →
𝑆 визначається наступним чином: 𝑓(𝑖) = 𝑖 + 1 для всiх 𝑖 =

1, 2, 3, . . . , 998, 1000, 1001, . . . , 2001; 𝑓(999) = 1 та 𝑓(2002) = 1000. Доведiть,
що можна означити функцiю 𝑔 : 𝑆 → 𝑆 так, що 𝑔 (𝑔(𝑛)) = 𝑓(𝑛) для всiх
𝑛 iз 𝑆.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2002 р.

380. Нехай 𝑆(𝑛) — сума цифр натурального числа 𝑛 i послiдовнiсть
(𝑎𝑛) визначена рiвностями: 𝑎1 = 1, 𝑎𝑛+1 = 𝑆(𝑎𝑛 + 𝑆(𝑎𝑛)) для всiх 𝑛 > 1.

Знайдiть значення виразу:

𝑎1 + 𝑆(𝑎2) + 𝑆(𝑆(𝑎3)) + . . . + 𝑆(. . . (𝑆⏟  ⏞  
2004

(𝑎2005))).

Журнал «У свiтi математики», №3, 2004 р.

381. Про дiйснi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 вiдомо, що 𝑎+𝑏+𝑐 = 2 та 𝑎𝑏+𝑏𝑐+𝑐𝑎 = 1.
Доведiть, що:

max{𝑎, 𝑏, 𝑐} − min{𝑎, 𝑏, 𝑐} 6
√︂

4

3
.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2004 р.

382. Про 2004 натуральних числа 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2004 вiдомо, що: 𝑎1 =

2004 та

𝑎𝑛+1 =

⎡⎣𝑎𝑛 +
[︁
2004
𝑎𝑛

]︁
2

⎤⎦ , 1 6 𝑛 6 2003.

Знайдiть найменше серед цих чисел.
Журнал «У свiтi математики», №4, 2004 р.



Задачi В. А. Ясiнського 137

383. Нехай 𝐼 —центр кола, вписаного в трикутник 𝐴𝐵𝐶, 𝑟—його
радiус. Пряма 𝑙 проходить через точку 𝐼 та перетинає вписане коло в
точках 𝑃 i 𝑄, а коло, описане навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶, — в точках 𝑀 i
𝑁 , причому 𝑃 лежить мiж точками 𝑀 та 𝐼. Доведiть, що 𝑀𝑃 +𝑁𝑄 > 2𝑟.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2004 р.

384. Про дiйснi числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 вiдомо, що:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
|𝑥 + 𝑦 + 𝑧| 6 1,

|𝑥− 𝑦 + 𝑧| 6 1,

|4𝑥 + 2𝑦 + 𝑧| 6 8,

|4𝑥− 2𝑦 + 𝑧| 6 8.

Довести, що |𝑥| + 3|𝑦| + |𝑧| 6 7.
Журнал «У свiтi математики», №4, 2005 р.

385. Знайти всi натуральнi значення 𝑛 > 1, для яких виконується
рiвнiсть: [︃

𝑛
√

1

1
+

𝑛
√

2

2
+

𝑛
√

3

3
+ . . . +

𝑛
√

2𝑛

2𝑛

]︃
= 2005

(тут [𝑥] позначає цiлу частину числа 𝑥).
Журнал «У свiтi математики», №4, 2005 р.

386. Дано правильний трикутник 𝐴𝐵𝐶 i точку 𝑀 , яка лежить
всерединi нього. Позначимо 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 точки перетину прямих 𝐴𝑀

та 𝐵𝐶, 𝐵𝑀 та 𝐴𝐶, 𝐶𝑀 та 𝐴𝐵 вiдповiдно. Довести нерiвнiсть:

𝐴1𝐵1 ·𝐵1𝐶1 · 𝐶1𝐴1 >
1

2
(𝐴1𝐵 ·𝐵1𝐶 · 𝐶1𝐴 · 𝐴𝐵1 ·𝐵𝐶1 · 𝐶𝐴1).

Журнал «У свiтi математики», №1, 2006 р.

387. Розв’язати нерiвнiсть: 𝑥2 · [𝑥] 6
√

2006 − 𝑥2 (тут [𝑥] позначає цiлу
частину числа 𝑥).

Журнал «У свiтi математики», №1, 2006 р.

388. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷— трапецiя, коло 𝜔1 з центром 𝑂1 вписане в
трикутник 𝐴𝐵𝐷, а коло 𝜔2 з центром 𝑂2 дотикається до сторони 𝐶𝐷 та
продовжень сторiн 𝐵𝐶 i 𝐵𝐷 трикутника 𝐵𝐶𝐷, причому 𝐴𝐷 ‖ 𝑂1𝑂2 ‖
𝐵𝐶. Довести, що 𝐴𝐶 = 𝑂1𝑂2.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2006 р.

389. Розв’язати рiвняння:
√

2 − 2 cos𝑥 +
√

5 − 4 cos𝑥 =
√

5 − 4 cos 2𝑥.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2006 р.
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390. Дано опуклий 𝑛-кутник. Розглянемо множину 𝑇 правильних
трикутникiв зi стороною 1, всi вершини яких є вершинами даного 𝑛-
кутника.

а) Довести, що в множинi 𝑇 не бiльше 2𝑛
3

трикутникiв.
б) Довести, що при кожному 0 < 𝜆 < 2

3
iснує 𝑛-кутник, для якого

множина 𝑇 мiстить бiльше 𝜆𝑛 трикутникiв.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2006 р.

391. Всерединi даного гострого кута 𝐵𝐴𝐶 задано точки 𝑃 i 𝑄 такi,
що 𝑃𝑄 ̸⊥ 𝐴𝐶. За допомогою циркуля та лiнiйки на сторонi 𝐴𝐵 даного
кута побудуйте таку точку 𝑅, щоб бiсектриса 𝑅𝐿 трикутника 𝑃𝑄𝑅 була
перпендикулярною до сторони 𝐴𝐶.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2007 р.

392. Знайти всi пари натуральних чисел (𝑚,𝑛) такi, що 7(𝑚5 − 𝑛5) =

= 41𝑚2𝑛2 + 1.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2007 р.

393. На сторонах трикутника 𝐴𝐵𝐶 зовнi побудували квадрати
𝐵𝐶𝐶1𝐵2, 𝐶𝐴𝐴1𝐶2, 𝐴𝐵𝐵1𝐴2, а 𝑂𝐴, 𝑂𝐵, 𝑂𝐶 — центри цих квадратiв. Нехай
𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 — точки перетину прямих 𝐴1𝐵2 i 𝐶1𝐴2, 𝐴1𝐵2 i 𝐵1𝐶2, 𝐶1𝐴2 i
𝐵1𝐶2 вiдповiдно. Довести, що прямi 𝑂𝐴𝐴0, 𝑂𝐵𝐵0 i 𝑂𝐶𝐶0 перетинаються
в однiй точцi.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2007 р.

394. У просторi вiдмiтили 10 рiзних точок 𝑇1, 𝑇2, . . ., 𝑇10 i деякi з
них з’єднали вiдрiзками, що не перетинаються. Жук знаходиться у точцi
𝑇1 i може переповзти по вiдрiзках у точку 𝑇10. Довести, що виконується
принаймнi одна з умов:

1) iснує маршрут жука з 𝑇1 у 𝑇10, який проходить через щонайбiльше
двi точки, вiдмiннi вiд 𝑇1 та 𝑇10;

2) iснують такi точки 𝑇𝑖 та 𝑇𝑗 (2 6 𝑖 < 𝑗 6 10), що будь-який маршрут
жука з 𝑇1 в 𝑇10 проходить через точку 𝑇𝑖 або через точку 𝑇𝑗.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2008 р.

395. Функцiя 𝑓 : (0; +∞) → (0; +∞) задовольняє нерiвнiсть: 𝑓(3𝑥) >
𝑓
(︀
1
2
𝑓(2𝑥)

)︀
+ 2𝑥 при всiх 𝑥 > 0. Довести, що 𝑓(𝑥) > 𝑥 при всiх 𝑥 > 0.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2008 р.
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396. Знайти всi послiдовностi {𝑎𝑛, 𝑛 > 1} натуральних чисел такi, що
при усiх натуральних 𝑚 i 𝑛 число 𝑛+𝑚2

𝑎𝑛+𝑎2𝑚
є натуральним.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2008 р.

397. У трикутну пiрамiду 𝑆𝐴𝐵𝐶 вписали кулю, яка дотикається
граней 𝑆𝐴𝐵, 𝑆𝐵𝐶 та 𝑆𝐴𝐶 у точках 𝐺, 𝐼 та 𝑂 вiдповiдно. Вiдомо, що
𝐺— точка перетину медiан трикутника 𝑆𝐴𝐵, 𝐼 —центр вписаного кола
трикутника 𝑆𝐵𝐶 та 𝑂— центр описаного кола трикутника 𝑆𝐴𝐶. Довести,
що прямi 𝐴𝐼, 𝐵𝑂 та 𝐶𝐺 перетинаються в однiй точцi.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2008 р.

398. Знайти найменше значення виразу (𝑥− 𝑦)2 +
(︁√

2 − 𝑥2 − 9
𝑦

)︁
за

умов, що 0 < 𝑥 <
√

2, 𝑦 > 0.
Журнал «У свiтi математики», №1, 2009 р.

399. Знайти усi натуральнi 𝑛 такi, що:[︃√︁
𝑛2 − 𝑛 +

√
𝑛2 − 𝑛 +

3

√︂
𝑛3 − 𝑛 +

3

√︁
𝑛3 − 𝑛 +

3
√
𝑛3 − 𝑛

]︃
= 2009

(тут [𝑥] позначає цiлу частину числа 𝑥).
Журнал «У свiтi математики», №2, 2009 р.

400. Нехай 𝐺— точка перетину медiан трикутника 𝐴𝐵𝐶. Позначимо
𝑟, 𝑟1, 𝑟2 та 𝑟3 радiуси кiл, вписаних у трикутники 𝐴𝐵𝐶, 𝐺𝐵𝐶, 𝐺𝐴𝐶 та
𝐺𝐴𝐵 вiдповiдно та 𝑝—пiвпериметр трикутника 𝐴𝐵𝐶. Довести, що:

1

𝑟1
+

1

𝑟2
+

1

𝑟3
>

3

𝑟
+

18

𝑝
.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2009 р.

401. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — такi додатнi числа, що 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 3
2
. Довести,

що:
1

𝑥
+

1

𝑦
+

1

𝑧
> 2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧).

Журнал «У свiтi математики», №3, 2009 р.

402. Знайдiть найбiльше дiйсне число 𝜆 таке, що при всiх дiйсних 𝑥

виконується нерiвнiсть:

𝑥2010 > 𝜆[𝑥]2009{𝑥}

(тут [𝑥] — цiла частина числа 𝑥, {𝑥} = 𝑥− [𝑥] — дробова частина числа 𝑥).
Журнал «У свiтi математики», №3, 2009 р.
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403. Нехай 𝑥 та 𝑦—додатнi числа, для яких виконується нерiвнiсть:
3(𝑥 + 𝑦) > 2(𝑥𝑦 + 1). Довести, що: 9(𝑥3 + 𝑦3) > 𝑥3𝑦3 + 1.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2010 р.

404. Нехай 𝑎𝑘 =
3
√︀

𝑘 +
√
𝑘2 − 1 +

3
√︀

𝑘 −
√
𝑘2 − 1 + 1, 𝑘 ∈ N. Довести,

що {𝑎3𝑘} = {3𝑎2𝑘}, 𝑘 > 1 (тут {𝑥}—дробова частина числа 𝑥).
Журнал «У свiтi математики», №1, 2010 р.

405. Нехай 𝐴, 𝐵, 𝐶 та 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа. Довести
нерiвностi:

а) 𝑎𝐴2 + 𝑏𝐵2 + 𝑐𝐶2 > 𝐴𝐵 · min(𝑎, 𝑏) + 𝐵𝐶 · min(𝑏, 𝑐) + 𝐶𝐴 · min(𝑐, 𝑎);
б) 𝐴2 · max(𝑏, 𝑐) + 𝐵2 · max(𝑐, 𝑎) + 𝐶2 · max(𝑎, 𝑏) > 𝐴𝐵𝑐 + 𝐵𝐶𝑎 + 𝐶𝐴𝑏

(тут max(𝑥, 𝑦) —найбiльше серед чисел 𝑥, 𝑦, а min(𝑥, 𝑦) —найменше
серед них).

Журнал «У свiтi математики», №4, 2010 р.

406. Нехай 𝑓(𝑡) =
[︀
𝑡+1
2

]︀
+
[︀
𝑡+2
2

]︀
+
[︀
𝑡+3
2

]︀
, 𝑡 ∈ R (тут [𝑎] —цiла частина

числа 𝑎). Розглянемо множину точок (𝑥, 𝑦) координатної площини, для
яких |𝑥| 6 100, |𝑦| 6 100 та 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) дiлиться на 3. Знайти площу цiєї
множини.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2011 р.

407. Нехай 𝐼𝐴 —центр зовнiвписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, яке
дотикається до сторони 𝐵𝐶 i продовжень сторiн 𝐴𝐶 та 𝐵𝐶. Нехай 𝑃 та
𝑄— центри кiл, описаних навколо трикутникiв 𝐴𝐵𝐼𝐴 та 𝐴𝐶𝐼𝐴 вiдповiдно.
Доведiть, що точки 𝐵, 𝐶, 𝑃 та 𝑄 лежать на одному колi.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2011 р.

408. Знайти усi пари дiйсних чисел (𝑥, 𝑦), якi задовольняють систему
рiвнянь: {︃√︀

(𝑥− 1)2 + (𝑦 − 5)2 + |𝑥+𝑦|√
2

= 3
√

2,√︀
|𝑥 + 2| = 2 − 𝑦.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2011 р.

409. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷— вписаний чотирикутник. На його дiагоналях 𝐴𝐶

та 𝐵𝐷 обрали точки 𝑋 та 𝑌 вiдповiдно так, що чотирикутник 𝐴𝐵𝑋𝑌 є
паралелограмом. Довести, що кола, описанi навколо трикутникiв 𝐵𝑋𝐷

та 𝐴𝑌 𝐶, мають рiвнi радiуси.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2011 р.

410. Многочлен

𝑎𝑘𝑥
𝑘 + 𝑎𝑘+1𝑥

𝑘+1 + . . . + 𝑎𝑛−𝑘−1𝑥
𝑛−𝑘−1 + 𝑎𝑛−𝑘𝑥

𝑛−𝑘
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назвемо унiверсальним, якщо 𝑎𝑖 = 𝑎𝑛−𝑖 та 𝑎𝑖 6 𝑎𝑖+1 для всiх 0 6 𝑘 6 𝑖 < 𝑛
2
,

причому 𝑎𝑘 > 0. Довести, що добуток довiльних двох унiверсальних
многочленiв є унiверсальним многочленом.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2011 р.

411. Для довiльних дiйсних чисел 0 6 𝑥, 𝑦, 𝑧 6 1 довести нерiвнiсть:

(𝑥4 + 𝑦4 + 𝑧4) + (𝑥5 + 𝑦5 + 𝑧5) + (𝑥− 𝑦)6 + (𝑦 − 𝑧)6 + (𝑧 − 𝑥)6 6 6.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2011 р.

412. Нехай 𝐻 — точка перетину висот 𝐴𝐹 та 𝐵𝐸 гострокутного
трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 — середина сторони 𝐴𝐵, а 𝑀𝑃 , 𝑀𝑄—дiаметри
кiл, описаних навколо трикутникiв 𝐴𝑀𝐸 i 𝐵𝑀𝐹 вiдповiдно. Довести,
що точки 𝑃 , 𝐻 i 𝑄 лежать на однiй прямiй.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2011 р.

413. Нехай 𝐵𝑀 —медiана рiвнобедреного трикутника 𝐴𝐵𝐶 (𝐴𝐶 =

𝐵𝐶). На цiй медiанi вiдмiтили точку 𝑁 так, що ∠𝐵𝐴𝑁 = ∠𝐶𝐵𝑀 .
Довести, що бiсектриса кута ∠𝐶𝑁𝑀 перпендикулярна до прямої 𝐴𝑁 .

Журнал «У свiтi математики», №1, 2012 р.

414. Нехай 𝐻 та 𝑂— ортоцентр та центр описаного кола гостроку-
тного трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдповiдно. Вiдомо, що 𝐴𝐵 < 𝐵𝐶, пряма 𝐵𝑂

перетинає пряму 𝐴𝐶 в точцi 𝑃 , а пряма, яка проходить через точку 𝐻

i паралельна прямiй 𝐵𝑂, перетинає пряму 𝐴𝐶 в точцi 𝑄. Довести, що
𝑂𝑃 = 𝑂𝑄.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2012 р.

415. Всерединi трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдмiтили точки𝑀 i𝑁 так, що точка
𝑀 лежить всерединi трикутника 𝐴𝐵𝑁 , а точка 𝑁 лежить всерединi
трикутника 𝐴𝐶𝑀 . Крiм того, ∠𝑀𝐴𝐵 = ∠𝑁𝐴𝐶, ∠𝑀𝐵𝐴 = ∠𝑁𝐵𝐶 i
∠𝑀𝐶𝐵 = ∠𝑁𝐶𝐴. Довести, що якщо точки 𝐵, 𝑀 , 𝑁 i 𝐶 лежать на
одному колi з центром 𝑊 , то пряма 𝐴𝑊 дiлить вiдрiзок 𝑀𝑁 навпiл.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2012 р.

416. Дано пiвколо з дiаметром 𝐴𝐵. На дузi 𝐴𝐵 цього пiвкола
вiдмiтили довiльну точку 𝐶, вiдмiнну вiд точок 𝐴 i 𝐵. Нехай 𝐷—
ортогональна проекцiя точки 𝐶 на дiаметр 𝐴𝐵. Коло 𝜔 дотикається
до вiдрiзкiв 𝐴𝐷, 𝐶𝐷 i дуги 𝐴𝐵 в точцi 𝑃 . Доведiть, що точка перетину
бiсектрис кутiв ∠𝐴𝑃𝐵 i ∠𝐴𝐶𝐷 лежить на дiаметрi 𝐴𝐵.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2012 р.
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417. Нехай 𝑎, 𝑏 та 𝑐—додатнi дiйснi числа. Довести, що:

1

𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2
+

1

3𝑎𝑏𝑐
>

2

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎
.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2012 р.

418. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶. Точка 𝑀 рухається по сторонi 𝐵𝐴, а
точка 𝑁 рухається по продовженню сторони 𝐴𝐶 за точку 𝐶 так, що
𝐵𝑀 = 𝐶𝑁 . Довести, що центр кола, описаного навколо трикутника
𝐴𝑀𝑁 , рухається по прямiй лiнiї.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2012 р.

419. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝜔—коло, яке
перетинає сторону 𝐴𝐵 у точках 𝐶1, 𝐶2 (𝐴𝐶1 < 𝐴𝐶2), сторону 𝐵𝐶 у
точках 𝐴1, 𝐴2 (𝐵𝐴1 < 𝐵𝐴2), сторону 𝐶𝐴 у точках 𝐵1, 𝐵2 (𝐶𝐵1 < 𝐶𝐵2).
Довести, що 𝜔 можна вибрати так, щоб вiдрiзки 𝐴1𝐵1, 𝐵1𝐶2 i 𝐶1𝐴2 були
його дiаметрами.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2012 р.

420. Знайти всi натуральнi 𝑛, для яких 3𝑛 + 5𝑛 + 7𝑛 дiлиться на
3𝑛−1 + 5𝑛−1 + 7𝑛−1.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2012 р.

421. Розв’язати систему рiвнянь:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥5 − 10𝑦3 + 9𝑧 = 0,

𝑦5 − 10𝑧3 + 9𝑥 = 0,

𝑧5 − 10𝑥3 + 9𝑦 = 0.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2012 р.

422. Дано трикутник𝐴𝐵𝐶, в якому𝐴𝐵 > 𝐴𝐶. Через точку𝐴 провели
дотичну до описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, яка перетинає пряму 𝐵𝐶 в
точцi 𝑃 . На продовженнi сторони 𝐵𝐴 за точку 𝐴 вiдмiтили точку 𝑄 так,
що 𝐴𝑄 = 𝐴𝐶. Нехай 𝑋 та 𝑌 — середини вiдрiзкiв 𝐶𝑄 i 𝐴𝑃 вiдповiдно, а
𝑅 належить вiдрiзку 𝐴𝑃 , причому 𝐴𝑅 = 𝐶𝑃 . Довести, що 𝐶𝑅 = 2𝑋𝑌 .

Журнал «У свiтi математики», №1, 2013 р.

423. У площинi опуклого чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 розташована точка
𝑃 . Нехай 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 i 𝐷0 — середини сторiн 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 i 𝐷𝐴 вiдповiдно.
На сторонi 𝐴𝐵 обирають точку 𝐴1 так, що променi 𝑃𝐴0 i 𝑃𝐴1 симетричнi
вiдносно бiсектриси кута ∠𝐴𝑃𝐵. Аналогiчним чином обирають точки
𝐵1, 𝐶1 i 𝐷1 на сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 i 𝐷𝐴 вiдповiдно. Знайти всi такi точки
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𝑃 , для яких чотирикутник 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 є паралелограмом.
Журнал «У свiтi математики», №1, 2013 р.

424. Всерединi трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдмiтили довiльну точку 𝑀 , а
на вiдрiзку 𝐴𝑀 вiдмiтили довiльну точку 𝑁 . Прямi 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 вдруге
перетинають описане коло трикутника 𝐵𝑀𝐶 в точках 𝐸 i 𝐹 вiдповiдно.
Пряма 𝐸𝑀 вдруге перетинає описане коло трикутника 𝑁𝑀𝐶 у точцi 𝑃 ,
а пряма 𝐹𝑀 вдруге перетинає описане коло трикутника 𝑁𝑀𝐵 у точцi
𝑄. Доведiть, що описанi кола трикутникiв 𝐸𝑀𝐹 i 𝑃𝑀𝑄 дотикаються
одне до одного.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2013 р.

425. На сторонi 𝐴𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 взяли довiльну точку 𝐸. На
променях 𝐴𝐵 i 𝐶𝐵 вiдмiтили точки 𝑁 i 𝑀 вiдповiдно так, що ∠𝐴𝐸𝑁 =

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐶𝐸𝑀 . Променi 𝐴𝑀 i 𝐶𝑁 перетинаються в точцi 𝐾. Довести,
що прямi 𝐾𝐸, якi вiдповiдають всiм можливим положенням точки 𝐸,
проходять через спiльну точку.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2013 р.

426. Нехай 𝑥 та 𝑦— дiйснi числа, якi задовольняють систему рiвнянь:{︃
𝑥4 + 2𝑦3 − 𝑥 = −1

4
+ 3

√
3,

𝑦4 + 2𝑥3 − 𝑦 = −1
4
− 3

√
3,

Довести, що 2𝑥𝑦 = 𝑥 + 𝑦.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2013 р.

427. Для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0 довести нерiвнiсть:

𝑎

𝑏 + 𝑐
(𝑎2 + 𝑏𝑐) +

𝑏

𝑐 + 𝑎
(𝑏2 + 𝑐𝑎) +

𝑐

𝑎 + 𝑏
(𝑐2 + 𝑎𝑏) > 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2013 р.

428. Знайти всi натуральнi 𝑛 такi, що [log2 𝑛] = [log3 𝑛] (тут [𝑥]

позначає цiлу частину числа 𝑥).
Журнал «У свiтi математики», №4, 2013 р.

429. Нехай 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛 —додатнi дiйснi числа, 𝑛 > 2. Довести, що:

(1 + 𝑥1)(1 + 𝑥2) . . . (1 + 𝑥𝑛)

(︂
1

𝑥1

+
1

𝑥2

+ . . . +
1

𝑥𝑛

)︂
> 2𝑛2.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2014 р.
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430. Про дiйснi числа 𝑎, 𝑏 вiдомо, що 𝑎3 = 3𝑎𝑏2 + 11 та 𝑏3 = 3𝑎2𝑏 + 2.
Довести, що 𝑎2 + 𝑏2 = 5.

Журнал «У свiтi математики», №1, 2014 р.

431. Розв’язати рiвняння: (𝑥− 1)4 − 𝑥3 = 17.
Журнал «У свiтi математики», №2, 2014 р.

432. Пряма, паралельна сторонi 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶, перетинає
сторони 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 у точках 𝑃 i 𝑄 вiдповiдно. Всерединi трикутника 𝐴𝑃𝑄

вiдмiтили довiльну точку 𝑀 . Позначимо через 𝐸 та 𝐹 точки перетину
вiдрiзкiв 𝐵𝑀 i 𝐶𝑀 з вiдрiзком 𝑃𝑄 вiдповiдно. Нехай 𝑁 —друга точка
перетину описаних кiл трикутникiв 𝑃𝑀𝐹 i 𝑄𝑀𝐸. Довести, що точки 𝐴,
𝑀 i 𝑁 лежать на однiй прямiй.

Журнал «У свiтi математики», №2, 2014 р.

433. Послiдовнiсть дiйсних чисел 𝑎𝑛, 𝑛 > 1 є такою, що:

𝑎1 = 0 (𝑛 + 1)𝑎𝑛+1 = 𝑛(𝑎𝑛 + 1), 𝑛 > 1.

Знайти всi такi номери 𝑛, для яких 𝑎𝑛 —квадрат цiлого числа.
Журнал «У свiтi математики», №3, 2014 р.

434. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа. Довести нерiвнiсть:

𝑎3

4𝑎 + 𝑏 + 𝑐
+

𝑏3

4𝑏 + 𝑐 + 𝑎
+

𝑐3

4𝑐 + 𝑎 + 𝑏
>

1

6
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2).

Журнал «У свiтi математики», №3, 2014 р.

435. Нехай 𝐿— точка перетину дiагоналей опуклого чотирикутника
𝐴𝐵𝐶𝐷, в якому 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷, 𝑃 —друга точка перетину описаних
кiл трикутникiв 𝐴𝐵𝐶 та 𝐴𝐿𝐷, а 𝑄— точка перетину прямих 𝐵𝐶 та 𝐴𝑃 .
Довести, що 𝐿𝑄— бiсектриса кута ∠𝐶𝐿𝐷.

Журнал «У свiтi математики», №3, 2014 р.

436. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧— такi додатнi дiйснi числа, що: 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.
Довести, що:

(1 − 2𝑥)(1 − 2𝑦)(1 − 2𝑧) 6 27𝑥2𝑦2𝑧2.

Журнал «У свiтi математики», №4, 2014 р.

437. Нехай 𝑛 > 1 —натуральне число. Всерединi трикутника 𝐴𝐵𝐶

обрали точку 𝐴1 так, що ∠𝐴𝐵𝐴1 = 1
𝑛
∠𝐴𝐵𝐶 та ∠𝐴𝐶𝐴1 = 1

𝑛
∠𝐴𝐶𝐵. Точки

𝐵1 та 𝐶1 визначаються аналогiчним чином. Довести, що прямi 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1

та 𝐶𝐶1 перетинаються в однiй точцi.
Журнал «У свiтi математики», №1, 2015 р.
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438. Довести, що для будь-яких 𝑥 та 𝑦:

(𝑥2 − 𝑥 + 1)(𝑦2 − 𝑦 + 1) > 2(𝑥 + 𝑦)(𝑥− 1)(𝑦 − 1).

При яких значеннях 𝑥 та 𝑦 досягається рiвнiсть?
Журнал «У свiтi математики», №4, 2015 р.

Задачi, опублiкованi в журналi
«Математика в школе»

439. Обчислити:

lim
𝑛→∞

𝑛∏︁
𝑘=2

𝑘3 − 1

𝑘3 + 1
.

Журнал «Математика в школе», №5, 1980 р.

440. Довести, що якщо функцiя 𝑓 за будь-яких 𝑥 ∈ R задовольняє
рiвнiсть: 𝑓(𝑥+𝛼) = 𝑓(𝑥)+𝛽 (𝛼, 𝛽 —фiксованi числа, 𝛼 ̸= 0), то 𝑓 є сумою
перiодичної та лiнiйної функцiй.

Журнал «Математика в школе», №2, 1984 р.

441. Розв’язати рiвняння:

2 log3 ctg 𝑥 = log2 cos𝑥.

Журнал «Математика в школе», №5, 1984 р.

442. Знайти натуральне число, що є повним кубом i запис якого
складається з однiєї одиницi, двох двiйок, трьох трiйок i т.д. до дев’яти.

Журнал «Математика в школе», №6, 1984 р.

443. На площинi вiдмiчено три вершини квадрата i дозволяється
застосовувати центральнi симетрiї вiдносно взятих точок i точок, побу-
дованих при застосуваннi цих симетрiй. Чи можна такими побудовами
отримати четверту вершину квадрата?

Журнал «Математика в школе», №5, 1985 р.

444. В рiвнобедреному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 з основою 𝐴𝐶 проведено
бiсектрису 𝐶𝐷. Пряма, перпендикулярна 𝐶𝐷, що проходить через точку
𝐷, перетинає 𝐴𝐶 в точцi 𝐸. Знайти 𝐸𝐶, якщо 𝐴𝐷 = 1.

Журнал «Математика в школе», №6, 1985 р.
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445. Знайти всi натуральнi числа, п’ятий степiнь яких є шестизначним
числом, що закiнчується на 4.

Журнал «Математика в школе», №6, 1986 р.

446. Нехай 𝑎𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, 3, . . ., причому
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘 > 2
√
𝑛 при 𝑛 =

1, 2, 3, . . .. Довести, що для будь-якого 𝑛 ∈ N виконується нерiвнiсть:
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎2𝑘 >
𝑛∑︀

𝑘=1

1
𝑘
.

Журнал «Математика в школе», №3, 2004 р.

447. Знайти всi функцiї 𝑓 : R → R такi, що для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ R
виконується рiвнiсть:

𝑓(𝑥𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)) = 𝑥2 + 𝑦.

Журнал «Математика в школе», №9, 2004 р.

448. На площинi вiдмiчено вершини опуклого 𝑛-кутника (𝑛 > 4).
Жоднi чотири з них не лежать на одному колi. Трикутник з вершинами
в будь-яких з вiдмiчених точок назвемо «товстим», якщо його описаний
круг мiстить iншi (𝑛 − 3) вiдмiченi точки. А також «худим», якщо
його описаний круг не мiстить жодної з вiдмiчених точок. Довести,
що «товстих» i «худих» трикутникiв однакова кiлькiсть.

Журнал «Математика в школе», №10, 2004 р.

449. На площинi вiдмiтили 2005 точок, нiякi три з яких не лежать на
однiй прямiй, i через всi пари вiдмiчених точок провели прямi. Довести,
що деякi з вiдмiчених точок можна зафарбувати червоним кольором,
а iншi — синiм так, щоб будь-який вiдрiзок з однаково зафарбованими
кiнцями перетинав парну кiлькiсть проведених прямих.

Журнал «Математика в школе», №7, 2005 р.

450. На сторонi 𝐵𝐶 гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдмiчено точку
𝐷, вiдмiнну вiд 𝐵 i 𝐶. Довести, що точка 𝐴 лежить на колi, проведеному
через центри описаних кiл трикутникiв 𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐶𝐷 i 𝐴𝐵𝐶.

Журнал «Математика в школе», №4, 2007 р.

451. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶. На його сторонi 𝐴𝐶 вибирають точку 𝑃 ,
а на променях 𝐴𝐵 i 𝐶𝐵 — точки 𝑁 i 𝑀 вiдповiдно, для яких ∠𝐴𝑃𝑁 =

∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐶𝑃𝑀 . Нехай 𝑄— точка перетину прямих 𝐴𝑀 i 𝐶𝑁 . Довести,
що всi прямi 𝑃𝑄 проходять через фiксовану точку.

Журнал «Математика в школе», №6, 2008 р.
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452. Два кола, з радiусами 𝑟1 i 𝑟2 мають спiльну хорду 𝐴𝐵 i
дотикаються з колом 𝜔 внутрiшнiм чином. Знайти радiус кола 𝜔, якщо
вiдомо, що його центр лежить на прямiй, що проходить через точку 𝐴

перпендикулярно 𝐴𝐵.
Журнал «Математика в школе», №2, 2009 р.

453. В трикутнику 𝐴𝐵𝐶 проведено медiану 𝐴𝐷. Вiдомо, що ∠𝐴𝐷𝐵 =

45∘, ∠𝐴𝐶𝐵 = 30∘. Знайти ∠𝐴𝐵𝐶.
Журнал «Математика в школе», №7, 2009 р.

454. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому проведено висоти
𝐴𝑃 та 𝐵𝑄. Побудуйте на сторонi 𝐴𝐵 точку 𝑀 , для якої ∠𝐴𝑄𝑀 =

∠𝐵𝑃𝑀 .
Журнал «Математика в школе», №1, 2011 р.

455. На продовженнi бiсектриси кута 𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 за точку 𝐶

вибрано точку 𝐷, для якої ∠𝐴𝐷𝐵 = 1
2
∠𝐴𝐶𝐵. Знайдiть довжину вiдрiзка

𝐶𝐷, якщо 𝐵𝐶 = 𝑎 i 𝐴𝐶 = 𝑏.
Журнал «Математика в школе», №5, 2012 р.

456. Вписане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 дотикається його сторiн 𝐴𝐵,
𝐵𝐶 i 𝐶𝐴 в точках 𝐶1, 𝐴1 i 𝐵1 вiдповiдно. Доведiть, що якщо ∠𝐶𝐶1𝐵1 =

∠𝐴𝐴1𝐵1, то трикутник 𝐴𝐵𝐶 —рiвнобедрений.
Журнал «Математика в школе», №1, 2013 р.

457. Цiлi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 задовольняють рiвностям: 𝑎2− 𝑏2 = 𝑐2−𝑑2 =

888 888. Доведiть, що число

2(𝑎 + 𝑏)(𝑐 + 𝑑)(𝑎𝑐 + 𝑏𝑑− 888 888)

є повним квадратом цiлого числа.
Журнал «Математика в школе», №2, 2013 р.

458. Числова послiдовнiсть (𝑥𝑛), 𝑛 > 1 задана умовами:

𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 1, 𝑥𝑛 =
𝑥2
𝑛−1 + 𝑥𝑛−1𝑥𝑛−2 + 𝑥2

𝑛−2

𝑥𝑛−3

𝑛 > 4.

Доведiть, що всi члени цiєї послiдовностi є цiлими числами.
Журнал «Математика в школе», №6, 2013 р.

459. Доведiть, що якщо 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑—натуральнi числа i 𝑎
𝑏

+ 𝑐
𝑑
< 1, то:

𝑎
𝑏

+ 𝑐
𝑑
< 1 − 1

(𝑎+𝑐)3
.

Журнал «Математика в школе», №9, 2013 р.
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460. Нехай точка 𝑀 — середина бiсектриси 𝐴𝐷 гострокутного
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Коло з дiаметром 𝐴𝐶 перетинає вiдрiзок 𝐵𝑀 в точцi
𝐸, а коло з дiаметром 𝐴𝐵 перетинає вiдрiзок 𝐶𝑀 в точцi 𝐹 . Доведiть,
що точки 𝐵, 𝐸, 𝐹 i 𝐶 лежать на одному колi.

Журнал «Математика в школе», №2, 2014 р.

461. В коло 𝜔 вписано гострокутний нерiвнобедрений трикутник
𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝑃 (𝑃 ̸= 𝐵) — точка перетину бiсектриси кута 𝐴𝐵𝐶 з 𝜔, а
𝑄— точка на 𝜔, дiаметрально протилежна точцi 𝑃 . Пряма, проведена
через 𝑄 паралельно 𝐵𝐶, перетинає 𝜔 в точцi 𝑆 (𝑆 ̸= 𝑄). Доведiть, що
пряма 𝐴𝑆 паралельна прямiй, що проходить через середини вiдрiзкiв
𝐴𝐶 i 𝐻𝑃 , де 𝐻 — ортоцентр трикутника 𝐴𝐵𝐶.

Журнал «Математика в школе», №7, 2014 р.

Вибранi задачi В. А. Ясiнського

462. Розглянемо всi перестановки натуральних чисел вiд 1 до
100. Перестановка називається подвiйною, коли вона володiє такою
властивiстю: якщо написати цю перестановку двiчi в рядок, то
викресленням деяких 100 чисел з неї можна отримати перестановку
1, 2, 3, . . . , 100. Скiльки iснує подвiйних перестановок?

Олiмпiада 239 школи м.Санкт-Петербург, 10–11 класи, 2013 р.

463. Про дiйснi невiд’ємнi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 вiдомо, що 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 6 2.
Доведiть, що

√
𝑎2 + 𝑏𝑐 +

√
𝑏2 + 𝑐𝑎 +

√
𝑐2 + 𝑎𝑏 6 3.

Олiмпiада 239 школи м.Санкт-Петербург, 10–11 класи, 2013 р.

464. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа, для яких 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3.
Доведiть, що

1√
𝑎𝑏

+
1√
𝑏𝑐

+
1√
𝑐𝑎

+ 3 6 2

(︂
1

𝑎𝑏
+

1

𝑏𝑐
+

1

𝑐𝑎

)︂
.

Олiмпiада 239 школи м.Санкт-Петербург, 8–9 класи, 2014 р.

465. Всерединi трикутника 𝐴𝐵𝐶 задане коло. Iз точки 𝐴 до цього
кола провели двi дотичнi, якi перетинають сторону 𝐵𝐶 в точках 𝐴1 i 𝐴2.
Точки 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2 визначаються аналогiчно. Вiдомо, що п’ять iз цих
шести точок лежать на одному колi. Доведiть, що i шоста точка також
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лежить на цьому колi.
Олiмпiада 239 школи м.Санкт-Петербург, 10–11 класи, 2014 р.

466. Про гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶 вiдомо, що 𝐴𝑀 i 𝐶𝑁 —
його висоти, а всерединi трикутника iснує така точка 𝑋, що 𝑀𝐵𝑁𝑋 —
паралелограм. Нехай 𝑌 — це точка перетину прямих 𝐴𝐶 i 𝑀𝑁 . Доведiть
перпендикулярнiсть прямих, що мiстять бiсектриси кутiв 𝑀𝑋𝑁 i 𝑀𝑌𝐶.

467. Знайти усi впорядкованi пари (𝑥, 𝑦) цiлих додатних чисел таких,
що для будь-якого цiлого додатного 𝑛 числа 𝑛 (𝑥! − 𝑥𝑦 − 𝑥− 𝑦 + 2) + 2

та 𝑛 (𝑥! − 𝑥𝑦 − 𝑥− 𝑦 + 3) + 3 мають спiльний дiльник, бiльший за 1.

468. В опуклому чотирикутнику 𝐴𝐵𝐶𝐷 точки 𝐸 i 𝐹 обрано на
сторонах 𝐵𝐶 i 𝐴𝐵 вiдповiдно. Нехай 𝑂— точка перетину вiдрiзкiв 𝐴𝐸 i
𝐶𝐹 . Вiдомо, що в чотирикутники 𝑂𝐹𝐵𝐸 та 𝑂𝐴𝐷𝐶 можна вписати кола.
Доведiть, що

а) в чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 можна вписати коло;
б) кола, вписанi в трикутники 𝐴𝐶𝐷 i 𝐴𝐵𝐶, дотикаються одне до

одного.

469. У площинi опуклого чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 розташована точка
𝑃 . Нехай 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 i 𝐷0 — середини сторiн 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 i 𝐷𝐴

вiдповiдно. На сторонi 𝐴𝐵 обирається точка 𝐴1 так, що променi 𝑃𝐴0

i 𝑃𝐴1 симетричнi вiдносно бiсектриси кута 𝐴𝑃𝐵. Аналогiчним чином
обираються точки 𝐵1, 𝐶1 i 𝐷1 на сторонах 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 i 𝐷𝐴 вiдповiдно.
Знайдiть всi такi точки 𝑃 , для яких чотирикутник 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 —
паралелограм.

470. Знайти всi такi пари додатних рацiональних чисел (𝑥, 𝑦), що
числа {𝑥} +

{︁
1
𝑦

}︁
та {𝑦} +

{︀
1
𝑥

}︀
будуть цiлими. (Тут {𝑥} = 𝑥− [𝑥], а [𝑥] —

найбiльше цiле число, яке не перевищує 𝑥.)

471. Коло з центром 𝑂 дотикається до всiх сторiн опуклого
чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Променi 𝐵𝐴 i 𝐶𝐷 перетинаються в точцi 𝐾,
а променi 𝐴𝐷 i 𝐵𝐶 перетинаються в точцi 𝐿. Точки 𝑋 i 𝑌 належать
вiдрiзкам 𝑂𝐴 i 𝑂𝐶 вiдповiдно так, що ∠𝑋𝐾𝑌 = 1

2
∠𝐴𝐾𝐶. Доведiть, що

∠𝑋𝐿𝑌 = 1
2
∠𝐴𝐿𝐶.

472. Довести, що для кожного натурального 𝑛 > 2 iснує таке
натуральне число 𝑥, що число 𝑥5 + 24 дiлиться на 5𝑛 i не дiлиться
на 5𝑛+1.
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473. Знайдiть всi дiйснi розв’язки рiвняння

1 + 3
√

3 · 12𝑥 = 3
√

3 · 27𝑥 − 64𝑥.

474. Нехай 𝑥 та 𝑦— дiйснi числа, якi задовольняють систему рiвнянь:{︃
𝑥4 + 2𝑦3 − 𝑥 = −1

4
+ 3

√
3,

𝑦4 + 2𝑥3 − 𝑦 = −1
4
− 3

√
3.

Доведiть, що 2𝑥𝑦 = 𝑥 + 𝑦.

475. Нехай 𝐼𝐴 —центр зовнiвписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, яке
дотикається до сторони 𝐵𝐶 i до продовжень сторiн 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 за
точки 𝐵 та 𝐶 вiдповiдно. Нехай 𝑃 та 𝑄—центри кiл, описаних навколо
трикутникiв 𝐴𝐵𝐼𝐴 та 𝐴𝐶𝐼𝐴 вiдповiдно. Доведiть, що точки 𝐵, 𝐶, 𝑃 та
𝑄 лежать на одному колi.

476. Нехай 𝑎, 𝑏 i 𝑐—додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
1

𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2
+

1

3𝑎𝑏𝑐
>

2

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎
.

477. Нехай 𝑛—натуральне число, 𝑛 > 3. Про невiд’ємнi дiйснi числа
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 вiдомо, що 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛 = 2.

а) Доведiть нерiвнiсть

𝑥1𝑓 (𝑥2) + 𝑥2𝑓 (𝑥3) + . . . + 𝑥𝑛𝑓 (𝑥1) 6
1

2
,

де 𝑓 (𝑥) = 𝑥2

1+𝑥2 , 0 6 𝑥 6 2.
б) Для яких чисел досягається знак рiвностi у цiй нерiвностi?

478. Дано пiвколо з дiаметром 𝐴𝐵. На дузi 𝐴𝐵 цього пiвкола довiльно
вiдмiтили точку 𝐶, вiдмiнну вiд точок 𝐴 i 𝐵. Нехай 𝐷— ортогональна
проекцiя точки 𝐶 на дiаметр 𝐴𝐵. Коло 𝜔 дотикається до вiдрiзкiв 𝐴𝐷,
𝐶𝐷 i дуги 𝐴𝐵 пiвкола в точцi 𝑃 . Доведiть, що точка перетину бiсектрис
кутiв 𝐴𝑃𝐵 i 𝐴𝐶𝐷 лежить на дiаметрi 𝐴𝐵.

479. Знайдiть найменше натуральне 𝑛 таке, що число 5𝑛 − 1 дiлиться
на 22009.

480. Нехай 𝑎, 𝑏 i 𝑐—довiльнi дiйснi числа. Доведiть нерiвнiсть:
а) (𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4) (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) > (𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3)

2;
б) (𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3)

2 > (𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4) (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎).

481. Знайдiть всi трiйки дiйсних чисел (𝑥, 𝑦, 𝑧), якi задовольняють
кожну iз трьох рiвностей 𝑥𝑦 = 𝑧

𝑥
+ 1, 𝑦𝑧 = 𝑥

𝑦
+ 1 i 𝑧𝑥 = 𝑦

𝑧
+ 1.
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482. Карлсон задумав три попарно рiзних додатних числа, а Малюк—
два рiзних додатних числа. З’ясувалося, що сума квадратiв усiх чисел
Карлсона спiвпадає iз сумою квадратiв усiх чисел Малюка, а сума
четвертих степенiв усiх чисел Карлсона спiвпадає iз сумою четвертих
степенiв усiх чисел Малюка. Доведiть, що обидва числа Малюка лежать
мiж найбiльшим та середнiм за величиною числом Карлсона.

𝐴 𝐵

𝐶𝐷

𝑃

𝑄

483. Многогранник 𝑃𝐴𝐵𝐶𝐷𝑄

має вигляд, зображений на малюнку.
Вiдомо, що 𝐴𝐵𝐶𝐷—паралелограм,
площини трикутникiв 𝑃𝐴𝐶 i 𝑃𝐵𝐷

взаємно перпендикулярнi, а також
взаємно перпендикулярними є площини
трикутникiв 𝑄𝐴𝐶 i 𝑄𝐵𝐷. Кожну грань
цього многогранника пофарбували в
чорний або бiлий колiр так, що гранi, якi
мають спiльне ребро пофарбованi в рiзнi
кольори. Доведiть, що сума квадратiв площ чорних граней дорiвнює
сумi квадратiв площ бiлих граней.

484. Доведiть, що для будь-яких додатних 𝑎, 𝑏 i 𝑐 виконується
нерiвнiсть

3

√︃
9𝑎 (𝑎 + 𝑏)

16(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2
+ 3

√︃
3𝑏𝑐

4 (𝑎 + 𝑏) (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
6 1.

485. Нехай 𝑝 i 𝑝 + 2 —простi числа. Доведiть, що число
2𝑝 (𝑝 + 1) (𝑝 + 2) є спiльним дiльником таких чисел 𝑝𝑝+2 − 𝑝 та (𝑝 + 2)𝑝 −
𝑝− 2.

486. Нехай 𝑥 та 𝑦— такi дiйснi числа, що 4𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 2𝑦2 6 1,5.
Доведiть, що 2𝑥𝑦 + 7 > 4𝑥 + 6𝑦.

487. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑—натуральнi числа такi, що
a) 𝑎 > 𝑏 > 𝑐 > 𝑑,
б) (𝑎− 𝑑) (𝑏− 𝑐) = 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐.

Доведiть, що 𝑎 > 5+2
√
3

13
(𝑏 + 𝑐 + 𝑑).

488. Нехай 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 i 𝑥4 —дiйснi числа, якi належать промiжку
[1; +∞). Доведiть, що серед цих чисел знайдуться такi два числа 𝑥𝑖 та
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𝑥𝑗 (1 6 𝑖 ̸= 𝑗 6 4), для яких виконується нерiвнiсть√︀
(𝑥𝑖

2 − 1) (𝑥𝑗
2 − 1) + 1

𝑥𝑖𝑥𝑗

>

√
3

2
.

489. Нехай 𝑥 i 𝑦 додатнi числа, для яких виконується нерiвнiсть
3 (𝑥 + 𝑦) > 2 (𝑥𝑦 + 1). Доведiть, що виконується i така нерiвнiсть

9
(︀
𝑥3 + 𝑦3

)︀
> 𝑥3𝑦3 + 1.

490. Нехай 𝑥 та 𝑦— будь-якi дiйснi числа. Доведiть, що(︀
𝑥2 − 𝑥 + 1

)︀ (︀
𝑦2 − 𝑦 + 1

)︀
> 2 (𝑥 + 𝑦) (𝑥− 1) (𝑦 − 1) .

При яких значеннях 𝑥 та 𝑦 досягається знак рiвностi?

491. Нехай 𝑁 — кiлькiсть способiв розрiзати правильний 2007-кутник
𝐴1𝐴2 . . . 𝐴2007 на трикутники по його дiагоналях.

а) Чи буде число 𝑁 —парним?
б) Чи буде число 𝑁 дiлитися на 3?
в) Чи буде число 𝑁 дiлитися на 6?

492. Знайти всi можливi графи, кожний iз яких має 𝑛 6 9 вершин
i володiє такою властивiстю: в його вершинах можна записати додатнi
числа так, що кожне число дорiвнює половинi суми чисел, якi з
ним сусiднi. (Два числа називаються сусiднiми, якщо вони записанi
у вершинах графа, що з’єднанi ребром.)

493. В ряд виписано декiлька нулiв та одиниць. Такий запис будемо
називати впорядкованим набором iз нулiв та одиниць. Нехай 𝐴—
кiлькiсть пар виду . . . 1 . . . 0 . . . таких, що нуль цiєї пари стоїть на парному
мiсцi пiсля одиницi цiєї пари, а 𝐵 — таких, що нуль стоїть на непарному
мiсцi. Наприклад, для 10 маємо 𝐴 = 0, 𝐵 = 1, для 100 маємо 𝐴 = 1,
𝐵 = 1, а для 01010010110 маємо 𝐴 = 6, 𝐵 = 7.

а) Доведiть, що для будь-якого впорядкованого набору iз нулiв та
одиниць буде виконуватися нерiвнiсть 𝐴 6 𝐵.

б) Чи iснує такий впорядкований набiр iз нулiв та одиниць, для якого
𝐵 − 𝐴 = 2007?

494. Прямокутник𝑀𝑁𝐾𝐿 з цiлими сторонами роздiлили на одиничнi
квадрати. Деякi сторони одиничних квадратiв пофарбували в бiлий колiр.
Через 𝑛 (𝑋, 𝑌 ) позначимо кiлькiсть способiв дiстатися з вершини 𝑋 у
вершину 𝑌 , рухаючись лише по не зафарбованих сторонах клiтинок у
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напрямках злiва — направо та знизу — вгору. Нехай 𝐴, 𝐵, 𝐶 i 𝐷— точки,
що лежать на сторонах 𝑀𝑁 , 𝑁𝐾, 𝐾𝐿 i 𝐿𝑀 вiдповiдно. Доведiть, що

𝑛 (𝐴,𝐵) · 𝑛 (𝐷,𝐶) > 𝑛 (𝐴,𝐶) · 𝑛 (𝐷,𝐵) .

495. Про трикутну пiрамiду 𝑆𝐴𝐵𝐶 вiдомо, що ∠𝐵𝑆𝐶 = 𝛼, ∠𝐶𝑆𝐴 =

𝛽, ∠𝐴𝑆𝐵 = 𝛾, а двограннi кути при ребрах 𝑆𝐴 i 𝑆𝐵 мають величину 𝜙 i
𝛿 вiдповiдно. Доведiть, що 𝛾 > 𝛼 · cos 𝛿 + 𝛽 · cos𝜙.

496. Нехай 𝑎, 𝑏 i 𝑐—додатнi числа, причому 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1. Доведiть,
що

1

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎
+

1

2 (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)
6

1

1 − 𝑎
+

1

1 − 𝑏
+

1

1 − 𝑐
.

497. Розглянемо такi двi нескiнченнi множини дiйсних чисел 𝑋 =

= {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . } та 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, . . . }, що 𝑥1 = 𝑦1 i для будь-якого
натурального 𝑛 виконується рiвнiсть 𝑦𝑛+1 = 𝑥𝑛+1+𝑦𝑛−2𝑥𝑛+1𝑦𝑛. Доведiть,
що 1

2
∈ 𝑋 тодi i тiльки тодi, коли 1

2
∈ 𝑌 .

498. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶. Нехай 𝜔—коло, яке
перетинає сторону 𝐴𝐵 в точках 𝐶1 i 𝐶2 (𝐶1 лежить мiж 𝐴 та 𝐶2), сторону
𝐵𝐶 в точках 𝐴1 i 𝐴2 (𝐵1 лежить мiж 𝐵 та 𝐴2), сторону 𝐶𝐴 в точках 𝐵1

i 𝐵2 (𝐵1 лежить мiж 𝐶 i 𝐵2). Довести, що 𝜔 можна вибрати так, щоб
вiдрiзки 𝐴1𝐵2, 𝐵1𝐶2 i 𝐶1𝐴2 були його дiаметрами.

499. Дано граф-дерево з 𝑛 вершинами, (𝑛 > 3). Одну з вершин
обираємо за корiнь дерева, а саме дерево орiєнтуємо вiд кореня до листя.
Для такої орiєнтацiї графа в кожнiй його вершинi запишемо кiлькiсть
нащадкiв цiєї вершини. Довести, що серед записаних чисел кiлькiсть
парних не менша за кiлькiсть непарних.

500. Натуральнi числа вiд 1 до 𝑛2 виписали в рядок у деякому
порядку (𝑛 > 3). За один хiд дозволяється робити наступнi перетворення:
даний рядок . . . , 𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . можна замiнити на рядок . . . , 𝑏, 𝑎, 𝑐, . . . , якщо
𝑐 лежить мiж 𝑎 та 𝑏, а також можна замiнити на рядок . . . , 𝑎, 𝑐, 𝑏, . . . ,
якщо 𝑎 лежить мiж 𝑏 та 𝑐 (в кожному випадку мiняють мiсцями лише
два числа). Два рядки назвемо еквiвалентними, якщо один iз них можна
перетворити в другий за допомогою вказаних перетворень. Довести, що
iснує принаймнi 𝑛4−2𝑛3

2
попарно нееквiвалентних рядочкiв.
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В’ячеслав Ясiнський

Реверсна технiка розв’язування олiмпiадних задач iз
математики1

Не то чудо из чудес,
что упал мужик с небес,
а то чудо из чудес,
как же он туда залез!

На олiмпiадах для школярiв з математики часто пропонують задачi
на доведення, розв’язування яких вимагає вiд них виявити свої здiбностi
i можливостi, степiнь iнтелектуального розвитку. Ця стаття має за
мету ознайомити таких учнiв та їхнiх наставникiв iз сучасним методом
доведення, в якому використовується поняття реверсу .

Реверс (англ. reverse, вiд лат. Revertor — повертаю назад, повертаюся)
(реверсивний механiзм) використовується для змiни напрямку руху
автомобiля.

Реверсна технiка Кошi для доведення нерiвностей

У цьому роздiлi для доведення нерiвностей ми будемо викори-
стовувати метод, який називається реверсною технiкою Кошi, який
дає змогу застосувати нерiвнiсть Кошi мiж середнiм арифметичним i
середнiм геометричним. Цей метод є несподiвано простим, але досить

1Науково-методичний журнал «Математика в рiднiй школi», 2014, №12. — C. 44–49.
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ефективним у застосуваннi. Його суть будемо розкривати пiд час
доведення олiмпiадних алгебраїчних нерiвностей.

Приклад 1.1. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа, сума яких
дорiвнює 3. Доведiть, що

𝑎

𝑏2 + 1
+

𝑏

𝑐2 + 1
+

𝑐

𝑎2 + 1
>

3

2
.

(Болгарiя, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2003 р.)

Розв’язання. Насправдi неможливо використовувати нерiвнiсть
Кошi у знаменниках лiвої частини (𝑏2 + 1 > 2𝑏 та iн.), оскiльки одержимо
знак нерiвностi, протилежний до потрiбного. Тим не менше, ми зможемо
здiйснити задумане, але до iншого виразу:

𝑎

𝑏2 + 1
= 𝑎− 𝑎𝑏2

𝑏2 + 1
> 𝑎− 𝑎𝑏2

2𝑏
= 𝑎− 1

2
𝑎𝑏.

Тепер нерiвнiсть матиме такий вигляд:

𝑎

𝑏2 + 1
+

𝑏

𝑐2 + 1
+

𝑐

𝑎2 + 1
> (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) − 1

2
(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) >

3

2
,

бо 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3 i 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 6 3.
Дiйсно,

9 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) > 3 (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ,

тобто 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 6 3. �

Проаналiзуємо це розв’язання. Реверсом у ньому є перехiд вiд виразу
𝑎

𝑏2+1
до виразу − 𝑎𝑏2

𝑏2+1
. Дiйсно, якщо у знаменнику застосувати нерiвнiсть

Кошi, то одержимо нерiвнiсть

𝑎

𝑏2 + 1
6

𝑎

2𝑏
.

При цьому знак нерiвностi є протилежним до знаку, який потрiбно
довести. Здiйснивши перехiд до виразу − 𝑎𝑏2

𝑏2+1
i застосувавши у його

знаменнику нерiвнiсть Кошi, одержимо нерiвнiсть

− 𝑎𝑏2

𝑏2 + 1
> −𝑎𝑏2

2𝑏
,

у якiй вже потрiбний знак нерiвностi.
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Далi, на конкретних прикладах, ми продемонструємо реверсну технiку
Кошi.

Приклад 1.2. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑—додатнi дiйснi числа, сума яких
дорiвнює 4. Доведiть, що

𝑎

𝑏2𝑐 + 1
+

𝑏

𝑐2𝑑 + 1
+

𝑐

𝑑2𝑎 + 1
+

𝑑

𝑎2𝑏 + 1
> 2.

(В’єтнам, 2003 р.)

Розв’язання. Застосуємо реверсну технiку Кошi:

𝑎

𝑏2𝑐 + 1
= 𝑎− 𝑎𝑏2𝑐

𝑏2𝑐 + 1
> 𝑎− 𝑎𝑏2𝑐

2𝑏
√
𝑐

= 𝑎− 𝑎𝑏
√
𝑐

2
=

= 𝑎− 𝑏
√
𝑎 · 𝑎𝑐
2

> 𝑎− 𝑏 (𝑎 + 𝑎𝑐)

4
= 𝑎− 1

4
𝑎𝑏− 1

4
𝑎𝑏𝑐.

Таким чином,

𝑎

𝑏2𝑐 + 1
+

𝑏

𝑐2𝑑 + 1
+

𝑐

𝑑2𝑎 + 1
+

𝑑

𝑎2𝑏 + 1
>

> (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) − 1

4
(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑 + 𝑑𝑎) − 1

4
(𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏) .

Оскiльки 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 4, то

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑 + 𝑑𝑎 = 𝑏 (𝑎 + 𝑐) + 𝑑 (𝑐 + 𝑎) = (𝑎 + 𝑐) (𝑏 + 𝑑) 6

6

(︂
(𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)

2

)︂2

=

(︂
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2

)︂2

=

(︂
4

2

)︂2

= 4,

а також

𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏 = 𝑏𝑐 (𝑎 + 𝑑) + 𝑑𝑎 (𝑐 + 𝑏) 6

6

(︂
𝑏 + 𝑐

2

)︂2

(𝑎 + 𝑑) +

(︂
𝑎 + 𝑑

2

)︂2

(𝑏 + 𝑐) =

=
1

4
(𝑎 + 𝑑) (𝑏 + 𝑐) (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) = (𝑎 + 𝑑) (𝑏 + 𝑐) 6

6

(︂
(𝑎 + 𝑑) + (𝑏 + 𝑐)

2

)︂2

=

(︂
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

2

)︂2

=

(︂
4

2

)︂2

= 4.

Таким чином, ми довели, що

𝑎

𝑏2𝑐 + 1
+

𝑏

𝑐2𝑑 + 1
+

𝑐

𝑑2𝑎 + 1
+

𝑑

𝑎2𝑏 + 1
>

> (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) − 1

4
(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑑 + 𝑑𝑎) − 1

4
(𝑎𝑏𝑐 + 𝑏𝑐𝑑 + 𝑐𝑑𝑎 + 𝑑𝑎𝑏) >
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> 4 − 1

4
· 4 − 1

4
· 4 = 2,

що i треба було довести. �

Зауваження. Звернiть увагу, що замiну заданого виразу на реверсний
ми здiйснили двiчi.

Приклад 1.3. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа. Доведiть, що

𝑎3

𝑎2 + 𝑏2
+

𝑏3

𝑏2 + 𝑐2
+

𝑐3

𝑐2 + 𝑎2
>

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
.

(Румунiя, 2007 р.)

Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування
реверсної технiки Кошi:

𝑎3

𝑎2 + 𝑏2
= 𝑎− 𝑎𝑏2

𝑎2 + 𝑏2
> 𝑎− 𝑎𝑏2

2𝑎𝑏
= 𝑎− 1

2
𝑏.

Таким чином,

𝑎3

𝑎2 + 𝑏2
+

𝑏3

𝑏2 + 𝑐2
+

𝑐3

𝑐2 + 𝑎2
> (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) − 1

2
(𝑏 + 𝑐 + 𝑎) =

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
,

що i треба було довести. �

Приклад 1.4. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа, сума яких
дорiвнює 3. Доведiть, що

𝑎2

𝑎 + 2𝑏2
+

𝑏2

𝑏 + 2𝑐2
+

𝑐2

𝑐 + 2𝑎2
> 1.

(Польща, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2005 р.)

Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування
реверсної технiки Кошi:

𝑎2

𝑎 + 2𝑏2
= 𝑎− 2𝑎𝑏2

𝑎 + 2𝑏2
> 𝑎− 2𝑎𝑏2

3
3
√
𝑎𝑏2𝑏2

= 𝑎− 2

3

3
√
𝑎2𝑏2.

Таким чином,

𝑎2

𝑎 + 2𝑏2
+

𝑏2

𝑏 + 2𝑐2
+

𝑐2

𝑐 + 2𝑎2
> (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) − 2

3

(︁
3
√
𝑎2𝑏2 +

3
√
𝑏2𝑐2 +

3
√
𝑐2𝑎2

)︁
=

= 3 − 2

3

(︁
3
√
𝑎2𝑏2 +

3
√
𝑏2𝑐2 +

3
√
𝑐2𝑎2

)︁
> 3 − 2

3
· 3 = 1.

Залишилося довести, що 3
√
𝑎2𝑏2 +

3
√
𝑏2𝑐2 +

3
√
𝑐2𝑎2 6 3.
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Дiйсно, оскiльки 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3, то

9 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 2 (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) > 3 (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) ,

тобто 3 > 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎.
Далi,

9 = 3 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) = 2 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 3 > 2 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) =

= (𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏) + (𝑏 + 𝑐 + 𝑏𝑐) + (𝑐 + 𝑎 + 𝑐𝑎) >

> 3
3
√
𝑎 · 𝑏 · 𝑎𝑏 + 3

3
√
𝑏 · 𝑐 · 𝑏𝑐 + 3 3

√
𝑐 · 𝑎 · 𝑐𝑎 =

= 3
(︁

3
√
𝑎2𝑏2 +

3
√
𝑏2𝑐2 +

3
√
𝑐2𝑎2

)︁
,

тобто 3
√
𝑎2𝑏2 +

3
√
𝑏2𝑐2 +

3
√
𝑐2𝑎2 6 3, що i треба було довести. �

Приклад 1.5. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑—додатнi дiйснi числа, сума яких
дорiвнює 1. Доведiть, що

𝑎2

𝑎 + 𝑏
+

𝑏2

𝑏 + 𝑐
+

𝑐2

𝑐 + 𝑑
+

𝑑2

𝑑 + 𝑎
>

1

2
.

(Iрландiя, 1999 р.)

Розв’язання. Скористаємося наступною оцiнкою для застосування
реверсної технiки Кошi:

𝑎2

𝑎 + 𝑏
= 𝑎− 𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
> 𝑎− 𝑎𝑏

2
√
𝑎𝑏

= 𝑎− 1

2

√
𝑎𝑏.

Таким чином,

𝑎2

𝑎 + 𝑏
+

𝑏2

𝑏 + 𝑐
+

𝑐2

𝑐 + 𝑑
+

𝑑2

𝑑 + 𝑎
>

> (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) − 1

2

(︁√
𝑎𝑏 +

√
𝑏𝑐 +

√
𝑐𝑑 +

√
𝑑𝑎
)︁

=

= 1 − 1

2

(︁√
𝑎𝑏 +

√
𝑏𝑐 +

√
𝑐𝑑 +

√
𝑑𝑎
)︁
> 1 − 1

2
· 1 = 1.

Залишилося довести, що
√
𝑎𝑏 +

√
𝑏𝑐 +

√
𝑐𝑑 +

√
𝑑𝑎 6 1.

Дiйсно, оскiльки 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 1, то за нерiвнiстю Кошi одержуємо:
√
𝑎𝑏 +

√
𝑏𝑐 +

√
𝑐𝑑 +

√
𝑑𝑎 6

𝑎 + 𝑏

2
+

𝑏 + 𝑐

2
+

𝑐 + 𝑑

2
+

𝑑 + 𝑎

2
=

= 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 1,

що i треба було довести. �
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Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 1.6. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐— додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює
3. Доведiть, що

𝑎 + 1

𝑏2 + 1
+

𝑏 + 1

𝑐2 + 1
+

𝑐 + 1

𝑎2 + 1
> 3.

Вказiвка. Скористайтеся оцiнкою:

𝑎 + 1

𝑏2 + 1
= 𝑎 + 1 − 𝑏2(𝑎 + 1)

𝑏2 + 1
> 𝑎 + 1 − 𝑏2(𝑎 + 1)

2𝑏
= 𝑎 + 1 − 1

2
(𝑎𝑏 + 𝑏).

Задача 1.7. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐— додатнi дiйснi числа, сума яких дорiвнює
3. Доведiть, що 1

1+2𝑏2𝑐
+ 1

1+2𝑐2𝑎
+ 1

1+2𝑎2𝑏
> 1.

Вказiвка. Скористайтеся оцiнками:

1

1 + 2𝑏2𝑐
= 1 − 2𝑏2𝑐

1 + 2𝑏2𝑐
> 1 − 2𝑏2𝑐

3
3
√
𝑏4𝑐2

= 1 − 2

3

3
√
𝑏2𝑐 > 1 − 2

9
(2𝑏 + 𝑐).

Задача 1.8. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑—невiд’ємнi дiйснi числа, сума яких
дорiвнює 4. Доведiть, що

1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑏2𝑐2
+

1 + 𝑏𝑐

1 + 𝑐2𝑑2
+

1 + 𝑐𝑑

1 + 𝑑2𝑎2
+

1 + 𝑎𝑑

1 + 𝑎2𝑏2
> 4.

Вказiвка. Скористайтеся оцiнкою:

1 + 𝑎𝑏

1 + 𝑏2𝑐2
= (1+𝑎𝑏)−(1 + 𝑎𝑏)𝑏2𝑐2

1 + 𝑏2𝑐2
> 1+𝑎𝑏−(1 + 𝑎𝑏)𝑏2𝑐2

2𝑏𝑐
= 1+𝑎𝑏−1

2
(1+𝑎𝑏)𝑏𝑐.

Задача 1.9. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐— додатнi дiйснi числа, сума квадратiв яких
дорiвнює 3. Доведiть, що 1

𝑎3+2
+ 1

𝑏3+2
+ 1

𝑐3+2
> 1.

Вказiвка. Скористайтеся оцiнкою:

1

𝑎3 + 2
=

1

2
− 𝑎3

2(𝑎3 + 2)
=

1

2
− 𝑎3

2 (𝑎3 + 1 + 1)
>

1

2
− 𝑎3

6
3
√
𝑎3 · 1 · 1

=
1

2
− 1

6
𝑎2.

Реверсна технiка розв’язування олiмпiадних задач з геометрiї

У цьому роздiлi для розв’язування олiмпiадних задач iз геометрiї
ми будемо використовувати реверсну технiку їх розв’язування. Суть
цiєї технiки полягає в тому, що замiсть одного iз фактiв, що задається
умовою задачi, ми будемо доводити iнший— реверсний до нього факт,
пiсля доведення якого отримаємо потрiбний результат. Зрозумiло,
що потрiбно буде показати виконання того факту, що був нами
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проiгнорований. Детальнiше, суть реверсної технiки будемо розкривати
пiд час розв’язування олiмпiадних задач iз планiметрiї.

Приклад 2.1. Два кола з центрами в точках 𝑂1 i 𝑂2 дотикаються
зовнi у точцi 𝑇 . Чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписаний в коло (𝑂1) так, що
променi 𝐷𝐴 i 𝐶𝐵 дотикаються до кола (𝑂2) у точках 𝐸 i 𝐹 вiдповiдно.
Бiсектриса кута 𝐴𝐵𝐹 перетинає вiдрiзок 𝐸𝐹 у точцi 𝑁 , а пряма 𝐹𝑇

перетинає дугу 𝐴𝑇 кола (𝑂1), яка не мiстить точку 𝐵, у точцi 𝑀 , яка не
спiвпадає з точкою 𝐴. Доведiть, що точка 𝑀 є центром описаного кола
трикутника 𝐵𝐶𝑁 .

(Китай, математична олiмпiада для дiвчат, 2013 р.)

Розв’язання. Накреслимо малюнок, що вiдповiдає умовi задачi, i
будемо розв’язувати її, спираючись на нього (рис. 1).

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷 𝐸

𝐹

𝐾

𝑃
𝑂1

𝑂2

𝑇

𝑀

Рис. 1

Для розв’язання цiєї задачi, застосуємо реверсний метод: нехай 𝑃 —
точка перетину 𝐴𝑀 i 𝐸𝐹 . Доведемо, що 𝑀 —центр описаного кола
трикутника 𝐵𝐶𝑃 i що 𝐵𝑃 — бiсектриса кута 𝐴𝐵𝐹 , тобто, що точка 𝑃

спiвпадає з точкою 𝑁 .
Дiйсно, оскiльки 𝑇 — точка дотику кiл (𝑂1) i (𝑂2), то пряма 𝑂1𝑂2

проходить через точку 𝑇 . Крiм того, пряма 𝑀𝐹 також проходить
через точку 𝑇 . Тому трикутники 𝑀𝑂1𝑇 i 𝐹𝑂2𝑇 —подiбнi рiвнобедренi
трикутники. Звiдси випливає, що ∠𝑀𝑂1𝑇 = ∠𝐹𝑂2𝑇 . Тому, за
властивiстю вписаних кутiв i теоремою про кут мiж дотичною i хордою,
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що проведена в точку дотику, одержуємо:

∠𝐹𝐸𝑇 = ∠𝑇𝐹𝐾 =
1

2
∠𝐹𝑂2𝑇 =

1

2
∠𝑀𝑂1𝑇 = ∠𝑇𝐵𝑀 = ∠𝑇𝐶𝑀 = ∠𝑇𝐴𝑀.

Далi, оскiльки ∠𝑀𝐵𝑇 = ∠𝑀𝐹𝐵, то M 𝑀𝐵𝑇 ∼M 𝑀𝐹𝐵 (за двома
кутами). Звiдси випливає, що їх вiдповiднi зовнiшнi кути рiвнi, а сторони
пропорцiйнi: ∠𝐶𝐵𝑀 = ∠𝐹𝑇𝐵 i 𝑀𝐵2 = 𝑀𝑇 · 𝑀𝐹 . А за властивiстю
вписаних кутiв, одержуємо: ∠𝐶𝑇𝑀 = ∠𝐵𝐶𝑀 . Звiдси випливає, що
∠𝑀𝐵𝐶 = ∠𝑀𝐶𝐵, тобто 𝑀𝐶 = 𝑀𝐵. Оскiльки ∠𝑇𝐴𝑃 = ∠𝑇𝐸𝑃 , то
точки 𝐴, 𝑇 , 𝑃 , 𝐸 —циклiчнi. Звiдки, за властивiстю вписаних кутiв i
кута мiж дотичною i сiчною, одержуємо:

∠𝑀𝑃𝑇 = ∠𝐴𝑃𝑇 = ∠𝐴𝐸𝑇 = ∠𝐸𝐹𝑇,

тобто ∠𝑀𝑃𝑇 = ∠𝑀𝐹𝑃 . А це означає, що M𝑀𝑃𝑇 ∼M𝑀𝐹𝑇 (за двома
кутами). З подiбностi цих трикутникiв випливає, що 𝑀𝑃 2 = 𝑀𝑇 ·𝑀𝐹 =

= 𝑀𝐵2, тобто 𝑀𝑃 = 𝑀𝐵 = 𝑀𝐶. Це означає, що 𝑀 —центр описаного
кола трикутника 𝐵𝐶𝑃 . Залишилося довести, що 𝐵𝑃 — бiсектриса кута
𝐴𝐵𝐹 . Дiйсно,

∠𝐴𝐵𝑃 = ∠𝐴𝐵𝑀 + ∠𝑀𝐵𝑃 = ∠𝐴𝐵𝑀 +
180∘ − ∠𝐵𝑀𝑃

2
=

= ∠𝐴𝐵𝑀 + 90∘ − 1

2
∠𝐵𝐶𝐴 =

= ∠𝐴𝐵𝑀 + 90∘ − 1

2
∠𝐵𝐶𝑀 − 1

2
∠𝐴𝐶𝑀 =

=
1

2
∠𝐶𝑀𝐵 +

1

2
∠𝐵𝐶𝑀 +

1

2
∠𝐴𝐶𝑀 =

=
1

2
∠𝐶𝐴𝐵 +

1

2
∠𝐵𝐶𝐴 =

1

2
∠𝐴𝐵𝐹,

що i треба було довести. �

Приклад 2.2. Нехай 𝐴𝐷 i 𝐴𝐻 — вiдповiдно бiсектриса i висота
трикутника 𝐴𝐵𝐶, в якому 𝐴𝐵 < 𝐴𝐶. Серединний перпендикуляр до
вiдрiзка 𝐴𝐷 перетинає пiвкола з дiаметрами 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶, якi розташованi
зовнi трикутника 𝐴𝐵𝐶, вiдповiдно у точках 𝑋 та 𝑌 . Доведiть, що
чотирикутник 𝑋𝑌𝐷𝐻 — вписаний.

(Iран, вiдбiр на Мiжнародну математичну олiмпiаду, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок, що вiдповiдає умовi задачi (рис. 2).
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Рис. 2

Для розв’язання цiєї задачi застосуємо реверсний метод: нехай
серединний перпендикуляр до вiдрiзка 𝐴𝐷 перетинає сторони 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶
вiдповiдно в точках 𝑀 i 𝑁 , а описане коло 𝜔 трикутника 𝑌 𝐷𝐻 — у двох
рiзних точках 𝑌 i 𝑍. Доведемо, що точка 𝑍 спiвпадає з точкою 𝑋.

Так як точка 𝑌 належить пiвколу з дiаметром 𝐴𝐶, то ∠𝐴𝑌 𝐶 = 90∘.
Тому, ∠𝐴𝑌 𝐶 = ∠𝐴𝐻𝐶 = 90∘, а це означає, що чотирикутник 𝐴𝐻𝐶𝑌 —
вписаний. За властивiстю симетричних i вписаних кутiв, одержуємо:

∠𝐴𝑍𝑌 = ∠𝐷𝑍𝑌 = ∠𝐷𝐻𝑌 = ∠𝐶𝐴𝑌.

Але

∠𝑍𝐴𝐵 = ∠𝐴𝑀𝑁 − ∠𝐴𝑍𝑀 = ∠𝐴𝑁𝑀 − ∠𝑌 𝐴𝑁 = ∠𝐴𝑌 𝑍 = ∠𝐷𝑌 𝑍 =

= ∠𝑍𝐻𝐵,

тобто ∠𝑍𝐴𝐵 = ∠𝑍𝐻𝐵. А це означає, що чотирикутник 𝐴𝑍𝐵𝐻 —
вписаний. Звiдки одержуємо, що ∠𝐴𝑍𝐵 = 180∘ − ∠𝐴𝐻𝐵 = 180∘ − 90∘ =

90∘. Так як кут 𝐴𝑍𝐵 — прямий, то точка 𝑍 лежить на пiвколi з дiаметром
𝐴𝐵. Оскiльки точка 𝑍 ще й належить серединному перпендикуляровi
вiдрiзка 𝐴𝐷, то ця точка належить їх перетину, тобто точка 𝑍 спiвпадає
з точкою 𝑋, тобто чотирикутник 𝑋𝑌𝐷𝐻 — вписаний в коло 𝜔, що i треба
було довести. �

Приклад 2.3. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — гострокутний трикутник, вписаний в
коло 𝜔. Бiсектриса кута 𝐵𝐴𝐶 перетинає коло 𝜔 у точцi 𝑀 . На вiдрiзку
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𝐴𝑀 всерединi трикутника 𝐴𝐵𝐶 довiльно вiдмiтили точку 𝑃 . Прямi, що
проходять через точку 𝑃 паралельно прямим 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 перетинають
сторону 𝐵𝐶 у точках 𝐸 i 𝐹 вiдповiдно. Прямi 𝑀𝐸 i 𝑀𝐹 перетинають
вдруге коло 𝜔 у точках 𝐾 i 𝐿 вiдповiдно. Доведiть, що прямi 𝐴𝑀 , 𝐵𝐿 i
𝐶𝐾 перетинаються в однiй точцi.

(Iндонезiя, 2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 3).
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Рис. 3

Для розв’язання цiєї задачi
застосуємо реверсний метод: нехай
прямi 𝑀𝐸 i 𝑀𝐹 перетинають
сторони 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 у точках 𝑈 i 𝑉
вiдповiдно, а пряма 𝑈𝑉 перетинає
пряму 𝐴𝑀 у точцi 𝐷. Доведемо,
що прямi 𝐵𝐿 i 𝐶𝐾 проходять через
точку 𝐷.

Трикутники 𝑃𝐸𝐹 i 𝐴𝑈𝑉 —
гомотетичнi з центром у точцi 𝑀 .
Дiйсно, розглянемо гомотетiю з
центром𝑀 , яка вiдображає точку 𝑃
в точку 𝐴. Нехай при цiй гомотетiї
точки 𝐸 i 𝐹 вiдображаються в
точки 𝐸 ′ i 𝐹 ′ вiдповiдно. Тодi точка 𝐸 ′ лежить на променi 𝑀𝐸, причому
𝑃𝐸 ‖ 𝐴𝐸 ′, тобто точка 𝐸 ′ спiвпадає з точкою 𝑈 . Аналогiчно, точка 𝐹 ′

спiвпадає з точкою 𝑉 . Звiдси випливає, що 𝑈𝑉 ‖ 𝐸𝐹 , тобто 𝑈𝑉 ‖ 𝐵𝐶,
бо при гомотетiї прямi вiдображаються у паралельнi прямi. Далi, так як
𝐴𝑀 — бiсектриса кута 𝐵𝐴𝐶, то 𝑀 — середина дуги 𝐵𝐶 кола 𝜔. Звiдси
випливає, що ∠𝑀𝐵𝐶 = ∠𝑀𝐾𝐵, тобто ∠𝑀𝐵𝐸 = ∠𝑀𝐾𝐵. А це означає,
що M𝑀𝐵𝐸 ∼M𝑀𝐾𝐵 (за двома кутами). З подiбностi цих трикутникiв
випливає, що 𝑀𝐵2 = 𝑀𝐸 · 𝑀𝐾. Аналогiчно доводиться, що 𝑀𝐶2 =

𝑀𝐹 ·𝑀𝐿. Оскiльки𝑀𝐵 = 𝑀𝐶, то𝑀𝐸·𝑀𝐾 = 𝑀𝐹 ·𝑀𝐿. Звiдси випливає,
що точки 𝐾, 𝐸, 𝐹 , 𝐿— циклiчнi, тобто чотирикутник 𝐾𝐸𝐹𝐿— вписаний
в деяке коло. За властивiстю вписаних кутiв та вiдповiдних кутiв при
паралельних прямих, одержуємо: ∠𝑀𝐴𝐿 = ∠𝑀𝐾𝐿 = ∠𝑀𝐹𝐿 = ∠𝑀𝑉𝐷.

Так як ∠𝑀𝐴𝐿 = ∠𝑀𝑉𝐷, то чотирикутник 𝐷𝐴𝐿𝑉 —циклiчний. Тому,

∠𝑀𝐿𝐷 = ∠𝑉 𝐿𝐷 = ∠𝑉 𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝑀 = ∠𝑀𝐴𝐵 = ∠𝑀𝐿𝐵,
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тобто ∠𝑀𝐿𝐷 = ∠𝑀𝐿𝐵. Оскiльки точки 𝐷 i 𝐵 лежать по один бiк вiд
прямої 𝑀𝐿, то точки 𝐿, 𝐷 i 𝐵 — колiнеарнi, тобто вiдрiзок 𝐵𝐿 проходить
через точку 𝐷. Аналогiчно доводиться, що вiдрiзок 𝐶𝐾 також проходить
через точку 𝐷, що i завершує розв’язання задачi. �

Приклад 2.4. Нехай 𝐴𝐵𝐶 — гострокутний трикутник, в якому 𝐴𝐵 >

𝐴𝐶 i 𝑂 центр описаного кола 𝜔. На сторонi 𝐵𝐶 вiдмiтили точку 𝐷 таку,
що ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝑂. Нехай 𝐸 —друга точка перетину прямої 𝐴𝐷 з
колом 𝜔. Позначимо через 𝑀 , 𝑁 i 𝑃 — середини вiдрiзкiв 𝐵𝐸, 𝑂𝐷 i 𝐴𝐶
вiдповiдно. Доведiть, що точки 𝑀 , 𝑁 i 𝑃 —колiнеарнi.

(Запропонована Македонiєю на Мiжнародну математичну олiмпiаду балканських країн,

2013 р.)

Розв’язання. Зробимо рисунок до задачi (рис. 4).
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Рис. 4

Для розв’язання цiєї задачi
застосуємо реверсний метод: нехай
пряма 𝑀𝑃 перетинає пряму 𝑂𝐷 у
точцi 𝐾. Доведемо, що 𝐾 — сере-
дина 𝑂𝐷. Тодi точка 𝐾 спiвпада-
тиме з точкою 𝑁 .

Оскiльки 𝑃 — середина 𝐴𝐶, то
𝑂𝑃⊥𝐴𝐶. За умовою задачi точка
𝐷 є такою, що ∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝑂 =

90∘ − ∠𝑃𝑂𝐴 = 90∘ − ∠𝐶𝐵𝐴. Тому,
∠𝐴𝐷𝐵 = 90∘, тобто 𝐷— основа
висоти трикутника 𝐴𝐵𝐶, опущеної
з вершини 𝐴. Нехай 𝐻 — ортоцентр
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Нехай пряма 𝐴𝐷

перетинає вдруге коло 𝜔 у точцi 𝐸, а пряма 𝐵𝐻 перетинає пряму
𝐴𝐶 у точцi 𝐿. Тодi 𝐵𝐿— висота трикутника 𝐴𝐵𝐶 i 𝐷𝐸 = 𝐷𝐻 (це
вiдома властивiсть про ортоцентр трикутника). Так як 𝐷𝑀 —медiана
прямокутного трикутника 𝐵𝐷𝐸, то 𝐷𝑀 = 1

2
𝐵𝐸. Але так як точки 𝐻

i 𝐸 симетричнi вiдносно 𝐵𝐶, то 𝐵𝐸 = 𝐵𝐻. Як вiдомо, 𝑂𝑃 = 1
2
𝐵𝐻.

Тому, 𝑂𝑃 = 1
2
𝐵𝐻 = 1

2
𝐵𝐸 = 𝐷𝑀 i 𝐷𝑀 ‖ 𝐵𝐻 ‖ 𝑂𝑃 . А це означає,

що чотирикутник 𝐷𝑀𝑂𝑃 —паралелограм, бо його двi сторони рiвнi i
паралельнi. Оскiльки дiагоналi паралелограма точкою перетину дiляться
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навпiл, то 𝐾 — середина 𝑂𝐷, що i завершує розв’язання задачi. �

Приклад 2.5. Задано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому
𝑀 — середина 𝐴𝐵, 𝐴𝑃 i 𝐵𝑄—його висоти. Доведiть, що пряма 𝐴𝐶

дотикається описаного кола трикутника 𝐵𝑃𝑀 тодi i тiльки тодi, коли
пряма 𝐵𝐶 дотикається описаного кола трикутника 𝐴𝑄𝑀 .

(Румунiя, 2014 р.)

Розв’язання. Зобразимо малюнок, що вiдповiдає умовi задачi, i
будемо розв’язувати її, виходячи з нього (рис. 5).
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Рис. 5

Спочатку доведемо, що коли описане коло трикутника 𝐵𝑃𝑀 дотика-
ється до прямої 𝐴𝐶, то описане коло трикутника 𝐴𝑄𝑀 дотикається до
прямої 𝐵𝐶. Для розв’язування цiєї задачi застосуємо реверсний метод:
нехай описане коло трикутника 𝐵𝑃𝑀 дотикається прямої 𝐴𝐶 у точцi
𝐷, а пряма 𝑀𝐷 перетинає пряму 𝐵𝐶 у точцi 𝐸. Доведемо, що коло, яке
описане навколо трикутника 𝐴𝑀𝐸, дотикається до прямої 𝐵𝐶 у точцi
𝐸 i проходить через точку 𝑄.

Оскiльки 𝐵𝑀𝐷𝑃 — вписаний чотирикутник, то за властивiстю
вписаних кутiв матимемо: ∠𝐸𝑃𝐷 = ∠𝐷𝑀𝐵 i ∠𝐸𝐷𝑃 = ∠𝑃𝐵𝑀 .
Оскiльки 𝑃𝑀 —медiана прямокутного трикутника, то 𝑃𝑀 = 𝐵𝑀 = 𝑀𝐴.
Оскiльки трикутник 𝐵𝑀𝑃 —рiвнобедрений, то ∠𝑃𝐵𝑀 = ∠𝐵𝑃𝑀 , а за
властивiстю вписаних кутiв: ∠𝐵𝑃𝑀 = ∠𝐵𝐷𝑀 . Тому, M 𝐸𝐷𝑃 ∼M 𝐵𝐷𝑀

(за двома кутами). Звiдси випливає, що їх третi кути рiвнi мiж собою:
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∠𝑃𝐸𝐷 = ∠𝑀𝐵𝐷. Далi, за властивiстю кута мiж дотичною i хордою,
що проведена в точку дотику, матимемо: ∠𝑀𝐵𝐷 = ∠𝑀𝐷𝐴. Але
∠𝑀𝐷𝐴 = ∠𝐸𝐷𝐶 (як вертикальнi). Тому ∠𝐶𝐸𝐷 = ∠𝐶𝐷𝐸, тобто
трикутник 𝐸𝐶𝐷—рiвнобедрений i 𝐶𝐷 = 𝐶𝐸. А тепер застосуємо
теорему Менелая для трикутника 𝐴𝐵𝐶 i прямої 𝐸𝐷𝑀 : 𝐴𝐷

𝐷𝐶
· 𝐶𝐸
𝐸𝐵

· 𝐵𝑀
𝑀𝐴

= 1.
Звiдси, враховуючи, що 𝐶𝐷 = 𝐷𝐸 i 𝐵𝑀 = 𝐴𝑀 , одержуємо: 𝐴𝐷 = 𝐵𝐸.

Отже, 𝐵𝐸2 = 𝐴𝐷2 = 𝐴𝑀 · 𝐴𝐵 = 𝐵𝑀 · 𝐴𝐵, тобто 𝐵𝐸2 = 𝐵𝑀 · 𝐴𝐵
(тут ми скористалися теоремою про дотичну i сiчну, що проведенi iз
точки). Нехай пряма 𝐵𝐶 перетинає описане коло трикутника 𝐴𝑀𝐸 у
точках 𝐸 i 𝐹 , тодi за теоремою про сiчнi, що проведенi iз точки 𝐵 до
цього кола, 𝐵𝐸 ·𝐵𝐹 = 𝐵𝑀 ·𝐵𝐴. Iз останнiх двох спiввiдношень випливає,
що 𝐵𝐹 = 𝐵𝐸, тобто 𝐹 = 𝐸. А це означає, що точка 𝐸 — точка дотику
прямої 𝐵𝐶 з описаним колом трикутника 𝐴𝑀𝐸.

Далi M 𝐶𝐵𝑄 ∼M 𝐶𝐴𝑃 (за двома кутами: ∠𝐶𝑄𝐵 = ∠𝐶𝑃𝐴 = 90∘,
∠𝑃𝐶𝑄— спiльний). З подiбностi цих трикутникiв випливає пропорцiй-
нiсть вiдповiдних сторiн: 𝐶𝐴

𝐶𝐵
= 𝐶𝑃

𝐶𝑄
, тобто 𝐶𝑄 · 𝐶𝐴 = 𝐶𝑃 · 𝐶𝐵. За

теоремою про дотичну i сiчну, що проведенi iз точки 𝐶 до описаного
кола трикутника 𝐵𝑃𝑀 : 𝐶𝑃 ·𝐶𝐵 = 𝐶𝐷2. Оскiльки 𝐶𝐷 = 𝐶𝐸, то iз трьох
останнiх спiввiдношень, одержуємо: 𝐶𝐸2 = 𝐶𝑄 · 𝐶𝐴. Далi, нехай пряма
𝐶𝐴 перетинає описане коло трикутника 𝐴𝐸𝑀 у точках 𝐴 i 𝑆. Тодi, за
теоремою про дотичну i сiчну, що проведенi iз точки 𝐶 до описаного кола
трикутника 𝐴𝐸𝑀 : 𝐶𝐸2 = 𝐶𝑆 ·𝐶𝐴. Iз останнiх двох рiвностей знаходимо:
𝐶𝑆 = 𝐶𝑄, тобто точки 𝑆 i 𝑄— збiгаються. Отже, точка 𝑄 належить
описаному колу трикутника 𝐴𝐸𝑀 , що i треба було довести.

Обернене твердження— якщо пряма 𝐵𝐶 дотикається до описаного
кола трикутника 𝐴𝑄𝑀 , то пряма 𝐴𝐶 дотикається до описаного кола
трикутника 𝐵𝑃𝑀 , доводиться аналогiчно.

Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 2.6. Нехай 𝐵𝐸 i 𝐶𝐹 — висоти трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 —
середина його сторони 𝐵𝐶, а 𝐾 —друга точка перетину описаних кiл
трикутникiв 𝐴𝐵𝐶 i 𝐴𝐸𝐹 . Доведiть, що ∠𝐴𝐾𝑀 = 90∘.

Вказiвка. Нехай 𝐷—друга точка перетину прямої 𝐾𝑀 з описаним
колом трикутника 𝐴𝐵𝐶. Доведiть, що 𝐴𝐷—дiаметр цього кола.

Задача 2.7. Нехай 𝑀 —довiльна точка дуги 𝐵𝐶 описаного кола
трикутника 𝐴𝐵𝐶, яка не мiстить точку 𝐴, 𝑀𝑃 i 𝑀𝑄— перпендикуляри,
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опущенi iз точки 𝑀на прямi 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 вiдповiдно. Нехай 𝐻 — ортоцентр
цього трикутника. Доведiть, що пряма 𝑃𝑄 дiлить вiдрiзок 𝑀𝐻 навпiл.

Вказiвка. Нехай 𝑁 i 𝐾 такi точки, що 𝑃 i 𝑄— середини вiдрiзкiв 𝑀𝑁

i 𝑀𝐾 вiдповiдно. Доведiть, що пряма 𝑁𝐾 проходить через точку 𝐻.
Задача 2.8. Нехай 𝑂— центр описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 —

середина його сторони 𝐵𝐶, 𝐻 — точка перетину висот 𝐴𝐷, 𝐵𝐸 i 𝐶𝐹 , 𝑃 —
точка перетину прямих 𝐴𝐷 i 𝐹𝐸, а 𝑄— точка перетину прямих 𝐴𝑂 i
𝐵𝐶. Доведiть, що 𝑃𝑄 ‖ 𝐻𝑀 .

Вказiвка. Доведiть, що прямi 𝐴𝑂 i 𝐻𝑀 перетинаються у точцi, яка
лежить на описаному колi трикутника 𝐴𝐵𝐶. Для цього розгляньте точку
𝐷, яка дiаметрально протилежна до точки 𝐴 i доведiть, що 𝐻𝐵𝐷𝐶 —
паралелограм.

Задача 2.9. Нехай 𝐻 — точка перетину його висот 𝐵𝐸 i 𝐶𝐹

трикутника 𝐴𝐵𝐶, а 𝑁 — точка перетину прямих 𝐵𝐶 i 𝐸𝐹 . Нехай 𝐻𝐾 —
перпендикуляр, опущений iз точки 𝐻 на пряму 𝐴𝑁 . Доведiть, що пряма
𝐻𝐾 дiлить сторону 𝐵𝐶 навпiл.

Вказiвка. Доведiть, що 𝑀𝑁⊥𝐴𝑁 , де 𝑀 — середина 𝐵𝐶.
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В’ячеслав Ясiнський
Метод бiномiальних перетворень при розв’язуваннi

показникових рiвнянь у цiлих числах1

Суть цього методу розв’язування дiофантових показникових рiвнянь
полягає у виконаннi алгебраїчних перетворень та оцiнок, пов’язаних з
використанням формули бiнома Ньютона

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = 𝐶0
𝑛𝑎

𝑛 + 𝐶1
𝑛𝑎

𝑛−1𝑏 + . . . + 𝐶1
𝑛𝑎𝑏

𝑛−1 + 𝐶0
𝑛𝑏

𝑛,

де 𝐶0
𝑛 = 1, 𝐶1

𝑛 = 𝑛, 𝐶2
𝑛 = 𝑛(𝑛−1)

2
, . . . , 𝐶𝑘

𝑛 = 𝑛(𝑛−1)...(𝑛−𝑘+1)
1·2·...·𝑘 , . . . , 𝐶𝑛−1

𝑛 =

= 𝑛, 𝐶𝑛
𝑛 = 1 — бiномiальнi коефiцiєнти (всi вони натуральнi), тобто

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑛𝑎𝑛−1𝑏 +
𝑛(𝑛− 1)

2
𝑎𝑛−2𝑏2 + . . .+

+
𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛− 𝑘 + 1)

1 · 2 · . . . · 𝑘
𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 + . . . + 𝑛𝑎𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛,

де 𝑛, 𝑘 ∈ N, 1 6 𝑘 6 𝑛.
Справедливiсть цiєї формули можна довести, наприклад, методом

математичної iндукцiї.
Крiм того, треба використовувати ще низку класичних тверджень,

пов’язаних iз бiномiальними коефiцiєнтами.
Теорема 1. Якщо 𝑚 > 2, 𝑥 > 0, де 𝑚 ∈ N, 𝑥 ∈ R, то

(𝑥 + 1)𝑚 − 𝑥𝑚 > 1 + 𝑚𝑥.

Доведення. 1-й спосiб. Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑚−𝑥𝑚−
− 1 −𝑚𝑥, тодi 𝑓 ′(𝑥) = 𝑚((𝑥 + 1)𝑚−1 − 𝑥𝑚−1 − 1) > 0, тобто 𝑓(𝑥) зростає
на промiжку [0,+∞]. Тому 𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 0.

2-й спосiб. Маємо:

(𝑥 + 1)𝑚 − 𝑥𝑚 = 𝑥𝑚 +𝑚𝑥𝑚−1 + . . .+𝑚𝑥+ 1− 𝑥𝑚 = 𝑚𝑥𝑚−1 + . . .+𝑚𝑥+ 1,

що i треба було довести. �

А тепер перейдемо до застосування цiєї теореми в процесi розв’я-
зування рiвнянь у цiлих числах, що пропонувалися на нацiональних
математичних олiмпiадах рiзних країн.

1Журнал «Математика в школi», 2005, №9. — C. 46–53.



Вибранi публiкацiї В. А. Ясiнського 169

1. Розв’язати рiвняння 𝑥𝑧−𝑦𝑧 = 5 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧 (𝑧 > 1).
Розв’язання. З умови задачi випливає, що 𝑥 > 𝑦, тобто 𝑥 > 𝑦 + 1,

тодi 5 = 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 > (𝑦 + 1)𝑧 − 𝑦𝑧 > 1 + 𝑦𝑧 > 1 + 2𝑦. Звiдси 5 > 1 + 2𝑦, тобто
𝑦 = 1 або 𝑦 = 2.

Якщо 𝑦 = 1, то 𝑥𝑧 = 6, що неможливо.
Якщо 𝑦 = 2, то 5 > 1+𝑦𝑧 > 1+2𝑧, тобто 𝑧 = 2. Далi маємо 𝑥2−22 = 5,

𝑥 = 3.
Вiдповiдь. {(3; 2; 2)} .

2. Розв’язати рiвняння 2𝑥 + 3𝑥 = 𝑦𝑧 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧, де
𝑥—просте число, 𝑧 > 1.

Розв’язання. Якщо 𝑥 = 2, то 𝑦𝑧 = 13, що неможливо, оскiльки 𝑧 > 1.
Отже, 𝑥 ̸= 2. Якщо 𝑥 = 3, то 𝑦𝑧 = 35, що неможливо, оскiльки 𝑧 > 1.
Отже, 𝑥 ̸= 3. Якщо 𝑥 = 5, то 𝑦𝑧 = 275, що неможливо, оскiльки 𝑦𝑧 ... 11,
𝑦 ... 11, тобто 𝑦𝑧 ... 112, що суперечить умовi 275 = 25 · 11.

Нехай 𝑥 > 7, 𝑥—просте непарне число. Використовуючи бiном
Ньютона, одержуємо: 2𝑥+3𝑥 = 2𝑥+(5 − 2)𝑥 = 2𝑥+(52𝑘+𝑥 ·5 ·2𝑥−1−2𝑥) =

= 5(5𝑘 + 𝑥 · 2𝑥−1), де 𝑘 ∈ Z.
Оскiльки 𝑥 ̸= 5, то 5(5𝑘 + 𝑥 · 2𝑥−1) дiлиться на 5 i не дiлиться на 52,

тобто 𝑦𝑧 дiлиться на 5 i не дiлиться на 52, що неможливо, оскiльки 𝑧 > 1.
Вiдповiдь. ∅.

3. Розв’язати рiвняння
а) 2𝑥 − 3𝑦 = 1;
б) 3𝑥 − 2𝑦 = 1;
в) 5𝑥 − 2𝑦 = 1;
г) 7𝑥 − 2𝑦 = 1

в натуральних числах 𝑥, 𝑦.
Розв’язання.
а) Якщо 𝑥 = 1, то 𝑦 = 0. Якщо 𝑥 = 2, то 𝑦 = 1. Припустимо, що 𝑥 > 3,

тодi 3𝑦 + 1 = 2𝑥 дiлиться на 8.
Якщо 𝑦 = 2𝑘 + 1, то 3𝑦 + 1 = 3(8 + 1)𝑘 + 1 = 3(8𝑎+ 1) + 1 = 24𝑎+ 4 не

дiлиться на 8, оскiльки за бiномом Ньютона (8 + 1)𝑘 + 1 = 8𝑎 + 1, 𝑎 ∈ N.
Якщо 𝑦 = 2𝑘, то 3𝑦 + 1 = (8 + 1)𝑘 + 1 = (8𝑎 + 1) + 1 = 8𝑎 + 2 не дiлиться
на 8.

Вiдповiдь. {(2; 1)}.
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б) Якщо 𝑦 = 1, то 𝑥 = 1. Якщо 𝑦 = 2, то 3𝑥 = 5, що неможливо. Якщо
𝑦 = 3, то 𝑥 = 2.

Нехай 𝑦 > 3, тодi 3𝑥 − 1 = 2𝑦 дiлиться на 8. Якщо 𝑥 = 2𝑘 + 1, то
32𝑘+1 − 1 = 3 · (8 + 1)𝑘 − 1 = 3 · (8𝑎 + 1) − 1 = 24𝑎 + 2 не дiлиться на
8. Якщо 𝑥 = 2𝑘, то 2𝑦 = 32𝑘 − 1 = (3𝑘 − 1)(3𝑘 + 1), тобто 3𝑘 − 1 = 2𝑚 i
3𝑘 + 1 = 2𝑛, де цiлi 𝑚,𝑛 такi, що 𝑛 > 𝑚 > 0, 𝑛 + 𝑚 = 𝑦. Звiдси випливає,
що 2𝑛 − 2𝑚 = 2, 2𝑚(2𝑛−𝑚 − 1) = 2, тобто 2𝑚 дiлить 2. Звiдки 𝑚 = 0 або
𝑚 = 1. У випадку 𝑚 = 0 одержуємо 𝑛 = 2, 𝑦 = 𝑚 + 𝑛 = 3, 𝑥 = 2, а у
випадку 𝑚 = 1, 2𝑛 = 3, що неможливо.

Вiдповiдь. {(1; 1) , (2; 3)}.
в) Якщо 𝑦 = 1, то 5𝑥 = 3, що неможливо. Якщо 𝑦 = 2, то 𝑥 = 1.

Припустимо, що 𝑦 > 2. Маємо 2𝑦 + 1 = 5𝑥 дiлиться на 5. Розглянемо такi
випадки:

1) 24𝑘+1 + 1 = 2(15 + 1)𝑘 + 1 = 2(15𝑎 + 1) + 1 = 30𝑎 + 3 не дiлиться
на 5;

2) 24𝑘+3 + 1 = 8(15 + 1)𝑘 + 1 = 8(15𝑎 + 1) + 1 = 120𝑎 + 9 не дiлиться
на 5;

3) 24𝑘 + 1 = (15 + 1)𝑘 + 1 = 15𝑎 + 2 не дiлиться на 5.
Отже, 𝑦 = 4𝑘 + 2, 𝑘 ∈ N.
Далi маємо 5𝑥 − 1 = 4 · 16𝑘, тому 5𝑥 − 1 дiлиться на 16. Аналогiчним

мiркуваннями знаходимо, що 𝑥 = 4𝑛, 𝑛 ∈ N (оскiльки при 𝑥 = 4𝑛 + 1;
4𝑛 + 2; 4𝑛 + 35𝑥 − 1 не дiлиться на 16).

Маємо: 54𝑛 − 1 = 4 · 16𝑘, (52𝑛 − 2 · 4𝑘)(52𝑛 + 2 · 4𝑘) = 1, 5𝑛 − 2 · 4𝑘 = 1,
5𝑛 + 2 · 4𝑘 = 1. Звiдки 4 · 4𝑘 = 0, що неможливо.

Вiдповiдь. {(1; 2)}.
г) Якщо 𝑦 = 1, то 7𝑥 = 3, що неможливо. Якщо 𝑦 > 1, то 7𝑥 − 1 = 2𝑦

дiлиться на 4.
Якщо 𝑥 = 2𝑘+1, то 7𝑥−1 = 7 · (48 + 1)𝑘−1 = 7(48𝑎+1)−1 = 336𝑎+6

не дiлиться на 4.
Якщо 𝑥 = 2𝑘, то 72𝑘 − 1 = 2𝑦, (7𝑘 − 1)(7𝑘 + 1) = 2𝑦, 7𝑘 − 1 = 2𝑚,

7𝑘 + 1 = 2𝑛, де 𝑚,𝑛 такi, що 𝑛 > 𝑚 > 0, 𝑛 + 𝑚 = 𝑦. Далi одержуємо, що
2𝑛 − 2𝑚 = 2, 2𝑚(2𝑛−𝑚 − 1) = 2. Звiдки 𝑚 = 0 або 𝑚 = 1. Якщо 𝑚 = 0, то
2𝑛 = 3, що неможливо. Якщо 𝑚 = 1, то 𝑛 = 2, 𝑦 = 𝑚 + 𝑛 = 3, 7𝑥 = 3, що
неможливо.

Вiдповiдь. ∅.

4. Розв’язати рiвняння
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а) 5𝑥 − 3𝑦 = 2;
б) 5𝑥 − 3𝑦 = 4;
в) 5𝑥 − 3𝑦 = 8;
г) 5𝑥 − 3𝑦 = 16.

в натуральних числах 𝑥, 𝑦.
Розв’язання. а) Якщо 𝑦 = 1, то 𝑥 = 1. Припустимо, що 𝑦 > 1, тодi

5𝑥 − 2 = 3𝑦 дiлиться на 9, тобто 5𝑥 при дiленнi на 9 дає остачу 2.
Помiчаємо, що 56−1 дiлиться на 9, а 5𝑛 при дiленнi на 9 дає послiдовно

остачi 5, 7, 8, 4, 2, 1, 5, . . ., тобто 𝑥 = 5 + 6𝑘, де 𝑘 ∈ Z, 𝑘 > 0. Оскiльки
56 − 1 дiлиться на 7 (мала теорема Ферма), то

5𝑥 = 56𝑘+5 = 55(56𝑘 − 1) + (55 − 1) = 55(56 − 1)𝑎 + (7 · 446 + 3) = 7𝑏 + 3,

тобто 3𝑦 = 5𝑥 − 2 = 7𝑏 + 1, тобто 3𝑦 при дiленнi на 7 дає остачу 1. Але 3𝑛

при дiленнi на 7 дає послiдовнi остачi 3, 2, 6, 4, 5, 1, 3, . . . , тобто 𝑦 = 6𝑚,
𝑚 ∈ N. Отже, 5𝑥 − 36𝑚 = 2, 5𝑥 − 3 = 36𝑚 − 1. Оскiльки 36 − 1 дiлиться
на 13, то 36𝑚 − 1 дiлиться на 13, тобто 5𝑥 − 3 дiлиться на 13, однак 5𝑥

при дiленнi на 13 дає послiдовно остачi 5, 12, 8, 1, 5, . . .(як бачимо, остачi
3 немає!). Отримали суперечнiсть.

Вiдповiдь. {(1; 1)}.
б) Припустимо, що 𝑦—непарне число, тодi за умовою задачi маємо:

(4 + 1)𝑥 − 4 = (4 − 1)𝑦, (4𝑎 + 1) − 4 = 4𝑏− 1, 𝑎− 𝑏− 1 =
1

2
,

де 𝑎, 𝑏 ∈ N, що неможливо. Отже, 𝑦 = 2𝑚,𝑚 ∈ N.
Припустимо, що 𝑥— непарне число, тодi за умовою задачi одержуємо:

(6 − 1)𝑥 = 3𝑦 +4, 6𝑐−1 = 3𝑦 +4, 2𝑐−3𝑦−1−1 = 2
3
, де 𝑐 ∈ N, що неможливо.

Отже, 𝑥 = 2𝑛, 𝑛 ∈ Z.
Далi маємо 52𝑛 − 32𝑚 = 4, (5𝑛 − 3𝑚)(5𝑛 + 3𝑚) = 4, що еквiвалентно

сукупностi двох систем:{︃
5𝑛 − 3𝑚 = 1,

5𝑛 + 3𝑚 = 4;
або

{︃
5𝑛 − 3𝑚 = 2,

5𝑛 + 3𝑚 = 2;

тобто {︃
5𝑛 = 2,5,

3𝑚 = 1,5;
або

{︃
5𝑛 = 2,

3𝑚 = 0,

що неможливо.
Вiдповiдь. ∅.
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в) Припустимо, що 𝑦—непарне, тодi

(4 + 1)𝑥 = 8 + (4 − 1)𝑦, 4𝑎 + 1 = 8 + (4𝑏− 1), 𝑎− 𝑏− 2 =
1

2
,

де 𝑎, 𝑏 ∈ N, що неможливо. Отже, 𝑦 = 2𝑚, 𝑚 ∈ N.
Припустимо, що 𝑥 = 2𝑛+1, 𝑛 ∈ N (оскiльки 𝑥 > 1), тодi 52𝑛+1 = 8+9𝑚,

5(24𝑐+ 1) = 8 + (8𝑑+ 1), 𝑑−15𝑐+ 1 = 1
2
, де 𝑐, 𝑑 ∈ N, що неможливо. Отже,

𝑥 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N. Тому 52𝑛 − 32𝑚 = 8, (5𝑛 − 3𝑚) (5𝑛 + 3𝑚) = 8. Оскiльки
5𝑛 − 3𝑚 та 5𝑛 + 3𝑚 парнi числа i 5𝑛 − 3𝑚 < 5𝑛 + 3𝑚, то 5𝑛 − 3𝑚 = 2 i
5𝑛 − 3𝑚 = 4. Звiдки 5𝑛 = 3, що неможливо.

Вiдповiдь. ∅.

г) Мiркуваннями, аналогiчними до мiркувань, що наведенi в пунктi
б), знаходимо, що 𝑥, 𝑦—парнi числа, тобто 𝑥 = 2𝑛, 𝑦 = 2𝑚, де 𝑚, 𝑛 ∈ N.

Маємо (5𝑛 − 3𝑚)(5𝑛 + 3𝑚) = 16. Оскiльки числа 5𝑛 − 3𝑚 та 5𝑛 + 3𝑚

парнi i 5𝑛 − 3𝑚 < 5𝑛 + 3𝑚, то можливо лише 5𝑛 − 3𝑚 = 2, 5𝑛 + 3𝑚 = 8.
Звiдки 5𝑛 = 5 i 3𝑚 = 3, тобто 𝑚 = 𝑛 = 1, 𝑥 = 𝑦 = 2.

Вiдповiдь. {(2; 2)}.

5. Розв’язати рiвняння а) 7𝑥 − 3𝑦 = 2; б) 7𝑥 − 3𝑦 = 4 в натуральних
числах 𝑥, 𝑦.

Розв’язання. а) Маємо:

2 + 3𝑦 = (6 + 1)𝑥, 2 + 3𝑦 = 6𝑎 + 1, 3𝑦−1 − 2𝑎 = −1

3
,

де 𝑎 ∈ N, що неможливо.
Вiдповiдь. ∅.

б) Якщо 𝑦 = 1, то 𝑥 = 1. Припустимо, що 𝑦 > 2, тодi 7𝑥 − 4 = 3𝑦

дiлиться на 9, тобто 7𝑥 при дiленнi на 9 дає остачу 4.
Число 7𝑥 при дiленнi на 9 дає послiдовно такi остачi: 7; 4; 1; 7 . . . , тому

𝑥 = 3𝑘 + 2, де 𝑘 ∈ N. Далi маємо 73𝑘+2 = 3𝑦 + 4, 49(73𝑘 − 1) = 3𝑦 − 45.
Оскiльки 19 дiлить 73 − 1, а 73 − 1 дiлить 73𝑘 − 1, то 19 дiлить 3𝑦 − 45 =

(3𝑦 − 7)− 2 · 19, тобто 19 дiлить 3𝑦 − 7, а це означає, що 3𝑦 при дiленнi на
19 дає остачу 7.

Число 3𝑦 при дiленнi на 19 дає послiдовно такi остачi:
3; 9; 8; 5; 15; 7; 2; 6; 18; 16; 10; 11; 14; 4; 12; 17; 13; 1; 3; . . . , тому 𝑦 = 18𝑙 + 6 =

= 2(3 + 9𝑙) = 2𝑛, де 𝑛 ∈ N.
Далi маємо 72𝑛−4 = 3𝑦, (7𝑛−2)(7𝑛+2) = 3𝑦, 7𝑛−2 = 3𝑚, 7𝑛+2 = 3𝑠, де

цiлi𝑚, 𝑠 такi, що 𝑠 > 𝑚 > 0, 𝑠+𝑚 = 𝑦. Звiдси 3𝑠−3𝑚 = 4, 3𝑚(3𝑠−𝑚−1) = 4,
тобто 3𝑚 дiлить 4. Отже, 𝑚 = 0, а 3𝑠 = 5, що неможливо.
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Вiдповiдь. {(1; 1)}.

6. Розв’язати рiвняння 10𝑥 − 3𝑦 = 7 в натуральних числах 𝑥, 𝑦.
Розв’язання. Якщо 𝑦 = 1, то 𝑥 = 1. Припустимо, що 𝑦 > 2, тодi

10𝑥−7 = 3𝑦 дiлиться на 9, однак 10𝑥−7 = (9 + 1)𝑥−7 = (9𝑎+1)−7 = 9𝑎−6

не дiлиться на 9. Отримали суперечнiсть.
Вiдповiдь. {(1; 1)}.

7. Розв’язати рiвняння 2𝑥 − 3𝑦 = 5 в натуральних числах 𝑥, 𝑦.
Розв’язання. 2𝑥 = 5 + 3𝑦 > 8, тобто 𝑥 > 3. Якщо 𝑥 = 3, то 𝑦 = 1.

Очевидно, що 𝑥 ̸= 4. Якщо 𝑥 = 5, то 𝑦 = 3. Припустимо, що 𝑥 > 6, тодi
3𝑦 +5 дiлиться на 64, тобто (3𝑦−59)+64 дiлиться на 64. А це означає, що
3𝑦 при дiленнi на 64 дає остачу 59. Але 3𝑦 при дiленнi на 64 дає послiдовно
такi остачi: 3; 9; 27; 17; 51; 25; 11; 33; 35; 41; 59; 49; 19; 57; 43; 1; 3; . . . , тому
𝑦 = 16𝑘 + 11.

Помiчаємо, що 316 − 1 дiлиться на 17 (мала теорема Ферма), тодi
3𝑦 = 311+16𝑘 = 311(316𝑘 − 1) + 311 = 311 · (17 · 𝑎) + (10420 · 17 + 7) = 17𝑏 + 7,
де 𝑎, 𝑏 ∈ N. Отже, 2𝑥 = 3𝑦 + 5 = 17𝑏 + 12, тобто 2𝑥 при дiленнi на 17
дає в остачi 12. Але 2𝑥 при дiленнi на 17 дає послiдовно такi остачi:
2; 4; 8; 16; 15; 13; 9; 1; 2; . . ., серед яких немає 12. Одержали суперечнiсть.

Вiдповiдь. {(1; 1)} .

8. Розв’язати рiвняння
а) 2𝑥 − 1 = 𝑦𝑧(𝑦 > 1, 𝑧 > 1);

б) 2𝑥 + 1 = 𝑦𝑧(𝑧 > 1)

в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Розв’язання. а) З умови випливає, що 𝑦—непарне число. Оскiльки
𝑦 > 1, то 𝑥 > 1, тобто 𝑥 > 2, а це означає, що 𝑦𝑧 + 1 = 2𝑥 дiлиться на 4.

Якщо 𝑧 = 2𝑙, то

𝑦𝑧 + 1 = 𝑦2𝑙 + 1 = (𝑦𝑙)
2

+ 1 = (2𝑎 + 1)2 + 1 = 4(𝑎2 + 𝑎) + 2

не дiлиться на 4 (𝑎 ∈ N).
Якщо 𝑧 = 2𝑙 + 1, 𝑙 ∈ N, то

2𝑥 = 𝑦𝑧 + 1 = 𝑦2𝑙+1 + 1 = (𝑦 + 1)(𝑦2𝑙 − 𝑦2𝑙−1 + . . .− 𝑦 + 1),

тобто 𝑦 + 1 дiлить 2𝑥, тобто 𝑦 + 1 = 2𝑠, де 𝑠 ∈ N, 𝑠 6 𝑥. Якщо 𝑠 = 𝑥, то
𝑦2𝑙−𝑦2𝑙−1+ . . .−𝑦+1 = 1, це неможливо, оскiльки 𝑦2𝑙−𝑦2𝑙−1+ . . .−𝑦+1 =

= 𝑦2𝑙−1(𝑦 − 1) + 𝑦2𝑙−3(𝑦 − 1) + . . . + 𝑦(𝑦 − 1) + 1 > 1.



174 Метод бiномiальних перетворень при розв’язуваннi показникових рiвнянь. . .

Якщо 𝑠 = 1, то 𝑦 = 1, що неможливо. Отже, 2 6 𝑠 < 𝑥, 𝑥 − 𝑠 > 0,

тодi

2𝑥 = 𝑦𝑧 + 1 = (2𝑠 + 1)2𝑙+1 + 1 = (за бiномом Ньютона)

= (𝑏 · 2𝑠 + 1) + 1 = 𝑏 · 2𝑠 + 2, 2𝑥 = 𝑏 · 2𝑠 + 2,

де лiва частина дiлиться на 4, а права — нi. Отримали суперечнiсть.
Вiдповiдь. ∅.

б) З умови робимо висновок, що 𝑦—непарне число. Оскiльки 𝑧 > 1,

то 𝑥 > 1, 𝑥 > 2, тому 𝑦𝑧 − 1 = 2𝑥 дiлиться на 4.
Якщо 𝑧 —непарне число, 𝑧 = 2𝑙 + 1, 𝑙 ∈ N, то

2𝑥 = 𝑦𝑧 − 1 = 𝑦2𝑙+1 − 1 = (𝑦 − 1)(𝑦2𝑙 + 𝑦2𝑙−1 + . . . + 𝑦 + 1),

звiдки 𝑦 − 1 дiлить 2𝑥, тобто 𝑦 − 1 = 2𝑠, де 𝑠 ∈ N, 2 6 𝑠 6 𝑥, i оскiльки
𝑦2𝑙 + . . . + 𝑦 + 1 > 1, то 𝑦 − 1 ̸= 2𝑥, тобто 𝑠 ̸= 𝑥, а точнiше 𝑠 < 𝑥 . Тому в
цьому випадку, одержуємо:

2𝑥 = 𝑦𝑧 − 1 = (2𝑠 + 1)2𝑙+1 − 1 = (за бiномом Ньютона)

= (𝑏 · (2𝑠)2 + (2𝑙 + 1) · 2𝑠 + 1) − 1 = 2𝑠(2𝑠𝑏 + 2𝑙 + 1),

тобто 2𝑥−𝑠 = 2𝑠𝑏+2𝑙+1, де 𝑏 ∈ N, що неможливо, оскiльки в лiвiй частинi
стоїть парне число, а у правiй — непарне. Отримали суперечнiсть.

Отже, 𝑧 —парне число, тобто 𝑧 = 2𝑙, 𝑙 ∈ N. Маємо

𝑦𝑧 − 1 = (𝑦𝑙 − 1)(𝑦𝑙 + 1) = 2𝑥, 𝑦𝑙 − 1 = 𝑎, 𝑦𝑙 − 1 = 𝑏,

де 𝑎, 𝑏— такi цiлi числа, що 𝑎 + 𝑏 = 𝑥, 𝑏 > 𝑎 > 0. Звiдки одержуємо
2𝑏 − 2𝑎 = 2, 2𝑎(2𝑏−𝑎 − 1) = 2, тобто 2𝑎 дiлить 2, а це означає, що 𝑎 = 0 або
𝑎 = 1.

Якщо 𝑎 = 0, то 2𝑏 = 3, що неможливо. Якщо 𝑎 = 1, то 𝑏 = 2,
𝑥 = 𝑎 + 𝑏 = 3, 𝑦𝑙 = 2𝑎 + 1 = 3, 𝑦 = 3, 𝑙 = 1, 𝑧 = 2𝑙 = 2.

Вiдповiдь. {(3; 3; 2)}.

9. Розв’язати рiвняння
а) 2𝑥 + 3𝑦 = 𝑧2;

б) 3𝑥 + 5𝑦 = 𝑧2;

в) 2𝑥 + 5𝑦 = 𝑧2

в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Розв’язання. а) Оскiльки 2𝑥 + 3𝑦 не дiлиться на 3, то i 𝑧2 при

дiленнi на 3, то i 𝑧2 не дiлиться на 3, тобто 𝑧 = 3𝑘 ± 1, де 𝑘 ∈ N, тодi
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3𝑎(3𝑏−𝑎 − 1) = 2 · 5𝑘 i 𝑧2 = 3(3𝑘2 ± 2𝑘) + 1. Тому 𝑧2 при дiленнi на 3 дає
остачу 1.

Якщо 𝑥 непарне, то 2𝑥 = 22𝑚+1 = 2(3 + 1)𝑚 = 2(3𝑎+ 1) = 6𝑎+ 2, тобто
2𝑥 + 3𝑦 = 3(2𝑎 + 3𝑦−1) + 2. А це означає, що 2𝑥 + 3𝑦 при дiленнi на 3 дає
остачу 2. Отримали суперечнiсть. Отже, 𝑥 = 2𝑘, 𝑘 ∈ N.

Далi маємо 3𝑦 = 𝑧2 − 22𝑘 = (𝑧 − 2𝑘)(𝑧 + 2𝑘), тобто 𝑧 − 2𝑘 = 3𝑎 i
𝑧 + 2𝑘 = 3𝑏, де 𝑎 i 𝑏—цiлi числа такi, що 𝑎 + 𝑏 = 𝑦, 𝑏 > 𝑎 > 0.

Звiдки 3𝑏 − 3𝑎 = 2𝑘+1, 3𝑎(3𝑏−𝑎 − 1) = 2𝑘+1, тобто 3𝑎 дiлить 2𝑘+1. Тому
𝑎 = 0, 3𝑏 − 1 = 2𝑘+1, тобто 𝑏 = 1, 𝑘 = 0, або 𝑏 = 2, 𝑘 = 2 (див. задачу 3).

Однак 𝑘 ∈ N, тому 𝑏 = 2, 𝑘 = 2, 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 = 2, 𝑥 = 2𝑘 = 4,
𝑧2 = 24 + 32 = 25, 𝑧 = 5.

Вiдповiдь. {(4; 2; 5)}.

б) Оскiльки 3𝑥 + 5𝑦 не дiлиться на 3, то 𝑧2 не дiлиться на 3, тобто
𝑧 = 3𝑘 ± 1, тому 𝑧2 при дiленнi на 3 дає остачу 1.

Якщо 𝑦—непарне число, то

5𝑦 = 52𝑚+1 = 5 · 25𝑚 = 5 · (24 + 1)𝑚 = 5 · (24𝑎 + 1) = 3(40𝑎 + 1) + 2,

тобто 3𝑥 + 5𝑦 = 3(40𝑎+ 3𝑥−1 + 1) + 2, а це означає, що 𝑧2 при дiленнi на 3
дає остачу 2. Отримали суперечнiсть.

Отже, 𝑦—парне число. Далi маємо

3𝑥 + 52𝑘 = 𝑧2, 3𝑥 = (𝑧 − 5𝑘)(𝑧 + 5𝑘),

де 𝑥 = 2𝑘, 𝑘 ∈ N. Звiдси випливає, що 𝑧−5𝑘 = 3𝑎, 𝑧+5𝑘 = 3𝑏, де 𝑎, 𝑏— цiлi
числа такi, що 𝑎+𝑏 = 𝑦, 𝑏 > 𝑎 > 0, тобто 3𝑏−3𝑎 = 2·5𝑘, 3𝑎(3𝑏−𝑎−1) = 2·5𝑘,
а це означає, що 3𝑎 дiлить 2 · 5𝑘. Звiдси 𝑎 = 0, 3𝑏 − 1 = 2 · 5𝑘.

Оскiльки 5 дiлить 3𝑏 − 1, то 𝑏 = 4𝑛, 𝑛 ∈ N (легко показати, що
34𝑛 − 1 = 81𝑛 − 1 = (80 + 1)𝑛 − 1 = (80𝑝 + 1) − 1 = 80𝑝 ... 5, а 34𝑛+1 − 1,
34𝑛+2 − 1, 34𝑛+3 − 1 не дiляться на 5).

Отже, 34𝑛 − 1 = 2 · 5𝑘, (9𝑛 − 1)(9𝑛 + 1) = 2 · 5𝑘. Але 9𝑛 − 1 та 9𝑛 + 1 —
два послiдовних парних числа, тому їх добуток дiлиться на 8, однак 2 · 5𝑘

не дiлиться на 8.
Вiдповiдь. ∅.

в) Припустимо, що 𝑥—непарне число, 𝑥 = 2𝑚 + 1, тодi

2𝑥 = 2 · 4𝑚 = 2 · (5 − 1)𝑚 = 2 · (5𝑎± 1),
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а 2𝑥 +5𝑦 при дiленнi на 5 дає остачу 2 або 3, однак 𝑧2 при дiленнi на 5 дає
остачi 0, 1 або 4. Дiйсно, (5𝑘)2 = 5 · (5𝑘)2 + 0, (5𝑘 ± 1)2 = 5 · (5𝑘2± 2𝑘) + 1,
(5𝑘 ± 2)2 = 5 · (5𝑘2 ± 4𝑘) + 4.

Отже, 𝑥—парне число, тобто 𝑥 = 2𝑚. Тодi

22𝑚 + 5𝑦 = 𝑧2,

5𝑦 = (𝑧 − 2𝑚)(𝑧 + 2𝑚),

𝑧 − 2𝑚 = 5𝑎 i 𝑧 + 2𝑚 = 5𝑏,

де 𝑎, 𝑏— такi цiлi числа, що 𝑎 + 𝑏 = 𝑦, 𝑏 > 𝑎 > 0. Звiдси випливає, що
5𝑏 − 5𝑎 = 2𝑚+1, 5𝑎(5𝑏−𝑎 − 1) = 2𝑚+1, тобто 5𝑎 дiлить 2𝑚+1, тодi 𝑎 = 0.

Тому 5𝑏−1 = 2𝑚+1, звiдки знаходимо (див. задачу 3), що 𝑏 = 1, 𝑚 = 1,
𝑥 = 2𝑚 = 2, 𝑦 = 𝑎 + 𝑏 = 1, 𝑧2 = 5 + 22 = 9, 𝑧 = 3.

Вiдповiдь. {(2; 1; 3)}.

10. Нехай 𝑝 = 4𝑘 + 3, 𝑞 = 𝑝𝑚 − 1, де 𝑘, 𝑚 ∈ N—простi числа.
Розв’язати рiвняння 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝑧2 в натуральних числах.

Розв’язання. Якщо 𝑦—непарне число, то 𝑦 = 2𝑛 + 1, тодi 𝑞𝑦 =

= (𝑝𝑚− 1)2𝑛+1 = 𝑝𝑎 − 1, де 𝑎 ∈ N. Тому 𝑧2 = 𝑝𝑥 + 𝑞𝑦 = 𝑝(𝑎 + 𝑝𝑥−1) − 1,
тобто 𝑧2 + 1 ... 𝑝, де 𝑝 = 4𝑘 + 3, а це неможливо.

Дiйсно, якщо (𝑧2 + 1) ... 𝑝 i (𝑧2)
2𝑛+1

+ 1 = 𝑧4𝑛+2 + 1 = 𝑧𝑝−1 + 1 =

= (𝑧𝑝−1 − 1) + 2, то (𝑧𝑝−1 − 1) + 2 дiлиться на 𝑝. Але за малою теоремою
Ферма 2𝑝−1−1 дiлиться на 𝑝, тобто 𝑝 = 2, що суперечить умовi 𝑝 = 4𝑘+3.

Отже, 𝑦— парне число, 𝑦 = 2𝑛, 𝑛 ∈ N, тодi 𝑝𝑥+𝑞𝑦 = 𝑧2, 𝑝𝑥 = (𝑧−𝑞𝑛)(𝑧+

𝑞𝑛). Звiдки 𝑧 − 𝑞𝑛 = 𝑝𝑎, 𝑧 + 𝑞𝑛 = 𝑝𝑏, де цiлi числа 𝑎, 𝑏 такi, що 𝑥 = 𝑎 + 𝑏,
𝑏 > 𝑎 > 0. Тому, 𝑝𝑏−𝑝𝑎 = 2𝑞𝑛, 𝑝𝑎(𝑝𝑏−𝑎−1) = 2𝑞𝑛, i коли 𝑎 > 0, то 𝑝 дiлить
2𝑞𝑛, тобто 𝑝 = 2 або 𝑝 = 𝑞, однак 𝑝 = 4𝑘 + 3, тобто 𝑝 ̸= 2; а 𝑞 = 𝑝𝑚− 1,
тобто 𝑝 ̸= 𝑞. Отже, 𝑎 = 0, тодi 𝑝𝑏 − 1 = 2𝑞𝑛 = 2(𝑝𝑚− 1)𝑛 = 2(𝑝𝑐± 1), де
𝑐 ∈ N, тобто 𝑝𝑏 − 1 = 2𝑝𝑐± 2, 𝑝(𝑝𝑏−1 − 2𝑐) = 1 ± 2. Звiдси 𝑝 дiлить 1 або 𝑝

дiлить 3, що неможливо, оскiльки 𝑝 = 4𝑘 + 3 > 7.
Вiдповiдь. ∅.

11. Розв’язати рiвняння 5𝑥 + 1 = 2𝑦 + 2𝑧 · 5𝑡 в натуральних числах 𝑥,
𝑦, 𝑧, 𝑡.

Розв’язання. Якщо 𝑦 > 2, 𝑧 > 2, то 2𝑦 + 2𝑧 · 5𝑡 дiлиться на 4, однак
5𝑥 + 1 = (4 + 1)𝑥 + 1 = (4𝑎 + 1) + 1 = 4𝑎 + 2, де 𝑎 ∈ N, не дiлиться на 4.
Отже, 𝑦 = 1 або 𝑧 = 1.
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Якщо 𝑦 = 1, тодi 1 = 5𝑥 − 2𝑧 · 5𝑡, 5𝑥−1 − 2𝑧 · 5𝑡−1 = 5, що неможливо.
Отже, 𝑧 = 1, тодi 5𝑥 − 2 · 5𝑡 = 2𝑦 − 1, тобто 2𝑦 − 1 дiлиться на 5. Звiдки
випливає, що 𝑦 = 4𝑘, де 𝑘 ∈ N.

Маємо

5𝑥 − 2 · 5𝑡 = 16𝑘 − 1. (⋆)

Якщо 𝑡 = 1, то 5𝑥 − 16𝑘 = 9. Припустимо, що 𝑥—непарне число, тодi
(6 − 1)𝑥 − (15 + 1)𝑘 = 9, (6𝑏 − 1) − (15𝑐 + 1) = 9, 3(2𝑏 − 5𝑐 − 3) = 2, де
𝑏, 𝑐 ∈ N, що неможливо. Отже, 𝑥—парне, 𝑥 = 2𝑙, тодi 52𝑙 − 16𝑘 = 9,
(5𝑙 − 4𝑘)(5𝑙 + 4𝑘) = 9. Оскiльки 5𝑙 − 4𝑘 < 5𝑙 + 4𝑘, то 5𝑙 − 4𝑘 = 1, 5𝑙 + 4𝑘 = 9,
тобто 5𝑙 = 5, 4𝑘 = 4. Звiдки 𝑙 = 1, 𝑘 = 1; 𝑥 = 2𝑙 = 2, 𝑦 = 4𝑘 = 4, 𝑧 = 1,
𝑡 = 1.

Припустимо, що 𝑡 > 2. Маємо 2𝑦 − 1 = 5𝑥 − 2 · 5𝑡, тобто 5𝑥 − 2 · 5𝑡 > 0.
Звiдки випливає, що 5𝑥 > 2 · 5𝑡 > 5𝑡, тобто 𝑥 > 𝑡 > 2, 𝑥 > 3. З (⋆)
робимо висновок, що 16𝑘 − 1 дiлиться на 25, тобто 𝑘 = 5𝑛, 𝑛 ∈ N, тодi
1+5𝑥 = 220𝑛 +2 ·5𝑡, 5𝑡(5𝑥−𝑙−2) = (210)

2𝑛−1 дiлиться на 210−1 = 11 ·93. А
це означає, що 5𝑥−𝑙 дiлиться на 11. Однак 5𝑠 при дiленнi на 11 послiдовно
дає такi остачi: 5; 3; 4; 9; 1; 5; . . ., але не 2. Отримали суперечнiсть.

Вiдповiдь. {(2; 4; 1; 1)}.

12. Знайти всi пари простих чисел (𝑝, 𝑞), при яких 2𝑝+2𝑞

𝑝𝑞
є цiлим

числом.
Розв’язання. Нам потрiбно розв’язати рiвняння 2𝑝 + 2𝑞 = 𝑝𝑞𝑟 в

натуральних числах 𝑝, 𝑞, 𝑛, де 𝑝, 𝑞—простi.
Розглянемо 𝑝 = 2. За умовою 2𝑝 + 2𝑞 = 2𝑝 + 4 дiлиться на 𝑞, тобто

(2𝑞 + 4) − (2𝑞 − 2) = 6 дiлиться на 𝑞. А це означає, що 𝑞 = 2 або 𝑞 = 3.
Аналогiчно при 𝑞 = 2 знаходимо 𝑝 = 2 або 𝑝 = 3, в обох випадках 𝑟 = 2.

Припустимо 𝑝 > 2, 𝑞 > 2. Тодi 𝑝, 𝑞—непарнi числа. Якщо 𝑝 = 𝑞, то
2𝑝+1 = 𝑝2𝑟, тобто 𝑝 дiлить 2𝑝+1, звiдки 𝑝 = 2, 𝑟 = 2.

Нехай 𝑝 ̸= 𝑞. Згiдно з умовою, 2𝑝 + 2𝑞 дiлиться на 𝑝, причому 2𝑝 − 2

також дiлиться на 𝑝 (за малою теоремою Ферма).
Отже, 𝑝 дiлить (2𝑝 + 2𝑞) − (2𝑝 − 2) = 2𝑞 + 2. Звiдси випливає, що

(2𝑞)𝑝 + 2𝑝 дiлиться на 2𝑞 + 2, а отже, i на 𝑝. Далi приходимо до висновку,
що (2𝑝𝑞 + 2𝑝) − (2𝑝 + 2) = 2𝑝𝑞 + 2 дiлиться на 𝑝.

Аналогiчно доводимо, що 2𝑝𝑞 + 2 дiлиться на 𝑞. Звiдси випливає, що
2𝑝𝑞 + 2 = 2(2𝑝𝑞−1 + 1) дiлиться на 𝑝𝑞, тобто 2𝑝𝑞−1 + 1 (оскiльки 𝑝𝑞 непарне
i (𝑝, 𝑞) = 1).
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Доведемо, що отриманий результат є хибним. Нехай 𝑝𝑞 = 𝑘, тодi 𝑘
дiлить 2𝑘−1+1, де 𝑘 > 1. Отже, 𝑘— непарне число. Нехай 𝑘 = 𝑝𝑚1

1 ·. . .·𝑝𝑚𝑛
𝑛 ,

де 𝑝𝑖 —рiзнi простi непарнi числа, 𝑚𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Нехай 𝑝𝑖 − 1 = 2𝑙𝑖𝑡𝑖, де 𝑙𝑖 ∈ N, 𝑡𝑖 —непарне число. Оскiльки 𝑝𝑚𝑖

𝑖 − 1

дiлиться на 𝑝𝑖 − 1, то 𝑝𝑚𝑖
𝑖 − 1 дiлиться на 2𝑙𝑖 . Нехай для визначеностi

𝑙1 < 𝑙2 < . . . < 𝑙𝑛, тодi для будь-якого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 маємо, що 𝑝𝑚𝑖
𝑖 − 1

дiлиться на 2𝑙1 , тобто 𝑝𝑚𝑖
𝑖 = 2𝑙1𝑠𝑖 + 1, 𝑠𝑖 ∈ N, тодi

𝑘 = 𝑝𝑚1
1 · . . . · 𝑝𝑚𝑛

𝑛 = (2𝑙1𝑠1 + 1) · . . . · (2𝑙1𝑠𝑛 + 1) = 2𝑙1𝑠 + 1, 𝑠 ∈ N,

тобто 𝑘−1 дiлиться на 2𝑙1 . Оскiльки 𝑘 дiлить 2𝑘−1+1, то 𝑝1 дiлить 2𝑘−1+1,
а оскiльки 𝑡1 — непарне, то 𝑝1 дiлить 2(𝑘−1)𝑡1 + 1 = 22𝑙1𝑠𝑡1 + 1 = 2(𝑝−1)𝑠 + 1.
За малою теоремою Ферма 𝑝1 дiлить 2𝑝1−1−1, тобто 𝑝1 дiлить 2(𝑝1−1)𝑠−1.

Отже, 𝑝1 дiлить (2(𝑝1−1)𝑠 + 1) − (2(𝑝1−1)𝑠 − 1) = 2, що неможливо,
оскiльки 𝑝1 > 2.

Вiдповiдь. {(2; 2), (2; 3), (3; 2)}.

13. Розв’язати рiвняння 𝑥𝑧 + (𝑥 + 𝑦)𝑧 = (𝑥 + 2𝑦)𝑧 в натуральних
числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Розв’язання. Якщо 𝑧 = 1, то 𝑥 = 𝑦. Якщо 𝑧 = 2, то 𝑥2 + (𝑥 + 𝑦)2 =

= (𝑥 + 2𝑦)2, 𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 3𝑦2 = 0, (𝑥 + 𝑦)(𝑥− 3𝑦) = 0, оскiльки 𝑥, 𝑦 > 1, то
𝑥 = 3𝑦.

Припустимо, що 𝑧 > 3. Нехай 𝑥+ 𝑦 = 𝑡, 𝑡 ∈ N. Очевидно 𝑡 > 𝑦. Маємо
(𝑡− 𝑦)𝑧 + 𝑡𝑧 = (𝑡 + 𝑦)𝑧. Нехай 𝑑 = (𝑡, 𝑦), тодi 𝑡 = 𝑑𝑎, 𝑦 = 𝑡𝑏, де (𝑎, 𝑏) = 1,
𝑎 > 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ N, тому (𝑎− 𝑏)𝑧 + 𝑎𝑧 = (𝑎 + 𝑏)𝑧. Розглянемо 2 випадки.

Нехай 𝑧—непарне число, тодi, застосовуючи формулу бiнома
Ньютона, одержимо:(︀

𝑎𝑧 − 𝑧𝑎𝑧−1 + . . . + 𝑧𝑎𝑏𝑧−1 − 𝑏𝑧
)︀

+ 𝑎𝑧 = 𝑎𝑧 + 𝑧𝑎𝑧−1 + . . . + 𝑧𝑎𝑏𝑧−1 + 𝑏𝑧,

(𝑚𝑎− 𝑏𝑧) + 𝑎𝑧 = 𝑘𝑎 + 𝑏𝑧,

де 𝑚, 𝑘 ∈ N, 𝑎(𝑚− 𝑘 + 𝑎𝑧−1) = 2𝑏𝑧. Звiдси випливає, що 𝑎 | 2𝑏𝑧. Оскiльки
(𝑎, 𝑏) = 1, то 𝑎 = 1 або 𝑎 = 2. Однак 𝑎 > 𝑏 > 1, звiдки 𝑎 = 2, 𝑏 = 1. Отже,
1 + 2𝑧 + 3𝑧, що неможливо, оскiльки 3𝑧 = (2 + 1)𝑧 > 2𝑧 + 1 для будь-якого
𝑧 > 3. Отримали суперечнiсть.

Нехай 𝑧 —парне число, тодi аналогiчно маємо:(︂
𝑎𝑧 − 𝑧𝑎𝑧−1𝑏 + . . . +

𝑧(𝑧 − 1)

2
𝑎2𝑏𝑧−2 − 𝑧𝑎𝑏𝑧−1 + 𝑏𝑧

)︂
+ 𝑎𝑧 =
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= 𝑎𝑧 + 𝑧𝑎𝑧−1𝑏 + . . . +
𝑧(𝑧 − 1)

2
𝑎2𝑏𝑧−2 + 𝑧𝑎𝑏𝑧−1 + 𝑏𝑧,(︀

𝑎2𝑠− 𝑧𝑎𝑏𝑧−1 + 𝑏𝑧
)︀

+ 𝑎𝑧 = 𝑎2𝑡 + 𝑧𝑎𝑏𝑧−1 + 𝑏𝑧,

𝑎2(𝑠− 𝑡 + 𝑎𝑧−2) = 2𝑧𝑎𝑏𝑧−1,

де 𝑠, 𝑡 ∈ N, тодi 𝑎(𝑠 − 𝑡 + 𝑎𝑧−2) = 2𝑧𝑏𝑧−1. Оскiльки 𝑎 | 2𝑧𝑏𝑧−1, причому
(𝑎, 𝑏) = 1, то 𝑎 дiлить 2𝑧. Звiдси 2𝑧 > 𝑎.

Далi маємо:

(𝑎 + 𝑏)𝑧 = 𝑎𝑧 + (𝑎− 𝑏)𝑧,

(︂
1 +

𝑏

𝑎

)︂𝑧

= 1 +

(︂
1 − 𝑏

𝑎

)︂𝑧

,

1 = (1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧, де 𝑐 =
𝑏

𝑎
, 0 < 𝑐 < 1. (⋆⋆)

Помiтимо, що (1 + 𝑐)𝑧 + (1 − 𝑐)𝑧 > 2 для будь-яких значень 𝑧, 𝑐 (0 <

< 𝑐 < 1, 𝑧 > 1). Дiйсно (1 + 𝑐)2 − (1 − 𝑐)2 = 2 + 2𝑐2 > 2. Припустимо, що
(1 + 𝑐)𝑧 + (1 − 𝑐)𝑧 > 2 i доведемо, що (1 + 𝑐)𝑧+1 + (1 − 𝑐)𝑧+1 > 2.

Маємо:

(1 + 𝑐)𝑧+1 + (1 − 𝑐)𝑧+1 = (1 + 𝑐)𝑧(1 + 𝑐) + (1 − 𝑐)𝑧(1 − 𝑐) =

= ((1 + 𝑐)𝑧 + (1 − 𝑐)𝑧) + 𝑐((1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧) > 2,

що i треба було довести.
Далi, доведемо, що (1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧 > 2𝑧𝑐, де 0 < 𝑐 < 1, 𝑧 > 3.
Дiйсно, (1 + 3)3 − (1 − 𝑐)3 = 6𝑐 + 2𝑐3 > 3 · (2𝑐).
Припустимо, що (1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧 > 2𝑧𝑐, i доведемо, що (1 + 𝑐)𝑧+1 −

− (1 − 𝑐)𝑧+1 > 2(𝑧 + 1)𝑐.
Маємо:

(1 + 𝑐)𝑧+1 − (1 − 𝑐)𝑧+1 = (1 + 𝑐)(1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)(1 − 𝑐)𝑧 =

= ((1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧) + 𝑐((1 + 𝑐)𝑧 + (1 − 𝑐)𝑧) > 2𝑧𝑐 + 2𝑐 = 2(𝑧 + 1)𝑐,

що i треба було довести.
Отже, (1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧 > 2𝑧𝑐 = 2𝑧

𝑎
𝑏 > 𝑏 > 1, тобто одержали, що

(1 + 𝑐)𝑧 − (1 − 𝑐)𝑧 > 1, що суперечить (⋆⋆).
Вiдповiдь. {(𝑦; 𝑦; 1) , (3𝑦; 𝑦; 2) | 𝑦 ∈ N}.

14. Розв’язати рiвняння (𝑥 + 1)𝑦 − 𝑥𝑧 = 1 в натуральних числах 𝑥, 𝑦,
𝑧.
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Розв’язання. Якщо 𝑥 = 1, то 𝑦 = 1, 𝑧 — будь-яке натуральне число.
Розглянемо 𝑥 > 2. Якщо 𝑧 = 1, то 𝑥 + 1 = (𝑥 + 1)𝑦, тобто 𝑦 = 1, 𝑥—
довiльне натуральне число.

Якщо 𝑧 > 2, то (𝑥 + 1)𝑦 = 𝑥𝑧 + 1 > 𝑥2 + 1 > 𝑥 + 1, тобто 𝑦 > 1, 𝑦 > 2.
Нехай 𝑥—непарне число, тодi за бiномом Ньютона маємо

(𝑥 + 1)𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑦𝑥 + 1, 𝑎 ∈ N,

тому (𝑥 + 1)𝑦 − 𝑥𝑧 = 1, 𝑎𝑥2 + 𝑦𝑥 + 1 − 𝑥𝑧 = 1, 𝑦 = 𝑥(𝑥𝑧−2 − 𝑎), тобто 𝑥

дiлить 𝑦.
Нехай 𝑦 = 𝑏𝑥, 𝑏 ∈ N, тодi маємо (𝑥 + 1)𝑏𝑥−𝑥𝑧 = 1, ((𝑥 + 1)𝑥)

𝑏− 1 = 𝑥𝑧.
Нехай (𝑥 + 1)𝑥 = 𝑐, тодi 𝑐𝑏 − 1 = 𝑥𝑧, (𝑐− 1)(𝑐𝑏−1 + . . . + 𝑐 + 1) = 𝑥𝑧, тобто
𝑐− 1 | 𝑥𝑧, (𝑥 + 1)𝑥 − 1 | 𝑥𝑧.

Далi за формулою бiнома Ньютона маємо:

(𝑥 + 1)𝑥 − 1 =

(︂
𝑑𝑥3 +

𝑥(𝑥− 1)

2
𝑥2 + 𝑥 · 𝑥 + 1

)︂
− 1 = 𝑥3

(︂
𝑑 +

𝑥− 1

2

)︂
+ 𝑥2 =

= 𝑥3𝑠 + 𝑥2,

де 𝑠 ∈ N (оскiльки 𝑥−1
2

— цiле число). Отже, 𝑥3𝑠+𝑥2 дiлить 𝑥𝑧, тобто 𝑥𝑠+1

дiлить 𝑥𝑧−2. Однак 𝑥𝑠 + 1 та 𝑥— взаємно простi числа, тому 𝑥𝑠 + 1 = 1,
(𝑥+1)𝑥−1

𝑥2 = 1, (𝑥 + 1)𝑥 = 1 + 𝑥2. Оскiльки 𝑥—непарне число i 𝑥 > 1,
то 𝑥 > 3. Але тодi (𝑥 + 1)𝑥 > (𝑥 + 1)3 > (𝑥 + 1)2 > 𝑥2 + 1. Отримали
суперечнiсть.

Нехай 𝑥— парне число, 𝑥 = 𝑙−1, де 𝑙— непарне. Тодi маємо 𝑙𝑦(𝑙 − 1)𝑧 =

= 1, причому 𝑙 = 𝑥 + 1 > 3. Якщо 𝑙 = 3, то 𝑦 = 𝑧 = 1, або 𝑦 = 2, 𝑧 = 3

(див. задачу 3).
Припустимо, що 𝑙 > 4. Якщо 𝑧 —парне число, то (𝑙 − 1)𝑧 = 𝑙𝑟 + 1, де

𝑟 ∈ N, тому 𝑙𝑦 − (𝑙𝑟 + 1) = 1, 𝑙(𝑙𝑦−1 − 𝑟) = 2, тобто 𝑙 | 2, що неможливо,
оскiльки 𝑙 > 4.

Отже, 𝑧 — непарне число, тодi за формулою бiнома Ньютона (𝑙 − 1)𝑧 =

= 𝑙2𝑎 + 𝑙𝑧 − 1, де 𝑎 ∈ N; тодi

𝑙𝑦 − (𝑙2𝑎 + 𝑙𝑧 − 1) = 1, 𝑧 = 𝑙(𝑙𝑦 − 𝑎),

тобто 𝑙 | 𝑧.
Нехай 𝑧 = 𝑙𝑏, 𝑏 ∈ N. Маємо 𝑙𝑦 = (𝑙 − 1)𝑏𝑙 + 1.
Нехай (𝑙 − 1)𝑙 = 𝑐, тодi 𝑙𝑦 = 𝑐𝑧 + 1 = (𝑐 + 1)(𝑐𝑧−1 − 𝑐𝑧−2 + . . .− 𝑐 + 1);

отже, 𝑐 + 1 дiлить 𝑙𝑦. За формулою бiнома Ньютона
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(𝑙 − 1)𝑙+1 = (𝑙3𝑑−𝐶2
𝑙 𝑙

2+𝐶1
𝑙 𝑙−1)+1 =

(︂
𝑙3𝑑− 𝑙 (𝑙 − 1)

2
𝑙2 + 𝑙 · 𝑙 − 1

)︂
+1 =

= 𝑙2(𝑙

(︂
𝑑 +

𝑙 − 1

2

)︂
+ 1) = 𝑙2(𝑙𝑠 + 1),

де 𝑠 ∈ N. Отже, 𝑙2(𝑙𝑠+1) | 𝑙𝑦. Звiдси випливає, що 𝑙𝑠+1 дiлить 𝑙𝑦−2. Однак
𝑙𝑠 + 1 та 𝑙𝑦−2 взаємно простi, тому 𝑙𝑠 + 1 = 1, (𝑙−1)2+1

𝑙2
= 1, (𝑙 − 1)𝑙 = 𝑙2 − 1.

Оскiльки 𝑙 > 4, то (𝑙 − 1)𝑙 > (𝑙(𝑙 − 2) + 1)2 > (2𝑙 + 1)2 > 𝑙2− 1. Отримали
суперечнiсть.

Вiдповiдь. {(1; 1; 𝑡) , (𝑡; 1; 1), (2; 2; 3) | 𝑡 ∈ N}.

Вправи для самостiйного розв’язування

1. Розв’язати рiвняння 2𝑥 + 3𝑦 = 5𝑧 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Вiдповiдь. {(1; 1; 1), (4; 2; 2)}.
2. Розв’язати рiвняння 2𝑥 + 3𝑦 = 7𝑧 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Вiдповiдь. {(2; 1; 1)}.
3. Розв’язати рiвняння 2𝑥3𝑦 = 1 + 5𝑧 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Вiдповiдь. {(1; 1; 1)}.
4. Розв’язати рiвняння 𝑥𝑦− (𝑥 + 1)𝑧 = 1 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Вiдповiдь. {(2; 2; 1)}.
5. Розв’язати рiвняння 𝑥𝑦−(𝑥𝑡 + 1)

𝑧
= 1 в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Вiдповiдь. {(2; 2; 1; 1)}.
6. Розв’язати рiвняння

(𝑥𝑡 + 1)
𝑦 − 𝑥𝑧 = 1

в натуральних числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.
Вiдповiдь. {(1; 1; 1; 1) , (1; 1;𝑛; 1), (𝑛; 1; 1; 1), (2; 3; 3; 1), (1; 1;𝑛;𝑚),

(𝑘; 1;𝑛;𝑛)}, де 𝑚,𝑛, 𝑘 ∈ N, 𝑚,𝑛, 𝑘 > 2.
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В’ячеслав Ясiнський

Метод нескiнченного спуску в олiмпiадних задачах з
теорiї чисел1

Француз П’єр Ферма (1601–1665) є досить вiдомим своїми надбаннями
в математицi навiть i при тому, що його сучасники, математики-
професiонали, вважали аматором цiєї справи. Адже за фахом П’єр
Ферма—юрист. В унiверситетi Орлеана 1631 р. вiн отримав учений
ступiнь з цивiльного права, працював адвокатом, а згодом став членом
юридичної ради м. Тулузи.

Ферма довiв, що мав сильний вплив на свiт математики через свої
здобутки в теорiї чисел та застосованi ним методи їх доведення. Вiн був
одним iз перших, хто використовував метод нескiнченного спуску як
метод доведення математичних тверджень.

Нехай 𝑃 — речення, у формулювання якого входить натуральне число
𝑛, тодi 𝑃 називають характеристикою, що належить до додатного цiлого
числа 𝑛. Через {𝑃 (𝑛)}𝑛>1, позначимо послiдовнiсть теорем:

𝑃 (𝑛): «𝑛 задовольняє характеристику 𝑃».
Розглянемо метод мiркувань, запропонований П’єром Ферма, який

корисний у доведеннi того, що 𝑃 (𝑛) є хибним твердженням для всiх
досить великих натуральних 𝑛. Нехай 𝑘— натуральне число. Припустимо,
що:

∙ 𝑃 (𝑘) — хибне твердження;
∙ кожен раз, коли 𝑃 (𝑚) — iстинне твердження, для натурального
𝑚 > 𝑘 має iснувати трохи менше натуральне 𝑗, 𝑚 > 𝑗 i 𝑘, для
якого 𝑃 (𝑗) — iстинне твердження.

Тодi 𝑃 (𝑛) є хибним твердженням для всiх натуральних 𝑛 i 𝑘.
Як бачимо, це є контрапозицiя до методу математичної iндукцiї.

Мовою метафор П’єр де Ферма формулював свiй метод так: якщо ви
знаєте, що не можете досягти будь-якої сходинки без того, щоб
досягти до тiєї, що знизу на одну, i, якщо ви також не можете

1Журнал «Математика в школi», 2005, №5. — C. 49–52.
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досягти найнижчої сходинки, то ви не зможете досягти будь-якої. Вiн
називав це формулювання методом обмеженого спуску.

Метод нескiнченного спуску може бути сформульований так:
Нехай 𝑘 — цiле невiд’ємне число. Припустимо, що з того, що 𝑃 (𝑚) —

iстинне твердження для цiлого 𝑚 > 𝑘, випливає, що iснує менше цiле
число 𝑗, 𝑚 > 𝑗 > 𝑘, для якого 𝑃𝑗 — iстинне. Тодi 𝑃𝑛 — хибне для всiх
𝑛 > 𝑘.

Дiйсно, якби iснувало таке натуральне 𝑛, для якого 𝑃𝑛 було б iстинне
твердження, то ми змогли б отримати нескiнченно спадну послiдовнiсть
𝑛 > 𝑛1 > 𝑛2 > . . . натуральних чисел, якi мали б бути бiльшi за число 𝑘

i для кожного з яких твердження 𝑃𝑛𝑖
було б iстинним твердженням, що

не є можливим для невiд’ємних цiлих чисел (це суперечить аксiомi про
найменший елемент системи натуральних чисел: в кожнiй непорожнiй
множинi натуральних чисел iснує найменший елемент).

В деяких випадках зручно використовувати ще й таку форму спуску:
якщо 𝑛0 — найменше додатне цiле число, для якого 𝑃𝑛0 — iстинне
твердження, тодi 𝑃𝑛 є хибнi твердження при всiх натуральних 𝑛 < 𝑛0.

Можна сформулювати двi очевиднi теореми, якi будуть суперечити
результатам, до яких призведуть мiркування методом спуску:

Теорема 1. Не iснує нескiнченної послiдовностi невiд’ємних цiлих
чисел 𝑛1 > 𝑛2 > 𝑛3 > . . .

Теорема 2. Якщо послiдовнiсть невiд’ємних цiлих чисел {𝑛𝑖}
задовольняє нерiвностям 𝑛1 > 𝑛2 > 𝑛3 > . . ., то iснує такий номер 𝑖0,
що 𝑛𝑖0 = 𝑛𝑖0+1 = 𝑛𝑖0+2 = . . .

А тепер розглянемо застосування методу нескiнченного спуску до
розв’язування задач з теорiї чисел, якi пропонувалися на математичних
олiмпiадах рiзних рiвнiв.

Задача 1. Розв’язати рiвняння 𝑥3 + 2𝑦3 = 4𝑧3 в невiд’ємних цiлих
числах 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Розв’язання. Доведемо, що (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) — єдиний розв’язок
даного рiвняння.

Якщо лише одне iз невiдомих дорiвнює нулю, то одержимо супере-
чнiсть з тим, що числа 3

√
2 i 3

√
4 — iррацiональнi.

Нехай (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) —розв’язок даного рiвняння, де 𝑥1, 𝑦1 i 𝑧1 —
натуральнi числа. Тодi 𝑥1

3 + 2𝑦1
3 = 4𝑧1

3. Звiдси слiдує, що 𝑥1
3 ... 2, тобто

𝑥1
... 2. А це означає, що 𝑥1 = 2𝑥2, де 𝑥2 ∈ N. Далi одержуємо, що
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8𝑥2
3 + 2𝑦1

3 = 4𝑧1
3, тобто 4𝑥2

3 + 𝑦1
3 = 2𝑧1

3. Звiдси слiдує, що 𝑦1 = 2𝑦2,
де 𝑦2 ∈ N. Далi, аналогiчно, одержуємо, що 𝑧1 = 2𝑧2, де 𝑧2 ∈ N та
𝑥2

3 + 2𝑦2
3 = 4𝑧2

3, тобто (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) —«новий» розв’язок даного рiвняння,
причому 𝑥1 > 𝑥2, 𝑦1 > 𝑦2 i 𝑧1 > 𝑧2. Мiркуючи аналогiчно, одержуємо, що
дане рiвняння має безлiч розв’язкiв в натуральних числах (𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛), де
𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 > . . ., а це суперечить теоремi 1. �

Задача 2. Довести, що не iснує натурального числа 𝑛 > 1 такого,
що число 2𝑛−1

𝑛
є цiлим.

Розв’язання. Нехай iснує таке натуральне число 𝑛 > 1 i нехай
𝑝1 —простий дiльник числа 𝑛, тодi (2𝑛 − 1) ... 𝑝1. Розглянемо найменше
натуральне число 𝑚 > 1 таке, що (2𝑚 − 1) ... 𝑝1. Таке число iснує, бо за
малою теоремою Ферма (2𝑝1−1 − 1) ... 𝑝1. Звiдси слiдує, що 1 < 𝑚 6 𝑝1−1 <

𝑝1. Доведемо, що 𝑛 ...𝑚. Припустимо, що це не так, тодi 𝑛 = 𝑘𝑚 + 𝑟, де
𝑘, 𝑟—невiд’ємнi цiлi числа, 0 < 𝑟 < 𝑚. Тодi

2𝑛 − 1 = 2𝑘𝑚 · 2𝑟 − 1 = (2𝑚)𝑘 · 2𝑟 − 1 =

= (2𝑚 − 1 + 1)𝑘 · 2𝑟 − 1 ≡ 2𝑟 − 1 (mod 𝑝1) .

Звiдси випливає, що (2𝑟 − 1) ... 𝑝1 i 𝑟 < 𝑚, що суперечить вибору числа
𝑚. Отже, 𝑛 ...𝑚 i 1 < 𝑚 < 𝑝1. Нехай 𝑝2 —простий дiльник числа 𝑚,
тодi 𝑝2 —простий дiльник числа 𝑛, (2𝑛 − 1) ... 𝑝2 i 𝑝1 > 𝑝2. Продовжуючи
цей «спуск», ми одержимо нескiнченну спадну послiдовнiсть простих
дiльникiв числа 𝑛: 𝑝1 > 𝑝2 > 𝑝3 > . . ., що суперечить теоремi 1. �

Задача 3. Знайти найбiльше значення виразу𝑚2+𝑛2, де𝑚 i 𝑛— нату-
ральнi числа (1 6 𝑚 6 1981, 1 6 𝑛 6 1981) такi, що (𝑛2 −𝑚𝑛−𝑚2)

2
= 1.

(XXII Мiжнародна математична олiмпiада, Вашингтон, США, 1981 р.)

Розв’язання. Покажемо, що число 15972 + 9872 —найбiльше.
Розглянемо всi такi пари натуральних чисел (𝑛,𝑚), що(︀

𝑛2 −𝑚𝑛−𝑚2
)︀2

= 1. (1)

Записана рiвнiсть не виконується для натуральних 𝑛 i 𝑚 при 𝑚 > 𝑛, бо
у цьому випадку

𝑛2 −𝑚2 < −1,−𝑚𝑛 < −1 i 𝑛2 −𝑚𝑛−𝑚2 < −2.

Легко перевiрити, що 𝑚 = 𝑛 лише при 𝑚 = 𝑛 = 1.
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Нехай (𝑛0,𝑚0) —пара натуральних чисел, яка задовольняє (1) i 𝑛0 >

𝑚0. Тодi

1 =
(︀
𝑛0

2 −𝑚0𝑛0 −𝑚0
2
)︀2

=
(︀
(𝑛0 −𝑚0)

2 + 𝑚0𝑛0 − 2𝑚0
2
)︀2

=

=
(︀
(𝑛0 −𝑚0)

2 + 𝑚0 (𝑛0 −𝑚0) −𝑚0
2
)︀2

=

=
(︀
𝑚0

2 −𝑚0 (𝑛0 −𝑚0) − (𝑛0 −𝑚0)
2)︀2.

А це означає, що тодi i пара натуральних чисел (𝑛1, 𝑚1), де 𝑛1 = 𝑚0 i
𝑚1 = 𝑛0 −𝑚0 > 0, також задовольняє (1). Аналогiчно до попереднього,
доводимо, що 𝑛1 > 𝑚1. Якщо 𝑛1 > 𝑚1, то i пара (𝑛2, 𝑚2), де 𝑛2 = 𝑚1

i 𝑚2 = 𝑛1 −𝑚1, також задовольняє (1). Продовжуючи цей «спуск», ми
одержимо, що через скiнчене число крокiв ми прийдемо до пари (1, 1) (це
стверджує теоремa 2). Дiйсно, послiдовнiсть перших (великих) елементiв
побудованих пар спадає: як показано вище, 𝑛𝑖 > 𝑚𝑖 i 𝑚𝑖+1 = 𝑛𝑖 −𝑚𝑖 > 0.
Утворення нової пари (𝑛′,𝑚′) за описаною процедурою неможливе лише
в одному випадку: 𝑛′ = 𝑚′ (в цьому випадку 𝑛′ −𝑚′ не є натуральним
числом). Тодi 𝑛′ = 𝑚′ = 1.

Отже, iз будь-якої пари (𝑛0, 𝑚0), яка задовольняє (1), послiдовно
застосовуючи перетворення 𝑛𝑖+1 = 𝑚𝑖, 𝑚𝑖+1 = 𝑛𝑖 −𝑚𝑖, одержуємо пару
(1, 1). Але, якщо пара (𝑛′,𝑚′) одержана за допомогою цих перетворень
iз пари (𝑛,𝑚), то 𝑛 = 𝑚′ + 𝑛′, 𝑚 = 𝑛′. Це означає, що iз пари (1, 1)

вся послiдовнiсть пар, що задовольняють (1), вiдновлюється однозначно.
Звiдси слiдує також, що послiдовностi перших, i других компонентiв
пар, якi одержуються iз пари (1, 1) за допомогою описаних перетворень,
зростають. Тому парою (𝑛,𝑚), для якої значення 𝑚2 + 𝑛2 максимальне
при 1 6 𝑚 6 1981, 1 6 𝑛 6 1981, є пара, для якої 𝑛 6 1981, а
𝑚 + 𝑛 > 1981. Випишемо послiдовно пари за допомогою вказаних
перетворень: (1, 1), (2, 1), (3, 2), (5, 3), (8, 5), (13, 8), (21, 13), (34, 21),
(55, 34), (89, 55), (144, 89), (233, 144), (377, 233), (610, 377), (987, 610),
(1597, 987), i знайдемо пару, яка нас цiкавить (1597, 987).

Зауважимо, що всi пари, якi задовольняють (1) — це пари (𝐹𝑖+1, 𝐹𝑖),
де 𝐹𝑖 i 𝐹𝑖+1 — сусiднi члени послiдовностi Фiбоначчi, яка визначається за
правилами: 𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 i 𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1, 𝑛 > 1. �

Задача 4. Нехай 𝑎 i 𝑏—натуральнi числа такi, що 𝑎2 + 𝑏2 дiлиться
на 𝑎𝑏 + 1 без остачi. Довести, що 𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
є квадратом цiлого числа.

(XXIX Мiжнародна математична олiмпiада, 1988 р.)
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Розв’язання. Припустимо, що iснує така пара чисел (𝑎, 𝑏), для якої
виконується умова задачi i при цьому вираз 𝑘 = 𝑎2+𝑏2

𝑎𝑏+1
не є квадратом

цiлого числа. Помноживши обидвi частини цiєї рiвностi на 𝑎𝑏 + 1,
одержимо:

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑘(𝑎𝑏 + 1),

𝑎2 + 𝑏2 − 𝑘𝑎𝑏 = 𝑘. (2)

Оскiльки 𝑎 i 𝑏 входять до рiвностi (2) симетрично, то не порушуючи
загальностi, можна вважати, що 𝑎 > 𝑏. Розглянемо таке квадратне
рiвняння 𝑥2−𝑘𝑏𝑥+ (𝑏2−𝑘) = 0. З (2) випливає, що воно має два коренi 𝑎
i 𝑎1, причому 𝑎1 — цiле число, бо за формулами Вiєта 𝑎+𝑎1 = 𝑘𝑏, де 𝑎 i 𝑘𝑏—
цiлi числа. Якщо 𝑎1 = 0, то 𝑘 = 𝑏2, що суперечить нашому припущенню.
Якщо 𝑎1 < 0, то 𝑎1 6 −1, тобто 𝑘𝑏 − 𝑎 6 −1. Звiдки 𝑎 > 𝑘𝑏 + 1. Далi,
помноживши на 𝑎, одержимо 𝑎2 > 𝑘𝑎𝑏+ 𝑎, 𝑎2− 𝑘𝑎𝑏 > 𝑎, 𝑘− 𝑏2 > 𝑎. Отже,
𝑘 − 𝑏2 > 𝑎 > 𝑘𝑏 + 1, тобто 𝑘 − 𝑏2 > 𝑘𝑏 + 1, що невiрно, бо лiва частина
одержаної нерiвностi менша 𝑘, а права — бiльша 𝑘. Протирiччя.

Отже, 𝑎1 > 0. За формулами Вiєта знаходимо

𝑎1 =
𝑏2 − 𝑘

𝑎
6

𝑎2 − 𝑘

𝑎
< 𝑎.

Поклавши 𝑏1 = 𝑏, одержимо новий розв’язок рiвняння (2) в натуральних
числах (𝑎1, 𝑏1), для якого 𝑎1 + 𝑏1 < 𝑎 + 𝑏.

Далi, вiдштовхуючись вiд розв’язку (𝑎1, 𝑏1), таким же чином будуємо
новий розв’язок рiвняння (2) в натуральних числах (𝑎2, 𝑏2), для якого
𝑎2 + 𝑏2 < 𝑎1 + 𝑏1, i т. д. Одержуємо нескiнченну послiдовнiсть розв’язкiв

(𝑎, 𝑏) , (𝑎1, 𝑏1) , (𝑎2, 𝑏2) , . . .

рiвняння (2), для якої

𝑎 + 𝑏 > 𝑎1 + 𝑏1 > 𝑎2 + 𝑏2 > . . . ,

що суперечить теоремi 1. �

Отже, 𝑘 повинно бути квадратом цiлого числа. Ще вiдмiтимо, що
числа 𝑎 i 𝑏, якi задовольняють умовам задачi, iснують, наприклад, 𝑎 = 2

i 𝑏 = 8.
Задача 5. Нехай 𝑎 i 𝑏—натуральнi числа. Довести, що коли число

𝑎2+𝑏2+𝑎+𝑏+1
𝑎𝑏

—цiле, то воно дорiвнює 5.
(Румунiя, 1995 р.)
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Розв’язання. Припустимо, що iснує така пара (𝑎, 𝑏) натуральних
чисел, що число 𝑎2+𝑏2+𝑎+𝑏+1

𝑎𝑏
= 𝑘—цiле i 𝑘 ̸= 5, тодi

0 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎 + 𝑏 + 1 − 𝑘𝑎𝑏. (3)

Оскiльки 𝑎 i 𝑏 входять до рiвностi (3) симетрично, то не порушуючи
загальностi, можна вважати, що 𝑎 > 𝑏. Якщо 𝑎 = 𝑏, то одержуємо, що
𝑎 (𝑎 (𝑘 − 2) − 2) = 1. Звiдки слiдує, що 𝑎 = 1 i 𝑘 = 5, а це суперечить
припущенню. Аналогiчно до попереднiх мiркувань, розглянувши (3), як
квадратне рiвняння вiдносно 𝑎, ми знаходимо, що (3) має новий розв’язок
(𝑎1, 𝑏1), де 𝑎1 = 𝑘𝑏−𝑎−1 i 𝑏1 = 𝑏. Оскiльки 𝑎 (𝑘𝑏− 𝑎− 1) = 𝑏2 + 𝑏+1 > 0,
то 𝑎1 > 0, а так як 𝑎1 —цiле, то воно— натуральне. Далi, враховуючи,
що 𝑎 > 𝑏, то 𝑎 > 𝑏 + 1, тобто

𝑎2 > 𝑏2 + 2𝑏 + 1 > 𝑏2 + 𝑏 + 1 = 𝑎 (𝑘𝑏− 𝑎− 1) = 𝑎𝑎1.

Звiдки слiдує, що 𝑎 > 𝑎1 i 𝑎 + 𝑏 > 𝑎1 + 𝑏1. Здiйснюючи цей «спуск» далi,
одержимо нескiнченну послiдовнiсть розв’язкiв (𝑎, 𝑏) , (𝑎1, 𝑏1) , (𝑎2, 𝑏2) , . . .

рiвняння (3), для якої 𝑎 + 𝑏 > 𝑎1 + 𝑏1 > 𝑎2 + 𝑏2 > . . . , що суперечить
теоремi 1. �

Вправи для самостiйного розв’язування

Задача 1. Знайти всi трiйки (𝑥, 𝑦, 𝑧) натуральних чисел, якi є
розв’язками рiвняння

𝑥3 + 3𝑦3 + 9𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 = 0.

(Математична олiмпiада Нiмеччини)

Задача 2. Знайти всi цiлi 𝑥, 𝑦, 𝑧, якi задовольняють рiвняння

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥𝑦𝑧 = 0.

(Математична олiмпiада Пiвденної Кореї)

Задача 3. Розв’язати рiвняння 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9𝑢4 в цiлих числах
𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑢.

Задача 4. Розв’язати рiвняння 𝑥2 − 𝑦2 = 2𝑥𝑦𝑧 в натуральних числах
𝑥, 𝑦, 𝑧.

Задача 5. Знайти всi трiйки (𝑥, 𝑦, 𝑧) цiлих чисел, якi є розв’язками
рiвняння

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥2𝑦2.
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Задача 6. Нехай 𝑎 та 𝑏—натуральнi числа. Довести, що коли число
𝑎2+𝑏2+1

𝑎𝑏
—цiле, то воно дорiвнює 3.

Задача 7. Нехай 𝑎 та 𝑏—натуральнi числа. Довести, що коли число
𝑎+1
𝑏

+ 𝑏
𝑎
—цiле, то воно дорiвнює 3.

(Математична олiмпiада Румунiї)

Задача 8. Знайти всi пари (𝑎, 𝑏) натуральних чисел, для яких число
𝑎2+𝑏2+1
𝑎𝑏+𝑎+𝑏

буде цiлим.
Задача 9. Знайти всi пари (𝑎, 𝑏) натуральних чисел, для яких число
𝑎2

2𝑎𝑏2−𝑏3+1
буде цiлим.

(XLIV Мiжнародна математична олiмпiада, Токiо, 2003 р.)

Задача 10. Знайти всi пари (𝑚,𝑛) невiд’ємних цiлих чисел таких,
що (𝑚 + 𝑛− 5)2 = 9𝑚𝑛.

(XLII Вибiркова математична олiмпiада США)

В’ячеслав Ясiнський

Теорiя лишкiв та її застосування до розв’язування
олiмпiадних задач1

У класичнiй теорiї цiлих чисел чiльне мiсце посiдає так звана теорiя
конгруенцiй або теорiя лишкiв. Її суть полягає ось у чому.

Якщо взяти будь-яке натуральне число 𝑚, то при дiленнi на нього
iнших цiлих чисел можливi 𝑚 рiзних остач (лишкiв): 0, 1, 2,. . . , 𝑚− 1.
Тi числа, якi при дiленнi на 𝑚 дають однакову остачу, об’єднаємо в один
клас. Отже, «з точки зору числа 𝑚» всi цiлi числа розбиваються на 𝑚

рiзних класiв. Очевидно, що чим бiльшим буде число 𝑚, тим ширшим
буде набiр класiв. Так, при 𝑚 = 1 одержуємо всього один клас — множину
всiх цiлих чисел (її позначають Z); при 𝑚 = 2 — два класи: парнi i непарнi
числа i т. д.

Той факт, що два цiлих числа 𝑎 i 𝑏 дають однаковi остачi при їх
дiленнi на натуральне число 𝑚, нiмецький математик Карл Фрiдрiх Гаус
запропонував записувати так: 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚) (читається «𝑎» конгруентно
«𝑏» за модулем «𝑚»). Цей запис називають конгруенцiєю. Ось приклади

1Журнал «Математика в школi», 2009, №1. — C. 35–40.
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правильних конгруенцiй: −5 ≡ 2 (mod 7), 2006 ≡ 2 (mod 3), 15𝑘 + 3 ≡ 3

(mod 5), де 𝑘—цiле число.
Щоб упевнитися в конгруентностi двох цiлих чисел 𝑎 i 𝑏 за деяким

модулем 𝑚, зовсiм не обов’язково знаходити остачi вiд дiлення цих чисел
на число 𝑚 кожного з них. Достатньо розглянути їх рiзницю:

∙ 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚) тодi i тiльки тодi, коли рiзниця 𝑎− 𝑏 дiлиться на
𝑚 (без остачi).

Конгруенцiї мають властивостi, якi схожi iз властивостями звичайних
рiвностей. Вiдомо, рiвностi можна додавати одну до одної, множити,
вiднiмати одну вiд iншої — в результатi одержуємо правильну (iстинну)
рiвнiсть. Те саме справедливе i для конгруенцiй:

∙ якщо довiльнi цiлi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑 такi, що 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚) i 𝑐 ≡ 𝑑

(mod 𝑚), то 𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑 (mod 𝑚), 𝑎 − 𝑐 ≡ 𝑏 − 𝑑 (mod 𝑚) i 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑

(mod 𝑚).

Цi властивостi легко доводяться, якщо замiсть конгруенцiй розгля-
нути вiдповiднi рiзницi i застосувати теорiю подiльностi. Доведемо,
наприклад, останню властивiсть. Нехай 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚) i 𝑐 ≡ 𝑑 (mod 𝑚).
Тодi (𝑎 − 𝑏) ...𝑚 i (𝑐 − 𝑑) ...𝑚. Оскiльки 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 = 𝑎(𝑐 − 𝑑) + 𝑑(𝑎 − 𝑏), то i
(𝑎𝑐− 𝑏𝑑) ...𝑚, тобто 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑 (mod 𝑚).

Операцiя пiднесення до степеня з натуральним показником зводиться
до багаторазового множення, тому

∙ якщо 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚), то 𝑎𝑛 ≡ 𝑏𝑛 (mod 𝑚), де 𝑛— натуральне.
Лiву i праву частини рiвностi можна роздiлити на один i той самий

множник, вiдмiнний вiд нуля. З конгруенцiями так робити, взагалi
кажучи, не можна. Однак

∙ якщо числа 𝑐 i 𝑚 взаємно простi та 𝑎𝑐 ≡ 𝑏 (mod 𝑚), то 𝑎 ≡ 𝑏

(mod 𝑚).
З iншого боку, обидвi частини конгруенцiї можна роздiлити на одне i

те саме число одночасно з модулем:
∙ якщо 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 (mod 𝑚𝑐), то 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑚).
Знаючи вказанi властивостi конгруенцiй, можна суттєво спрощувати

складнi арифметичнi викладки, якщо нас цiкавитиме лише остача вiд
дiлення на деяке натуральне число 𝑚. Адже в цьому випадку у будь-
якому алгебраїчному виразi, одержаному iз цiлих чисел за допомогою
арифметичних дiй додавання, вiднiмання, множення i пiднесення до
степеня з натуральним показником, можна замiнити цi числа на остачi
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вiд дiлення на 𝑚 i при цьому результат не змiниться. Тому урахування
«класової структури суспiльства» цiлих чисел буває корисним при
доведеннi теорем та розв’язаннi деяких олiмпiадних задач iз теорiї чисел.

Теореми Ферма та Ейлера

Розглянемо i доведемо двi теореми, що мають широке застосування
при розв’язання дiофантових рiвнянь.

Теорема 1 (Мала теорема Ферма). Число 𝑎𝑝−𝑎 дiлитися на просте
число 𝑝 при будь-якому натуральному 𝑎. Якщо (𝑎, 𝑝) = 1, то 𝑎𝑝−1 − 1

дiлиться на 𝑝.
Доведення. Якщо 𝑝 при 𝑎, то 𝑝 дiлить 𝑎𝑝 − 𝑎. Нехай просте 𝑝 не

дiлить 𝑎, тобто (𝑎, 𝑝) = 1. Розглянемо набiр чисел 𝑎, 2𝑎, 3𝑎, . . . , (𝑝− 1)𝑎.
Знайдемо остачi вiд дiлення цих чисел на 𝑝:

𝑎 ≡ 𝑟1 (mod 𝑝),

2𝑎 ≡ 𝑟2 (mod 𝑝),

3𝑎 ≡ 𝑟3 (mod 𝑝),

. . .

(𝑝− 1)𝑎 ≡ 𝑟𝑝−1 (mod 𝑝),

де всi 𝑟𝑖 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑝− 1}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝− 1.
Оскiльки 𝑝 не дiлить 𝑎, то всi числа нашого набору не дiляться на

𝑝, а це означає, що всi 𝑟𝑖 ̸= 0,тобто 1 6 𝑟𝑖 6 𝑝 − 1. Доведемо, що всi цi
остачi попарною рiзнi. Припустимо, що 𝑟𝑖 = 𝑟𝑗, де 1 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑝 − 1,

тодi 𝑗𝑎 ≡ 𝑖𝑎 (mod 𝑝). А це означає, що 𝑗𝑎− 𝑖𝑎 = (𝑗 − 𝑖)𝑎 дiлиться на 𝑝.
Оскiльки (𝑎, 𝑝) = 1, то 𝑗 − 𝑖 дiлиться на 𝑝. Але 0 < 𝑗 − 𝑖 < 𝑝 − 1, тому
остання подiльнiсть — неможлива.

Таким чином, (𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝−1) — перестановка чисел 1, 2,. . . , 𝑝−1. Тому
1 · 2 · . . . · (𝑝− 1) = 𝑟1𝑟2 . . . 𝑟𝑝−1 i, перемноживши попереднi конгруенцiї,
одержимо:

(1 · 2 · . . . · (𝑝− 1)) 𝑎𝑝−1 ≡ 𝑟1𝑟2 . . . 𝑟𝑝−1 (mod𝑝) ,

а пiсля скорочення:

𝑎𝑝−1 ≡ 1(mod𝑝),

що i треба було довести. �
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Нехай 𝜙 (𝑛) позначає кiлькiсть натуральних чисел, якi меншi 𝑛 i
взаємно простi з 𝑛. Функцiю 𝜙 (𝑛) називають функцiєю Ейлера.

Теорема 2 (Теорема Ейлера). Нехай (𝑎, 𝑛) = 1, тодi 𝑎𝜙(𝑛) − 1

дiлиться на 𝑛.

Доведення. Нехай 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑙 —натуральнi числа, якi меншi за 𝑛

i взаємно простi з 𝑛, тобто (𝑘𝑖, 𝑛) = 1, де 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑙 та 𝑙 = 𝜙 (𝑛).
Розглянемо набiр чисел 𝑘1𝑎, 𝑘2𝑎, 𝑘3𝑎, . . . , 𝑘𝑙𝑎. Знайдемо остачi вiд дiлення
цих чисел на 𝑛 :

𝑘1𝑎 ≡ 𝑟1 (mod 𝑛),

𝑘2𝑎 ≡ 𝑟2 (mod 𝑛),

𝑘3𝑎 ≡ 𝑟3 (mod 𝑛),

. . .

𝑘𝑙𝑎 ≡ 𝑟𝑙 (mod 𝑛),

де всi 𝑟𝑖 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑙}, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑙.

Покажемо, що (𝑟𝑖, 𝑛) = 1. Припустимо, що для деякого 𝑖: (𝑟𝑖, 𝑛) ̸= 1,
тодi iснує просте число 𝑝, яке дiлить числа 𝑟𝑖 та 𝑛. Отже, 𝑝 дiлить 𝑘𝑖,
або 𝑝 дiлить 𝑎, що неможливо, оскiльки (𝑘𝑖, 𝑛) = 1 i (𝑎, 𝑛) = 1. Таким
чином, (𝑟𝑖, 𝑛) = 1 для всiх 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑙.

Покажемо, що всi 𝑟𝑖 попарно рiзнi. Припустимо, що 𝑟 = 𝑟𝑗 , де 1 6 𝑖 <

𝑗 6 𝑙, тодi 𝑘𝑗𝑎 ≡ 𝑘𝑖𝑎 (mod 𝑛), а це означає, що рiзниця 𝑘𝑗𝑎−𝑘𝑖𝑎 = (𝑘𝑗−𝑘𝑖)𝑎

дiлиться на 𝑛. Оскiльки (𝑎, 𝑛) = 1, то 𝑘𝑗 − 𝑘𝑖 дiлиться на 𝑛. Оскiльки
0 < 𝑘𝑖 < 𝑛 i 0 < 𝑘𝑗 < 𝑛, тобто −𝑛 < 𝑘𝑗 − 𝑘𝑖 < 𝑛, −1 <

𝑘𝑗−𝑘𝑖
𝑛

< 1, то
𝑘𝑗−𝑘𝑖

𝑛
= 0. Звiдси випливає, що 𝑘𝑗 = 𝑘𝑖, що неможливо, оскiльки всi

𝑘1, . . . 𝑘𝑙 попарно рiзнi.
Таким чином, всi 𝑟𝑖 попарно рiзнi.
Оскiльки числа 𝑟1, . . . , 𝑟𝑙 взаємно простi i попарно рiзнi, то вона є

деякою перестановкою чисел 𝑘1, . . . , 𝑘𝑙, тобто 𝑟1 · . . . · 𝑟𝑙 = 𝑘1 · . . . · 𝑘𝑙.
Перемножимо всi попарнi конгруенцiї, одержимо:

𝑘1 · . . . · 𝑘𝑙 · 𝑎𝑙 ≡ 𝑟1 · . . . · 𝑟𝑙 (mod 𝑛),

а пiсля скорочення одержимо:

𝑎𝑙 ≡ 1 (mod 𝑛).

Оскiльки 𝑙 = 𝜙 (𝑛) , то 𝑎𝜙(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑛), що i треба було довести. �
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Зауваження. Очевидно, що коли 𝑝—просте число, то всi числа
1, 2, 3, . . . , 𝑝−1 взаємно простi з 𝑝, тому 𝜙 (𝑝) = 𝑝−1. Отже мала теорема
Ферма є частинним випадком теореми Ейлера.

Теорема 3. Якщо 𝑛𝑎−1 дiлиться на т𝑛𝑏−1, то 𝑎 дiлиться на 𝑏, де
𝑛, 𝑎 i 𝑏— натуральнi числа, якi задовольняють умовам 𝑛 > 1, 𝑎 > 𝑏 > 1.

Доведення. Якщо 𝑎 = 𝑏, то твердження теореми виконується. Нехай
𝑎 > 𝑏. Роздiлимо 𝑎 на 𝑏 з остачею, тодi одержимо, що 𝑎 = 𝑏 · 𝑐 + 𝑟, де 𝑐—
цiле невiд’ємне число, 𝑟 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑏− 1}.

Оскiльки 𝑛𝑏 ≡ 1 (mod 𝑛𝑏 − 1), то за властивiстю конгруенцiй
одержимо:

(𝑛𝑏)
𝑐 ≡ 1𝑐 (mod 𝑛𝑏 − 1),

тобто 𝑛𝑏𝑐 ≡ 1 (mod 𝑛𝑏 − 1).

За умовою теореми

𝑛𝑎 ≡ 1 (mod 𝑛𝑏 − 1),

𝑛𝑏𝑐+r ≡ 1 (mod 𝑛𝑏 − 1),

𝑛𝑏𝑐 · 𝑛𝑟 ≡ 1 (mod 𝑛𝑏 − 1).

Оскiльки 𝑛𝑏𝑐 ≡ 1 (mod 𝑛𝑏 − 1), з останньої конгруенцiї одержуємо:

𝑛r ≡ 1(mod𝑛𝑏 − 1),

тобто (𝑛𝑟 − 1) ...
(︀
𝑛𝑏 − 1

)︀
. Але 0 6 𝑛𝑟 − 1 < 𝑛𝑏 − 1, то остання подiльнiсть

можлива лише тодi, коли 𝑛𝑟 − 1 = 0, тобто 𝑟 = 0. А це означає, що 𝑎 = 𝑏𝑐,
тобто 𝑎 дiлиться на 𝑏, що i треба було довести. �

Задачi математичних олiмпiад

Задача 1. Доведiть, що рiвняння

(𝑥 + 1)2 + (𝑥 + 2)2 + . . . + (𝑥 + 2001)2 = 𝑦2

не має розв’язкiв у цiлих числах.
(Математична олiмпiада Угорщини, 2001 р.)

Розв’язання. Мiркування за модулем 2 не приведе до одержання
результату. Тому спробуємо застосувати мiркування за модулем 3.

Нехай iснують такi цiлi числа 𝑥 та 𝑦, якi задовольняють задану
рiвнiсть. Нехай 𝑥 + 1001 = 𝑧, тодi одержимо:

(𝑧 − 1000)2 + . . . + (𝑧 − 1)2 + 𝑧2 + (𝑧 + 1)2 + . . . + (𝑧 + 1000)2 = 𝑦2.
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або
2001𝑧2 + 2(12 + 22 + . . . + 10002) = 𝑦2.

Використовуючи формулу для обчислення суми квадратiв перших 𝑚

натуральних чисел:

12 + 22 + . . . + 𝑚2 =
𝑚(𝑚 + 1)(2𝑚 + 1)

6
,

одержуємо:

2001𝑧2 + 2 · 1001 · 1001 · 2001

6
= 𝑦2,

що еквiвалентно рiвностi

2001𝑧2 + 1000 · 1001 · 667 = 𝑦2.

Оскiльки 2001 дiлиться на 3, а 1000 ≡ 667 ≡ 1 (mod 3), 1000 ≡ 2 (mod 3),
то лiва частина останньої рiвностi конгруентна 2 за модулем 3.

Доведемо, що 𝑦2 ̸= 2 (mod 3). Дiйсно, якщо 𝑦 ≡ 0 (mod 3), то 𝑦2 ≡ 0

(mod 3); якщо 𝑦 ≡ ±1 (mod 3), то 𝑦2 ≡ 1 (mod 3), що i треба було
довести. Одержане протирiччя i доводить, що задане рiвняння немає
розв’язкiв у цiлих числах.

Задача 2. Знайдiть усi пари простих чисел (𝑝, 𝑞) таких, що 𝑝3 − 𝑞5 =

= (𝑝 + 𝑞)2.
(Всеросiйська математична олiмпiада, 1997р.)

Розв’язання. Мiркування за модулем 2 не приведе до одержання
результату. Тому спробуємо застосувати мiркування за модулем 3.

Нехай спочатку 𝑝 i 𝑞 не дiляться на 3. Якщо 𝑝 ≡ 𝑞 (mod 3), то лiва
частина рiвностi

𝑝3 − 𝑞5 ≡ 𝑞3 − 𝑞5 ≡ 𝑞3(1 − 𝑞)(1 + 𝑞) ≡ 0 (mod 3),

а права частина рiвностi

(𝑝 + 𝑞)2 ̸= 0 (mod 3).

Якщо 𝑝 ≢ 𝑞 (mod 3), то (𝑝 + 𝑞)2 ≡ 0 (mod 3), a 𝑝3 − 𝑞5 ≢ 0 (mod 3).
Нехай тепер 𝑝 дiлиться на 3. Оскiльки воно просте, то 𝑝 = 3. Тодi iз

даної рiвностi випливає, що 𝑞5 < 27, чого бути не може при простих 𝑞.
Нехай нарештi, 𝑞 дiлиться на 3, тодi 𝑞 = 3 i 𝑝3 − 243 = (𝑝 + 3)2. Пiсля

розкриття дужок, зведення подiбних додаткiв i винесення спiльного
множника за дужки одержуємо: 𝑝(𝑝2 − 𝑝 + 6) = 252. Звiдси випливає,
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що 𝑝—простий дiльник числа 252, тобто 2, 3, або 7. Перевiрка залишає
лише 𝑛 = 7.

Вiдповiдь. (𝑝, 𝑞) = (7, 3).
Як бачимо, потрiбнi нам мiркування проводилися за модулем 3.

Задача 3. Довести, що рiвняння 𝑥5−𝑦2 = 4 не має розв’язкiв у цiлих
числах.

(Балканiада)

Розв’язання. Проведемо мiркування за модулем 11. За малою
теоремою Ферма 𝑥11 ≡ 𝑥 (mod 11). Звiдси випливає, що 𝑥10 ≡ 0 (mod 11)

(коли 𝑥 ... 11), або 𝑥10 ≡ 1 (mod 11) (в усiх iнших випадках). Отже,
𝑥5 ≡ −1, 0, або 1 (mod 11), а 𝑥5 − 4 ≡ 6, 7, або 8 (mod 11) вiдповiдно.

З iншого боку, квадрат цiлого числа за модулем 11 дає такi остачi:
𝑦2 ≡ 0, 1, 2, 3, 4, 5, або 9 (mod 11) (для цього розгляньте конгруенцiї
𝑦 ≡ 0,±1,±2,±3,±4,±5 (mod 11)).

Оскiльки лiва i права частини рiвностi 𝑥5 − 4 = 𝑦2 дають рiзнi остачi
вiд дiлення на 11, то таке рiвняння немає розв’язкiв у цiлих числах.

Задача 4. Знайдiть усi простi 𝑝, при яких система рiвнянь{︃
2𝑥2 = 𝑝 + 1,

2𝑦2 = 𝑝2 + 1

має розв’язок у цiлих числах 𝑥, 𝑦.
(Математична олiмпiада Нiмеччини)

Розв’язання. Не порушуючи загальностi, будемо вважати, що 𝑥 >
> 0 та 𝑦 > 0. З того, що 2𝑥2 = 𝑝 + 1 випливає, що 𝑝—непарне число.
Оскiльки 2𝑥2 ≡ 1 ≡ 2𝑦2 (mod 𝑝), то 𝑥2 ≡ 𝑦2 (mod 𝑝). Звiдси випливає,
що 𝑥 ≡ ±𝑦(mod𝑝). Оскiльки 𝑝2 + 1 > 𝑝 + 1, то 𝑦 > 𝑥 > 0. Якщо 𝑦 > 𝑝, то
𝑝2 + 1 = 2𝑦2 > 2𝑝2, що неможливо. Отже, 0 < 𝑥 < 𝑦 < 𝑝. Тому

𝑝2 + 1 = 2(𝑝− 𝑥)2 = 2𝑝2 − 4𝑝𝑥 + 𝑝 + 1,

тобто 𝑝 = 4𝑥− 1. Пiдставивши одержаний результат у перше рiвняння
системи, одержимо:

2𝑥2 = 4𝑥,

тобто, враховуючи обмеження, знаходимо: 𝑥 = 2, а 𝑝 = 7.
При 𝑝 = 7 система має розв’язок у цiлих числах, наприклад (2, 5).
Вiдповiдь. 𝑝 = 7.
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Задача 5. Знайти всi натуральнi 𝑚 > 2 i 𝑛 > 2 такi, що число
𝑚2·3𝑛+𝑚3𝑛+1

𝑛
—цiле.

(Математична олiмпiада Болгарiї, 1997)

Розв’язання. Нехай 𝑚 i 𝑛 задовольняють умови задачi. Тодi 𝑛—
число непарне i взаємно просте з числом 𝑚, тобто (𝑚,𝑛) = 1. Якщо
𝑛 = 3, то 𝑚 ≡ 1 (mod 3), оскiльки для 𝑚 ≡ −1 (mod 3), маємо:

𝑚2·3𝑛 + 𝑚3𝑛 + 1 ≡ 1 − 1 + 1 ≡ 1 (mod 3).

Нехай 𝑛 > 3. Тодi маємо, що 𝑚3𝑛 ̸= 1 (mod 𝑛), бо iнакше маємо:

𝑚2·3𝑛 + 𝑚3𝑛 + 1 ≡ 1 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 𝑛),

i тому 𝑛 | 3, що неможливо.
Оскiльки

𝑚2·3𝑛 + 𝑚3𝑛 + 1 =
𝑚3𝑛+1 − 1

𝑚3𝑛 − 1
,

то 𝑚3𝑛+1 ≡ 1 (mod 𝑛).
Далi застосуємо мiркування, якi називають принцип крайнього. Нехай

𝑘—найменше цiле число, для якого 𝑚𝑘 ≡ 1 (mod 𝑛), тодi за теоремою 3
одержуємо: 𝑘 | 3𝑛+1 i 𝑘 | 3𝑛, тобто 𝑘 = 3𝑛+1.

Нехай 𝜙 (𝑛) —функцiя Ейлера. Оскiльки (𝑚,𝑛) = 1, то за теоремою
Ейлера одержуємо:

𝑚𝜙(𝑛) ≡ 1 (mod 𝑛).

Тому з припущення випливає, що 𝑘 6 𝜙 (𝑛). Таким чином, 3𝑛+1 6 𝜙 (𝑛) 6
6 𝑛− 1.

Останнiй нерiвностi не задовольняє жодне натуральне число 𝑛 > 3.
Одержане протирiччя i доводить, що при 𝑛 > 3 твердження задачi не
виконується.

Таким чином, умовi задачi задовольняють 𝑛 = 3 i всi 𝑚 > 4, для яких
𝑚 ≡ 1 (mod 3).

Задача 6. Нехай 𝑚 таке натуральне число, що 32
𝑚
+1

2𝑚+1+1
—цiле число.

Доведiть, що 2𝑚+1 + 1 —просте число.
(Вiдбiрковi завдання до Мiжнародної математичної олiмпiади, Україна, 2004 р.)

Розв’язання. Припустимо, що число 2m+1 + 1 не є простим. Тодi
iснує таке просте число 𝑝, що 2 6 𝑝 < 2𝑚+1 +1 i (2𝑚+1 + 1) ... 𝑝. Зауважимо,
що 𝑝 ̸= 2, оскiльки 2𝑚+1 + 1 —число непарне.
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Нехай 𝐴 = 32𝑚+1
2𝑚+1+1

є цiлим числом, тодi число

𝐵 = 𝐴 · (32𝑚 − 1) =
32𝑚+1 − 1

2𝑚+1 + 1

також є цiлим. Звiдси випливає, що
(︁

32𝑚+1 − 1
)︁
... (2𝑚+1 + 1). Оскiльки

(2𝑚+1 + 1) ... 𝑝, за припущенням, то
(︁

32𝑚+1 − 1
)︁
... 𝑝. Крiм того, за малою

теоремою Ферма, (3𝑝−1 − 1) ... 𝑝. Зауважимо, що 𝑝 > 3, бо при 𝑝 = 3 не
виконуватиметься умова задачi (32𝑚 + 1) ... 𝑝. Отже, (3, 𝑝) = 1.

Далi застосуємо мiркування, якi називають принцип крайнього.
Розглянемо тепер найменше натуральне число 𝑎, для якого (3𝑎−1) ... 𝑝. Тодi
за теоремою 3(𝑝−1) ... 𝑎 i 2𝑚+1 ... 𝑎. Таким чином, 𝑎 = 2𝑘, де 𝑘 6 𝑚+1. Якщо
𝑘 = 𝑚+1, то з нерiвностi 2 6 𝑝 < 2𝑚+1 +1 випливає, що 0 < 𝑝−1 < 2𝑚+1i
𝑝− 1 не дiлиться на 𝑎 = 2𝑚+1. Тому 𝑘 6 𝑚, тобто 32𝑘 − 1 дiлиться на 𝑝

або 32𝑘 ≡ 1 (mod 𝑝).
За властивостями конгруенцiй маємо:(︁

32𝑘
)︁2𝑚−𝑘

≡ (1)2
𝑚−𝑘

(mod 𝑝),

тобто 32𝑚 − 1 дiлиться на 𝑝. Оскiльки (32𝑚 + 1) ...(2𝑚+1 + 1), тобто 32𝑚 + 1

дiлиться на 𝑝, то 2 = (32𝑚 + 1) − (32𝑚 − 1) дiлиться на 𝑝, що суперечить
нерiвностi 𝑝 > 2. Одержане протирiччя i доводить, що 2𝑚+1 +1 є простим
числом.

Задача 7. Нехай 𝑛—натуральне число, 𝑑1 < 𝑑2 < 𝑑3 < 𝑑4−чотири
його найменшi дiльники та 𝑛 = 𝑑21 + 𝑑22 + 𝑑23 + 𝑑24. Знайдiть усi такi 𝑛.

(Математична олiмпiада Iрану, 1999 р.)

Розв’язання. Легко довести, що 𝑥2 ≡ 0 (mod 4), якщо 𝑥—парне
число, i 𝑥2 ≡ 1 (mod 4), якщо 𝑥—непарне число.

Якщо 𝑛—непарне число, то всi його дiльники будуть непарними, i
тому 𝑛 = 𝑑21 + 𝑑22 + 𝑑23 + 𝑑24 ≡ 1 + 1 + 1 + 1 ≡ 0 (mod 4). Звiдси випливає,
що 𝑛 дiлиться на 4, тобто парне. Суперечнiсть.

Таким чином, 𝑛—парне. Тому 𝑑1 = 1, а 𝑑2 = 2. Якщо 𝑛 дiлиться на
4, тодi 𝑛 ≡ 1 + 0 + 𝑑23 + 𝑑24 ̸= 0 (mod 4). Суперечнiсть. Отже, 𝑛—парне
i не дiлиться на 4. Тодi {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4} = {1, 2, 𝑝, 𝑞} або {1, 2, 𝑝, 2𝑝}, де 𝑝 i
𝑞—непарнi простi числа. У першому випадку одержуємо:

𝑛 ≡ 12 + 22 + 𝑝2 + 𝑞2 ≡ 1 + 0 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 4),
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тобто 𝑛 при дiленнi на 4 дає в остачi 3 (є непарним числом), що суперечить
припущенню. У другому випарку 𝑛 ≡ 12 + 22 + 𝑝2 + (2𝑝)2 = 5(1 + 𝑝2) i
тому 5 | 𝑛, тобто 𝑝 = 𝑑3 = 5, а 𝑛 = 130.

Вiдповiдь. 𝑛 = 130.

Задача 8. Нехай 𝑛—натуральне, 𝑛 > 2. Доведiть, що для кожного
простого числа 𝑝 число 𝑛

√
2𝑝 + 3𝑝 не є цiлим числом.

(Математична олiмпiада Iталiї, 1999 р.)

Розв’язання. Нехай iснує таке натуральне число 𝑎, що 𝑎 = 𝑛
√

2𝑝 + 3𝑝,
тодi 2𝑝 + 3𝑝 = 𝑎𝑛. Якщо 𝑝 = 2, то 𝑎𝑛 = 13, що неможливо при будь-яких
натуральних 𝑎 i 𝑛 > 2. Отже, 𝑝—непарне число i тому 5 | (2𝑝 + 3𝑝) (ми
скористалися тим, що 2 ≡ −3 (mod 5), i тому 2𝑝 ≡ (−3)𝑝 ≡ −3𝑝 (mod 5),
тобто 2𝑝 + 3𝑝 ≡ 0 (mod 5). Оскiльки 𝑛 > 1, то 25 | (2𝑝 + 3𝑝).

Однак

2𝑝 + (5 − 2)𝑝 ≡ 2𝑝 + (𝐶1
𝑝 · 5 · (−2)𝑝−1 + (−2)𝑝) ≡ 5𝑝 · 2𝑝−1 (mod 25),

тому 5 | 𝑝, тобто 𝑝 = 5. Але при 𝑝 = 5 одержуємо, що 𝑎𝑛 = 25 +35 = 52 ·11.
А це неможливо, оскiльки 𝑎𝑛 дiлиться на 11 i не дiлиться на 121.

Задача 9. Знайти всi розв’язки (𝑥, 𝑦, 𝑧) рiвняння

(𝑥 + 1)𝑦+1 + 1 = (𝑥 + 2)𝑧+1

в натуральних числах.
(Тайванська математична олiмпiада, 1999 р.)

Розв’язання. Нехай 𝑎 = 𝑥 + 1, 𝑏 = 𝑦 + 1, 𝑐 = 𝑧 + 1, тодi 𝑎 >
> 2, 𝑏 > 2, 𝑐 > 2 i 𝑎𝑏 + 1 = (𝑎 + 1)𝑐. Перепишемо це рiвняння в такому
виглядi

((𝑎 + 1) − 1)𝑏 + 1 = (𝑎 + 1)𝑐.

Звiдки одержуємо: (−1)𝑏 + 1 ≡ 0 (mod 𝑎 + 1), тобто 𝑏—непарне число.
Крiм того, одержуємо:

𝐶1
𝑏 (𝑎 + 1) (−1)𝑏−1 + (−1)𝑏 + 1 ≡ 0 (mod (𝑎 + 1)2).

А це означає, що (𝑎 + 1) | 𝑏 i 𝑎—парне число. Далi перепишемо рiвнiсть
𝑎𝑏 + 1 = (𝑎 + 1)𝑐 за модулем 𝑎2:

1 ≡ 𝐶1
𝑐 𝑎 + 1 (mod 𝑎2),

𝑐𝑎 ≡ 0 (mod 𝑎2),

𝑐 ≡ 0 (mod 𝑎).
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Остання конгруенцiя означає, що 𝑎 | 𝑐 i тому 𝑐—парне число. Отже,
𝑎 = 2𝑎1 i 𝑐 = 2𝑐1, де 𝑎1, 𝑐1 —натуральнi. Тодi рiвнiсть 𝑎𝑏 + 1 = (𝑎 + 1)𝑐

можна переписати у такому виглядi:

2𝑏𝑎𝑏1 = 𝑎𝑏 = (𝑎 + 1)𝑐 − 1 = ((𝑎 + 1)𝐶1 − 1)((𝑎 + 1)𝐶1 + 1).

Використовуючи формулу НСД(𝑎, 𝑏) = НСД(𝑎, 𝑏 − 𝑎), де 𝑏 > 𝑎,
одержуємо, що НСД

(︁
(𝑎 + 1)𝐶1 − 1; (𝑎 + 1)𝐶1 + 1

)︁
= 2. Оскiльки число

(𝑎 + 1)𝐶1 − 1 дiлиться на 2𝑎1, то iз останнього представлення одержуємо:{︃
(𝑎 + 1)𝐶1 − 1 = 2𝑎𝑏1,

(𝑎 + 1)𝐶1 + 1 = 2𝑏−1.

Звiдси одержуємо, що 2𝑏−1 > 2𝑎𝑏1, тобто 𝑎1 = 1. Далi: перше рiвняння
системи дає 𝑐1 = 1, а потiм друге дає 𝑏 = 3. Таким чином, одержуємо
єдиний розв’язок даного рiвняння: (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1, 2, 1).

Задача 10. Нехай 𝑎 i 𝑏 такi натуральнi числа, що при всiх
натуральних 𝑛 число 𝑏𝑛 + 𝑛 дiлиться на число 𝑎𝑛 + 𝑛. Доведiть, що
𝑎 = 𝑏.

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Румунiя, 2005 р.)

Розв’язання. Припустимо, що 𝑎 ≠ 𝑏. При 𝑛 = 1 одержуємо, що 𝑏+ 1

дiлиться на 𝑎 + 1. Звiдси випливає, що 𝑏 > 𝑎. Нехай 𝑝—просте число,
𝑝 > 𝑏. Розглянемо таке натуральне число 𝑛, що 𝑛 ≡ 1 (mod 𝑝 − 1)) i
𝑛 ≡ −𝑎 (mod 𝑝) (таке число iснує, наприклад, 𝑛 ≡ (𝑎 + 1)(𝑝 − 1) + 1).
Тодi за малою теоремою Ферма одержуємо:

𝑎𝑛 = 𝑎 · (𝑎𝑝−1)
𝑎+1 ≡ 𝑎 · (1)𝑎+1 = 𝑎 (mod 𝑝),

тобто 𝑎𝑛+𝑛 ≡ 𝑎 (mod 𝑝). Оскiльки 𝑏𝑛+𝑛 дiлиться на 𝑎𝑛+𝑛, то 𝑏𝑛+𝑛 ≡ 0

(mod 𝑝).
Далi, використовуючи малу теорему Ферма, аналогiчно знаходимо:

𝑏𝑛 + 𝑛 = 𝑏 · (𝑏𝑝−1)
𝑎+1

+ 𝑛 ≡ 𝑏− 𝑎 (mod 𝑝).

Звiдси випливає, що (𝑏 − 𝑎) ... 𝑝, що неможливо, бо 0 < 𝑏 − 𝑎 < 𝑏 < 𝑝.
Одержане протирiччя i доводить, що 𝑎 = 𝑏.

Задача 11. Знайти всi простi непарнi 𝑝, якi є дiльниками числа

1𝑝−1 + 2𝑝−1 + . . . + 2004𝑝−1.

(Вiдбори на Мiжнародну математичну олiмпiаду, Болгарiя,2004 р.)
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Розв’язання. Вiдомо, що 𝑘𝑝−1 ≡ 0 (mod 𝑝), якщо 𝑘 дiлиться на 𝑝,
i 𝑘𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝), якщо 𝑘 не дiлиться на 𝑝. Отже, за умовою задачi
одержуємо:

0 ≡ 1𝑝−1+2𝑝−1+. . .+2004𝑝−1 ≡ 0·
[︂

2004

𝑝

]︂
+1·

(︂
2004 −

[︂
2004

𝑝

]︂)︂
(mod 𝑝),

тобто

2004 ≡
[︂

2004

𝑝

]︂
(mod 𝑝), (1)

причому 𝑝 < 2004. Нехай 2004 = 𝑞𝑝 + 𝑟, де 𝑞—натуральне, 𝑟—цiле,
0 6 𝑟 6 𝑝 − 1. Оскiльки

[︁
2004
𝑝

]︁
=
[︁
𝑞 + 𝑟

𝑝

]︁
= 𝑞, то конгруенцiя (1)

еквiвалентна такiй 𝑟 ≡ 𝑞 (mod 𝑝).
Для 𝑞 < 𝑝 ця конгруенцiя дає: 𝑟 = 𝑞. Тодi 2004 = (𝑝+ 1)𝑞 6 (𝑝+ 1)(𝑝−

1) ≡ 𝑝2 − 1, тобто 𝑝 > 47. Оскiльки 𝑝 + 1 —дiльник 2004 = 3 · 4 · 167, то
безпосереднiм перебором знаходимо, що 𝑝 = 2003.

Для 𝑞 > 𝑝 одержуємо: 2004 > 𝑞𝑝 > 𝑝2, тобто 𝑝 6 47. Безпосередня
перевiрка в (1) дає ще рiвно одне значення 𝑝 = 17. �

Нижче пропонуємо читачевi розв’язати самостiйно деякi задачi,
якi пропонувалися на математичних олiмпiадах у рiзних країнах.
Спроби розв’язувати їх без теорiї конгруенцiй можуть бути марними, а
використовуючи цю теорiю, ми сподiваємося, що читачi впораються з
ними.

Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 1. Доведiть, що рiвняння

(𝑥 + 1)2 + (𝑥 + 2)2 + . . . (𝑥 + 99)2 = 𝑦𝑧

не має розв’язкiв у цiлих числах 𝑥, 𝑦, 𝑧, де 𝑧 > 1.
(Математична олiмпiада Угорщини, 1999 р.)

Задача 2. Знайти всi пари натуральних чисел (𝑥, 𝑦), для яких
виконується рiвнiсть 𝑥2 − 𝑦! = 2001.

(Математична олiмпiада США, 2001 р.)

Задача 3. Довести, що рiвняння 𝑥3 +𝑦4 = 7 не має розв’язкiв у цiлих
числах. (Балканiада)

Задача 4. Знайти всi пари натуральних чисел (𝑥, 𝑦) , для яких
виконується рiвнiсть 3𝑥 − 2𝑦 = 7.

(Математична олiмпiада Бiлорусiї, 1998 р.)
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Задача 5. Розв’язати в цiлих невiд’ємних числах рiвняння

𝑥4
1 + 𝑥4

2 + . . . + 𝑥4
14 = 15 999.

(VIII USA Mathematical Olympiad)

Задача 6. Знайти всi пари цiлих чисел (𝑥, 𝑦), для яких виконується
рiвнiсть

𝑥3 − 4𝑥𝑦 + 𝑦3 = −1.

(Математична олiмпiада Румунiї, 1997 р.)

Задача 7. Знайти всi трiйки невiд’ємних цiлих чисел, для яких
виконується рiвнiсть 5𝑥 · 7𝑦 + 4 = 3𝑧.

(Математична олiмпiада Болгарiї, 2000 р.)

Задача 8. Доведiть, що рiвняння 4𝑥𝑦 − 𝑥− 𝑦 = 𝑧2 немає розв’язкiв
в натуральних числах.

(XXV IMO Shortlist)

Задача 9. Доведiть, що система рiвнянь{︃
𝑥2 + 6𝑦2 = 𝑧2,

6𝑥2 + 𝑦2 = 𝑡2,

не має розв’язкiв у цiлих ненульових числах.
Задача 10. Знайдiть усi пари (𝑎, 𝑏) натуральних чисел, для яких

виконується рiвнiсть 𝑎𝑏
2

= 𝑏𝑎.
(XXXVII IMO)
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В’ячеслав Ясiнський

Новiтнi технологiї доведення нерiвностей
многочленiв з трьома змiнними1

Вивчаючи сучаснi матерiали зарубiжних математичних олiмпiад, ми
помiтили, що школярi країн, якi виборюють медалi на мiжнародних
математичних олiмпiадах, володiють новiтнiми технологiями доведення
рiзноманiтних математичних олiмпiадних задач, зокрема доведеннями
нерiвностей.

Ми хочемо ознайомити наших читачiв саме з такими методами
доведення нерiвностей многочленiв iз трьома змiнними. Але спочатку
домовимося про спецiальнi мiжнароднi позначення (у вiтчизнянiй
лiтературi їх майже не застосовують).

Нехай 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) —функцiя вiд трьох змiнних 𝑥, 𝑦 i 𝑧. Тодi за
означенням:∑︁

𝑐𝑦𝑐

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑃 (𝑦, 𝑧, 𝑥) + 𝑃 (𝑧, 𝑥, 𝑦),

∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑃 (𝑥, 𝑧, 𝑦) + 𝑃 (𝑦, 𝑥, 𝑧) + 𝑃 (𝑦, 𝑧, 𝑥)+

+ 𝑃 (𝑧, 𝑥, 𝑦) + 𝑃 (𝑧, 𝑦, 𝑥).

Наприклад,∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3𝑦 = 𝑥3𝑦 + 𝑦3𝑧 + 𝑧3𝑥,
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3 = 2
(︀
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3

)︀
,

∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 = 𝑥2𝑦 + 𝑥2𝑧 + 𝑦2𝑧 + 𝑦2𝑥 + 𝑧2𝑥 + 𝑧2𝑦,
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑦𝑧 = 6𝑥𝑦𝑧.

Сподiваємося, що нашi читачi з легкiстю оволодiють новими позначе-
ннями для вищеозначених сум i надалi з легкiстю користуватимуться
ними. Зокрема, зазначимо такий зв’язок мiж ними:∑︁

𝑠𝑦𝑚

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∑︁
𝑐𝑦𝑐

(𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑃 (𝑥, 𝑧, 𝑦)).

1Журнал «Математика в школi», 2006, №8. — C. 26–32.
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Нерiвнiсть Шура та її застосування

Iсай Шур народився 10 сiчня 1875 року в м.Могильовi (нинi Бiлорусь).
Вiн вiдвiдує гiмназiю в Лiбау (нинi —Лiєпая, Латвiя) i в 1894 роцi вступає
до Берлiнського унiверситету, де в 1901 роцi йому присвоєно вчений
ступiнь doctorate summa cum Iaude.

З 1911 по 1916 роки Шур працював доцентом у Боннi, а потiм у
Берлiнському унiверситетi, де в 1919 роцi йому присвоїли вчене звання
професора. В 1933–1935 роках його становище в країнi погiршилося i в
1935 роцi нацистська влада примусила його пiти у вiдставку. В 1936 роцi
його запросила до себе Технiчна школа Цюрiха.

У 1922 р. Шура обирають членом Прусської академiї наук, вiн також
був iноземним членом Академiї наук Радянського Союзу та академiй
Лейпцига, Галле i Ґеттiнґена.

В 1936 роцi, у зв’язку з погiршенням здоров’я, Шур емiгрує до
Палестини. Його стан здоров’я погiршується i через два роки, 10 сiчня
1941 року, в день свого 66-рiччя вiн помирає, залишивши усiм нам свої
чудовi математичнi здобутки.

Розглянемо теорему, яка носить iм’я цього видатного нiмецького
математика.

Теорема 1. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — дiйснi невiд’ємнi числа. Тодi для будь-
якого дiйсного 𝜆 > 0 виконується така нерiвнiсть∑︁

𝑐𝑦𝑐

𝑥𝜆 (𝑥− 𝑦) (𝑥− 𝑧) > 0,

тобто в «розгорнутому» виглядi ця нерiвнiсть має вигляд:

𝑥𝜆 (𝑥− 𝑦) (𝑥− 𝑧) + 𝑦𝜆 (𝑦 − 𝑧) (𝑦 − 𝑥) + 𝑧𝜆 (𝑧 − 𝑥) (𝑧 − 𝑦) > 0.

Доведення. Оскiльки ця нерiвнiсть є симетричною вiдносно своїх
змiнних, то, не порушуючи загальностi, будемо вважати, що 𝑥 > 𝑦 > 𝑧.
Перепишемо лiву частину цiєї нерiвностi у виглядi:

(𝑥− 𝑦)
(︀
𝑥𝜆 (𝑥− 𝑧) − 𝑦𝜆 (𝑦 − 𝑧)

)︀
+ 𝑧𝜆 (𝑥− 𝑧) (𝑦 − 𝑧) > 0,

оскiльки за припущенням 𝑥 > 𝑦 > 𝑧 > 0 i тому виконуються такi
нерiвностi 𝑥𝜆 > 𝑦𝜆, 𝑥− 𝑧 > 𝑦 − 𝑧 > 0, тобто 𝑥𝜆 (𝑥− 𝑧) − 𝑦𝜆 (𝑦 − 𝑧) > 0, а
також 𝑥− 𝑦 > 0 i 𝑧𝜆 (𝑥− 𝑧) (𝑦 − 𝑧) > 0, що i треба було довести.

�
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Задача 1. Доведiть, що для будь-яких дiйсних невiд’ємних чисел 𝑥,
𝑦 i 𝑧 виконується нерiвнiсть

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 3𝑥𝑦𝑧 > 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥 + 𝑥𝑦2 + 𝑦𝑧2 + 𝑧𝑥2.

Розв’язання. Розглянемо нерiвнiсть Шура:∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥 (𝑥− 𝑦) (𝑥− 𝑧) > 0.

Вона еквiвалентна таким нерiвностям∑︁
𝑐𝑦𝑐

(︀
𝑥3 − 𝑥2𝑦 − 𝑥2𝑧 + 𝑥𝑦𝑧

)︀
> 0,

∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 +
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥𝑦𝑧 >
∑︁
𝑐𝑦𝑐

(︀
𝑥2𝑦 + 𝑥2𝑧

)︀
.

Остання нерiвнiсть i є тiєю нерiвнiстю, яку потрiбно було довести. �

Задача 2. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — невiд’ємнi дiйснi числа такi, що 𝑥+𝑦+𝑧 = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

0 6 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥− 2𝑥𝑦𝑧 6
7

27
.

(XXV MMO, Прага, Чехословаччина, 1984 р.)

Розв’язання. Оскiльки 𝑥+𝑦+𝑧 = 1, то наша нерiвнiсть еквiвалентна
такiй нерiвностi

0 6 (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) − 2𝑥𝑦𝑧 6
7

27
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3.

(Ми «вирiвняли» степiнь усiх членiв нерiвностi, тобто зробили її рiвною
трьом).

Спочатку доведемо лiву нерiвнiсть

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) − 2𝑥𝑦𝑧 > 0.

Розкривши дужки i звiвши подiбнi доданки, вона запишеться так

𝑥𝑦𝑧 +
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 > 0.

Ця нерiвнiсть є очевидною, оскiльки 𝑥, 𝑦, 𝑧 —невiд’ємнi дiйснi числа.
Тепер доведемо праву нерiвнiсть

7

27
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3 > (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) − 2𝑥𝑦𝑧.
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Розглянемо рiзницю мiж лiвою й правою частинами. Розкривши
дужки i звiвши подiбнi доданки, вона запишеться так

7
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 + 15𝑥𝑦𝑧 − 6
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 > 0.

Щоб довести цю нерiвнiсть, зробимо такi перетворення її лiвої частини:

7
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 + 15𝑥𝑦𝑧 − 6
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 =

=

(︃
2
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦

)︃
+ 5

(︃
3𝑥𝑦𝑧 +

∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦

)︃
+
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦.

Оскiльки за нерiвнiстю Кошi виконується така нерiвнiсть∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 > 3𝑥𝑦𝑧,

то

2
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 > 3𝑥𝑦𝑧 +
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 > 0,

що i треба було довести (остання нерiвнiсть — результат першої задачi).
�

Задача 3. Додатнi числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 такi, що 𝑎𝑏𝑐 = 1. Доведiть, що
виконується така нерiвнiсть(︂

𝑎− 1 +
1

𝑏

)︂(︂
𝑏− 1 +

1

𝑐

)︂(︂
𝑐− 1 +

1

𝑎

)︂
6 1.

(XLI MMO, Тайнджон, Пiвденна Корея, 2000 р.)
Розв’язання. Оскiльки 𝑎𝑏𝑐 = 1, то можна зробити нашу нерiвнiсть

однорiдною:(︃
𝑎− (𝑎𝑏𝑐)

1/3
+

(𝑎𝑏𝑐)
2/3

𝑏

)︃(︃
𝑏− (𝑎𝑏𝑐)

1/3
+

(𝑎𝑏𝑐)
2/3

𝑐

)︃(︃
𝑐− (𝑎𝑏𝑐)

1/3
+

(𝑎𝑏𝑐)
2/3

𝑎

)︃
6 𝑎𝑏𝑐.

Введемо замiну: 𝑎 = 𝑥3, 𝑏 = 𝑦3, 𝑐 = 𝑧3, де 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, 𝑥𝑦𝑧 = 1

i наша нерiвнiсть запишеться так:(︃
𝑥3 − 𝑥𝑦𝑧 +

(𝑥𝑦𝑧)2

𝑦3

)︃(︃
𝑦3 − 𝑥𝑦𝑧 +

(𝑥𝑦𝑧)2

𝑧3

)︃(︃
𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧 +

(𝑥𝑦𝑧)2

𝑥3

)︃
6 𝑥3𝑦3𝑧3.
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Звiдки одержуємо:(︂
𝑥3 − 𝑥𝑦𝑧 +

𝑥2𝑧2

𝑦

)︂(︂
𝑦3 − 𝑥𝑦𝑧 +

𝑦2𝑥2

𝑧

)︂(︂
𝑧3 − 𝑥𝑦𝑧 +

𝑧2𝑦2

𝑥

)︂
6 𝑥3𝑦3𝑧3,

𝑥

(︂
𝑥2 − 𝑦𝑧 +

𝑥𝑧2

𝑦

)︂
𝑦

(︂
𝑦2 − 𝑧𝑥 +

𝑦𝑥2

𝑧

)︂
𝑧

(︂
𝑧2 − 𝑥𝑦 +

𝑧𝑦2

𝑥

)︂
6 𝑥3𝑦3𝑧3,(︀

𝑥2𝑦 − 𝑦2𝑧 + 𝑧2𝑥
)︀ (︀

𝑦2𝑧 − 𝑧2𝑥 + 𝑥2𝑦
)︀ (︀

𝑧2𝑥− 𝑥2𝑦 + 𝑦2𝑧
)︀
6 𝑥3𝑦3𝑧3.

Далi розкриваємо дужки, зводимо подiбнi доданки i, розташувавши
їх по обидва боки нерiвностi так. Щоб їхнi коефiцiєнти були додатними,
одержуємо:

3𝑥3𝑦3𝑧3 +
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥6𝑦3 >
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥4𝑦4𝑧 +
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥5𝑦2𝑧2

або

3
(︀
𝑥2𝑦
)︀ (︀

𝑦2𝑧
)︀ (︀

𝑧2𝑥
)︀

+
∑︁
𝑐𝑦𝑐

(︀
𝑥2𝑦
)︀3
>
∑︁
𝑠𝑦𝑚

(︀
𝑥2𝑦
)︀2 (︀

𝑦2𝑧
)︀
.

Ця нерiвнiсть є результатом першої задачi (наслiдком iз нерiвностi Шура)
вiдносно змiнних 𝑢 = 𝑥2𝑦, 𝑣 = 𝑦2𝑧 i 𝑤 = 𝑧2𝑥. �

Нерiвнiсть Мюрхеда та її застосування

Роберт Франклiн Мюрхед народився 22 сiчня 1860 р. неподалiк вiд
Глазго (Шотландiя). В 1876–1881 рр. навчався в Унiверситетi Глазго й
отримав ступiнь магiстра гуманiтарних наук i бакалавра природничих
наук iз найвищими оцiнками з математики й натурфiлософiї. Уже маючи
вчений ступiнь, вiн вiдвiдує коледж Св. Катерини в Кембриджi, де
в 1886 р. отримує премiю Смiта. Пiсля рiчного навчання в Ґеттiнґенi
Мюрхед повертається до Британiї i займається викладацькою дiяльнiстю.
Декiлька разiв без успiху добивався професури i зрештою влаштувався в
1893 р. у Глазго як репетитор з математики, фiзики й технiки. В 1900 р.
у Глазго вiн засновує вчительський коледж Глазго i працює директором
цього коледжу до самої смертi в 1941 р.

Р. Мюрхеда обирали членом Единбурзького математичного товари-
ства на його другiй сесiї (1884 р.), потiм президентом цього товариства, в
1889 i 1909 рр. Вiн був активним поборником соцiалiзму, довгий час був
членом Ради Шотландської нацiональної партiї i деякий час працював
редактором партiйного органу «Незалежнi шотландцi».
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Його математичний спадок широко використовують свiтовi мате-
матики у своїх наукових працях. Розглянемо один iз його шедеврiв —
мажоризацiю многочленiв.

Теорема 2. Нехай (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ≻ (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3), тобто 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 i 𝑏1, 𝑏2,
𝑏3 — такi дiйснi числа, що

𝑎1 > 𝑎2 > 𝑎3 > 0,

𝑏1 > 𝑏2 > 𝑏3 > 0,

𝑎1 > 𝑏1, 𝑎1 + 𝑎2 > 𝑏1 + 𝑏2, 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3.

Тодi для будь-яких додатних дiйсних чисел 𝑥, 𝑦 i 𝑧 виконується така
нерiвнiсть ∑︁

𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑎1𝑦𝑎2𝑧𝑎3 >
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑏1𝑦𝑏2𝑧𝑏3 .

Доведення. Розглянемо два випадки.
1) Нехай 𝑏1 > 𝑎2, тодi 𝑎1 > 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1 i 𝑎1 > 𝑏1, тобто 𝑎1 >

> max (𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1, 𝑏1). Оскiльки 𝑎1 = max (𝑎1, 𝑎2), то max (𝑎1, 𝑎2) >
> max (𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1, 𝑏1).

Крiм того, 𝑎1 +𝑎2− 𝑏1 > 𝑏1 +𝑎3− 𝑏1 = 𝑎3 i 𝑎1 +𝑎2− 𝑏1 > 𝑏2 > 𝑏3, тобто
max (𝑎1 + 𝑎2 − 𝑏1, 𝑎3) > max (𝑏2, 𝑏3). Таким чином, використовуючи iдею
доведення теореми Шура, одержуємо∑︁

𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑎1𝑦𝑎2𝑧𝑎3 =
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑧𝑎3 (𝑥𝑎1𝑦𝑎2 + 𝑥𝑎2𝑦𝑎1) >

>
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑧𝑎3
(︀
𝑥𝑎1+𝑎2−𝑏1𝑦𝑏1 + 𝑥𝑏1𝑦𝑎1+𝑎2−𝑏1

)︀
=

=
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥𝑏1
(︀
𝑦𝑎1+𝑎2−𝑏1𝑧𝑎3 + 𝑦𝑎3𝑧𝑎1+𝑎2−𝑏1

)︀
>

>
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥𝑏1
(︀
𝑦𝑏2𝑧𝑏3 + 𝑦𝑏3𝑧𝑏2

)︀
=
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑏1𝑦𝑏2𝑧𝑏3 .

2) Нехай 𝑏1 6 𝑎2, тодi

3𝑏1 > 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 > 𝑏1 + 𝑎2 + 𝑎3,

тобто 𝑏1 > 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1 i 𝑎1 > 𝑎2 > 𝑏1 > 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1. Звiдси слiдує, що
max (𝑎2, 𝑎3) > max (𝑏1, 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1) i max (𝑎1, 𝑎2 + 𝑎3 − 𝑏1) > max (𝑏2, 𝑏3).
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Таким чином, аналогiчно до попереднього, одержуємо:∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑎1𝑦𝑎2𝑧𝑎3 =
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥𝑎1 (𝑦𝑎2𝑧𝑎3 + 𝑦𝑎3𝑧𝑎2) >

>
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥𝑎1
(︀
𝑦𝑏1𝑧𝑎2+𝑎3−𝑏1 + 𝑦𝑎2+𝑎3−𝑏1𝑧𝑏1

)︀
=

=
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑦𝑏1
(︀
𝑥𝑎1𝑧𝑎2+𝑎3−𝑏1 + 𝑥𝑎2+𝑎3−𝑏1𝑧𝑎1

)︀
>

>
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑦𝑏1
(︀
𝑥𝑏2𝑧𝑏3 + 𝑥𝑏3𝑧𝑏2

)︀
=
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥𝑏1𝑦𝑏2𝑧𝑏3 .

Зауваження. Рiвнiсть у нерiвностi Мюрхеда досягається тодi i тiльки
тодi, коли або 𝑥 = 𝑦 = 𝑧, або 𝑥 = 𝑦, 𝑧 = 0, або 𝑦 = 𝑧, 𝑥 = 0, або
𝑧 = 𝑥, 𝑦 = 0. �

Задача 4. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа такi, що 𝑎𝑏𝑐 = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

1

𝑎 + 𝑏 + 1
+

1

𝑏 + 𝑐 + 1
+

1

𝑐 + 𝑎 + 1
6 1.

(Турнiр Мiст, 1997)

Розв’язання. Оскiльки 𝑎𝑏𝑐 = 1, то спочатку зробимо дану нерiвнiсть
однорiдною:

1

𝑎 + 𝑏 + (𝑎𝑏𝑐)1/3
+

1

𝑏 + 𝑐 + (𝑎𝑏𝑐)1/3
+

1

𝑐 + 𝑎 + (𝑎𝑏𝑐)1/3
6

1

(𝑎𝑏𝑐)1/3
.

Пiсля нових позначень 𝑎 = 𝑥3, 𝑏 = 𝑦3, 𝑐 = 𝑧3, де 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0, нерiвнiсть
матиме вигляд:

1

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧
+

1

𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧
+

1

𝑧3 + 𝑥3 + 𝑥𝑦𝑧
6

1

𝑥𝑦𝑧
.

Пiсля множення обох частин нерiвностi на спiльний знаменник, одержимо
еквiвалентну нерiвнiсть:

𝑥𝑦𝑧
∑︁
𝑐𝑦𝑐

(︀
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧

)︀ (︀
𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧

)︀
6

6
(︀
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑥𝑦𝑧

)︀ (︀
𝑦3 + 𝑧3 + 𝑥𝑦𝑧

)︀ (︀
𝑧3 + 𝑥3 + 𝑥𝑦𝑧

)︀
.
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Розкриваємо дужки i зводимо подiбнi доданки. Одержуємо:∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥6𝑦3 >
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥5𝑦2𝑧2.

Оскiльки (6, 3, 0) ≻ (5, 2, 2), то за теоремою Мюрхеда, остання нерiвнiсть
є правильною. �

Задача 5. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа такi, що 𝑎𝑏𝑐 = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

1

𝑎3 (𝑏 + 𝑐)
+

1

𝑏3 (𝑐 + 𝑎)
+

1

𝑐3 (𝑎 + 𝑏)
>

3

2
.

(XXXVI MMO, Торонто, Канада, 1995 р.)

Розв’язання. Оскiльки 𝑎𝑏𝑐 = 1, то це дає нам змогу зробити задану
нерiвнiсть еквiвалентну такiй однорiднiй нерiвностi:

1

𝑎3 (𝑏 + 𝑐)
+

1

𝑏3 (𝑐 + 𝑎)
+

1

𝑐3 (𝑎 + 𝑏)
>

3

2(𝑎𝑏𝑐)4/3
.

Зробимо замiну змiнних: 𝑎 = 𝑥3, 𝑏 = 𝑦3, 𝑐 = 𝑧3, де 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0. Тодi
попередня нерiвнiсть запишеться так:∑︁

𝑐𝑦𝑐

1

𝑥9 (𝑦3 + 𝑧3)
>

3

2𝑥4𝑦4𝑧4
.

Звiвши її до спiльного знаменника i, згрупувавши вiдповiднi доданки,
одержимо:∑︁

𝑠𝑦𝑚

𝑥12𝑦12 + 2
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥12𝑦9𝑧3 +
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥9𝑦9𝑧6 > 3
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥11𝑦8𝑧5 + 6𝑥8𝑦8𝑧8

або(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥12𝑦12 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥11𝑦8𝑧5

)︃
+ 2

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥12𝑦9𝑧3 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥11𝑦8𝑧5

)︃
+

+

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥9𝑦9𝑧6 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥8𝑦8𝑧8

)︃
> 0.

За теоремою Мюрхеда, остання нерiвнiсть є правильною при всiх
додатних значеннях змiнних, бо (12, 12, 0) ≻ (11, 8, 5), (12, 9, 3) ≻ (11, 8, 5)

i (9, 9, 6) ≻ (8, 8, 8). �
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Задача 6. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧—додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
виконується така нерiвнiсть

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)

(︂
1

(𝑥 + 𝑦)2
+

1

(𝑦 + 𝑧)2
+

1

(𝑧 + 𝑥)2

)︂
>

9

4
.

(Iран, 1996 р.)

Розв’язання. Зауважимо, ця нерiвнiсть є однорiдною. Тому, звiвши
її до спiльного знаменника i, згрупувавши вiдповiднi доданки, одержимо
еквiвалентну нерiвнiсть:

4
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥5𝑦 + 2
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥4𝑦𝑧 + 6𝑥2𝑦2𝑧2 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦2 − 6
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3𝑦3 − 2
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦2𝑧 > 0

або(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥5𝑦 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦2

)︃
+ 3

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥5𝑦 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦3

)︃
+

+ 2𝑥𝑦𝑧

(︃∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥 (𝑥− 𝑦) (𝑥− 𝑧)

)︃
> 0.

Остання нерiвнiсть є правильною, бо при будь-яких додатних значеннях
змiнних, за теоремою Мюрхеда, невiд’ємними будуть доданки в перших
двох дужках, адже (5, 1, 0) ≻ (4, 2, 0) i (5, 1, 0) ≻ (3, 3, 0), а, за теоремою
Шура, невiд’ємною буде й сума в третiх дужках. �

Задача 7. Нехай 𝑚𝑎, 𝑚𝑏, 𝑚𝑐 —медiани трикутника 𝐴𝐵𝐶, якi
проведенi до сторiн 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵, а 𝑟𝑎, 𝑟𝑏, 𝑟𝑐 —радiуси зовнiвписаних кiл
цього трикутника, якi дотикаються вказаних сторiн вiдповiдно. Доведiть,
що виконується така нерiвнiсть

𝑟𝑎𝑟𝑏
𝑚𝑎𝑚𝑏

+
𝑟𝑏𝑟𝑐
𝑚𝑏𝑚𝑐

+
𝑟𝑐𝑟𝑎
𝑚𝑐𝑚𝑎

> 3.

Розв’язання. Нехай 2𝑝 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, де 𝑎, 𝑏, 𝑐— вiдповiднi сторони
трикутника, тодi, як вiдомо, вказанi елементи трикутника можна
виразити через цi сторони:

𝑟𝑎 =

√︃
𝑝 (𝑝− 𝑏) (𝑝− 𝑐)

𝑝− 𝑎
, 𝑚𝑎 =

1

2

√
2𝑏2 + 2𝑐2 − 𝑎2 i т. д.
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Таким чином,∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑟𝑏𝑟𝑐
𝑚𝑏𝑚𝑐

=
∑︁
𝑐𝑦𝑐

4𝑝 (𝑝− 𝑎)√︀
(2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2) (2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2)

.

Далi, використовуючи нерiвнiсть
√
𝛼𝛽 6

𝛼 + 𝛽

2
, де 𝛼 > 0 i 𝛽 > 0,

одержуємо:∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑟𝑏𝑟𝑐
𝑚𝑏𝑚𝑐

>
∑︁
𝑐𝑦𝑐

8𝑝 (𝑝− 𝑎)

(2𝑐2 + 2𝑎2 − 𝑏2) + (2𝑎2 + 2𝑏2 − 𝑐2)
=

=
∑︁
𝑐𝑦𝑐

2 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (𝑏 + 𝑐− 𝑎)

4𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
.

Тепер залишилося довести таку нерiвнiсть:∑︁
𝑐𝑦𝑐

2 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) (𝑏 + 𝑐− 𝑎)

4𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2
> 3.

Звiвши її до спiльного знаменника i, згрупувавши вiдповiднi доданки,
одержимо еквiвалентну нерiвнiсть:

2
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑎6 + 4
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑎4𝑏𝑐 + 20
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑎3𝑏2𝑐 + 68
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑎3𝑏3 + 16
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑎5𝑏 >

> 276𝑎2𝑏2𝑐2 + 27
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑎4𝑏2.

Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧— вiдрiзки дотичних до вписаного кола, проведених з
вершин 𝐴, 𝐵, 𝐶 вiдповiдно, тодi 𝑎 = 𝑦 + 𝑧, 𝑏 = 𝑧 + 𝑥, 𝑐 = 𝑥 + 𝑦, де
𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0. Тодi остання нерiвнiсть, для сторiн трикутника, еквiвалентна
такiй алгебраїчнiй нерiвностi:

25
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥6 + 230
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥5𝑦 + 115
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦2 + 10
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦3 + 80
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦𝑧 >

> 336
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦2𝑧 + 124
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦2𝑧2.

Далi, згрупувавши вiдповiднi суми належним чином, ми за теоремою
Мюрхеда, одержимо потрiбний результат:

25

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥6 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦2𝑧

)︃
+ 230

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥5𝑦 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦2𝑧

)︃
+
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+ 81

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦2 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦2𝑧

)︃
+ 34

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦2 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦2𝑧2

)︃
+

+ 10

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥3𝑦3 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦2𝑧2

)︃
+ 80

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥4𝑦𝑧 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦2𝑧2

)︃
> 0,

бо (6, 0, 0) ≻ (3, 2, 1), (5, 1, 0) ≻ (3, 2, 1), (4, 2, 0) ≻ (3, 2, 1), (4, 2, 0) ≻
(2, 2, 2), (3, 3, 0) ≻ (2, 2, 2) i (4, 1, 1) ≻ (2, 2, 2). �

Кубiчна нерiвнiсть та її застосування

Цiкавим наслiдком з нерiвностi Шура є теорема, яку називають
кубiчною нерiвнiстю.

Теорема 3. Нехай 𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) — однорiдний симетричний многочлен
третього степеня з дiйсними коефiцiєнтами. Якщо 𝑃 (1, 1, 1) > 0,
𝑃 (1, 1, 0) > 0 i 𝑃 (1, 0, 0) > 0, то для будь-яких дiйсних невiд’ємних
𝑥, 𝑦 та 𝑧 виконується така нерiвнiсть 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0.

Доведення. Оскiльки 𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) — однорiдний симетричний много-
член третього степеня, то вiн має такий вигляд:

𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝐴
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑢3 + 𝐵
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑢2𝑣 + 𝐶𝑢𝑣𝑤,

де 𝐴,𝐵,𝐶 — заданi дiйснi числа. Позначимо через 𝑝 = 𝑃 (1, 1, 1) = 3𝐴 +

6𝐵 + 𝐶, 𝑞 = 𝑃 (1, 1, 0) = 𝐴 + 𝐵 i 𝑟 = 𝑃 (1, 0, 0) = 𝐴. Звiдси знаходимо,
𝐴 = 𝑟, 𝐵 = 𝑞 − 𝑟 i 𝐶 = 𝑝− 6𝑞 + 3𝑟, де 𝑝, 𝑞, 𝑟—невiд’ємнi дiйснi числа.

Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0, тодi

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟
∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 + (𝑞 − 𝑟)
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 + (𝑝− 6𝑞 + 3𝑟)𝑥𝑦𝑧.

Перепишемо цей вираз у такому виглядi

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟

(︃∑︁
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 + 3𝑥𝑦𝑧 −
∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦

)︃
+ 𝑞

(︃∑︁
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 − 6𝑥𝑦𝑧

)︃
+ 𝑝𝑥𝑦𝑧.

Оскiльки
∑︀
𝑐𝑦𝑐

𝑥3 + 3𝑥𝑦𝑧 −
∑︀
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 > 0 (це результат задачi 1) та
∑︀
𝑠𝑦𝑚

𝑥2𝑦 −

6𝑥𝑦𝑧 > 0 (це результат нерiвностi Кошi), то одержуємо: 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0,

що i треба було довести �



212 Новiтнi технологiї доведення нерiвностей многочленiв з трьома змiнними

Спочатку покажемо застосування кубiчної нерiвностi до ранiше
розв’язаної нами задачi.

Задача 8. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — невiд’ємнi дiйснi числа такi, що 𝑥+𝑦+𝑧 = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

0 6 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥− 2𝑥𝑦𝑧 6
7

27
.

(XXV MMO, Прага, Чехословаччина, 1984 р.)

Розв’язання. Оскiльки 𝑥+𝑦+𝑧 = 1, то наша нерiвнiсть еквiвалентна
такiй нерiвностi

0 6 (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) − 2𝑥𝑦𝑧 6
7

27
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3

(ми «вирiвняли» степiнь усiх членiв нерiвностi, тобто зробили її рiвною
три). Доведемо цю нерiвнiсть для будь-яких невiд’ємних дiйсних чисел.

Для цього розглянемо два однорiдних симетричних кубiчних много-
члени:

𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢) (𝑢 + 𝑣 + 𝑤) − 2𝑢𝑣𝑤

та

𝑄 (𝑢, 𝑣, 𝑤) =
7

27
(𝑢 + 𝑣 + 𝑤)3 − (𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢) (𝑢 + 𝑣 + 𝑤) + 2𝑢𝑣𝑤.

Оскiльки всi значення 𝑃 (1, 1, 1) = 7, 𝑃 (1, 1, 0) = 2, 𝑃 (1, 0, 0) = 0 та
𝑄 (1, 1, 1) = 0, 𝑄 (1, 1, 0) = 2

27
, 𝑄 (1, 0, 0) = 7

27
— невiд’ємнi, то за теоремою

про кубiчну нерiвнiсть одержуємо, що 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 i 𝑄 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 при
всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0. Звiдси при 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, одержуємо справедливiсть
твердження задачi. �

Задача 9. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — невiд’ємнi дiйснi числа такi, що 𝑥+𝑦+𝑧 = 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 6𝑥𝑦𝑧 >
1

4
.

(США, 1979 р.)

Розв’язання. Оскiльки 𝑥+𝑦+𝑧 = 1, то наша нерiвнiсть, еквiвалентна
такiй нерiвностi

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 6𝑥𝑦𝑧 >
1

4
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3

(ми «вирiвняли» степiнь усiх членiв нерiвностi, тобто зробили її рiвною
три). Доведемо цю нерiвнiсть для будь-яких невiд’ємних дiйсних чисел.
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Для цього розглянемо однорiдний симетричний кубiчний многочлен:

𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑢3 + 𝑣3 + 𝑤3 + 6𝑢𝑣𝑤 − 1

4
(𝑢 + 𝑣 + 𝑤)3.

Оскiльки всi значення 𝑃 (1, 1, 1) = 9
4
, 𝑃 (1, 1, 0) = 0 i 𝑃 (1, 0, 0) = 3

4
—

невiд’ємнi, то за теоремою про кубiчну нерiвнiсть одержуємо, що
𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 при всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0. Звiдси, при 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1, одержуємо
справедливiсть твердження задачi. �

Задача 10. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — невiд’ємнi дiйснi числа такi, що 𝑥+𝑦+𝑧 =

1. Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

7 (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) 6 2 + 9𝑥𝑦𝑧.

(Великобританiя, 1999 р.)

Розв’язання. Оскiльки 𝑥+𝑦+𝑧 = 1, то наша нерiвнiсть еквiвалентна
такiй нерiвностi

2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)3 − 7 (𝑥 + 𝑦 + 𝑧) (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) + 9𝑥𝑦𝑧 > 0.

Доведемо цю нерiвнiсть для будь-яких невiд’ємних дiйсних чисел.
Для цього розглянемо однорiдний симетричний кубiчний многочлен:

𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = 2(𝑢 + 𝑣 + 𝑤)3 − 7 (𝑢 + 𝑣 + 𝑤) (𝑢𝑣 + 𝑣𝑤 + 𝑤𝑢) + 9𝑢𝑣𝑤.

Оскiльки всi значення 𝑃 (1, 1, 1) = 0, 𝑃 (1, 1, 0) = 2 i 𝑃 (1, 0, 0) = 2 —
невiд’ємнi, то за теоремою про симетричну кубiчну нерiвнiсть одержуємо,
що 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0 при всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0, що i треба було довести. �

Наслiдком з симетричної кубiчної нерiвностi є аналогiчне твердження,
де роль змiнних вiдiграють довжини сторiн деякого трикутника

Теорема 4. Нехай 𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) — однорiдний симетричний многочлен
третього степеня з дiйсними коефiцiєнтами. Якщо 𝑃 (1, 1, 1) > 0,
𝑃 (1, 1, 0) > 0 i 𝑃 (2, 1, 1) > 0, то для будь-яких дiйсних невiд’ємних чисел
𝑎, 𝑏 та 𝑐, якi є довжинами сторiн деякого трикутника, виконується
така нерiвнiсть 𝑃 (𝑎, 𝑏, 𝑐) > 0.

Доведення.
Нехай 𝑥 = 𝐴𝐵1 = 𝐴𝐶1, 𝑦 = 𝐵𝐴1 = 𝐵𝐶1 та 𝑧 = 𝐶𝐴1 = 𝐶𝐵1 (див.

рис. 6), тодi 𝑎 = 𝑦 + 𝑧, 𝑏 = 𝑥 + 𝑧 i 𝑐 = 𝑥 + 𝑦, де 𝑥, 𝑦, 𝑧—додатнi
дiйснi числа. Тодi 𝑥 = 1

2
(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐), 𝑦 = 1

2
(𝑎− 𝑏 + 𝑐) i 𝑧 = 1

2
(𝑎 + 𝑏− 𝑐).

Причому:
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𝐴 𝐵

𝐶

𝐴1

𝐵1

𝐶1

𝐼

𝑧
𝑧

𝑦

𝑦𝑥

𝑥

𝑎𝑏

𝑐

Рис. 6

∙ якщо 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑐 = 1, то 𝑥 =

= 1
2
, 𝑦 = 1

2
, 𝑧 = 1

2
;

∙ якщо 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0, то 𝑥 =

= 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 1;
∙ якщо 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝑐 = 1, то 𝑥 =

= 0, 𝑦 = 1, 𝑧 = 1.
Оскiльки 𝑃 (𝑎, 𝑏, 𝑐) — однорiдний

симетричний многочлен третього
степеня з дiйсними коефiцiєнтами, то
𝑄 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃 (𝑦 + 𝑧, 𝑧 + 𝑥, 𝑥 + 𝑦) також
однорiдний симетричний многочлен
третього степеня з дiйсними коефiцiєнтами. Крiм того,

𝑄 (1, 1, 1) = 8𝑄

(︂
1

2
,
1

2
,
1

2

)︂
= 8𝑃 (1, 1, 1) > 0

𝑄 (1, 0, 0) = 𝑄 (0, 0, 1) = 𝑃 (1, 1, 0) > 0

i
𝑄 (1, 1, 0) = 𝑄 (0, 1, 1) = 𝑃 (2, 1, 1) > 0.

Отже, за теоремою 3 має мiсце така нерiвнiсть 𝑄 (𝑥, 𝑦, 𝑧) > 0, яка
еквiвалентна нерiвностi 𝑃 (𝑎, 𝑏, 𝑐) > 0. �

Задача 11. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—довжини сторiн деякого трикутника, 𝑝—
його пiвпериметр. Доведiть, що виконується нерiвнiсть

𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 >
36

35

(︂
𝑝2 +

𝑎𝑏𝑐

𝑝

)︂
.

Розв’язання. Перепишемо дану нерiвнiсть у такому виглядi:
35

2
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)

(︀
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

)︀
> 36

(︂
1

8
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)3 + 𝑎𝑏𝑐

)︂
.

Для доведення цiєї нерiвностi розглянемо однорiдний симетричний
многочлен третього степеня:

𝑃 (𝑢, 𝑣, 𝑤) = 35 (𝑢 + 𝑣 + 𝑤)
(︀
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2

)︀
− 9

(︀
(𝑢 + 𝑣 + 𝑤)3 + 8𝑢𝑣𝑤

)︀
.

Оскiльки всi значення 𝑃 (1, 1, 1) = 0, 𝑃 (1, 1, 0) = 68 i 𝑃 (2, 1, 1) = 120 —
невiд’ємнi, то за теоремою 4 виконується нерiвнiсть 𝑃 (𝑎, 𝑏, 𝑐) > 0, що i
треба було довести. �
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Сподiваємося, що читачi, ознайомившись iз цими технологiями дове-
дення нерiвностей, успiшно доведуть запропонованi нижче нерiвностi.

Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 1. Довести, що для всiх додатних дiйсних чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐

виконується така нерiвнiсть(︀
𝑎2 + 2

)︀ (︀
𝑏2 + 2

)︀ (︀
𝑐2 + 2

)︀
> 9 (𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) .

(Азiйська тихоокеанська математична олiмпiада, 2004 р.)

Задача 2. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—довжини сторiн деякого трикутника.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

𝑎2𝑏 + 𝑏2𝑐 + 𝑐2𝑎 + 𝑎𝑏2 + 𝑏𝑐2 + 𝑐𝑎2 > 𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 2𝑎𝑏𝑐.

Задача 3. Доведiть, що для кутiв гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶

виконується така нерiвнiсть

ctg3𝐴 + ctg3𝐵 + ctg3𝐶 + 6 ctg𝐴 ctg𝐵 ctg𝐶 > ctg𝐴 + ctg𝐵 + ctg𝐶.

Задача 4. Нехай 𝐼 —центр вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

𝐼𝐴2 + 𝐼𝐵2 + 𝐼𝐶2 >
𝐵𝐶2 + 𝐶𝐴2 + 𝐴𝐵2

3
.

(Корея, 1998 р.)

Задача 5. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧 — такi невiд’ємнi дiйснi числа, що 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 +

𝑧𝑥 = 1. Доведiть, що виконується така нерiвнiсть
1

𝑥 + 𝑦
+

1

𝑦 + 𝑧
+

1

𝑧 + 𝑥
>

5

2
.

Задача 6. Нехай 𝑥, 𝑦, 𝑧— такi додатнi дiйснi числа, що 𝑥𝑦𝑧 > 1.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

𝑥5 − 𝑥2

𝑥5 + 𝑦2 + 𝑧2
+

𝑦5 − 𝑦2

𝑦5 + 𝑧2 + 𝑥2
+

𝑧5 + 𝑧2

𝑧5 + 𝑥2 + 𝑦2
> 0.

(XLVI Мiжнародна математична олiмпiада, 2005 р.)

Задача 7. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
виконується така нерiвнiсть(︂

2𝑎

𝑏 + 𝑐

)︂ 2
3

+

(︂
2𝑏

𝑐 + 𝑎

)︂ 2
3

+

(︂
2𝑐

𝑎 + 𝑏

)︂ 2
3

> 3.

(Математична олiмпiада США, 2002 р.)
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Задача 8. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—додатнi дiйснi числа. Доведiть, що
виконується така нерiвнiсть

(𝑏 + 𝑐− 𝑎)2

(𝑏 + 𝑐)2 + 𝑎2
+

(𝑐 + 𝑎− 𝑏)2

(𝑐 + 𝑎)2 + 𝑏2
+

(𝑎 + 𝑏− 𝑐)2

(𝑎 + 𝑏)2 + 𝑐2
>

3

5
.

(Математична олiмпiада Японiї, 1997 р.)

Задача 9. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—довжини сторiн деякого трикутника, 𝑝—
його пiвпериметр. Доведiть, що виконуються такi нерiвностi:

а) 𝑎𝑏 (𝑎 + 𝑏) + 𝑏𝑐 (𝑏 + 𝑐) + 𝑐𝑎 (𝑐 + 𝑎) > 48 (𝑝− 𝑎) (𝑝− 𝑏) (𝑝− 𝑐).

б)
15

4
6

𝑝 + 𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑝 + 𝑏

𝑐 + 𝑎
+

𝑝 + 𝑐

𝑎 + 𝑏
<

9

2
.

Задача 10. Нехай 𝑎, 𝑏, 𝑐—довжини сторiн деякого трикутника.
Доведiть, що виконується така нерiвнiсть

2 (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)
(︀
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2

)︀
> 3

(︀
𝑎3 + 𝑏3 + 𝑐3 + 3𝑎𝑏𝑐

)︀
.

В’ячеслав Ясiнський

Застосування рiвномiрного руху до розв’язування
планiметричних задач1

Якщо точка 𝐴 рiвномiрно рухається по прямiй 𝑎, то її проекцiя 𝐵 за
заданим напрямом 𝑑 на пряму 𝑏 також рухається рiвномiрно (рис. 1).

𝑑
𝐴

𝐴
𝐴

𝐴
𝐴

𝐵 𝐵 𝐵 𝐵 𝐵

𝑎

𝑏

Рис. 1

1Журнал «Математика в школi», 2000, №2. — C. 38–40.
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Таке просте спостереження дозволяє розв’язувати ряд планiметри-
чних задач.

Задача 1. Дано прямi 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 загального положення. На
прямiй 𝑎1 обирається точка 𝐴1. Ортогональна проекцiя 𝐴1 на пряму
𝑎2 позначається 𝐴2; ортогональна проекцiя 𝐴2 на пряму 𝑎3 позначається
𝐴3 i т. д. до одержання 𝐴𝑛 на прямiй 𝑎𝑛. Ортогональна проекцiя 𝐴𝑛 на
𝑎1 позначається 𝐴1

′. Чи можна вибрати на прямiй 𝑎1 точку 𝐴1 так, щоб
𝐴1

′ спiвпала з𝐴1? Скiльки iснує таких точок?
Розв’язання. Припустимо, що 𝐴1 рiвномiрно рухається по прямiй

𝑎1 зi швидкiстю 𝑣1. Згiдно сформульованого вище спостереження точка
𝐴2рiвномiрно рухається по прямiй 𝑎2 зi швидкiстю 𝑣2, 𝐴3 —по прямiй
𝑎3 зi швидкiстю 𝑣3, . . . , 𝐴

′
1 —по прямiй 𝑎1 зi швидкiстю 𝑣1

′. Оскiльки
𝑎1𝑎2, то 𝑣1 > 𝑣2 (це випливає з того, що гiпотенуза бiльша за катет).
Аналогiчно, 𝑣2 > 𝑣3 > . . . > 𝑣𝑛 > 𝑣1

′. Отже, 𝑣1 > 𝑣1
′, тобто точки 𝐴1 i 𝐴1

′

рухаються рiвномiрно по прямiй 𝑎1 з рiзними швидкостями. Це означає,
що iснує лише один момент часу, коли 𝐴1 i 𝐴1

′. �

Задача 2. Нехай 𝐴𝐴1 i 𝐵𝐵1 — бiсектриси трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑃 —
довiльна точка на вiдрiзку 𝐴1𝐵1. Доведiть, що коли вiдстанi вiд точки 𝑃

до прямих 𝐴𝐶, 𝐵𝐶 i 𝐴𝐵 дорiвнюють 𝑑𝐵, 𝑑𝐴 i 𝑑𝐶 вiдповiдно, то 𝑑𝐵 +𝑑𝐴 =

= 𝑑𝐶 (рис. 2).
Розв’язання. Легко довести (зробiть це самостiйно), що коли точка

рухається рiвномiрно по прямiй, то вiдстань мiж нею та її проекцiєю є
лiнiйною функцiєю вiд часу 𝑡.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐴1𝐵1

𝑃
𝑑𝐴𝑑𝐵

𝑑𝐶

Рис. 2

Нехай точка 𝑃 рiвномiрно рухається
по вiдрiзку𝐴1𝐵1 (вiд 𝐴1 до 𝐵1), тодi
вiдстанi 𝑑𝐴, 𝑑𝐵 i 𝑑𝐶 залежать лiнiйно
вiд часу 𝑡. А це означає, що функцiя
𝑓(𝑡) = 𝑑𝐴(𝑡) + 𝑑𝐵(𝑡) − 𝑑𝐶(𝑡) є лiнiйною
вiдносно 𝑡. Коли 𝑃 = 𝐴1, то 𝑑𝐴(𝑡1) = 0

i 𝑑𝐵(𝑡1) = 𝑑𝐶(𝑡1), а коли 𝑃 = 𝐵1, то
𝑑𝐵(𝑡2) = 0 i 𝑑𝐴(𝑡2) = 𝑑𝐶(𝑡2), де 𝑡1 ̸= 𝑡2 —
моменти часу вказаного руху за цих
умов. Для цих моментiв 𝑓(𝑡1) = 𝑓(𝑡2) =

= 0.
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Оскiльки 𝑓(𝑡) —лiнiйна функцiя
вiдносно 𝑡, то𝑓(𝑡) = 0 для всiх 𝑡. А це означає, що 𝑑𝐴 + 𝑑𝐵 = 𝑑𝐶 , що й
треба було довести. �

𝐴

𝐵

𝐶

𝐴1

𝐵1

𝐶1

𝑄 𝑃

𝑀

𝑁

𝑂

Рис. 3

Задача 3. Всерединi трикут-
ника 𝐴𝐵𝐶 обрали точку 𝑂. Нехай
𝐴1 = 𝐴𝑂∩𝐵𝐶, 𝐵1 = 𝐵𝑂∩𝐴𝐶, 𝐶1 =

= 𝐶𝑂∩𝐴𝐵. На 𝐴𝐵 вiдмiтили точки
𝑀 i 𝑄, на 𝐴𝐶 —𝑁 , на 𝐵𝐶 — 𝑃 так,
що 𝑀𝑁 ‖ 𝐵1𝐶1, 𝑁𝑃 ‖ 𝐴1𝐵1, 𝑃𝑄 ‖
𝐴1𝐶1. Доведiть, що 𝐶1 — середина
вiдрiзка 𝑀𝑄 (рис. 3).

Розв’язання. Нехай 𝑀 руха-
ється рiвномiрно вiд 𝐶1 до 𝐴.
Оскiльки 𝑀𝑁 ‖ 𝐵1𝐶1, то 𝑁 також
рiвномiрно рухається вiд 𝐵1 до 𝐴.
Аналогiчно, 𝑃 рiвномiрно рухається
вiд 𝐴1 до 𝐵, а 𝑄— вiд 𝐶1 до 𝐵.

Якщо 𝑀 = 𝐶1, то𝑁 = 𝐵1, 𝑃 = 𝐴1 i 𝑄 = 𝐶1, тобто 𝑀 = 𝐶1 = 𝑄.
Якщо 𝑀 ̸= 𝐶1, то

𝑣𝑀
𝑣𝑁

=
𝐶1𝑀

𝐵1𝑁
=

𝐶1𝐴

𝐵1𝐴
; (1)

𝑣𝑁
𝑣𝑃

=
𝐵1𝑁

𝐴1𝑃
=

𝐵1𝐶

𝐴1𝐶
; (2)

𝑣𝑃
𝑣𝑄

=
𝐴1𝑃

𝐶1𝑄
=

𝐴1𝐵

𝐶1𝐵
; (3)

Перемножимо почленно (1), (2), (3), дiстанемо:

𝑣𝑀
𝑣𝑁

· 𝑣𝑁
𝑣𝑃

· 𝑣𝑃
𝑣𝑄

=
𝐶1𝐴

𝐵1𝐴
· 𝐵1𝐶

𝐴1𝐶
· 𝐴1𝐵

𝐶1𝐵
=

𝐶1𝐴

𝐶1𝐵
· 𝐵1𝐶

𝐵1𝐴
· 𝐴1𝐵

𝐴1𝐶
= 1 ⇒ 𝑣𝑀 = 𝑣𝑄

(остання рiвнiсть — це теорема Чеви).
Отже, точки 𝑀 i 𝑄 рухаються з однаковими швидкостями в

протилежних напрямках вiд точки 𝐶1. Тому весь час 𝐶1– середина 𝑀𝑄,
що i треба було довести. �
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Задача 4. На контурi трикутника 𝐴𝐵𝐶 обирають послiдовно точки
𝑀 , 𝑁 , 𝑃 , 𝑄, 𝑅, 𝑆, 𝑇 так, що 𝑀𝑁 ‖ 𝐵𝐶, 𝑁𝑃 ‖ 𝐴𝐵, 𝑃𝑄 ‖ 𝐴𝐶, 𝑄𝑅 ‖ 𝐵𝐶,
𝑅𝑆 ‖ 𝐴𝐵, 𝑆𝑇 ‖ 𝐴𝐶. Доведiть що 𝑀 = 𝑇 .

Розв’язання. Якщо 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 —медiани M 𝐴𝐵𝐶, то вони
перетинаються в однiй точцi, а також 𝐴1𝐵1 ‖ 𝐴𝐵, 𝐵1𝐶1 ‖ 𝐵𝐶 i 𝐴1𝐶1 ‖ 𝐴𝐶.
Використовуючи результат попередньої задачi, одержуємо, що 𝐶1 —
середина 𝑀𝑄 i 𝐶1 — середина 𝑄𝑇 , тобто 𝑀 = 𝑇 . �

Теорема 1. Точки 𝐴,𝐵,𝐶 рухаються рiвномiрно по прямих 𝑎, 𝑏, 𝑐

вiдповiдно. Якщо в три рiзнi моменти часу точки 𝐴,𝐵,𝐶 — колiнеарнi,
то вони колiнеарнi в будь-який момент часу.

Доведення. Нехай 𝐴(𝑎1, 𝑎2), 𝐵(𝑏1, 𝑏2), 𝐶(𝑐1, 𝑐2) —координати точок
у прямокутнiй системi координат. Якщо 𝐴 рухається рiвномiрно i
прямолiнiйно, то її проекцiя 𝐴1(𝑎1; 0) на вiсь 𝑂𝑥 також рухається
рiвномiрно. А це означає, що 𝑎1 залежить лiнiйно вiд часу 𝑡, тобто
𝑎1 = 𝑝1𝑡 + 𝑞1, де 𝑝1та 𝑞1 —деякi константи. Аналогiчно, 𝑎2 = 𝑝2𝑡 + 𝑞2,
𝑏1 = 𝑢1𝑡 + 𝑣1, 𝑏2 = 𝑢2𝑡 + 𝑣2, 𝑐1 = 𝑚1𝑡 + 𝑛1, 𝑐2 = 𝑚2𝑡 + 𝑛2.

За умовою теореми при 𝑡 = 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 маємо 𝐴 ∈ (𝐵𝐶). Ця умова (що
𝐴,𝐵,𝐶 —колiнеарнi) аналiтично записується так:

(𝑎1 − 𝑏1)(𝑎2 − 𝑐2) = (𝑎2 − 𝑏2)(𝑎1 − 𝑐1) (⋆)

Рiвнiсть (⋆) є квадратним рiвнянням вiдносно 𝑡 i має три рiзнi коренi:
𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 тобто (⋆) виконується при всiх 𝑡. �

Задача 5. По чотирьох прямолiнiйних дорогах 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 рiвномiрно
рухаються пiшоходи 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 вiдповiдно. Вiдомо, що жоднi три з цих
дорiг не перетинаються в одному перехрестi. Вiдомо, що 𝐴 i 𝐵, 𝐴 i 𝐶, 𝐴
i 𝐷, 𝐵 i 𝐶, 𝐵 i 𝐷 зустрiчались. Довести, що 𝐶 i 𝐷 також зустрiчались.

Розв’язання. Коли 𝐴 i 𝐵 зустрiлись, а це вiдбулося у точцi перетину
прямих 𝑎 i 𝑏, то в цей момент точки 𝐴,𝐵,𝐶 лежать на однiй прямiй.
Точки 𝐴,𝐵,𝐶 лежать на однiй прямiй ще й в тi моменти часу, коли 𝐴

зустрiвся з 𝐶 i коли 𝐵 зустрiвся з 𝐶. Отже, 𝐴,𝐵,𝐶 — завжди колiнеарнi.
Аналогiчно доводиться, що 𝐴,𝐵,𝐷 також колiнеарнi в будь-який момент
часу. Таким чином, 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷—колiнеарнi в будь-який момент часу, а
це означає, що коли 𝐶 буде на перехрестi дорiг 𝑐 i 𝑑, то 𝐷 також там
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буде (якщо 𝐶 ̸= 𝐷, то 𝐴𝐵𝐶𝐷 спiвпадає з 𝑑—протирiччя!). �

Задача 6. Про чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдомо, що продовження його
протилежних сторiн 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 та 𝐵𝐶 i 𝐷𝐴 перетинаються вiдповiдно в
точках 𝑀 i 𝑁 . Нехай 𝑋, 𝑌, 𝑍 — середини вiдрiзкiв 𝐴𝐶,𝐵𝐷,𝑀𝑁 . Доведiть,
що точки 𝑋, 𝑌, 𝑍 лежать на однiй прямiй.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

𝑋

𝑌

𝑍

Рис. 4

Розв’язання. Будемо вважати, що
прямi 𝐴𝐵,𝐵𝑁,𝑁𝐴—нерухомi. Нехай
пряма 𝑀𝐶𝐷 рухається рiвномiрно
паралельно сама до себе. Тодi точка
𝑀 рiвномiрно рухається по прямiй 𝐴𝐵

зi швидкiстю 𝑣𝑀 , 𝐷— по прямiй 𝐴𝑁 зi
швидкiстю 𝑣𝐷 i 𝐶 —по прямiй 𝐵𝑁 зi
швидкiстю 𝑣𝐶 (див. рис. 4).

Оскiльки точка 𝐴—нерухома, а
точка 𝐶 рухається по прямiй 𝑁𝐵

зi швидкiстю 𝑣𝐶 , то точка 𝑋 також
рухається по прямiй, яка паралельна
до прямої 𝐵𝑁 , i має швидкiсть 1

2
𝑣𝐶 .

Аналогiчно, точка 𝑌 рухається рiвномiрно по прямiй, яка паралельна до
прямої 𝐴𝑁 , а 𝑍 рухається рiвномiрно по прямiй, яка паралельна 𝐴𝐵.

Якщо вiрно буде 𝑋 ∈ (𝑌 𝑍) для трьох положень прямої 𝐷𝐶𝑀 , то за
теоремою це буде вiрно для будь-якого положення прямої 𝐷𝐶𝑀 . Такi
положення слiдуючi: коли пряма𝑀𝐶𝐷 проходить через вершину 𝐴, через
𝐵 та через 𝑁 . Для цих трьох положень прямої 𝐷𝐶𝑀 задача тривiальна.
�

Задача 7. Про чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вiдомо, що продовження його
протилежних сторiн 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 та 𝐵𝐶 i 𝐷𝐴 перетинаються вiдповiдно в
точках 𝑀 i 𝑁 . Нехай 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐻4 вiдповiдно ортоцентри трикутникiв
𝐴𝐷𝑀,𝐵𝐶𝑀,𝐶𝐷𝑁,𝐴𝐵𝑁 . Доведiть, що точки 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐻4 лежать на
однiй прямiй.

Розв’язання. Як i в попереднiй задачi, будемо вважати, що
прямi 𝐴𝐵, 𝐵𝑁, 𝑁𝐴—нерухомi, а пряма 𝑀𝐶𝐷 рухається рiвномiрно,
паралельно сама собi. Тодi точки 𝑀, 𝐷, 𝐶 рухаються рiвномiрно по
прямих 𝐴𝐵, 𝐴𝑁, 𝐵𝑁 (рис. 5).
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𝑛

𝑎

𝑏

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝑀

𝑁

Рис. 5

Ортоцентр 𝐻1 трикутника 𝐴𝐷𝑀

лежить на прямiй 𝑎, яка проходить через
точку 𝐴 i перпендикулярна до прямої
𝑀𝐶𝐷. Оскiльки пряма 𝑀𝐶𝐷 рухається
паралельно сама до себе, то пряма 𝑎—
нерухома.

Аналогiчно, 𝐻2 рухається по прямiй
𝑏, яка проходить через 𝐵 i 𝑏⊥𝑀𝐶𝐷 та
𝐻3 —по прямiй 𝑛, яка проходить через
𝑁 i 𝑛⊥𝑀𝐶𝐷, причому прямi 𝑏 i 𝑛 також
нерухомi.

Оскiльки 𝑀 рiвномiрно рухається по
прямiй 𝐴𝐵, то пряма, яка проходить через 𝑀 i перпендикулярна до
нерухомої прямої 𝐵𝑁 , також буде рухатися рiвномiрно. А це означає,
що точка 𝐻2 перетину цiєї прямої з нерухомою прямою 𝑏 буде рухатися
рiвномiрно по прямiй 𝑏. Аналогiчно доводиться, що 𝐻1 та 𝐻3 рухаються
рiвномiрно вiдповiдно по прямих 𝑎 i 𝑛.

ℎ𝐴 = 𝐷 = 𝑀

𝐵

𝐶

𝑁

Рис. 6

Коли пряма 𝑀𝐶𝐷 проходить через 𝐴,
тодi 𝐴 = 𝐷 = 𝑀 , M 𝐴𝐷𝑀 вироджується
в точку 𝐻1 = 𝐴 (рис. 6).

Точки 𝐻2 i 𝐻3 лежать на прямiй ℎ, яка
проходить через 𝐴 i перпендикулярна до
𝐵𝑁 . Отже, 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 лежать на прямiй
ℎ.

Якщо пряма 𝑀𝐶𝐷 проходить через
точку 𝐵, то 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 колiнеарнi, а
якщо 𝑀𝐶𝐷 проходить через 𝑁 , то
𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 також колiнеарнi. Отже,
згiдно з теоремою, точки 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3

будуть колiнеарними за будь-яких
положень прямої 𝑀𝐶𝐷. Аналогiчно
доводиться, що 𝐻1, 𝐻2, 𝐻4 —колiнеарнi,
тобто 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3, 𝐻4 —колiнеарнi. �

Задача 8. Нехай 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 — висоти трикутника 𝐴𝐵𝐶. Пряма
𝑝 паралельна до висоти 𝐶𝐶1, перетинає 𝐴𝐶 i 𝐴1𝐶1 вiдповiдно в точках
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𝐸 i 𝐹 . Доведiть, що центр описаного кола навколо трикутника 𝐵1𝐸𝐹

лежить на прямiй 𝐵𝐶 (рис. 7).

𝑝
𝐴 𝐵

𝐶

𝐴1

𝐶1

𝐵1

𝐸

𝐹

𝐻

Рис. 7

Розв’язання. Нехай пряма 𝑝

рухається рiвномiрно, паралельна
сама до себе. Тодi точки 𝐸 i
𝐹рухаються рiвномiрно по прямих
𝐴𝐶 i 𝐴1𝐶1 вiдповiдно, а точка 𝐵1 —
нерухома. Отже, серединнi перпен-
дикуляри до вiдрiзкiв 𝐵1𝐸 та 𝐵1𝐹

також рiвномiрно рухаються, зали-
шаючись паралельними до самих
себе. А це означає, що точка їх
перетину 𝑂— центр кола, описаного
навколо M 𝐵1𝐸𝐹 , також рухається
рiвномiрно з деякою швидкiстю
𝑣⃗0 = const. Це означає, що достатньо показати, що 𝑂 лежить на 𝐵𝐶 при
двох положеннях прямої 𝑝.

𝛼
𝛼

𝛼
𝑝

𝐴 𝐵

𝐶

𝐴1 = 𝐹

𝐶1

𝐵1

𝐸1

𝑂1

𝐻

Рис. 8

Нехай 𝑝 спiвпадає з прямою
𝐶𝐶1. Тодi 𝐸 = 𝐶, 𝐹 = 𝐶1.
Оскiльки точки 𝐵, 𝐶1, 𝐵1, 𝐶

лежать на одному колi, дiаметр
якого є вiдрiзок 𝐵𝐶 (бо ∠𝐶𝐵1𝐵 =

= ∠𝐶𝐶1𝐵 = 90∘). Отже в цьому
випадку центр кола, описаного
навколо M 𝐵1𝐸𝐹 лежить на прямiй
𝐵𝐶.

Нехай 𝑝 проходить через 𝐴1

(рис. 8). Тодi 𝐹 = 𝐴1, а точка
𝐸 займе положення 𝐸1. Оскiльки
точки 𝐴, 𝐵, 𝐵1, 𝐴1 лежать
на одному колi, то ∠𝐵1𝐴1𝐶 =

= ∠𝐵𝐴𝐵1 = 𝛼. Нехай 𝑂1 — точка перетину серединного перпендикуляра
до вiдрiзка 𝐴1𝐵1 з прямою 𝐵𝐶, тодi ∠𝐴1𝑂1𝐵1 = 180∘ − 2𝛼.

З iншого боку, ∠𝐴𝐸1𝐴1 = ∠𝐴𝐶𝐶1 = 90∘ − 𝛼. Отже, 𝑂1 —центр кола,
описаного навколо трикутника 𝐴1𝐵1𝐸1. �
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Задачi для самостiйного розв’язування

1. Всерединi правильного многокутника 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 обрали
точку 𝑃 так, що її ортогональнi проекцiї 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑛 на сторони
𝐴1𝐴2, 𝐴2𝐴3, . . . , 𝐴𝑛𝐴1 лежать на контурi многокутника. Довести, що

𝐴1𝑃1 + 𝐴2𝑃2 + . . . + 𝐴𝑛𝑃𝑛 = 𝑃1𝐴2 + 𝑃2𝐴3 + . . . + 𝑃𝑛𝐴1.

2. Точка 𝐷 пробiгає сторону 𝐴𝐵 трикутника 𝐴𝐵𝐶. На сторонах 𝐵𝐶

i 𝐴𝐶 обирають точки 𝐸 i 𝐹 так, що 𝐷𝐸 ‖ 𝐴𝐶 i 𝐷𝐹 ‖ 𝐵𝐶. Яку множину
точок пробiгає центр кола, описаного навколо трикутника 𝐷𝐸𝐹?

3. Нехай 𝐴𝐴1, 𝐵𝐵1, 𝐶𝐶1 — висоти трикутника 𝐴𝐵𝐶. Пряма, пара-
лельна до 𝐵𝐶, перетинає 𝐴𝐵 i 𝐴1𝐵1 в точках 𝐸 i 𝐹 . Доведiть, що центр
кола, описаного навколо трикутника 𝐶1𝐸𝐹 лежить на прямiй 𝐵𝐵1.

В’ячеслав Ясiнський
Про застосування орiєнтованої вiдстанi1

Розглянемо координатну площину 𝑋𝑂𝑌 i довiльну пряму 𝑙 на нiй.
Позначимо через 𝑑𝑙 (𝑀) орiєнтовану вiдстань вiд точки 𝑀 до прямої 𝑙.
Якщо точка 𝑀 лежить по один бiк вiд прямої 𝑙, що й точка 𝑂— початок
координат, то це звичайна вiдстань вiд точки 𝑀 до прямої. В iншому
випадку це теж вiдстань, тiльки взята зi знаком «−».

Якщо рiвняння прямої 𝑙 мас вигляд 𝑎 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐— заданi
числа, то, як вiдомо,

𝑑𝑙(𝑀) =
𝑎𝑥𝑀 + 𝑏𝑦𝑀 + 𝑐√

𝑎2 + 𝑏2
, або 𝑑𝑙(𝑀) = −𝑎𝑥𝑀 + 𝑏𝑦𝑀 + 𝑐√

𝑎2 + 𝑏2

де (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀) —координати точки 𝑀 . Зрозумiло, що 𝑑𝑙 (𝑀) —лiнiйна
функцiя вiд координат точки 𝑀 .

Розглянемо на площинi 𝑛 прямих 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛 i для кожної точки
𝑋 площини задамо функцiю 𝑓 (𝑋): 𝑓(𝑋) = 𝜆1𝑑𝑙1(𝑋) + 𝜆2𝑑𝑙2(𝑋) + . . . +

+ 𝜆𝑛𝑑𝑙𝑛(𝑋), де 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆n — заданi дiйснi числа. Про їх добiр буде
сказано нижче. Тодi має мiсце таке твердження.

Теорема. Для будь-якого заданого дiйсного числа 𝑘 множина точок
𝑀 площини, таких, що 𝑓 (𝑀) = 𝑘, або порожня, або пряма лiнiя, або
спiвпадає з усiєю площиною.

1Журнал «Математика в школi», 1999, №2. — C. 35–37.
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Доведення. Введемо прямокутну систему координат 𝑂𝑥𝑦 на площинi.
Нехай 𝑎𝑖𝑥 + 𝑏𝑖𝑦 + 𝑐𝑖 = 0 —рiвняння 𝑖-тої прямої 𝑙𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . Тодi, якщо
(𝑥𝑀 , 𝑦M) —координати точки 𝑀 , то рiвняння 𝑓 (𝑀) = 𝑘 рiвносильне
рiвнянню:(︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 −
𝑎𝑖√︀

𝑎𝑖2 + 𝑏𝑖
2
· 𝜀𝑖

)︃
𝑥𝑀 +

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖 −
𝑎𝑖√︀

𝑎𝑖2 + 𝑏𝑖
2
· 𝜀𝑖

)︃
𝑦𝑀+

+

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑖 −
𝑎𝑖√︀

𝑎𝑖2 + 𝑏𝑖
2
· 𝜀𝑖

)︃
= 𝑘,

де 𝜀𝑖 = 1, якщо 𝑀 лежить по один бiк з точкою 𝑂 вiд прямої 𝑙𝑖, та
𝜀𝑖 = −1 — в iншому випадку. Тобто, координати точки 𝑀 задовольняють
рiвнянню 𝛼𝑥𝑀 + 𝛽𝑦𝑀 + 𝛾 = 0, 𝛼, 𝛽, 𝛾 —дiйснi числа. Якщо 𝛼 = 𝛽 = 0,
𝛾 = 𝑘, то множина точок𝑀 спiвпадає з усiєю площиною. Якщо 𝛼 = 𝛽 = 0,
𝛾 ̸= 𝑘, то ця множина порожня. Якщо 𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0, то ця множина—
пряма лiнiя.

Наслiдок. Якщо для трьох рiзних точок 𝑃,𝑄,𝑅 площини викону-
ються рiвностi 𝑓 (𝑃 ) = 𝑓 (𝑄) = 𝑓 (𝑅) i для деякої точки 𝑀 площини
виконується нерiвнiсть 𝑓 (M) ̸= 𝑓 (P), то точки 𝑃,𝑄,𝑅 лежать на однiй
прямiй.

А тепер покажемо, як орiєнтованi вiдстанi можна застосовувати до
розв’язування задач.

Задача 1. Нехай 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 — точки перетину бiсектрис зовнiшнiх
кутiв трикутника 𝐴𝐵𝐶 вiдповiдно з прямими 𝐵𝐶,𝐴𝐶,𝐴𝐵. Доведiть, що
точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежать на однiй прямiй.

Розв’язання. Нехай початок координат 𝑂 лежить всерединi трикут-
ника 𝐴𝐵𝐶. Для будь-якої точки 𝑋 площини трикутника 𝐴𝐵𝐶 позначимо
через 𝑓 (𝑋) = 𝑑𝐴𝐵 (𝑋)+𝑑𝐵𝐶 (𝑋)+𝑑𝐴𝐶 (𝑋). Легко перевiрити, що 𝑓(𝐴1) =

= 𝑓(𝐵1) = 𝑓(𝐶1) = 0, 𝑓(𝑂) ̸= 0. За наслiдком одержуємо, що точки
𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежать на однiй прямiй.

Задача 2. Нехай 𝐴1 — точка перетину дотичної до кола, описаного
навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶, в точцi 𝐴 з прямою 𝐵𝐶. Аналогiчно
визначаються точки 𝐵1, 𝐶1. Довести, що точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежать на
однiй прямiй.

Розв’язання. Нехай ∠𝐴 = 𝛼, ∠𝐵 = 𝛽, ∠𝐶 = 𝛾 — внутрiшнi кути
трикутника 𝐴𝐵𝐶, а початок координат— точка 𝑂—лежить всерединi
𝐴𝐵𝐶. Для будь-якої точки 𝑋 площини трикутника 𝐴𝐵𝐶 позначимо
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через

𝑓(𝑋) =
1

sin 𝛾
· 𝑑𝐴𝐵(𝑋) +

1

sin 𝛽
· 𝑑𝐵𝐶(𝑋) +

1

sin𝛼
· 𝑑𝐴𝐶(𝑋).

Для точок, якi лежать всерединi M 𝐴𝐵𝐶, 𝑓(𝑋) > 0, для точок 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1

легко порахувати, що 𝑓(𝐴1) = 𝑓(𝐵1) = 𝑓(𝐶1) = 0 (зробiть це самостiйно).
Тому за наслiдком одержуємо, що точки 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 лежать на однiй
прямiй.

Задача 3. Розглянемо опуклий чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Пари його
протилежних сторiн продовженi до перетину: 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 в точцi 𝑃 ,
𝐶𝐵 i 𝐷𝐴— в точцi 𝑄. Нехай 𝑙𝐴, 𝑙𝐵, 𝑙𝐶 , 𝑙𝐷 — бiсектриси зовнiшнiх кутiв
чотирикутника при його вершинах 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 вiдповiдно. Нехай 𝑙𝑃 , 𝑙𝑄 —
зовнiшнi бiсектриси кутiв 𝐴𝑃𝐷 i 𝐴𝑄𝐵. Позначимо через 𝑀𝐴𝐶 точку
перетину 𝑙𝐴 i 𝑙𝐶 ; через 𝑀𝐵𝐷 — 𝑙𝐵 i 𝑙𝐷, через 𝑀𝑃𝑄 — 𝑙𝑃 i 𝑙𝑄. Доведiть, що
коли всi три точки 𝑀𝐴𝐶 ,𝑀𝐵𝐷,𝑀𝑃𝑄 iснують, то вони лежать на однiй
прямiй.

Розв’язання. Нехай 𝑂— початок координат i лежить всерединi даного
чотирикутника. Для будь-якої точки 𝑋 площини чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷

позначимо через

𝑓 (𝑋) = 𝑑𝐴𝐵 (𝑋) + 𝑑𝐵𝐶 (𝑋) + 𝑑𝐶𝐷 (𝑋) + 𝑑𝐷𝐴 (𝑋) .

Легко перевiряється, що 𝑓 (𝑀𝐴𝐶) = 𝑓 (𝑀𝐵𝐷) = 𝑓 (𝑀𝑃𝑄) = 0, а 𝑓 (𝑂) > 0.

За наслiдком одержуємо, що точки 𝑀𝐴𝐶 ,𝑀𝐵𝐷,𝑀𝑃𝑄 лежать на однiй
прямiй.

Задача 4. Довести, що коли в чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 можна вписати
коло, то його центр i середини дiагоналей 𝐴𝐶 i 𝐵𝐷 лежать на однiй
прямiй.

Розв’язання. Нехай 𝑂— центр вписаного кола — спiвпадає з початком
координат, 𝑀 — середина 𝐴𝐶 i 𝑁 — середина 𝐵𝐷 (зробiть малюнок). Для
будь-якої точки 𝑋 площини чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 позначимо через

𝐹 (𝑋) = 𝑆M𝐴𝑋𝐵 − 𝑆M𝐵𝑋𝐶 − 𝑆M𝐶𝑋𝐷 − 𝑆M𝐷𝑋𝐴 =

=
1

2
|𝐴𝐵| 𝑑𝐴𝐵 (𝑋) − 1

2
|𝐵𝐶| 𝑑𝐵𝐶 (𝑋) +

1

2
|𝐶𝐷| 𝑑𝐶𝐷 (𝑋) − 1

2
|𝐷𝐴| 𝑑𝐷𝐴 (𝑋) .

(тут 𝑆M𝐴𝑋𝐵 — орiєнтована площа M 𝐴𝑋𝐵). Легко перевiряється (зробiть
самостiйно), що 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑂) = 𝑓(𝑁) = 0, а 𝑓(𝐾) > 0, де 𝐾 — точка
перетину дiагоналей (𝐴𝐵𝐶𝐷—не є ромб). За наслiдком одержуємо, що
точки 𝑀 , 𝑂, 𝑁 лежать на однiй прямiй.
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Задачi для самостiйного розв’язування

1. Розгляньте чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷, про який йдеться в задачi 3.
Нехай 𝑀 , 𝑁 , 𝑅— середини вiдрiзкiв 𝐴𝐶, 𝐵𝐷, 𝑃𝑄 вiдповiдно. Довести,
що точки 𝑀 , 𝑁 , 𝑅 лежать на однiй прямiй (прямiй Гаусса).

2. Протилежнi сторони опуклого чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷 перетинаю-
ться в точках 𝐸 i 𝐹 . Довести, що точки перетину бiсектрис кутiв 𝐴 i 𝐶,
𝐵 i 𝐷, а також зовнiшнiх кутiв 𝐸 i 𝐹 лежать на однiй прямiй.

Вказiвка. Порiвняйте цю задачу iз задачею 3.
3. Нехай 𝑂, 𝐺, 𝐻 — вiдповiдно центр описаного кола, точка перетину

медiан, i точка перетину висот трикутника 𝐴𝐵𝐶. Довести, що точки 𝑂,
𝐺, 𝐻 лежать на однiй прямiй (прямiй Ейлера).

Вказiвка. Розгляньте функцiю

𝑓(𝑋) = 𝑑𝐴𝐵(𝑋) · sin 𝛾(sin 2𝛼− sin 2𝛽) + 𝑑𝐴𝐶(𝑋) · sin 𝛽(sin 2𝛾 − sin 2𝛼)+

+ 𝑑𝐵𝐶(𝑋) · sin𝛼(sin 2𝛽 − sin 2𝛾),

де 𝛼, 𝛽, 𝛾 —кути даного трикутника.
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3. Ясiнський В. А. Математичнi олiмпiади школярiв України, 1998–1999 рр.
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Подiльський : “Абетка”, 2000. — 51 с.

У книзi подано умови та розв’язання задач третього та четвертого
етапiв 39-ої Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв. Матерiали
вiдбiрково-тренувальних зборiв команди України по пiдготовцi до 40-ої
Мiжнародної математичної олiмпiади та умови й розв’язання задач 40
Мiжнародної математичної олiмпiади.

4. Ясiнський В. А. Математичнi олiмпiади школярiв України, 1999–2000 рр.
: Навчальне видання. / М.С. Добосевич, В.М. Лейфура, В.С. Мазорчук,
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етапiв 40-ої Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв. Матерiали
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ський. — Кам’янець-Подiльський, “Абетка НОВА” : 2001. —
48 с.

У книзi подано умови та розв’язання задач
третього та четвертого етапiв 41-ої Всеукраїнської
олiмпiади юних математикiв. Матерiали вiдбiрково-
тренувальних зборiв команди України по пiдготовцi до 42-ої Мiжнародної
математичної олiмпiади та умови й розв’язання задач 42 Мiжнародної
математичної олiмпiади.

6. Ясiнський В.А. Збiрник задач з теорiї чисел : Посiбник для
студентiв фiзико-математичних факультетiв педагогiчних унiверситетiв та
iнститутiв / В.С. Гарвацький, В.Т. Кулик, I.О. Рокiцький, Р. I. Рокiцький,
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ська, I. В. Солоненко. — Вiнниця : “Видавництво ВДПУ”,
2003. — 136 с.

Книга написана на основi матерiалiв районних
математичних олiмпiад, якi проводились на Вiннич-
чинi протягом 1991–2001 рокiв. Тематика олiмпiадних
завдань охоплює багато рiзних задач з рiзних роздiлiв
математики. Задачi можуть бути використанi при

проведеннi олiмпiад та рiзноманiтних конкурсiв i вiкторин. Рiвень складностi
задач досить рiзноманiтний: вони будуть кориснi як для юних любителiв
математики, так i для вчителiв ЗОШ, викладачiв ВНЗ рiзних рiвнiв.
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8. Ясiнський В.А. Математика. Олiмпiаднi задачi.
Випуск 1 : Навчальний посiбник / В.А. Ясiнський. —
Тернопiль : “Навчальна книга — Богдан”, 2004. — 40 с.

У посiбнику подано понад 250 задач з матема-
тики, якi пропонувалися при пiдготовцi команд рiзних
країн свiту до участi у мiжнародних математичних
олiмпiадах (1996–2002 рр.). Для учнiв, викладачiв мате-
матики, керiвникiв математичних гурткiв, студентiв,
всiх, хто захоплюється математикою.

9. Ясiнський В.А. Геометричнi задачi : Навчально-
методичний посiбник / В.А. Ясiнський — Львiв :
“Каменяр”, 2003. — 75 с.

У збiрнику представленi задачi олiмпiадного геоме-
тричного фольклору, якi пройшли «природний вiдбiр» на
математичних олiмпiадах рiзних рангiв (здебiльшого на
районних та обласних) у рiзний час. Вони вiдображають
основнi олiмпiаднi геометричнi iдеї, якi стали частиною
загальноматематичної культури. Крiм того, у збiрнику

присутнi й авторськi задачi. Всi задачi класифiковано за методами їх
розв’язування у наступнi роздiли: планiметрiя; стереометрiя; комбiнаторна
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роздiл складається з теоретичних вiдомостей, олiмпiадних задач та
розв’язкiв, вказiвок i вiдповiдей до них. Це дає можливiсть використовувати
збiрник й тим, хто готується до олiмпiад самостiйно.
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України 1991–2000 : Навчально-методичний посiбник
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У книзi подано з докладними розв’язаннями всi
задачi, що пропонувалися на заключному турi Всеукраїн-
ських математичних олiмпiад у 1991–2000 рр. Посiбник
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11. Ясiнський В.А. Змагання юних математикiв
України. 2003 рiк / В.О. Борисова, О. Г.Кукуш,
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року, а також матерiал 44-ої Мiжнародної олiмпiади.
Книга включає формулювання та докладнi розв’язання
задач; у багатьох випадках наведено декiлька розв’язань

однiєї i тiєї ж задачi. Рiзний рiвень складностi та рiзноманiтнiсть
тематики дозволяє використовувати цю книгу як для пiдготовки школярiв
до математичних олiмпiад, так i для занять гурткiв на факультативiв.

12. Ясiнський В.А. Змагання юних математикiв
України. 2004 рiк / В.О. Борисова, В.М. Лейфура,
I.М. Мiтельман, В.А. Ясiнський — Харкiв : Вид. група
“Основа”, 2005. — 128 с.

У посiбнику подано умови та розв’язання задач
учнiвських математичних олiмпiад, якi проводилися
в Українi в 2004 роцi II–IV етапiв Всеукраїнської
олiмпiади, вiдбiрково-тренувальних зборiв кандидатiв
до команди України на Мiжнароднi математичнi олiм-
пiади. Наводяться матерiали 45-тої Мiжнародної математичної олiмпiади,
а також завдання шостої вiдкритої фiзико-математичної олiмпiади
Рiшельєвського лiцею при Одеському нацiональному унiверситетi.

13. Ясiнський В.А. Олiмпiадна математика: функ-
цiональнi рiвняння, метод математичної iндукцiї /
В. А. Ясiнський. — Харкiв : Вид. група “Основа”, 2005. —
96 с.

Книга складається iз двох частин. У першiй
частинi висвiтлена тема «Функцiональнi рiвняння та
методи їх розв’язування». У другiй частинi пропо-
нується метод доведення рiзноманiтних математи-
чних тверджень — метод математичної iндукцiї. До

бiльшостi задач, що розмiщенi у посiбнику, дано вiдповiдi та повнi їх
розв’язання. До багатьох задач є вказiвки, якi можуть допомогти знайти
iдею розв’язування.
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14. Ясiнський В.А. Змагання юних математикiв
України. 2005 рiк / В.М. Лейфура, I.М. Мiтельман,
В.А. Ясiнський — Харкiв : Вид. група “Основа”, 2006. —
112 с.

Книга мiстить матерiали математичних
змагань, якi проводились в Українi в 2005 роцi, а також
матерiали 46-ї Мiжнародної олiмпiади. У посiбнику
вмiщено формулювання та докладнi розв’язання задач, у
багатьох випадках дано декiлька розв’язань однiєї i тiєї
ж задачi. Рiзний рiвень складностi та рiзноманiтнiсть тематики дозволяє
використовувати цю книгу як для пiдготовки школярiв до математичних
олiмпiад, так i для занять гурткiв та факультативiв.

15. Ясiнський В. А. Практикум з розв’язування задач
математичних олiмпiад / В.А. Ясiнський. — Х. : Вид.
група “Основа”, 2006. — 128 с.

Книга рекомендована для вчителiв i учнiв загаль-
ноосвiтнiх шкiл, лiцеїв та гiмназiй, керiвникiв мате-
матичних гурткiв. У посiбнику розглядається система
вправ з роздiлiв: «Алгебра», «Геометрiя», «Комбiнато-
рика», «Теорiя чисел», «Конструкцiї». У кожному з них
наведенi зразки мiркувань i розв’язування типових задач

та система задач для самостiйного розв’язування.

16. Ясiнський В.А. Змагання юних математикiв
України. 2006 рiк / В.М. Лейфура, I.М. Мiтельман,
В. А. Ясiнський — Львiв : Каменяр, 2007. — 112 с.

Книга мiстить матерiали математичних
змагань, якi проводились в Українi в 2006 роцi, а
також матерiали 47-ї Мiжнародної математичної
олiмпiади. У посiбнику вмiщено формулювання та
докладнi розв’язання задач, у багатьох випадках дано
декiлька розв’язань однiєї i тiєї ж задачi. Рiзний рiвень
складностi та рiзноманiтнiсть тематики дозволяє використовувати цю
книгу як для пiдготовки школярiв до математичних олiмпiад, так i для
занять гурткiв та факультативiв.
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17. Ясiнський В. А. Турнiри юних математикiв України. Збiрник матерiалiв
/ В.М. Лейфура, I.М. Мiтельман, М.О. Перестюк, К.В. Рабець, В.А. Ясiн-
ський — Суми : УАБС НБУ, 2007. — 121 с.

У збiрнику наведено положення про Всеукраїнський турнiр юних
математикiв, завдання дев’яти Всеукраїнських турнiрiв, думки i поради
органiзаторiв ТЮМ.

18. Ясiнський В. А. Задачi математичних олiмпiад та
методи їх розв’язування / В.А. Ясiнський. — Тернопiль
: Навчальна книга – Богдан, 2005. — 208 с.

Книга розрахована на студентiв педагогiчних
унiверситетiв, вчителiв математики та керiвникiв
математичних гурткiв, а також учнiв загальноосвi-
тнiх шкiл.

Змiст посiбника роздiлено на параграфи: Метод
математичної iндукцiї; Цiлi числа. Подiльнiсть; Цифри

i системи числення; Числа рацiональнi та iррацiональнi; Квадратний тричлен.
Неперервнi функцiї, графiки i коренi рiвнянь; Алгебра многочленiв; Рiвняння i
системи рiвнянь; Доведення нерiвностей; Принцип Дiрiхле; Комбiнаторика;
Графи. Вiдображення; Парнiсть, фарбування; Задачi на решiтках; Операцiї
та iнварiанти; Перестановки, розмiщення i комбiнацiя цiлих чисел та цифр.
Турнiри; Планiметрiя; Стереометрiя; Комбiнаторна геометрiя; Геометричнi
нерiвностi, оцiнки, екстремуми; Вектори; Оцiнки i екстремальнi задачi для
наборiв чисел i таблиць; Послiдовностi; Iгри, переслiдування, стратегiї та
алгоритми; Цiкавi задачi та конструкцiї; Функцiональнi рiвняння.

У кожному параграфi подаються короткi теоретичнi вiдомостi,
диференцiйована добiрка задач та розв’язки, вказiвки й вiдповiдi до них.

19. Ясiнський В.А. Олiмпiаднi задачi з геометрiї
: Навчально-методичний посiбник / В.А. Ясiнський. —
Київ : «Шкiльний свiт», 2008. — 128 с.

У книжцi розглянуто необхiднi для розв’язу-
вання олiмпiадних задач теоретичнi матерiали, що
не входять до традицiйного курсу шкiльної геометрiї.
У першому роздiлi до тем: класичнi теореми планi-
метрiї; теорема Ван-Обеля; Лема Карно та перетин
трьох прямих в однiй точцi; геометричнi нерiвностi;
геометрiя шестикутника; подвiйне вiдношення; центр мас i скалярний
добуток векторiв викладено деякi теоретичнi вiдомостi, що виходять за
рамки програми з математики i зазвичай не потрапляють до шкiльних
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пiдручникiв з геометрiї та показано їх застосування до розв’язування
задач, якi пропонувалися на мiжнародних математичних олiмпiадах та
Математичних олiмпiадах країн близького i далекого зарубiжжя. В окремому
роздiлi пропонуються задачi для самостiйного опрацювання та розв’язання
до них. Посiбник пiдготовлено для вчителiв, якi готують учнiв до участi в
олiмпiадах, i учнiв, якi бажають досягти олiмпiйських вершин.

20. Ясiнський В. А. Математичнi олiмпiади школярiв
України: 2001–2006 рiк / В. М. Лейфура, I. М. Мiтельман,
В.М. Радченко, В.А. Ясiнський. — Львiв : Каменяр,
2008. — 348 с.

У посiбнику подано умови та розв’язання майже
800 оригiнальних задач учнiвських математичних
олiмпiад, якi проводилися в Українi в 2001–2006
рр.: II–IV етапiв Всеукраїнської олiмпiади, вiдбiрково-
тренувальних зборiв кандидатiв до команди України
на Мiжнароднi математичнi олiмпiади. Наводяться

матерiали Мiжнародних математичних олiмпiад 2001–2006 рр., а також —
вiдкритих олiмпiад Рiшельєвського лiцею при Одеському нацiональному
унiверситетi.

21. Ясiнський В.А. Олiмпiаднi задачi з теорiї чисел.
Практикум iз розв’язування / В’ячеслав Ясiнський. — К.
: Шкiльний свiт, 2011. — 128 с.

У книжцi подано необхiднi для розв’язування олiм-
пiадних задач теоретичнi матерiали, про якi дуже
обмежено йдеться в традицiйному шкiльному курсi
алгебри. Кожний блок теорiї iлюструється розв’язан-
нями вiдповiдних задач, що пропонувалисяна матема-
тичних змаганнях рiзних рiвнiв. Окремим роздiлом подано задачi для
самостiйного опрацювання та розв’язання до них.

22. Ясiнський В.А. Геометричнi перетворення в
задачах математичних олiмпiад. Практикум iз розв’я-
зування геометричних задач / В.А. Ясiнський. — Київ :
Редакцiї газет природничо-математичного циклу, 2012. —
128 с.

У книжцi подано необхiдний для розв’язування
олiмпiадних задач теоретичний матерiал з геометри-
чних перетворень, iлюстрований достатньою кiлькiстю
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прикладiв їх застосування. В окремому розiдiлi пропонуються умови та
розв’язання багатьох сучасних олiмпiадних задач з використанням окремих
геометричних перетворень.

23. Ясiнський В.А. Математичнi олiмпiади школярiв
України 2011–2012 : Навчально-методичний посiбник
/ I.М. Мiтельман, В.М. Радченко, М. I. Сумарюк,
Г. М. Шевченко, В. А. Ясiнський.— Чернiвцi, 2013. — 136 с.

Подаються умови та розв’язання задач учнiвських
математичних олiмпiад, якi проводилися в Українi в
2011–2012 навчальному роцi: IV (заключного) етапу LII
Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв, вiдбiрково-
тренувальних зборiв команди України, LIII Мiжнародної
математичної олiмпiади, а також подано деякi матерiали, якi використано
при пiдготовцi команди України до Мiжнародної олiмпiади.

24. Ясiнський В. А. Секрети пiдготовки школярiв до
Всеукраїнських та Мiжнародних математичних олiмпiад.
Геометрiя / В. А. Ясiнський, О. Б. Панасенко. — Вiнниця
: ТОВ Нiлан ЛТД, 2014. — 224 с.

В посiбнику описано деякi методи розв’язування
геометричних задач олiмпiадного характеру та наве-
дено добiрку задач республiканських i Мiжнародних
математичних олiмпiад, що проводились у 2012 та
2013 роках. Усi запропонованi задачi супроводжую-
ться повним розв’язанням. Посiбник призначений для

вчителiв математики, учнiв загальноосвiтнiх шкiл, студентiв педагогiчних
унiверситетiв, якi навчаються за спецiальнiстю «Математика», та всiх,
хто цiкавиться елементарною геометрiєю.

25. Ясiнський В.А. Секрети пiдготовки школярiв до
Всеукраїнських та Мiжнародних математичних олiмпiад.
Алгебра / В.А. Ясiнський, О.Б. Панасенко. — Вiнниця :
ТОВ Нiлан ЛТД, 2015. — 272 с.

У посiбнику описано вибранi методи розв’язування
рiзних алгебраїчних задач олiмпiадного характеру. Теоре-
тичний матерiал доповнюється задачами математичних
олiмпiад, якi представлено з повними розв’язаннями.
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Книга складається з шести роздiлiв: деякi кориснi
рiвностi i тотожностi, якi використовуються при розв’язуваннi олiмпi-
адних задач; деякi новiтнi технологiї доведення нерiвностей; многочлени
на математичних олiмпiадах; числовi послiдовностi на математичних
олiмпiадах; функцiональнi рiвняння на математичних олiмпiадах; практикум
iз розв’язування задач з алгебри, що пропонувалися на нацiональних олiмпiадах
зарубiжних країн.

Науково-методичнi статтi, якi опублiкованi у
фахових журналах та збiрниках
науково-методичних конференцiй

1. Ясiнський В.А. Поворот вектора на 60∘ // Матерiали II конференцiї
Соросiвських Учителiв (20–21 квiтня 1996 р., Київ) / В.А. Ясiнський. — К. :
ISSEP, 1996. — С. 147–150.

2. Ясiнський В.А. XXVI Українська олiмпiада юних математикiв /
О. Г. Ганюшкiн, В. С. Мазорчук, В. В. Некрашевич, В. М. Радченко, В. А. Ясiн-
ський // У свiтi математики. — 1996. — Т. 2, вип. 3. — С. 62–76.

3. Ясiнський В.А. Принцип крайнього / В.М. Лейфура, В.А. Ясiнський
// У свiтi математики. — 1997. — Т. 3, вип. 3. — С. 29–39.

4. Ясiнський В.А. XXVII Всеукраїнська олiмпiада юних математикiв
/ В.М. Лейфура, В.С. Мазорчук, В. I. Михайловський, В.В. Некрашевич,
В. М. Радченко, В. А. Ясiнський // У свiтi математики. — 1998. — Т. 4, вип. 3. —
С. 59–72.

5. Ясiнський В.А. 37-ма Всеукраїнська математична олiмпiада/
В.М. Лейфура, В.В. Некрашевич, О.Ю. Теплiнський, В.А. Ясiнський // У
свiтi математики. — 1998. — Т. 4, вип. 1. — С. 70–79.

6. Ясiнський В.А. III етап Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв
1998 р. / В.О. Борисова, М.С. Добосевич, В.М. Лейфура, I.М. Мiтельман,
В. М. Радченко, В. А. Ясiнський // Математика в школi, 1998. — №4. — С. 42–45.

7. Ясiнський В.А. XXXVIII Всеукраїнська олiмпiада юних математикiв
/ В.М. Лейфура, В.С. Мазорчук, В. I. Михайловський, В.В. Некрашевич,
В. М. Радченко, В. А. Ясiнський // Математика в школi, 1998. — №4. — С. 36–
42.

8. Ясiнський В.А. Методика вивчення полярного перетворення на
заняттях математичного гуртка / В. А. Ясiнський // Матерiали Всеукраїнської
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науково-методичної конференцiї “Актуальнi питання комплексної освiти у
спецiалiзованих навчальних закладах з пiдвищеними вимогами до вивчення
природничо-математичних дисциплiн” (23–27 вересня 1999 року, м. Одеса). —
Одеса : “Астропринт”, 1999. — С. 258–264.

9. Ясiнський В.А. Конкурс iз розв’язування математичних задач /
В. О. Швець, В.А. Ясiнський // Математика в школi, 1999. — № 1. — С. 45.

10. Ясiнський В.А. Про застосування орiєнтованої вiдстанi / В.А. Ясiн-
ський // Математика в школi, 1999. — №2. — С. 35–37.

11. Ясiнський В.А. Про перетин трьох прямих в однiй точцi та
перпендикулярнiсть / В.О. Швець, В.А. Ясiнський // Математика в школi,
1999. — №1. — С. 50–51.

12. Ясiнський В.А. III етап Всеукраїнської олiмпiади юних математикiв
1999 року/ М. С. Добосевич, В. М. Лейфура, I. М. Мiтельман, В. М. Радченко,
В. В. Некрашевич, В. А. Ясiнський // Математика. — № 6(18). — 1999. — С. 1–8.

13. Ясiнський В.А. Математичнi олiмпiади школярiв України /
В. М. Лейфура, I. М. Мiтельман, В. М. Радченко, В. А. Ясiнський // Матерiали
Всеукраїнської науково-практичної конференцiї “Сучасний стан i перспективи
шкiльних курсiв математики та iнформатики у зв’язку з реформуванням у
галузi освiти”. — Дрогобич, 2000. — С. 113–116.

14. Ясiнський В.А. Фiнал 6-ї Соросiвської математичної олiмпiади /
В.М. Лейфура, В.М. Радченко, О.Ю. Теплiнський, В.А. Ясiнський // У
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Свiтлiй пам’ятi В’ячеслава Андрiйовича
Ясiнського1...

5 листопада 2015 року перестало битися серце В’ячеслава Андрiйовича
Ясiнського — вiдомого математика та уславленого педагога, заслуженого
вчителя України, автора численних олiмпiадних задач з математики, багатьох
книжок та статей, доцента Вiнницького державного педагогiчного унiверситету
iменi Михайла Коцюбинського.

У його особi математична спiльнота та освiтяни втратили непересiчну
особистiсть, усебiчно обдаровану людину, iстинного Вчителя й вiдданого
друга. Життєвий шлях В’ячеслава Андрiйовича — це взiрець гiдностi, творчого
горiння, вмiння знаходити таланти i сприяти їхньому розквiту.

В’ячеслав Андрiйович Ясiнський народився 31 сiчня 1957 р. у с.Чернiвцi
Могилiв-Подiльського району Вiнницької областi. У 1974 р. закiнчив Чернi-
вецьку СШ №1 i вступив до Мазурiвського СПТУ №17, яке закiнчив у
1975 р. за спецiальнiстю тракторист-комбайнер широкого профiлю. Того ж
року зарахований на I курс фiзико-математичного факультету Вiнницького
державного педагогiчного iнституту iменi Миколи Островського, який закiнчив
з вiдзнакою в 1979 р.

Трудову дiяльнiсть розпочав у СШ №1 м.Могилiв-Подiльський, згодом
перейшов до вiнницької СШ №15. З 1983 р. працював у Вiнницькому
державному педагогiчному унiверситетi, де пройшов шлях вiд асистента до
доцента.

За сумiсництвом понад 20 рокiв викладав у вiнницьких середнiх школах
№15 та №18, фiзико-математичнiй гiмназiї №17, у лiцеї №7, читав лекцiї у
Вiнницькiй академiї неперервної освiти.

З 1991 р. В.А. Ясiнський був членом журi, пiзнiше — експертом-
консультантом, заступником голови журi Всеукраїнської олiмпiади юних мате-
матикiв, а з 1998 р. — членом журi й експертом-консультантом Всеукраїнського
турнiру юних математикiв iменi професора М. Й. Ядренка.

У часи проведення українських Соросiвських олiмпiад з математики (1995–
2001) В. А. Ясiнський — постiйний член журi цих престижних змагань. Також
вiн працював i в складi журi Всеукраїнських олiмпiад для студентiв мате-
матичних спецiальностей педагогiчних унiверситетiв, очолював математичнi
олiмпiади рiдної Вiнниччини.

1Некролог в пам’ять про В. А. Ясiнського був опублiкований у кiлькох виданнях,
зокрема в журналах «Математика в рiднiй школi» (№12, 2015, С. 47–48) та «У свiтi
математики» (№4, 2015, С. 1–3).
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Авторитет В’ячеслава Андрiйовича був безмежним — його неперевершенi
професiйнi якостi прикрашали будь-який захiд для математично обдарованої
молодi.

Варто вiдзначити, що науково-методичне забезпечення вiтчизняних
математичних змагань для обдарованих учнiв значною мiрою визначається
творчiстю В. А. Ясiнського як автора яскравих задач та незамiнного фахiвця з
формування комплектiв завдань. Серед вiтчизняних авторiв олiмпiадних задач
В’ячеслав Андрiйович був безсумнiвним лiдером, визнаним далеко за межами
України — усiм математичним олiмпiадним свiтом. Вiн є першим українським
педагогом-математиком, чиї задачi були представленi на Мiжнародних
математичних олiмпiадах (у 1998 та 2002 рр.). Окрiм того, неодноразово
його задачi входили до ShortList’iв — спискiв задач, з яких журi Мiжнародних
математичних олiмпiад обирало шiсть задач для проведення змагання. Його
задачi прикрашали завдання вiдбiркового та фiнального етапiв олiмпiади з
геометрiї iменi I. Ф. Шаригiна, вiдкритих математичних олiмпiад i фестивалiв
Рiшельєвського лiцею, вiнницького «Турнiру чемпiонiв» тощо.

В.А. Ясiнський не лише вмiв створювати оригiнальнi задачi всiх рiвнiв
складностi, але й сам блискуче розв’язував складнi олiмпiаднi задачi. Ще в
шкiльнi роки вiн з успiхом брав участь у математичних олiмпiадах рiзних
рiвнiв — вiд шкiльних до Всесоюзної. Пiзнiше був неодноразовим переможцем
авторитетних конкурсiв всесоюзного журналу «Математика в школi» для
вчителiв iз розв’язування задач.

З 1993 р. по 2006 р. на запрошення Мiнiстерства освiти i науки України
В.А. Ясiнський постiйно брав участь у вiдборах i науковiй пiдготовцi
збiрної команди України до Мiжнародних математичних олiмпiад. Вiн
безпосередньо пiдготував чимало переможцiв Всесоюзних i Всеукраїнських
олiмпiад. Зокрема, його вихованець Павло Пилявський є чотириразовим
переможцем Мiжнародних математичних олiмпiад (бронзова медаль 1996 р.,
срiбна медаль 1997 р. i золотi медалi 1998 р. та 1999 р.).

В. А. Ясiнський — автор багатьох науково-методичних праць, присвячених
пiдготовцi учнiв i студентiв до математичних змагань. Зокрема, спiвавтор
книжок: «Задачi мiжнародних математичних олiмпiад та методи їх розв’я-
зування» (1998), «Математичнi олiмпiади школярiв України: 1991–2000»,
«Математичнi олiмпiади школярiв України: 2001–2006», рекомендованих
МОН України як навчально-методичнi посiбники. Вiдзначимо також великi
цикли статей В.А. Ясiнського в журналах «Математика в школi», «У свiтi
математики», «Математика в рiднiй школi», «Математика в школах України»,
присвячених методицi та практицi розв’язування олiмпiадних задач. Його
останнi книжки «Секрети пiдготовки до Всеукраїнських та Мiжнародних
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олiмпiад. Геометрiя» (2014) та «Секрети пiдготовки школярiв до Всеукраїн-
ських та Мiжнародних математичних олiмпiад. Алгебра» (2015), написанi у
спiвавторствi з О.Б. Панасенком, мiстять надзвичайно змiстовний матерiал,
яким узагальнюються методичнi пiдходи до роботи з майбутнiми переможцями
олiмпiад.

В.А. Ясiнський був членом редколегiї журналу для школярiв «У свiтi
математики» з моменту його заснування в 1995 р., одним iз ведучих роздiлу
розв’язування задач журналу «Математика в школi».

За вагомий внесок у розвиток обдарованої молодi заслужений вчитель
України В. А. Ясiнський був також нагороджений знаками «Вiдмiнник народної
освiти УРСР», «Вiдмiнник освiти України», почесними грамотами МОН
України, iншими вiдзнаками. Мешканцi Вiнницi вшанували його званням
«Людина року-2000» в номiнацiї «Працiвник освiти».

В. А. Ясiнський представлений у Книзi Педагогiчної Слави України.
Iм’я В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського — iнтелiгентної, щирої та чуйної

людини, видатного композитора математичних задач, незрiвнянного викла-
дача — назавжди залишиться у вдячнiй пам’ятi колег, друзiв, учнiв, студентiв,
учителiв.

В.В.Атамась, В.О.Борисова, А. I. Воробйова,
М.Ф. Городнiй, Л.В. Гунько, М.С.Добосевич,

Б. Г.Кремiнський, О. Г.Кукуш, О.О.Курченко,
О.О.Литвиненко, О. I.Матяш,

В. I.Михайловський, I.М.Мiтельман,
I.П.Нагель, О.Н.Нестеренко, В.М.Петечук,

О.Б.Панасенко, М.О.Перестюк, О.В.Поляков,
М.В.Працьовитий, К.В. Рабець, В.М.Радченко,

М.М.Рожкова, О. З. Рябуха, I. С.Соколовська,
О.Ю.Теплiнський, О.К.Толпиго, Р.П.Ушаков,

I. В.Федак, Л. I.Фiлозоф, О.Ю.Харiк, Д. I. Хiлько,
С.П.Шаповалов, В.О.Швець, Г.М.Шевченко...



Змiст

Передмова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
В’ячеслав Ясiнський. Тернистий шлях олiмпiад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Спогади про В.А. Ясiнського . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
Катерина Ясiнська. Життєпис В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського . . . 7
Павло Пилявський. В’ячеславу Андрiйовичу Ясiнському, з довiчною
шаною, подякою та любов’ю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
Спогади друзiв — колег по спiвпрацi на математичних олiмпiадах . . . . 29
Спогади друзiв — колег по кафедрi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Спогади друзiв — колег з унiверситету . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Спогади друзiв та учнiв В’ячеслава Андрiйовича . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Задачi В.А. Ясiнського . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Задачi IV етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики . . . . . . . . . . . . . . . . 78
Задачi Мiжнародних математичних олiмпiад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
Задачi олiмпiади з геометрiї iменi I. Ф.Шаригiна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
Задачi Соросiвських олiмпiад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
Задачi вiдкритих олiмпiад Рiшельєвського лiцею . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
Задачi комплексної олiмпiади з математики, фiзики, iнформатики
«Турнiр чемпiонiв» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
Задачi, опублiкованi в журналi «У свiтi математики» . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
Задачi, опублiкованi в журналi «Математика в школе» . . . . . . . . . . . . . . . . 145
Вибранi задачi В. А. Ясiнського . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

Вибранi публiкацiї В.А. Ясiнського . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
В’ячеслав Ясiнський. Реверсна технiка розв’язування олiмпiадних задач
iз математики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
В’ячеслав Ясiнський. Метод бiномiальних перетворень при розв’язуваннi
показникових рiвнянь у цiлих числах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168
В’ячеслав Ясiнський. Метод нескiнченного спуску в олiмпiадних задачах
з теорiї чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
В’ячеслав Ясiнський. Теорiя лишкiв та її застосування до розв’язування
олiмпiадних задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188



В’ячеслав Ясiнський. Новiтнi технологiї доведення нерiвностей
многочленiв з трьома змiнними . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
В’ячеслав Ясiнський. Застосування рiвномiрного руху до розв’язування
планiметричних задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
В’ячеслав Ясiнський. Про застосування орiєнтованої вiдстанi . . . . . . . . . 223

Список публiкацiй В.А. Ясiнського . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
Навчальнi та навчально-методичнi посiбники . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
Науково-методичнi статтi, якi опублiкованi у фахових журналах та
збiрниках науково-методичних конференцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

Свiтлiй пам’ятi В’ячеслава Андрiйовича Ясiнського... . . . . . . . . . . . . 246



З любов’ю до людей та математики...

До 60-рiччя вiд дня народження
Ясiнського В’ячеслава Андрiйовича

Пiдписано до друку 17.01.2017
Формат 70х100/8. Папiр офсетний

Друк цифровий. Гарнiтура Computer Modern.
Умовн. друк. арк. 35,5. Обл.-вид. арк. 33,01.

Наклад 100 прим.

Вiддруковано з оригiналiв замовника.

Видавець та виготовлювач ТОВ «Нiлан-ЛТД»
Свiдоцтво про внесення суб’єкта видавничої справи до

Державного реєстру видавцiв, виготовлювачiв i розповсюджувачiв
видавничої продукцiї серiя DK №4299 вiд 11.04.2012 р.

21027, а/c 8825, м. Вiнниця, вул. 600-рiччя, 21.
Тел.: (0432) 69-67-69, 603-000.

E-mail: info@tvoru.com.ua, http://www.tvoru.com.ua


	Передмова
	В'ячеслав Ясінський. Тернистий шлях олімпіад
	Спогади про В.А. Ясінського
	Катерина Ясінська. Життєпис В'ячеслава Андрійовича Ясінського
	Павло Пилявський. В'ячеславу Андрійовичу Ясінському, з довічною шаною, подякою та любов'ю
	Спогади друзів u歲慩湩慮⁀獨䁮數琠колег по співпраці на математичних олімпіадах
	Спогади друзів u歲慩湩慮⁀獨䁮數琠колег по кафедрі
	Спогади друзів u歲慩湩慮⁀獨䁮數琠колег з університету
	Спогади друзів та учнів В'ячеслава Андрійовича

	Задачі В.А.Ясінського
	Задачі IV етапу Всеукраїнської олімпіади з математики
	Задачі Міжнародних математичних олімпіад
	Задачі олімпіади з геометрії імені І.Ф.Шаригіна
	Задачі Соросівських олімпіад
	Задачі відкритих олімпіад Рішельєвського ліцею
	Задачі комплексної олімпіади з математики, фізики, інформатики <<Турнір чемпіонів>>
	Задачі, опубліковані в журналі <<У світі математики>>
	Задачі, опубліковані в журналі <<Математика в школе>>
	Вибрані задачі В.А.Ясінського

	Вибрані публікації В.А.Ясінського
	В'ячеслав Ясінський. Реверсна техніка розв’язування олімпіадних задач із математики
	В'ячеслав Ясінський. Метод біноміальних перетворень при розв’язуванні показникових рівнянь у цілих числах
	В'ячеслав Ясінський. Метод нескінченного спуску в олімпіадних задачах з теорії чисел
	В'ячеслав Ясінський. Теорія лишків та її застосування до розв’язування олімпіадних задач
	В'ячеслав Ясінський. Новітні технології доведення нерівностей многочленів з трьома змінними
	В'ячеслав Ясінський. Застосування рівномірного руху до розв’язування планіметричних задач
	В'ячеслав Ясінський. Про застосування орієнтованої відстані

	Список публікацій В.А.Ясінського
	Навчальні та навчально-методичні посібники
	Науково-методичні статті, які опубліковані у фахових журналах та збірниках науково-методичних конференцій
	Світлій пам'яті В’ячеслава Андрійовича Ясінського...


