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Задача 1. Точки A, B i C так розташованi на прямiй, що CA= AB. Квадрат
ABDE i рiвностороннiй трикутник C FA побудували в однiй пiвплощинi вiд-
носно прямої CB. Знайдiть гострий кут мiж прямими C E i BF .
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Розв’язання. Позначимо через M
точку перетину C E i BF . Тодi шука-
ний кут EMB є зовнiшнiм кутом три-
кутника C MB i дорiвнює сумi кутiв
∠MCB i∠MBC . Але з рiвнобедреного
прямокутного трикутника CAE знахо-
димо, що ∠MCB = 45◦, а з рiвнобе-
дреного трикутника FAB знаходимо,
що∠MBC = ∠AFB = 1

2 · 60◦ = 30◦. Та-
ким чином, ∠EMB = 45◦ + 30◦ = 75◦.

Вiдповiдь. 75◦.
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Задача 2. Розглянемо паралелограм ABC D,
для якого точка M середина сторони C D
лежить на бiсектрисi кута ∠BAD. Доведiть, що
∠AMB = 90◦.

Розв’язання. Оскiльки ∠DAM = ∠BAM (за умо-
вою) i ∠BAM = ∠AM D (як внутрiшнi рiзносто-
роннi при перетинi паралельних AB i C D сiчною
AM), то трикутник ADM рiвнобедрений. Не-
хай точка N середина сторони AB. Проведе-
мо N M . Тодi NB = N M = NA, тобто точка N є
центром кола, описаного навколо трикутника
AMB i при цьому N ∈ AB. З цього i слiдує, що
∠AMB = 90◦.

Задача 3. В трикутнику ABC ∠B = 2∠C , AD висота, M середина сто-
рони BC . Доведiть, що AB = 2DM .

1



B

A

CMD

N

Розв’язання. Нехай N середина сторо-
ни AC . Проведемо вiдрiзки MN , DN . Оскiль-
ки MN середня лiнiя трикутника ABC , то
AB = 2MN , а тому достатньо довести, що
DM = MN .

Оскiльки DN медiана прямокутного
трикутника, яка проведена до гiпотенузи, то
DN = AN = NC i ∠N DC = ∠C . Оскiльки
MN ‖ AB, то ∠N MC = ∠B = 2∠C . Тодi кут
N MC є зовнiшнiм кутом трикутника DMN , а значить ∠DN M = ∠C . Таким
чином, трикутник DMN є рiвнобедреним, DM = MN = 1

2AB, що i потрiбно
було довести.

Примiтка. На рисунку зображено гострокутний трикутник, у якого точка
D належить сторонi BC . Наведенi мiркування не залежать вiд виду трику-
тника i справедливi для випадкiв, коли ∠B є прямим або тупим.

Задача 4. В чотирикутнику ABC D довжини сторiн AB i BC дорiвнюють 1,
∠B = 100◦, ∠D = 130◦. Знайдiть довжину BD.
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Розв’язання. Проведемо коло з центром в точцi
B радiуса 1. Оскiльки BA = BC = 1, то точки A i
C належать цьому колу. Градусна мiра дуги AC ,
що вiдповiдає центральному куту ABC , дорiвнює
100◦. Отже, градусна мiра доповнювальної дуги
дорiвнює 360◦ − 100◦ = 260◦. Тому геометричне
мiсце точок, з яких вiдрiзок AC видно пiд кутом
130◦, i якi лежать з точкою B в рiзних пiвплощинах
вiдносно прямої AC , є менша дуга AC . Оскiльки
∠ADC = 130◦, то точка D лежить на цiй дузi. Тому
BD дорiвнює радiусу побудованого кола, тобто 1.

Вiдповiдь. 1.
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Розв’язання. Позначимо через M точку
перетину C E i BF . Тодi шуканий кут EMB
є зовнiшнiм кутом трикутника C MB i до-
рiвнює сумi кутiв ∠MCB i ∠MBC . Але з
рiвнобедреного прямокутного трикутни-
ка CAE знаходимо, що ∠MCB = 45◦, а з
рiвнобедреного трикутника FAB знахо-
димо, що ∠MBC = ∠AFB = 1

2 · 60◦ = 30◦.
Таким чином, ∠EMB = 45◦ + 30◦ = 75◦.

Вiдповiдь. 75◦.

Задача 2. В трикутнику ABC ∠B = 2∠C , AD висота, M середина сто-
рони BC . Доведiть, що AB = 2DM .
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Розв’язання. Нехай N середина сторо-
ни AC . Проведемо вiдрiзки MN , DN . Оскiль-
ки MN середня лiнiя трикутника ABC , то
AB = 2MN , а тому достатньо довести, що
DM = MN .

Оскiльки DN медiана прямокутного
трикутника, яка проведена до гiпотенузи, то
DN = AN = NC i ∠N DC = ∠C . Оскiльки
MN ‖ AB, то ∠N MC = ∠B = 2∠C . Тодi кут
N MC є зовнiшнiм кутом трикутника DMN ,
а значить ∠DN M = ∠C . Таким чином, трикутник DMN є рiвнобедреним,
DM = MN = 1

2AB, що i потрiбно було довести.
Примiтка. На рисунку зображено гострокутний трикутник, у якого точка

D належить сторонi BC . Наведенi мiркування не залежать вiд виду трику-
тника i справедливi для випадкiв, коли ∠B є прямим або тупим.
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Задача 3. Побудуйте трикутник ABC за висотою та бiсектрисою кута
A, якщо вiдомо, що мiж сторонами трикутника ABC виконується рiвнiсть
2BC = AB + AC .

(Олексiй Карлюченко)
Розв’язання. Побудуємо трикутник AT H за катетом i гiпотенузою (AH

висота, AT бiсектриса). Нехай I iнцентр трикутника ABC . Вiдомо, що
iнцентр дiлить бiсектрису AT у вiдношеннi AI

I T =
AB+AC

BC . В нашому випадку це
вiдношення дорiвнює 2 : 1. Тому можемо побудувати точку I . Опустимо з неї
перпендикуляр на пряму T H отримаємо вiдрiзок, який дорiвнює радiусу
вписаного кола. Будуємо це коло з центром в точцi I . З точки A проводимо
дотичнi до неї. Вони перетнуть пряму T H в шуканих вершинах B i C .

Задача 4. Нехай точка Ia центр зовнiвписаного кола трикутника ABC ,
яке дотикається до сторони BC . Нехай W точка перетину бiсектриси
кута ∠A трикутника ABC з описаним навколо нього колом. Перпендикуляр,
опущений з точки W на пряму AB, перетинає описане навколо трикутника
ABC коло в точцi P. Доведiть, що якщо точки B, P, Ia лежать на однiй прямiй,
то трикутник ABC рiвнобедрений.

(Микола Мороз)
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Розв’язання. Оскiльки B, P, Ia лежать на однiй пря-
мiй, причому P та Ia по один бiк вiд точки B, то
∠CBP = ∠CBIa.

З одного боку, ∠CBIa =
1
2(180◦ −∠B) = 90◦ − ∠B

2 .
З iншого боку, ∠AW P = 90◦ − ∠A

2 , а тому ∠ABP =
180◦ −∠AW P, оскiльки чотирикутник ABPW впи-
саний. Тодi ∠CBP = ∠ABP −∠B = 180◦ −∠AW P −
∠B = 180◦ − 90◦ + ∠A

2 −∠B = 90◦ + ∠A
2 −∠B.

В силу рiвностi ∠CBP = ∠CBIa:

90◦ −
∠B
2
= 90◦ +

∠A
2
−∠B,

звiдки ∠A= ∠B, а тому BC = AC .
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Задача 1. У трикутнику ABC провели висоту AD, M середина сторони
BC . Вiдомо, що ∠BAD = ∠DAM = ∠MAC . Знайдiть величини кутiв трику-
тника ABC .

A

B C
MD

Розв’язання. Розглянувши усi мо-
жливi розташування точки D на пря-
мiй BC , приходимо до висновку, що
умовi задачi вiдповiдає лише такий
рисунок, як показано.

З умов задачi випливає, що∆ABD =
∆AM D, тому 2M D = BM = MC .
Оскiльки AM бiсектриса∆ADC , то
AD
AC =

DM
MC =

1
2 , звiдси sin∠DCA= 1

2 , то-
му ∠DCA= 30◦, звiдси вже очевиднi i
iншi кути трикутника.

Вiдповiдь. 30◦, 60◦, 90◦.

Задача 2. Нехай P точка перетину дiагоналей опуклого чотирикутника
ABC D. Вiдомо, що площi трикутникiв ABC , BC D i DAP дорiвнюють вiдповiд-
но 8 см2, 9 см2 i 10 см2. Знайдiть площу чотирикутника ABC D.

Розв’язання. Позначимо через S(F) площу фiгури F . Нехай S(ABP) = S.
Тодi S(BPC) = 8− S, S(C PD) = 1+ S. Трикутники BAP i PAD мають спiльну
вершину A i спiльну висоту, яку проведено з цiєї вершини. Тому

S(BAP)
S(PAD)

=
BP
PD

.

Аналогiчно для трикутникiв BC P i PC D:

S(BC P)
S(PC D)

=
BP
PD

.

Таким чином,
S
10
=

8− S
1+ S

,
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звiдки S2 + 11S − 80 = 0. Останнє рiвняння має коренi S1 = −16, S2 = 5.
Оскiльки площа є числом невiд’ємним, то S = 5, а площа чотирикутника
ABC D дорiвнює S + (8− S) + (1+ S) + 10= 24 см2.

Вiдповiдь. 24 см2.

Задача 3. У тетраедрi SABC точки E, F , K , L вiдповiдно середини ребер
SA, BC , AC , SB. Довжини вiдрiзкiв EF i K L вiдповiдно дорiвнюють 11 см i
13 см, а довжина ребра AB 18 см. Знайдiть довжину ребра SC тетраедра.
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Розв’язання. Розглянемо чотирикутник
ELFK. Оскiльки EL = 1

2AB = 9 см,
EL ‖ AB (як середня лiнiя у трикутни-
ку SAB), KF = 1

2AB = 9 см, K L ‖ AB
(як середня лiнiя у трикутнику ABC), то
EL = KF i EL ‖ KF , тобто чотирику-
тник ELFK паралелограм. Тодi з фор-
мули EF2 + K L2 = 2(KE2 + KF2) знахо-
димо, що KE2 = 1

2(EF2 + K L2 − 2KF2) =
1
2(112+132−2 ·92) = 64, тобто KE = 8 см.
Але KE є середньою лiнiєю у трикутнику
SAC , тому SC = 2KE = 16 см.

Вiдповiдь. 16 см.

Задача 4. Дано гострокутний трикутник ABC . Пряма, яка паралельна BC ,
перетинає сторони AB i AC в точках M i P вiдповiдно. При якому розташу-
ваннi точок M i P радiус кола, описаного навколо трикутника BM P, буде
найменшим?

Розв’язання. Нехай ∠ABC = β , а радiус кола, описаного навколо трику-
тника BM P дорiвнює R. Тодi за теоремою синусiв для трикутника BM P:

R=
BP

2sin∠BM P
=

BP
2sin(180◦ − β)

=
BP

2 sinβ
.

Оскiльки β величина стала, то найменше значення R буде в тому випадку,
коли BP є найменш можливим. Отже, BP висота трикутника.
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Розв’язання. Розглянемо чотирикутник
ELFK. Оскiльки EL = 1

2AB = 9 см,
EL ‖ AB (як середня лiнiя у трикутни-
ку SAB), KF = 1

2AB = 9 см, K L ‖ AB
(як середня лiнiя у трикутнику ABC), то
EL = KF i EL ‖ KF , тобто чотирику-
тник ELFK паралелограм. Тодi з фор-
мули EF2 + K L2 = 2(KE2 + KF2) знахо-
димо, що KE2 = 1

2(EF2 + K L2 − 2KF2) =
1
2(112+132−2 ·92) = 64, тобто KE = 8 см.
Але KE є середньою лiнiєю у трикутнику
SAC , тому SC = 2KE = 16 см.

Вiдповiдь. 16 см.

Задача 2. Дано гострокутний трикутник ABC . Пряма, яка паралельна BC ,
перетинає сторони AB i AC в точках M i P вiдповiдно. При якому розташу-
ваннi точок M i P радiус кола, описаного навколо трикутника BM P, буде
найменшим?

Розв’язання. Нехай ∠ABC = β , а радiус кола, описаного навколо трику-
тника BM P дорiвнює R. Тодi за теоремою синусiв для трикутника BM P:

R=
BP

2sin∠BM P
=

BP
2sin(180◦ − β)

=
BP

2 sinβ
.

Оскiльки β величина стала, то найменше значення R буде в тому випадку,
коли BP є найменш можливим. Отже, BP висота трикутника.

Задача 3. Точка O центр описаного колаω рiвнобедреного трикутника
ABC (AB = AC). Бiсектриса кута C перетинаєω в точцi W . Точка Q центр
описаного кола трикутника OW B. Вiдновiть трикутник ABC за точками Q,
W , B.

(Андрiй Мостовий)
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Розв’язання. Будуємо коло з центром в точцi Q радiуса QB = QW . Сере-
динний перпендикуляр до вiдрiзка W B перетинає це коло в точцi O. Далi
можемо побудувати колоω з центром в точцi O радiуса OB. З точки W роз-
хилом циркуля, який дорiвнює BW , робимо засiчку на колiω отримуємо
вершину A (оскiльки W точка перетину бiсектриси кута ACB з описаним
колом, то WA=W B). Проводимо пряму AO. З вершини B проводимо пря-
му, перпендикулярну до AO; отримаємо точку M середину BC . Останню
вершину C знаходимо вiдклавши на прямiй BM вiдрiзок MC = MB.

Задача 4. Нехай точка Ia центр зовнiвписаного кола трикутника ABC ,
яке дотикається до сторони BC . Нехай W точка перетину бiсектриси
кута ∠A трикутника ABC з описаним навколо нього колом. Перпендикуляр,
опущений з точки W на пряму AB, перетинає описане навколо трикутника
ABC коло в точцi P. Доведiть, що якщо точки B, P, Ia лежать на однiй прямiй,
то трикутник ABC рiвнобедрений.

(Микола Мороз)

Розв’язання. Оскiльки B, P, Ia лежать на однiй прямiй, причому P та Ia по
один бiк вiд точки B, то ∠CBP = ∠CBIa.

A

C B

P
W

Ia

З одного боку, ∠CBIa =
1
2(180◦ −∠B) = 90◦ − ∠B

2 .
З iншого боку, ∠AW P = 90◦ − ∠A

2 , а тому ∠ABP = 180◦ −∠AW P, оскiльки
чотирикутник ABPW вписаний. Тодi

∠CBP = ∠ABP −∠B = 180◦ −∠AW P −∠B = 180◦ − 90◦ +
∠A
2
−∠B =

= 90◦ +
∠A
2
−∠B.

В силу рiвностi ∠CBP = ∠CBIa маємо: 90◦ − ∠B
2 = 90◦ + ∠A

2 − ∠B, звiдки
∠A= ∠B, а тому BC = AC .
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