
III ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

8–9 класи
I ТУР

Задача 1. Спортивний майданчик має форму прямокутника ABCD,
причому кут мiж дiагоналями AC i BD дорiвнює 60◦ i AB > BC. Тренер
доручив Андрiйку пробiгти спочатку 10 разiв по маршрутуA−C−B−D−A,
а потiм ще 15 разiв по маршруту A − D −A. Андрiйко виконав завдання,
пробiгши загалом 4,5 км. Якою є вiдстань AC на майданчику?
Розв’язання.

A B

CD

O

Нехай O —точка перетину дiагоналей
прямокутника ABCD. Трикутники AOC та
BOC рiвностороннi. Позначимо BC = x . То-
дi довжина маршруту A − C − B − D − A
дорiвнює 2x + x + 2x + x = 6x , а довжина
маршруту A − D − A дорiвнює x + x = 2x .
Маємо рiвняння:

6x · 10 + 2x · 15 = 4500,

звiдки x = 50 (м). Тодi вiдстань AC дорiвнює 100 (м).
Вiдповiдь. 100 м.

Задача 2. Дано рiвнобедрений трикутник ABC (AB = AC) з радiусом r
вписаного в нього кола. Вiдомо, що точкаM перетину медiан трикутника
ABC належить вписаному в цей трикутник колу. Знайдiть вiдстань вiд
вершини A до точки перетину бiсектрис трикутника ABC.

(Григорiй Фiлiпповський)
Розв’язання.

A

B

I

C

M

N

Нехайω—вписане в трикутникABC коло iM ∈ ω. Оскiль-
ки промiньAM спiвпадає з висотою, бiсектрисою i медiаною
AN , то точка I перетину бiсектрис трикутника ABC також
належить променю AM .
Тодi, очевидно, MN = 2r (MI = IN = r). Але AM =

2MN = 4r (властивiсть точки перетину медiан). Отже,
AI = 4r + r = 5r .

Вiдповiдь. 5r .
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Задача 3. В чотирикутнику ABCD кути B i D—прямi. Дiагональ AC
утворює зi стороною AB кут 40◦, а зi стороною AD—кут 30◦. Знайдiть
гострий кут мiж дiагоналями AC i BD.

Розв’язання.

A

B

C

D

O30◦

40◦

Нехай O —точка перетину дiаго-
налей чотирикутника. З прямокутно-
го трикутника ABC знаходимо,що
∠BCA = 50◦. Оскiльки в чотирикутни-
ку сума протилежних кутiв дорiвнює
180◦, то навколо нього можна описа-
ти коло. Тодi ∠CBD = ∠CAD = 30◦

як вписанi в коло, що спираються на
одну дугу. Нарештi ∠BOA є зовнiшнiм
кутом трикутника BOC i дорiвнює сумi
кутiв ∠CBO + ∠BCO = 30◦+50◦ = 80◦.

Задача 4. НехайABC —трикутник,O —центр кола, описаного навколо
нього, AD—дiаметр цього кола. Вiдомо, що прямi CO i DB паралельнi.
Доведiть, що трикутник ABC —рiвнобедрений.

(Андрiй Мостовий)
Розв’язання.

A

BC

D

O

Iз трикутника COB знаходимо, що
∠OCB = 90◦ − ∠A (оскiльки вiн рiвнобе-
дрений, а ∠COB = 2∠A як центральний).
∠OCB = ∠CBD (як внутрiшнi рiзностороннi
приперетинi паралельних прямих сiчною)
= ∠CBD (як вписанi, що спираються на
одну дугу).
Оскiльки ∠ACD = 90◦ (це вписаний кут,

що спирається на дiаметр), то ∠CDA = 90◦−
∠CAD = 90◦ − (90◦ − ∠A) = ∠A. Нарештi
∠ABC = ∠ADC = ∠A, а це i означає, що
трикутник ABC рiвнобедрений (AC = CB).

Задача 5. У трикутнику ABC ∠ABC = ∠ACB = 78◦. На сторонах AB i
AC обрано вiдповiдно точки D та E так, що ∠BCD = 24◦, ∠CBE = 51◦.
Знайдiть градусну мiру кута ∠BED.
Розв’язання.
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A

B C

D

E

З трикутника BCD знаходимо, що ∠BDC = 180◦ −
78◦ − 24◦ = 78◦, а тому цей трикутник рiвнобедрений
i CB = CD.

З трикутика BCE знаходимо, що ∠BEC = 180◦−78◦−
51◦ = 51◦. Отже, цей трикутник також рiвнобедрений,
i, отже, CB = CE.
Тодi точки B, D, E належать колу з центром в точцi

C i радiусом CB. Шуканий кут ∠BED є вписаним в це
коло i дорiвнює половинi центрального кута ∠BCD,
тобто 12◦.

Вiдповiдь. 12◦.

A

BC F

OK

Задача 6. На дошцi зображено трикутник ABC,
його центр описаного кола— точка O , середина
сторони BC —точка F , а також деяка точка K на
сторонi AC (див. рис.). Учитель повiдомив, що
∠BAC цього трикутника дорiвнює гострому куту
α i окремо накреслив кут, який дорiвнює α . Пiсля
цього учитель витер дошку, залишивши лише
точки O , F , K i кут α . Чи можливо з допомогою
циркуля та лiнiйки вiдновити трикутник ABC?
Вiдповiдь обґрунтуйте.

(Григорiй Фiлiпповський)
Розв’язання. 1) З’єднаємоO та F i через F проведемо пряму t перпенди-

кулярно до OF . Вона мiстить вершини B i C.
2) Аналiз показує, що якщо ∠BAC = α , то ∠BOC = 2α (як центральний).
3) Оскiльки ∆BOC рiвнобедрений (BO = OC), то ∠BOF = ∠COF = α .

Тодi променi, проведенi пiд кутом α до OF з точки O (в обидвi сторони),
перетнуть пряму t в вершинах B i C (у деякому порядку).
4) Коло з центром в точцi O , радiуса OC = OB та промiнь CK перетну-

ться в вершинi A.
Таким чином, iснує два трикутники, якi задовольняють умову задачi

(залежно вiд позначень точок B та C на прямiй t), i однозначно вiдно-
вити трикутник не можна, проте можна можна побудувати обидва цi
трикутники.
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A

BC F

OK

A

CB F

OK
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III ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

8–9 класи (поглиблене вивчення математики)
I ТУР

Задача 1. Вiдомо, що в трикутнику ABC вiдстанi вiд точки перетину
бiсектрис до кожної з вершин трикутника не перевищують дiаметра
вписаного в цей трикутник кола. Знайдiть кути трикутника ABC.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. Припустимо, що вiдстанi вiд iнцентра I до вершин три-
кутника ABC меншi за дiаметр вписаного кола, тобто IA < 2r , IB < 2r ,
IC < 2r (r —радiус вписаного кола).

A

C B

I

Тодi коло s з центром в точцi I радiуса 2r
накриває весь трикутник ABC, тобто воно є
бiльшим, нiж коло ω, описане навколо три-
кутника ABC. Але у такому випадку порушу-
ється нерiвнiсть R > 2r .
Нехай IA = 2r , а IB < 2r та IC < 2r . В

цьому разi коло s1 з центром в точцi I радiуса
IA = 2r знов-таки буде “виходити” за верши-
ни B iC i буде бiльшим за колоω, яке описане
навколо трикутника ABC.
Отже, можливим є єдиний випадок: IA =

IB = IC = 2r , що досягається лише в рiвносторонньому трикутнику, коли
R = 2r . Таким чином, кути трикутника ABC дорiвнюють 60◦, 60◦, 60◦.

X
I

K

L

Другий спосiб. Доведемо таке твердження: якщо то-
чкаX вiддалена вiд центра I кола радiуса r на вiдстань
d 6 2r (d > r), то кут мiж дотичними, проведеними
з цiєї точки до кола, не менший за 60◦.
Справдi, позначимо K i L точки дотику. Тодi

sin ∠KXI = IK
IX >

r
2r =

1
2 . Тодi ∠KXI > 30◦, а тому

i ∠KXL > 60◦.
Отже, усi кути трикутника не меншi вiд 60◦, а це

можливо лише коли вiн рiвностороннiй.
Вiдповiдь. 60◦, 60◦, 60◦.

Задача 2. Дано рiзностороннiй трикутник ABC. Вiдомо, що I —центр
вписаного кола в цей трикутник, точки D, E, F —точки дотику цього кола
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до сторiн AB, BC, CA вiдповiдно. Нехай P —точка перетину прямих DE i
AI . Доведiть, що CP ⊥ AI .

(Вiталiй Ветров)

Розв’язання. Для доведення того, що CP ⊥ AI достатньо показати, що
точкиC, I , E, P лежать на одному колi (оскiльки ∠IEC = 90◦). Позначимо
кути трикутника 2α , 2β , 2γ . Тодi ∠CAI = ∠IAB = α , ∠ABI = ∠IBC = β ,
∠BCI = ∠ICA = γ ; α + β + γ = 90◦.

A

I

B

C

D

E

F

P

Трикутник DBE рiвнобедрений (BD = BE як дотичнi проведенi з точки
B до вписаного кола). Тодi ∠BDE = 90◦−β , ∠ADP = 90◦+β . З трикутника
ADP знаходимо: ∠DPA = 180◦ − ∠ADP − ∠DAP = 90◦ − α − β = γ . Таким
чином, ∠EPI = ∠ECI = γ , а це i означає, що точки I , E, C, P лежать на
одному колi.

Задача 3. Нехай ABCD —вписаний чотирикутник, дiагоналi якого вза-
ємно перпендикулярнi i перетинаються в точцi P . Доведiть, що вiдрiзок,
який сполучає середини протилежних сторiн чотирикутникаABCD дiлить
вiдрiзок OP навпiл (O —центр кола, описаного навколо чотирикутника
ABCD).

(Олександр Дзюняк)

Розв’язання.
Нехай M —середина AB, N —середина CD. Доведемо, що чотири-

кутник PMON є паралелогамом, тодi за властивiстю паралелограма
дiагоналi MN i PO точкою перетину дiляться навпiл.
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α

2α

A

O

B

C

D

M

N

P

Позначимо ∠ABD = α , тодi ∠ACD = α , ∠BAC = ∠BDC = 90◦−α . Далi: з
рiвнобедрених трикутникiв AMP , PMB, PNC знаходимо: ∠AMP∠PND =
2α , ∠MPB = ∠NPC = α . Тодi ∠PMO = 90◦ − ∠AMP = 90◦ − 2α , а
∠NPM = 90◦ + 2α . Оскiльки ∠NPM + ∠PMO = 180◦, то прямi NP i
OM паралельнi.

Крiм того, ∠PNO = 90◦ − ∠DNP = 90◦ − 2α , а тому паралельними є i
вiдрiзки PM i NO . Таким чином, чотрикутник NPMO є паралелограмом,
що i треба було показати.

Задача 4. В трикутнику ABC сторона BC дорiвнює a. Точка F —сере-
дина AB, I —точка перетину бiсектрис трикутника ABC. Виявилось, що
∠AIF = ∠ACB. Знайдiть периметр трикутника ABC.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

A

BC

I

F

W

N

K

1) Опишемо коло ω навколо трикутника ABC i продовжимо AI до
перетину з ω в точцiW .
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2) З’єднаємо точкиW i B. Тодi ∠AWB = ∠C (вписанi, що спираються на
одну дугу); ∠AIF = ∠C (за умовою). Отже, IF ‖WB i, оскiльки AF = FB,
то й AI = IW (теорема Фалеса).

3) Проведемо IK ⊥ AC. Тодi IK = r iAK = p−a (вiдомий факт геометрiї
трикутника).

4) ПроведемоWN ⊥ BC. Очевидно, що BN = CN = a
2 (трикутник BWC

рiвнобедрений, оскiльки ^ BW =^ CW ). ∠CBW = ∠CAW —вписанi,
що спираються на одну дугу.
5) Оскiльки IW = BW (так звана теорема трилисника) i, до того ж,

IW = AI , то ∆AIK = ∆BWN —за гiпотенузою та гострим кутом.
6) Отже, BN = AK , або a

2 = p − a, a = 2p − 2a i 2p = 3a.

Задача 5. У трикутникуABC вiдомо, що BC = 5,AC −AB = 3. Доведiть,
що r < 2 < ra (тут r —радiус кола, вписаного у трикутник ABC, ra —
радiус зовнiвписаного кола, яке дотикається сторони BC).

(Микола Мороз)

Розв’язання. 1) Доведемо, що r < 2.
Вiдомо, що BK = p − b = a+c−b

2 . Пiдставивши данi з умови, знаходимо,
що BK = 5−3

2 = 1, CK = p − c = a+b−c
2 = 5+3

2 = 4.
Оскiльки ∠CIB = 90◦ + ∠A2 > 90◦, то iнцентр I знаходиться всерединi

кола, описаного на BC як на дiаметрi.
Нехай P —точка перетину IK з цим колом (див. рис.) Тодi r = IK < PK .

Але PK є середнiм геометричним BK та CK . Тому PK =
√
1 · 4 = 2.

A

BC

I

K

P

A

BC

Ia

T

Q

2) Нерiвнiсть ra > 2 доводиться аналогiчно. Справдi, CT = p − b, BT =
p − c, ∠CIaB = 90◦ − ∠A2 < 90◦, тому Ia знаходиться поза колом, описаному
на BC як на дiаметрi. Тому ra = IaT >

√
CT ·TB =

√
(p − b) · (p − c) = 2.

Задача 6. У гострокутному трикутнику ABC провели бiсектрису ∠A до
перетину iз описаним навколо трикутника ABC колом у точцiW . Через
точкуW проведено пряму паралельно до сторони AB, яка перетинає це
ж коло у точцi F , W . Опишiть побудову трикутника ABC, якщо дано
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вiдрiзки FA i FW , а також ∠FAC.
(Андрiй Мостовий)

Розв’язання. Аналiз. Проведемо вiдрiзки FA, FC i CW i вiдмiтимо рiвнi
кути. ∠CAW = ∠WAB = ∠AWF = ∠CFW (тут використано паралельнiсть
прямихWF таAB, а також властивiсть вписаних кутiв, що спираються на
одну дугу). Отже,CF ‖ AW . Оскiльки паралельнi прямi на колi вiдтинають
рiвнi дуги, а хорди, що стягують рiвнi дуги рiвнi, то CW = FA. Крiм того,
∠FAC = ∠FWC як вписанi, що спираються на одну дугу. Тодi у трикутнику
CW F вiдомо двi сторони i кут мiж ними, i, отже, його можна побудувати.

Побудова. 1) Будуємо трикутник CW F (CW = FA, ∠CW F = ∠FAC).
2) Описуємо коло навколо трикутника CW F .
3) Точку A можна одержати, провiвши черезW пряму, яка паралельна

до CF до перетину iз колом.
4) Точку B можна одержати, провiвши через точкуA пряму, паралельно

до FW до перетину iз колом.

A

BC

F

W
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III ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

10–11 класи
I ТУР

Задача 1. Коло з центром в початку координат i радiусом 5 перетинає
вiсь абсцис в точках A та B. Нехай точка P належить прямiй x = 11, а
точка Q є точкою перетину вiдрiзка AP iз цим колом. Вiдомо, що точка Q
є серединою вiдрiзка AP . Знайдiть координати точки P .

Розв’язання.
Вiдповiдь. (11; 8) або (11;−8).
Нехай точка P має координати (11;y). Iз умови задачi випливає, що

точка A має координати (−5; 0), а точка B— (5; 0). Оскiльки точка Q є
серединою вiдрiзка AP , то її координати

(
11+(−5)

2 ; y2
)
=

(
3; 1

2y
)
. Оскiльки

точка Q належить колу x2 + y2 = 25, то 32 + 1
4y

2 = 25, звiдки y = 8 або
y = −8.

Задача 2. Дано рiвностороннiй трикутник ABC. Вiдомо, що радiус впи-
саного кола в цей трикутник дорiвнює 1. Прямокутник ABDE такий,
що точка C належить його сторонi DE. Знайдiть радiус кола, описаного
навколо прямокутника ABDE.

Розв’язання.

A B

C
DE

Як вiдомо, радiус кола, вписаного в рiвно-
стороннiй трикутник зi стороною a дорiвнює
a
√
3

6 , а висота такого трикутника a
√
3

2 . Iз рiв-

ностi 1 = a
√
3

6 знаходимо, що a = 2
√
3. Тодi

сторони прямокутника ABDE AB = 2
√
3 i

BD = 2
√
3 ·
√
3
2 = 3.

За теоремою Пiфагора для трикутника

ABD знаходимо: AD2 =
(
2
√
3
)2
+ 32 = 21,

тобто AD =
√
21. Радiус кола, описаного

навколо прямокутника дорiвнює половинi
дiагоналi, тобто

√
21
2 .

Вiдповiдь.
√
21
2 .
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Задача 3. Нехай ABCDEF —правильний шестикутник. Вiдомо, що пло-
ща трикутника ACD дорiвнює 8. Знайдiть площу шестикутника ABCDEF .

Розв’язання. У правильного шестикутника довжина дiагоналi AD = 2a,
де a—сторона шестикутника. Площi трикутникiв ABC та ACD вiднося-
ться як 1 : 2, оскiльки вони мають однаковi висоти i BC : AD = 1 : 2.
Отже, площа трикутника ABC дорiвнює 4, площа чотирикутника ABCD
дорiвнює 12, а площа всього шестикутника 2 · 12 = 24 (кв. од.).

Вiдповiдь. 24.

Задача 4. Знайдiть кути вписаного чотирикутника, якщо вiдомо, що
кожна його дiагональ є бiсектрисою одного кута i трисектрисою про-
тилежного (трисектриса кута—це один iз двох променiв, якi лежать
всерединi кута i дiлять його на три рiвнi частини).

(В’ячеслав Ясiнський)

Розв’язання. Нехай ABCD —заданий вписаний чотирикутник. Не пору-
шуючи загальностi, вважатимемо, що дiагональ AC є бiсектрисою кута
∠A. Тодi ∠DAC = ∠CAB = ∠CDB = ∠DBC = α (ми врахували, що вписанi
кути, якi опираються на рiвнi дуги рiвнi).
Дiагональ BD є бiсектрисою або кута ∠B, або кута ∠D. Не порушуючи

загальностi, припустимо, що BD є бiсектрисою ∠B. Тодi ∠CBD = ∠DBA =
α .

α

2α

A

B

C

D

α

α
2

A

B

C

D

Дiагональ AC є трисектрисою кута ∠C. Можливi два випадки: або
∠ACB = 2∠ACD = 2α = ∠ADB, або ∠ACB = 1

2∠ACD =
1
2α = ∠ADB (див.

рис.). У першому випадку ми приходимо до рiвняння

α + α + α + 2α = 180◦,
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звiдки α = 36◦, а у другому— до рiвняння

α + α + α +
1
2
α = 180◦,

тодi α = 360◦
7 .

Знаходимо кути чотирикутника у кожному iз цих випадкiв: 72◦, 72◦,
108◦, 108◦, або 720◦

7 ,
720◦
7 ,

540◦
7 ,

540◦
7 .

Вiдповiдь. 72◦, 72◦, 108◦, 108◦, або 720◦
7 ,

720◦
7 ,

540◦
7 ,

540◦
7 .

Задача 5. На сторонах прямокутного трикутника зовнi побудовано
правильнi дев’ятикутники. Площi дев’ятикутникiв, якi побудовано на
одному з катетiв та на гiпотенузi, дорiвнюють вiдповiдно 1602 см2 та 2019
см2. Чому дорiвнює площа дев’ятикутника, який побудовано на iншому
катетi цього трикутника?

(Владислав Кирилюк)

Розв’язання.

Позначимо катети даного трикутника a та b, а гiпотенузу— c. Як
вiдомо, площа правильного n-кутника зi сторони довжини x визначається
за формулою

S =
nx2

4
· ctg

180◦

n
.

Тодi площа дев’ятикутника, побудованого на гiпотенузi c:

Sc =
9c2

4
· ctg 20◦;

2019 =
9c2

4
· ctg 20◦;

c2 =
4 · 2019
9 ctg 20◦

.
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Аналогiчно знаходимо, що b2 =
4 · 1602
9 ctg 20◦

.

За теоремою Пiфагора:

a2 = c2 − b2 =
4 · (2019 − 1602)

9 ctg 20◦
=

4 · 417
9 ctg 20◦

.

Знаходимо площу правильного дев’ятикутника, побудованого на сторонi
a:

Sa =
9a2

4
· ctg 20◦ =

9 · 4 · 417 · ctg 20◦

9 ctg 20◦ · 4
= 417.

Вiдповiдь. 417 см2.

Задача 6. У трикутникуABC вiдомо, що BC = 5,AC −AB = 3. Доведiть,
що r < 2 (тут r —радiус кола, вписаного у трикутник ABC).

(Микола Мороз)

Розв’язання. Вiдомо, що BK = p − b = a+c−b
2 . Пiдставивши данi з умови,

знаходимо, що BK = 5−3
2 = 1, CK = p − c = a+b−c

2 = 5+3
2 = 4.

Оскiльки ∠CIB = 90◦ + ∠A2 > 90◦, то iнцентр I знаходиться всерединi
кола, описаного на BC як на дiаметрi.

Нехай P —точка перетину IK з цим колом (див. рис.) Тодi r = IK < PK .
Але PK є середнiм геометричним BK та CK . Тому PK =

√
1 · 4 = 2.

A

BC

I

K

P
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III ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

10–11 класи (поглиблене вивчення математики)
I ТУР

Задача 1. Коло x2+y2 = 25 перетинає вiсь абсцис в точкахA та B. Нехай
точка P лежить у першiй координатнiй чвертi i належить прямiй x = 11,
C —точка перетину цiєї прямої з вiссю Ox , а точка Q є точкою перетину
вiдрiзка AP iз даним колом. Виявилось, що площа трикутника AQB в
чотири рази менша площi трикутникаAPC. Знайдiть координати точкиQ .

Розв’язання. Вiдповiдь.
(7
5;

24
5

)
.

Оскiльки AB = 10, BC = 6, то площi трикутникi ABP i BPC вiдносяться
як 10 : 6 = 5 : 3. Позначимо площу трикутника ABP як 5S , тодi площа
трикутника BPC = 3S , площа трикутника ACP = 8S . Далi: S(AQB) =
1
4S(ACP) = 2S , S(PQB) = 5S − 2S = 3S . Таким чином, площi трикутникiв
AQB та PQB вiдносяться як 2 : 3, а тому i точка Q дiлить вiдрiзок AP у
вiдношеннi 2 : 3.
Нехай T (x ; 0)—проекцiя точки Q на вiсь абсцис. Тодi AT : TC = 2 : 3,

тобто 5+x
11−x =

2
3 , звiдки x =

7
5 . Тодi, враховуючи, що точкаQ(x ;y) належить

колу x2 + y2 = 25, y > 0, знаходимо: y =
√
25 − x2 = 24

5 .

Задача 2. В основi чотирикутної пiрамiди SABCD лежить прямокутник
ABCD зi сторонами AB = 1 i AD = 10. Ребро SA пiрамiди перпендикуляр-
не до основи, SA = 4. На ребрi AD знайдiть таку точку M , щоб периметр
трикутника SMC був мiнiмальним.

Розв’язання. Периметр трикутника SMC дорiвнює SM + MC + SC.
Оскiльки SC не залежить вiд положення точкиM , то периметр трикутника
SMC буде мiнiмальним тодi, коли сума SM +MC є мiнiмальною.

В площинi SAD на сторонi AD побудуємо прямокутник ADKL, який
дорiвнює прямокутнику ABCD. Нехай M належить AD. Тодi трикутники
MDC i MDK рiвнi за двома катетами. Отже, SM +MC = SM +MK . Але
оскiльки точки S i K фiксованi, то SM +MK буде мiнiмальним, тодi, коли
точки S , M , K лежать на однiй прямiй.
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A

B C

D

S

KL

M

Нехай AM = x , тодiMD = 10−x . Трикутники SAM та KDM подiбнi (за
двома кутами), тому SA

DK =
x

10−x , звiдки x = 8.
Вiдповiдь. AM = 8, MD = 2.

Задача 3. Два кола ω1 i ω2 дотикаються зовнiшнiм чином у точцi P .
Через точку A кола ω1 проведено дотичну до цього кола, яка перетинає
коло ω2 у точках B та C (див. рисунок). Пряма CP повторно перетинає
коло ω1 в точцi D. Доведiть, що промiнь PA є бiсектрисою кута DPB.

Розв’язання. Проведемо вiдрiзок DA i позначимо ∠ACP = α , ∠PDA = β .
Тодi зовнiшнiй кут при вершинi A трикутника DAC дорiвнює α + β . Тодi i
∠APD = α + β (за теоремою про кут мiж дотичною i хордою).

ω1

ω2

A
B

C

D

P

ω1

ω2

α

β

A
B

C

D

P

Але ∠APB = α + β також. Справдi, якщо провести через точку P спiльну
дотичну до заданих кiл, то за теоремою про кут мiж дотичною i хордою
вона подiлить ∠APB на кути β i α .
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Задача 4. В трикутнику ABC сторона BC дорiвнює a. Точка F —сере-
дина AB, I —точка перетину бiсектрис трикутника ABC. Виявилось, що
∠AIF = ∠ACB. Знайдiть периметр трикутника ABC.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.

A

BC

I

F

W

N

K

1) Опишемо коло ω навколо трикутника ABC i продовжимо AI до
перетину з ω в точцiW .

2) З’єднаємо точкиW i B. Тодi ∠AWB = ∠C (вписанi, що спираються на
одну дугу); ∠AIF = ∠C (за умовою). Отже, IF ‖WB i, оскiльки AF = FB,
то й AI = IW (теорема Фалеса).

3) Проведемо IK ⊥ AC. Тодi IK = r iAK = p−a (вiдомий факт геометрiї
трикутника).

4) ПроведемоWN ⊥ BC. Очевидно, що BN = CN = a
2 (трикутник BWC

рiвнобедрений, оскiльки ^ BW =^ CW ). ∠CBW = ∠CAW —вписанi,
що спираються на одну дугу.
5) Оскiльки IW = BW (так звана теорема трилисника) i, до того ж,

IW = AI , то ∆AIK = ∆BWN —за гiпотенузою та гострим кутом.
6) Отже, BN = AK , або a

2 = p − a, a = 2p − 2a i 2p = 3a.

Задача 5. В прямокутному трикутнику ABC з гiпотенузою AB кут A
бiльший за кут B. Точка N на гiпотенузi AB така, що BN = AC. Вiдновiть
цей трикутник ABC за точкою N , точкою F на катетi AC та прямою l , що
мiстить бiсектрису кута A трикутника ABC.

(Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання.
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A B

C

N

D

F

E T

Q
L

1) Проведемо FK ⊥ l та продовжимо на стiльки ж. Отримаємо точку T ,
яка, очевидно, належить гiпотенузi AB.
2) Пряма NT перетне l в вершинi A.
3) Проводимо промiнь AF , який мiстить вершину C трикутника ABC.
4) Аналiз показує, що у трикутнику ACN висота ND, бiсектриса AL i

медiана CE перетинаються в однiй точцi. Покажемо, що CL
LN ·

NE
EA ·

AD
DC = 1.

В такому разу за оберненою теоремою Чеви AD, AL i CE перетинаються
в однiй точцi. Очевидно, що NE

EA = 1 (E—середина AN ). CL
LN =

AC
AN за

властивiстю бiсектриси, ADDC =
AN
NB (узагальнена теорема Фалеса). Оскiльки

AC = NB за умовою, то добуток трьох вiдношень справдi дорiвнює 1 i
ND, AL, CE перетинаються в однiй точцi (скажiмо, точцi Q).
5) Тодi проводимо ND ⊥ AF i Q є точкою перетину ND i l .
6) Знаходимо E—середину AN . Променi EQ та AF перетнуться в

вершинi C.
7) На променi AN за точку N вiдкладаємо вiдрiзок AC i одержуємо

вершину B.

Задача 6. Дано трикутник ABC, точка Ia —центр зовнiвписаного кола,
що дотикається до сторони BC, точка M —середина сторони BC, точка
W —точка перетину бiсектриси кута A трикутника ABC з описаним нав-
коло нього колом. Доведiть, що площа трикутника IaBC обчислюється за
формулою S(IaBC) = MW · p, де p—пiвпериметр трикутника ABC.

(Микола Мороз)

Розв’язання. Нехай площа трикутника ABC рiвна S , BC = a, r —радiус
вписаного кола в цей трикутник. Зрозумiло, що S(IaBC) = 1

2a · ra, де ra —
радiус зовнiвписаного кола, яке дотикається до сторони BC, оскiльки
вiн є висотою в трикутнику IaBC. Тому формула, яку необхiдно довести,
рiвносильна рiвностi MW · p = 1

2a · ra, яка в свою чергу рiвносильна
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формулi MW = a·ra
2p . Але

a · ra
2p
=

a · S

2p(p − a)
=

a · r

2(p − a)
=
pr − (p − a)r

2(p − a)
=

=
S − (p − a)r

2(p − a)
=
(p − a)ra − (p − a)r

2(p − a)
=
ra − r

2
.

Тому, щоб довести початкову формулу, досить довести рiвнiстьMW = ra−r
2 .

A

BC
KT

W

I

G

Ia

Вiдомо, що точки I ,W та Ia лежать на однiй прямiй, причому точкаW
дiлить вiдрiзок IaI навпiл (цей факт ще вiдомий як теорема Мансiона).

Також легко показати, що прямаMW перпендикулярна до BC. Справдi,
оскiльки хорди BW та CW описаного кола рiвнi, бо стягують рiвнi дуги,
то вiдрiзокWM є медiаною у рiвнобедреному трикутнику BWC, а тому i
висотою.

Нехай точки K i T —точки дотику до сторони BC вписаного i зовнiвпи-
саного кiл вiдповiдно, G —точка перетину прямих MW та IT . Зрозумiло,
що IaT ‖ MW ‖ IK .

Тодi, оскiльки IaT ‖ MW i при цьомуW —середина IaI , тоG —середина
IT , аWG —середня лiнiя у трикутнику IaIT . Звiдси маємо, що GW = ra

2 .
Оскiльки, як щойно було доведено, G —середина IT , i при цьому

GM ‖ IK , то GM —середня лiнiя трикутника ITK . Тому GM = r
2 .

Звiдси остаточно отримуємо рiвнiсть MW = GW −GM = ra−r
2 . А тому

справедлива i формула S(IaBC) = MW · p.
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