
IV ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

8–9 класи
I ТУР

Задача 1. У прямокутникуABCD AB = 2BC. На сторонiAB прямокутни-
ка побудувано рiвностороннiй трикутник ABE так, що його сторони AE i
BE перетинають вiдрiзок CD. Точка M —середина BE. Знайдiть ∠MCD.

Розв’язання.

A B

CD

E

M

Оскiльки трикутник ABE рiвностороннiй, то кут
ABE дорiвнює 60◦. Тодi ∠EBC = 90◦ − 60◦ = 30◦.
Помiтимо, що

BM =
1
2
BE =

1
2
AB = BC,

тобто трикутникMBC рiвнобедрений. Тодi ∠BCM =
1
2(180

◦ − 30◦) = 75◦. Тодi шуканий кут ∠MCD =
90◦ − 75◦ = 15◦.

Вiдповiдь. 15◦. �

Задача 2. Вiдомо, що кути трикутника ABC вiдносяться як 1 : 3 : 5.
Знайдiть кут мiж бiсектрисою найбiльшого кута трикутника та прямою,
що мiстить висоту, проведену до найменшої сторони трикутника.
Розв’язання.

A

B

C

P

L

H

Нехай кути трикутника дорiвнюють x ,
3x , 5x . Тодi x + 3x + 5x = 180◦, звiдки
знаходимо, що кути трикутника ∠A = 20◦,
∠B = 60◦, ∠C = 100◦.
Нехай AH —висота, CL—бiсектриса

трикутникаABC. Оскiльки трикутник тупо-
кутний, то точка H належить продовжен-
ню сторони BC (див. рисунок). Iз трику-
тникаAHB знаходимо ∠BAH = 90◦−60◦ =
30◦, тому ∠CAH = 30◦ − 20◦ = 10◦.

Нехай P —точка перетину прямих CL i AH . Кут ∠ACL = 1
2∠ACB = 50◦

є зовнiшнiм кутом трикутника ACP , тому шуканий кут ∠APC дорiвнює
50◦ − 10◦ = 40◦.
Вiдповiдь. 40◦. �
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Задача 3. Є лiнiйка i ,,заiржавлений“ циркуль, з допомогою якого
можна побудувати коло радiуса R. Точка K знаходиться вiд прямої l на
вiдстанi, яка бiльша нiж R. Як з допомогою цiєї лiнiйки i цього циркуля
провести пряму, яка проходить через точкуK i перпендикулярна прямiй l?

(Мiша Сидоренко, Катя Сидоренко, Родiон Осокiн)
Розв’язання. Оберемо на прямiй l точку F i побудуємо перпендикуляр

з точки F до прямої l . Оберемо на цьому перпендикулярi точку N , яка
є достатньо близькою до K , i побудуємо прямуm, яка проходить через
точкуK , перпендикулярно NF . Потiм через точкуK проведемо пряму, яка
перпендикулярна прямiйm—вона i є шуканою. Якщо раптом розхилу
циркуля може не вистачити— слiд повторити операцiю. �

Задача 4. В трикутнику ABC (AB , AC) проведено медiану AM . Точка
P —основа перпендикуляру, опущеного на вiдрiзок AM iз точки B. На
вiдрiзку AM вибрали таку точку Q , що AQ = 2PM . Доведiть, що
∠CQM = ∠BAM .
Розв’язання.

A

B C

P

Q

R

M

Опустимо iз вершини C на AM перпендикуляр
CR. Помiчаємо, що точки P та R розташованi з
рiзних сторiн вiд BC. З рiвностi трикутникiв BMP
та CMR отримуємо, що CR = BP i PM = RM .
Але тодi PR = 2PM = AQ . З цього слiдує, що
AP = QR. Це означає, що прямокутнi трикутники
APB та CRQ рiвнi за двома катетами. З цього i
слiдує , що ∠CQM = ∠BAM .

�

Задача 5. Вiдомо, що у чотирикутникABCD можна вписати коло, окрiм
того ∠A = ∠C. Доведiть, що AB = BC, CD = DA.

(Олена Артемчук)
Розв’язання.

A

B

C

D

E F

O

Нехай O —центр кола, вписаного у чотирику-
тник ABCD. Проведемо з точки O радiуси до точок
дотику—OE та OF (зрозумiло, що OE ⊥ AB та
OF ⊥ BC). Вiдрiзки BE та BF рiвнi як вiдрiзки
дотичних, проведенi з однiєї точки до кола.

Оскiльки точкаO є точкою перетину бiсектрис ку-
тiв чотирикутника, то ∠EAO = 1

2∠A =
1
2∠C = ∠FCO .

Тодi трикутникиAEO таCFO рiвнi за катетом та го-
стрим кутом. Отже, AB = BE + EA = BF + FC = BC.
Аналогiчно показується, що AD = CD.

�
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Задача 6. НехайABCD —квадрат, точка E —середина сторони BC. Точ-
ка F належить сторонi AB, причому DE ⊥ EF . Точка G лежить всерединi
квадрата, причому GF = FE i GF ⊥ FE. Доведiть, що:

а) DE—бiсектриса кута ∠FDC;
б) FG —бiсектриса кута ∠AFD;
в) точка G —центр кола, вписаного в трикутник ADF .

(Ercole Suppa, Italy)
Розв’язання. а) Продовжимо FE до перетину iз DC в точцi K . Тодi

трикутники FBE та KCE рiвнi за катетом i гострим кутом. Отже, FE = EK .
Але тодi у трикутнику FDK висотаDE є медiаною, а значить i бiсектрисою.

A B

C
D

E

F

K

L

G

б) Нехай кут ∠CDE = α . Тодi за доведеним в п.
а) ∠EDF = α . Далi ∠CED = 90◦ − α , ∠FEB = α ,
∠EFB = 90◦ − α , ∠AFG = α . Крiм того, прямi
DE i GF паралельнi, а тому ∠GFD = ∠FDE = α .
Отже, FG —бiсектриса кута AFD.
в) Потрiбно довести, що точка G —точка пе-

ретину бiсектрис трикутника ADF . У п. б) до-
ведено, що FG —бiсектриса кута AFD. Нехай
сторона квадрата дорiвнює a. Тодi CE = EB = a

2 .
З подiбностi трикутникiв ECD та FBE випливає,
що FB = a

4 .
Опустимо iз точки G перпендикуляр GL на AB. Тодi трикутники GLF та

FBE рiвнi за гiпотенузою i гострим кутом. ТодiGL = a
4 ,AL = AB−LF−FB =

a − a
2 −

a
4 =

a
4. Отже, трикутник ALG прямокутний i рiвнобедрений, а

тому кут GAL = 45◦. Тому AG —бiсектриса кута DAF , що i потрiбно було
довести. �
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IV ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

8–9 класи (поглиблене вивчення математики)
I ТУР

Задача 1. Дано прямокутний трикутник ABC, точка M —середина
гiпотенузи AB. Навколо трикутника BCM описано коло, яке перетинає
вiдрiзок AC в точцi Q , що вiдмiнна вiд C. Виявилося, що вiдрiзок QA
вдвiчi бiльший за катет BC. Знайдiть гострi кути трикутника ABC.

(Микола Мороз)
Розв’язання.

AB

C

Q

M

30◦

Позначимо довжину катета
BC за x . Тодi довжинаQA стано-
вить 2x . Розглянемо вписаний
чотирикутник BCQM . Оскiль-
ки кут BCQ —прямий, то кут
BMQ також прямий. Таким чи-
ном MQ —серединний перпен-
дикуляр вiдрiзка BA. Тому BQ =
QA = 2x .

Бачимо, що в прямокутному
трикутнику BCQ катет BC вдвiчi менший за гiпотенузу BQ . Звiдси можемо
зробити висновок, що кут BQC рiвний 30◦. Звiдси кут BMC також рiвний
30◦ як вписаний кут, що спирається на ту ж дугу, що й вписаний кут BQC.

Оскiльки в прямокутному трикутнику медiана, проведена до гiпотенузи,
рiвна її половинi, то трикутник BMC рiвнобедрений. В ньому нам вiдомий
кут BMC мiж рiвними сторонами BM та CM . Звiдси легко знаходимо,
що кут CBM становить 75◦. Звiдси iнший гострий кут трикутника ABC
рiвний 15◦.

Вiдповiдь. ∠A = 15◦, ∠B = 75◦.
�

Задача 2. На дiагоналi BD квадрата ABCD побудовано рiвностороннiй
трикутник BDE, причому точка C розташована всерединi трикутника
BDE. Нехай M —середина BE. Знайдiть кут мiж прямими MC i DE.

(Дмитро Швецов)
Розв’язання.

4



A

B
C

D

E
M

ОскiлькиDM —медiана рiвносторонньо-
го трикутника, то вона є i його висотою та
бiсектрисою. Отже, ∠BMD = ∠BCD = 90◦,
а це означає, що точки B, M , C, D лежать
на одному колi. Тодi ∠CMD = ∠CBD = 45◦,
∠EMC = 180◦ − 90◦ − 45◦ = 45◦. Нехай
F —точка перетинуMC i ED. З трикутника
MEF знаходимо ∠MFE = 180◦−60◦−45◦ =
75◦.

Вiдповiдь. 75◦.
�

Задача 3. ТочкаM —середина бiчної сторониCD трапецiїABCD, точка
K —основа перпендикуляру, проведеного iз точки M на сторону AB. При
цьому 3BK 6 AK . Доведiть, що BC +AD > 2BM .

Розв’язання.

A

B C

D

K

L

E
M

Проведемо середню лiнiюME. Необхi-
дно довести, що ME > BM . Вiдкладемо
на сторонi AB вiдрiзок KL, рiвний BK .
З рiвностi трикутникiв BKM та LKM
за двома сторонами та прямим кутом
мiж ними (за двома катетами) отри-
муємо, що BM = LM . Точка L спiвпа-
дає з точкою E або лежить мiж K та E,
оскiльки 3BK 6 AK . В першому випад-
ку BM = LM = ME. В другому випадку
в трикутнику ELM кут ELM —тупий, ME > LM = BM .

�

Задача 4. Нехай BB1 iCC1 —висоти гострокутного трикутника ABC. Iз
точки B1 опущено перпендикуляри B1E та B1F вiдповiдно на сторони AB i
BC трикутника, а iз точкиC1 —перпендикуляриC1K iC1L на сторони AC
i BC вiдповiдно. Виявилось, що прямi EF i KL перпендикулярнi. Знайдiть
величину кута A трикутника ABC.

(Олександр Дзюняк)
Розв’язання. Точки B, C, B1, C1 лежать на одному колi, а тому пряма

EF —це пряма Сiмсона точки B1 кола, описаного навколо трикутника
BC1C, а пряма KL—це пряма Сiмсона точки C1 кола, описаного навколо
трикутника BB1C. Тодi, якщо T —це точка перетину EF i CC1, то B1T ⊥
CC1. Аналогiчно, якщо S —це точка перетину KL i BB1, то C1S ⊥ BB1.
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A

B

C
B1

C1

T

K

E

S

P

O

H

F

L

Помiтимо, що точки B1, K , E, C1, S , T лежать на одному колi. Тодi
точка P є центром цього кола, оскiльки SK i ET —дiаметри. З того,
що ∠EPS = 90◦ випливає, що ∠EB1S = 45◦. Тому з трикутника BEB1:
∠B1BE = 45◦, а тодi з трикутника AB1B: ∠BAC = 45◦. �

Задача 5. Нехай AL—бiсектриса трикутника ABC. Коло ω1 є описаним
навколо трикутникаABL. Дотична доω1 в точцi B перетинає продовження
AL в точцiK . Колоω2, описане навколо трикутникаCKL, вдруге перетинає
ω1 в точцi Q , причому Q лежить на сторонi AC. Знайдiть величину кута
ABC.

(Владислав Радомський)
Розв’язання.

A

B
C

L

K

Q

Очевидно, що ∠AQL = 180◦ − ∠B
(чотирикутникAQLB—вписаний в ко-
ло ω1). Тодi ∠CQL = ∠B. В такому
разi ∠CKL = 180◦ − ∠B (чотирику-
тник CQLK —вписаний в коло ω2).
∠LAB = ∠LBK (вписаний кут i кут
мiж дотичною та хордою). Оскiльки
∠CAL = ∠CBK , то точки A, B, K , C
належать одному колу. Отже, ∠ABC =
∠AKC як вписанi, якi спираються на
одну дугу. Тобто ∠B = 180◦−∠B, звiдки
∠B = 90◦.
Вiдповiдь. 90◦.

�

Задача 6. В трикутнику ABC проведено висоти BD i CT , вони пере-
тинаються в точцi H . Точка Q є основою перпендикуляра, опущеного з
точки H на бiсектрису кута A. Доведiть, що бiсектриса зовнiшнього кута
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A трикутника ABC, бiсектриса кута BHC i пряма QM , де M — середина
вiдрiзка DT , перетинаються в однiй точцi.

(Матвiй Курський)
Розв’язання.

A

BC

D

EL

F

Q

H
T

M

Нехай L—точка перетину бiсектриси кута A i сторони BC. Нехай
бiсектриса кута BHC перетинає BC в точцi E, а зовнiшню бiсектрису в
точцi F . Тодi слiд довести, що точки Q , M , F лежать на однiй прямiй.
Очевидно, що точки A, D, T , H лежать на одному колi (∠HTA =
∠HAD = 90◦, тодi сума двох протилежних кутiв чотирикутника 180◦). З
чотирикутника ADHT : ∠DHT = 180◦ − ∠A. ∠TAF = 90◦ − ∠A2 , оскiльки
AF є бiсектрисою зовнiшнього кута BAC трикутника. ∠THF = 90◦ − ∠A2 ,
оскiльки HF є бiсектрисою кута DHT (вертикального до кута BHC).
Тодi ∠TAF = ∠THF i вони опираються на один вiдрiзок TF , тодi чоти-

рикутник AFTH можна вписати в коло. Оскiльки описане коло навколо
трьох точок задається однозначно, а чотирикутникиAQHT ,AFTH ,ADTH
мають три спiльнi точки (точки A, H , T ), то це означає, що описанi кола
для цих чотирикутникiв спiвпадають, а значить точки A, H , T , Q , D, F
лежать на одному колi.
AQ —бiсектриса кута DAT . Це означає, що точка Q дiлить дугу DHT

навпiл. Тодi трикутник DQT рiвнобедрений (QT = QD, вiдрiзки стягують
рiвнi дуги), тодi бiсектриса з вершини Q пройде через середину DT i пе-
ретне описане коло в точцi, яка дiлить дугу DAT навпiл. HF —бiсектриса
кутаDHT . Це означає, що точка F дiлить дугуDAT навпiл. Тодi бiсектриса
кута TQD пройде через середину DT (точку M) i перетне описане коло
в точцi F , а це означає, що точки Q , M , F лежать на однiй прямiй, що i
треба було довести. �
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IV ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

10–11 класи
I ТУР

Задача 1. Квадрат ABCD розбили на 8 однакових прямокутних трику-
тникiв i квадратKLMN , як показано на рисунку. Знайдiть площу квадрата
ABCD, якщо KL = 5, PS = 8.

A

B C

D

P

Q

R

S

K L

MN

Розв’язання. Помiтимо, що чотирикутник
PQRS —квадрат. Тодi його площа дорiвнює
82 = 64. Вiн розбитий на чотири однакових
прямокутних трикутники i квадрат KLMN .
Площа квадрата KLMN дорiвнює 52 = 25,
тому сума площ чотирьох прямокутних три-
кутникiв дорiвнює 64 − 25 = 39. Площа
квадрата ABCD дорiвнює сумi площ квадра-
та PQRS i чотирьох прямокутних трикутни-
кiв. Таким чином, шукана площа дорiвнює
64 + 39 = 103.

Вiдповiдь. 103.
�

Задача 2. Нехай ABCD—квадрат, точка E—середина сторони BC.
На сторонi AB позначили таку точку F , що FE ⊥ DE. Доведiть, що
AF + BE = DF .

(Ercole Suppa, Italy)
Розв’язання.

A

B C

D

E

F

Помiтимо, що трикутники DCE i EBF по-
дiбнi (оскiльки вони прямокутнi, а ∠CDE =
90◦ − ∠CED = ∠BEF ). Тодi якщо позначимо
сторону квадрата як 4x , то CD = 4x , BE =
2x , BF = x , AF = 4x − x = 3x . За теоре-
мою Пiфагора для трикутника ADF знаходимо,
що DF =

√
(3x)2 + (4x)2 = 5x . Таким чином,

AF + BE = 3x + 2x = 5x = DF , що i потрiбно
було довести.

�

Задача 3. Дано трапецiюABCD iз основами BC iAD. ТочкиK i L обрано
на бiчних сторонах AB i CD вiдповiдно так, що KL ‖ AD. Виявилось, що
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площi чотирикутникiв AKLD i KBCL рiвнi. Знайдiть довжину KL, якщо
BC = 3, AD = 5.

Розв’язання.

A

B C

D

M

LK

Нехай M —точка перетину AB i CD. Тодi три-
кутники BMC i AMD подiбнi з коефiцiєнтом
подiбностi 3

5 . Тодi площi цих трикутникiв вiдно-
сяться як 9 : 25.

Позначимо S(BMC) = 9x , тодi S(AMD) = 25x ,
S(ABCD) = 16x , S(KBCL) = 8x , S(KML) = 9x +
8x = 17x . Оскiльки трикутники BMC i KML
подiбнi, причому S(BML) : S(KML) = 9 : 17, то
BC : KL = 3 :

√
17. Тому KL =

√
17.

Вiдповiдь.
√
17.

�

Задача 4. В рiвнобедренiй трапецiї ABCD основа AB в два рази бiльша
за основу CD. Точка M —середина AB. Вiдомо, що центр кола, вписаного
в трикутник MCB, лежить на колi, описаному навколо трикутника MDC.
Знайдiть кут MBC.

A B

CD

M

O

Розв’язання.
Нехай O —центр кола, вписаного в три-

кутник MCB. Тодi ∠MOC = 180◦ − 1
2(180

◦ −

∠MBC) = 90◦+ 1
2∠MBC. Оскiльки точкаO ле-

жить на колi, описаному навколо трикутника
MDC, то ∠MOC + ∠MDC = 180◦. Оскiльки
MB = DC i MB ‖ DC, то MDCB—паралело-
грам, а тому ∠MDC = ∠MBC. Таким чином,
90◦ + 3

2∠MBC = 180◦, звiдки ∠MBC = 60◦.
Вiдповiдь. 60◦. �

Задача 5. Вiдомо, що у чотирикутникABCD можна вписати коло, окрiм
того ∠A = ∠C. Доведiть, що AB = BC, CD = DA.

(Олена Артемчук)
Розв’язання.

A

B

C

D

E F

O
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Нехай O —центр кола, вписаного у чотирикутник ABCD. Проведемо
з точки O радiуси до точок дотику—OE та OF (зрозумiло, що OE ⊥ AB
та OF ⊥ BC). Вiдрiзки BE та BF рiвнi як вiдрiзки дотичних, проведенi з
однiєї точки до кола.
Оскiльки точка O є точкою перетину бiсектрис кутiв чотирикутника,

то ∠EAO = 1
2∠A =

1
2∠C = ∠FCO . Тодi трикутники AEO та CFO рiвнi

за катетом та гострим кутом. Отже, AB = BE + EA = BF + FC = BC.
Аналогiчно показується, що AD = CD.

�

Задача 6. Куб, ребро якого дорiвнює 1, перетнули площиною, яка не
проходить через жодну з його вершин, а його ребра перетинає лише в
точках, що є серединами цих ребер. Знайдiть площу утвореного перерiзу.
Розгляньте усi можливi випадки.

(Олександр Школьний)
Розв’язання. Можливi такi чотири випадки (див. рисунок).
1) Площина перетинає три ребра, якi виходять iз однiєї вершини. Тодi

перерiзом є правильний трикутник зi стороною
√
2
2 , а його площа

S =

(√
2
2

)2√
3

4
=

√
3
8
.

2) Площина перетинає чотири ребра, якi паралельнi (вона паралельна
двом граням куба). Тодi перерiзом є квадрат зi стороною 1, i його площа
S = 1.

3) Площина перетинає чотири ребра на протилежних гранях, причому
є паралельною ребру куба. Перерiзом є прямокутник зi сторонами 1 та
√
2
2 . Його площа дорiвнює

√
2
2 .

4) Перерiзом куба є правильний шестикутник.
Тодi його площа дорiвнює сумi площ шести правильних трикутникiв зi

стороною
√
2
2 , тобто

S = 6 ·

(√
2
2

)2√
3

4
=

3
√
3

4
.

�
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IV ОЛiМПiАДА ГЕОМЕТРИЧНОЇ ТВОРЧОСТi
iМЕНi В. А.ЯСiНСЬКОГО

ЗМАГАННЯ iЗ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ГЕОМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ

10–11 класи (поглиблене вивчення математики)
I ТУР

Задача 1. Дано гострокутний трикутник ABC. Вписане в трикутник
ABC коло iз центром в точцi I дотикається сторiн AB, BC в точках C1 та
A1 вiдповiдно. Прямi A1C1 та AC перетинаються в точцi Q . Доведiть, що
кола, описанi навколо трикутникiв AIC i A1CQ , дотикаються.

(Дмитро Швецов)
Розв’язання.

A

B

C
Q

A1I

C1

O1

O2

Позначимо центри кiл, якi описанi навколо трикутникiв AIC i A1CQ ,
черезO1 iO2 вiдповiдно. Доведемо, що точкиO1,C,O2 колiнеарнi. Оскiль-
ки C —спiльна точка обох кiл, то цього буде достатньо для доведення
потрiбного твердження.
Нехай ∠B = β . ∠AIC = 90◦ + 1

2β . Тодi центральний кут AO1C (мен-
ший) дорiвнює 180◦ − β , а з рiвнобедреного трикутника AO1C знаходимо
∠ACO1 =

1
2β .

Трикутник C1BA1 рiвнобедрений, оскiльки BC1 = BA1 як дотичнi,
проведенi з точки до кола. Тодi ∠CA1Q = ∠C1A1B = 90◦ − 1

2β . Це означає,
що ∠CO2Q = 180◦ − β , а значить з рiвнобедреного трикутника CO2Q:
∠O2CQ =

1
2β .

Зазначимо, що точки O1 та O2 розташованi по рiзнi боки вiд прямої
AQ , точкаC розмiщена мiж точками A i Q , ∠ACO1 = ∠QCO2, тобто точки
O1, C, O2 розташованi на однiй прямiй, що i потрiбно було довести.

11
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Задача 2. На середнiй лiнiїMN трапецiїABCD (AD ‖ BC) обрано точки
F i G так, що ∠ABF = ∠CBG. Доведiть, що тодi ∠BAF = ∠DAG.

(Дмитро Прокопенко)
Розв’язання.
Перший спосiб. Опишемо коло ω навколо трикутника AFB. Нехай T —

друга точка перетину прямої MN з колом ω. Тодi кут ∠FTA = ∠FBA
(вписанi, якi опираються на одну дугу). Аналогiчно ∠BTF = ∠BAF .

Кут ∠BGT = ∠GBC як внутрiшнi рiзностороннi кути. Оскiльки ∠BGT =
∠GTA, то BG ‖ TA.
Разом з тим BG = TA, оскiльки трикутники BKG iAQT рiвнi (за катетом

i гострим кутом).
Таким чином, ATBG —паралелограм i ∠BTG = ∠TGA (як внутрiшнi

рiзностороннi). Але i ∠TGA = ∠GAD (як внутрiшнi рiзностороннi). Отже,
∠BAF = ∠GAD, що i потрiбно було довести.

A

B C

D

F G
NMT

Q

K

ω

Другий спосiб. Використаємо таке вiдоме допомiжне твердження:
Лема. Нехай M i N —точки, якi лежать всерединi заданого кута ∠BAC.

Променi AM i AN будуть iзогональними (тобто симетричними вiдносно
бiсектриси кута ∠BAC) тодi i тiльки тодi, коли виконується спiввiдношення

d(M;AB)
d(M;AC)

=
d(N ;AC)
d(N ;AB)

.

Iншими словами,

∠MAB = ∠NAC ⇔
d(M;AB)
d(M;AC)

=
d(N ;AC)
d(N ;AB)

(тут d(X ; l) позначає вiдстань вiд точки X до прямої l).
Доведення леми. НехайX та Y , P таQ —проекцiї точокM та N на прямi

AB i AC вiдповiдно. Тодi ∠XMY = 180◦ − ∠BAC = ∠QNP .
12



A

B C

P

Q
X

Y

M
N

Далi одержуємо,

∠XMY = ∠QNP i
MX

MY
=
NQ

NP
;

m

M XMY ∼M QNP ;
m

∠MYX = ∠NPQ;
m

∠MAB = ∠NAC,

бо чотирикутники AXMY i AQNP —циклiчнi, що i завершує доведення
леми.
Перейдемо безпосередньо до розв’язання задачi. Застосувавши лему

для кута ∠ABC i променiв BF i BG (якi за умовою задачi є iзогональними),
знаходимо:

d(F ,AB)

d(F ,BC)
=
d(G,BC)

d(G,AB)
.

Враховуючи, що точки F i G рiвновiддаленi вiд основ трапецiї, останню
рiвнiсть можна переписати у виглядi

d(F ,AB)

d(F ,AD)
=
d(G,AD)

d(G,AB)
,

а це i означає (за лемою), що променi AF i AG є iзогональними всерединi
кута ∠BAD, тобто ∠BAF = ∠DAG, що i потрiбно було довести.

�

Задача 3. Вiдрiзки BF iCN —висоти в гострокутному трикутнику ABC.
ПрямаOI , яка з’єднує центри описаного та вписаного кiл трикутникаABC
паралельна до прямої FN . Знайдiть довжину висоти AK в трикутнику
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ABC, якщо радiуси його описаного та вписаного кiл дорiвнюють R та r
вiдповiдно.

(Григорiй Фiлiпповський)
Розв’язання.
Оскiльки точки B, N , F , C належать одному колу з дiаметром BC, то
∠AFN = ∠B. Очевидно, що ∠AOC = 2∠B (центральний). Тодi ∠CAO =
∠ACO = 1

2(180
◦ − 2∠B) = 90◦ − ∠B. Отже, AO ⊥ FN . За умовою OI ‖ FN ,

звiдси ∠AOI = 90◦.

A

BC
K

N

F

O
I

T

З’єднаємо A та I . З трикутника AKB: ∠KAB = 90◦ − ∠B = ∠CAO , тобто
∠OAI = ∠IAK (AI —бiсектриса).
Через I проведемо пряму паралельно до BC. Нехай вона перетне висоту

AK в точцi T . Очевидно, TK = r .
Оскiльки трикутники AIO та AIT рiвнi за гiпотенузою i гострим кутом,

то AT = AO = R. Таким чином, AK = AT +TK = R + r .
Вiдповiдь. R + r .

�

Задача 4. Висоти гострокутного трикутникаABC перетинаються в точцi
H . На вiдрiзках BH та CH позначили точки B1 та C1 вiдповiдно так, що
B1C1 ‖ BC. Виявилося, що центр кола ω, описаного навколо трикутника
B1HC1, лежить на прямiй BC. Доведiть, що коло Γ, яке описане навколо
трикутника ABC, дотикається кола ω.
Розв’язання. Позначимо через Γ′ коло, описане навколо трикутника

BHC. На дотичнiй до кола Γ′ в точцi H позначимо точку X , яка розта-
шовується всерединi кута BCH . Тодi ∠BHX = ∠BCH = ∠B1C1H (остання
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рiвнiсть слiдує з того, що BC ‖ B1C1). Отже, колоω дотикається до прямої
HX та кола Γ′ в точцi H .

A

B C
B1

C1

H

H ′

X

Γ

Γ′

ω

Позначимо через H ′ точку симетричну
H вiдносно прямої BC (як вiдомо, ця
точка лежить на колi Γ).
Отже, при симетрiї вiдносно BC коло

Γ′ переходить в коло Γ, а коло ω—саме
в себе, оскiльки центр кола ω належить
прямiй BC. Оскiльки ω дотикається Γ′,
то воно дотикається i до Γ, що необхiдно
було довести.

�

Задача 5. Про трикутник ABC вiдомо, що 3 · BC = CA + AB. Нехай
A-симедiана трикутника ABC перетинає описане коло трикутника ABC в
точцi D. Доведiть, що

1
BD
+

1
CD
=

6
AD
.

Примiтка. Якщо AM —медiана трикутника, то промiнь, який симетри-
чний променю AM вiдносно бiсектриси кута A трикутника, називається
A-симедiаною трикутника ABC.

(Ercole Suppa, Italy)
Розв’язання.

A

B C

D

M

За теоремою Птолемея для впи-
саного чотирикутника ABDC зна-
ходимо:

BC · AD = AB ·CD +AC · BD,

звiдки

AD =
AB ·CD +AC · BD

BC
.

Iз теореми синусiв для трикутни-
кiв ABD, ADC, ABM , AMC легко
встановити, що BD

CD =
AB
AC . Справдi,

з трикутникiв ABM i AMC знахо-
димо, що AB

AC =
sin ∠MAC
sin ∠MAB , а з трику-

тникiв ABD i ACD: BD
CD =

sin ∠DAB
sin ∠DAC .
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Тодi:

AD

BD
+
AD

CD
=
AB ·CD +AC · BD

BC · BD
+
AB ·CD +AC · BD

BC ·CD
=

=
AB

BC
·
CD

BD
+
AC

BC
+
AB

BC
+
AC

BC
·
BD

CD
=

=
AB

BC
·
AC

AB
+
AC

BC
+
AB

BC
+
AC

BC
·
AB

AC
=

=
AC

BC
+
AC

BC
+
AB

BC
+
AB

BC
=

2(AC +AB)
BC

= 6,

що рiвносильно рiвностi, яку i потрiбно було довести. �

Задача 6. В нерiвнобедреному трикутнику ABC I —центр вписаного
кола, M1 —середина сторони BC, K2, K3 —точки дотику вписаного кола
трикутника з вiдрiзкамиAC iAB вiдповiдно. Точка P лежить на описаному
колi трикутника BCI , а кут M1PI —прямий. Доведiть, що прямi BC, PI ,
K2K3 перетинаються в однiй точцi.

(Михайло Плотнiков)
Розв’язання.

A

B
C

D

E

M1 K1

I

P

K3

K2

T

Q

Нехай Q —точка перетину BC i K2K3. Тодi за теоремою Менелая для
прямої K2K3 i трикутника ABC

BK3

K3A
·
AK2

K2C
·
CQ

QB
= 1.

Нескладно також показати, що

BK3

K3A
·
AK2

K2C
·
CK1

K1B
= 1,
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де K1 —точка дотику вписаного кола трикутника ABC з вiдрiзком BC.
Тому

CQ

QB
=
CK1

K1B
.

НехайT —ортоцентр трикутникаBCI , аD,E —основи перпендикулярiв
з точок B i C на прямi IC та IB вiдповiдно.
Розглянемо такi кола: коло, що проходить через точки B, I , C, коло,

що побудоване на BC, як на дiаметрi i коло, що побудоване на IT , як
на дiаметрi. Друге iз вказаних кiл мiстить точки D i E, а третє—D, E i
P . Радикальнi осi BC, DE, PI цих трьох кiл перетинаються в однiй точцi
(назвемо її Q′). Згiдно теоремам Чеви i Менелая для трикутника BIC,
прямої DE i точки T :

CD

DI
·
IE

EB
·
BK1

K1C
= 1,

CD

DI
·
IE

EB
·
BQ′

Q′C
= 1.

Тому CQ ′

Q ′B =
CK1
K1B

, тобто точки Q i Q′ спiвпадають, що i треба було довести.
�
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